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Premessa

I processi che subisce un farmaco all’interno di un organismo sono assorbimento, distribuzione,
metabolismo ed escrezione.

Per poter implementare un modello matematico efficace che rifletta la corretta cinetica di questi
meccanismi occorre uno studio preliminare sulla fisiologia e sul destino del farmaco all’interno
dell’organismo.

In questo lavoro viene dapprima presentata una trattazione generale della cinetica di un farmaco,
alla luce dei meccanismi fisiologici alla base di tale processo.

Le osservazioni e 1 risultati ottenuti sono poi utilizzati per ricavare un modello a due
compartimenti per la farmacocinetica per il quale vengono illustrati i parametri fondamentali e
le relazioni esistenti tra di essi.

Viene successivamente studiata I’identificabilita a priori di tale modello, prendendone in
considerazione anche i casi particolari.

Infine, viene presentato un esempio che illustra 1’utilizzo pratico del modello.



1. Basi fisiologiche della farmacocinetica

Per ottenere una somministrazione ottimale di un farmaco ¢ di fondamentale importanza
conoscere non solo i meccanismi con cui questo farmaco sara assorbito, distribuito ed eliminato
dal corpo ma anche la cinetica di questi processi; la farmacocinetica ¢ la branca della
farmacologia preposta a questo studio.

I processi che descrivono il corso del farmaco nell’organismo sono [’assorbimento, la
distribuzione, il metabolismo e I’eliminazione (ADME, dai termini inglesi Absorption
Distribution Metabolism Elimination).

Di solito non viene misurata direttamente la concentrazione del farmaco nell’organismo ma le
misure vengono effettuate sul sangue o sul plasma; infatti il sangue trasporta il farmaco
direttamente dal sito di somministrazione fino agli organi, sia quelli in cui il farmaco
successivamente agisce sia quelli in cui il farmaco viene poi eliminato, vedere ad esempio il

percorso seguito da un farmaco generico illustrato in Fig.1.
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I meccanismi e i siti di somministrazione di un farmaco sono vari; infatti un farmaco puo essere
somministrato direttamente nei vasi sanguigni, ovvero in modo intravascolare, oppure non
attraverso essi, ossia in modo extravascolare (¢ questo il caso di un farmaco assunto oralmente, o
attraverso la pelle, o attraverso le vie respiratorie ai polmoni, ecc). Se somministrato per via

extravascolare il farmaco deve essere assorbito, per poter raggiungere il sangue.



Attraverso la circolazione, il farmaco viene distribuito ai vari organi e il modo in cui questo
avviene dipende da quanto bene ogni organo ¢ irrorato di sangue, dalla sua grandezza, da come ¢
vincolato il farmaco nel il sangue, dai tessuti e dalla permeabilita delle loro membrane.

Infine il farmaco puo essere eliminato e i due tessuti di eliminazione principali sono i reni e il

fegato.

1.1 Assorbimento, distribuzione ed eliminazione

L’ assorbimento ¢ il processo con il quale i farmaci si spostano dal sito di somministrazione
al plasma; si parla di assorbimento solo se il farmaco viene assunto per via extravascolare.

Vi sono vari siti di misura della concentrazione del farmaco presente nel sangue o nel
plasma; per rilevare se ¢ stato assorbito o meno in un sito bisogna tener conto inoltre dei

meccanismi € dei siti di eliminazione.
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Fig.2: Quando un farmaco viene somministrato, nel processo di assorbimento, incontra
parecchie barriere e siti di perdita. Infatti ci sono molti fattori che ostacolano questo
meccanismo quali ad esempio I’incompleto scioglimento (se la dose somministrata ¢ solida), la
bassa permeabilita intestinale, il metabolismo, 1’eliminazione del farmaco nel suo primo
passaggio nel fegato.

Infatti, come si vede in Fig.1 e in Fig.2, sono diversi i siti in cui ci puo essere perdita di
farmaco quindi la rilevazione di farmaco assorbito dipende dalla misura in cui viene
eliminato nei siti di escrezione e, ovviamente, dalla posizione dal sito di misura e di
eliminazione; ovvero la perdita nei siti precedenti a quello di misura (come ad esempio nei
tessuti gastrointestinali o nel fegato) contribuisce ad una diminuzione nell’assorbimento
sistemico.

Si pud quindi dire che esiste un limite all’assorbimento di un farmaco -costituito
dall’eliminazione dello stesso prima del sito di misura; il cosiddetto ‘effetto del primo
passaggio’ ¢ la perdita dovuta al primo transito del farmaco attraverso i siti di eliminazione
durante 1’assorbimento.

Si parla invece di disposizione per indicare tutti i processi che avvengono successivamente

all’assorbimento di un farmaco, ovvero la distribuzione e 1’eliminazione: infatti, una volta
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assorbito, il farmaco ¢ trasportato attraverso il sangue delle arterie a tutti i tessuti, inclusi gli
organi di eliminazione.

Per distribuzione si intende il processo di trasferimento reversibile di un farmaco da e per il
sito di misura (sangue o plasma).

Il percorso seguito puo essere diverso, ad esempio si puo parlare di circolo enteroepatico
(Fig.1) se il farmaco espulso in bile, successivamente immagazzinato e poi rilasciato dalla
cistifellea, transita nel piccolo intestino (o intestino tenue) e viene riassorbito nella
circolazione. Se tutto il farmaco ¢ riassorbito allora la secrezione biliare non ¢ una via per
I’escrezione quindi la circolazione descritta € una componente della distribuzione.

Per eliminazione invece si intende la perdita irreversibile di farmaco dal sito di misura (a
differenza della distribuzione).

Si ripartisce in due processi: 1’escrezione, ovvero la perdita irreversibile di farmaco
inalterato chimicamente e il metabolismo, cio¢ la conversione da una specie chimica ad

un’altra.

ADME come schema a blocchi

Si puo vedere la presenza di un farmaco all’interno dell’organismo, descritta in termini di
ADME (assorbimento, distribuzione, escrezione e metabolismo), attraverso uno schema a
blocchi.

I vari blocchi si distinguono in due categorie: la prima ¢ quella che comprende il trasporto, il
sito di somministrazione, il corpo, le escrezioni, la seconda invece il metabolismo (separato
poiché implica la conversione chimica quindi differisce chimicamente dal farmaco) e i
metaboliti (sostanze che, dopo aver subito il processo di trasformazione, sono rese pill

facilmente assorbibili o eliminabili) nel corpo e negli escrementi.

FARMACO AL SITO FARMACO » FARMACO

DI ASSORBIMENTO NELL’ORGANISMO ELIMINATO

Fig.3: schema a blocchi ;

per I’ ADME METABOLITI s METABOLITI
NELL’ORGANISMO ELIMINATI

Il modello che si ottiene (Fig.3), nel quale i blocchi rappresentano diversi siti e diverse
specie chimiche, si basa sulla quantita di farmaco e di metaboliti; la quantita totale nel corpo

¢ determinata da misure nel sangue o nel plasma.



Considerazioni sul bilancio di massa permettono la formulazione delle seguenti equazioni:

z quantita molari di farmaco nei comparimenti (di trasporto o chimici) = Dose

z tassi di scambio del farmaco nei compartimenti =0

Ovvero:
( oo o
quantita di quantita di  quantita di quantita di  quantita di
Dose = farmaco nel sito , farmaco 4 farmaco + metaboliti + metaboliti
< di assorbimento  nel corpo eliminato nel corpo eliminati
tasso di scambio di tasso di tasso di
farmaco nel corpo = assorbimento  eliminazione

Passaggio attraverso le membrane

L’insieme di processi che vanno sotto il nome di ADME richiedono un meccanismo di

trasferimento attraverso le membrane che viene detto trasporto di farmaco.

Questo viene visto come un passaggio attraverso una serie di membrane e spazi sovrapposti,

operanti come una macroscopica membrana funzionale, che impediscono il trasporto del

farmaco e possono limitare la velocita di tutto il processo.

Ci sono diversi meccanismi di passaggio dei farmaci attraverso le membrane:

La maggior parte passa attraverso le membrane per diffusione, un processo passivo che
dipende dal gradiente di concentrazione; il movimento avviene dalla zona a elevata
concentrazione a quella a concentrazione minore.

Il trasporto di farmaco continua finché non viene raggiunto 1’equilibro, condizione per
la quale le concentrazione ¢ equivalente da entrambi 1 lati della membrana; il passaggio
di farmaco tra le regioni continua comunque all’equilibrio ma il flusso netto totale ¢
nullo.

E presente anche un altro processo passivo, detto diffusione facilitata, che avviene
sempre per gradiente di concentrazione ma sono presenti delle proteine di canale o
carrier che aiutano il passaggio di sostanze attraverso la membrana.

Questo avviene perché le membrane non sono barriere inerti e nello svolvimento della
loro funzione, ovvero il mantenimento dell’ambiente cellulare interno, possono
escludere (o eliminare) alcune sostanze o, come in questo caso, selezionare quelle
ritenute vitali che magari, essendo polari, non riuscirebbero a passare (o passerebbero in

modo troppo lento) attraversano la membrana.



Flusso sanguigno

E utile sapere che ruolo gioca il flusso sanguigno nello studio del movimento del farmaco
nell’organismo non solo perche ¢ proprio il sangue a trasportare e rimuovere sostanze ma
anche perche I’irrorazione della sede di somministrazione influisce sull’assorbimento del
farmaco.

Per capire il movimento del farmaco attraverso le membrane occorre fare delle
considerazioni sulla perfusione, ovvero la distribuzione di sangue al tessuto; come si vede in
Fig.4 a), se la membrana non offre resistenza la fase che avviene piu lentamente ¢ la
perfusione e non la permeabilita mentre, vedi Fig.3 b), se la resistenza della membrana
aumenta ¢ la permeabilita, che riguarda il trasporto attraverso la membrana, la fase piu lenta
e il movimento del farmaco attraverso la membrana ¢ lento e insensibile a cambiamenti nella

perfusione.

a) @ SANGUE — b)@ SANGUE 9

TES SUTO MEMBRANA
TESSUTO

Fig.4: nello schema a) la membrana non offre resistenza e il farmaco nel sangue che lascia il
tessuto ¢ in equilibrio virtuale con quello nel tessuto (quindi sangue e tessuto posso essere visti
come un solo compartimento). Nello schema b) la membrana offre resistenza, I’equilibrio non
viene raggiunto nel tempo in cui il sangue lascia il tessuto (sangue e tessuto non possono essere
visti come un unico compartimento).

Quindi, come la resistenza della membrana al farmaco aumenta (in seguito ad esempio a
passaggi attraverso membrane pill spesse o dense), si passa da un processo in cui ¢ la
perfusione a limitare la velocita ad un processo in cui ¢ la permeabilita il fattore che frena lo

svolgimento.

Assorbimento

Come gia anticipato, I’assorbimento ¢ il processo con il quale i farmaci inalterati si spostano
dal sito di somministrazione al plasma (o al sangue) dove in pratica avviene la misura.
Vi sono due vie: quella intravascolare, in cui 1’assorbimento viene considerato pari a zero e

conta solo la dose somministrata, e quella extravascolare, in cui se 1 farmaci hanno lo scopo



di agire in modo sistemico 1’analisi del loro assorbimento all’interno dell’organismo risulta
essere fondamentale.

Se si considera un farmaco somministrato extravascolarmente, si nota che perdite o ritardi
durante 1’assorbimento contribuiscono alla variabilita nella risposta del farmaco; infatti il
movimento del farmaco dal sito di applicazione al sistema circolatorio influenza il tempo di
inizio, I’intensita e la durata dell’effetto.

Il passaggio del farmaco attraverso le membrane che separano il sito di assorbimento dal
sangue ¢ un prerequisito per avere assorbimento e per fare cio il farmaco deve essere in
soluzione.

Tuttavia, poiché molti farmaci sono solidi, bisogna far passare particelle solide attraverso le
membrane. In questo caso il farmaco deve essere sciolto per essere assorbito; ci sono quindi
due tipi di assorbimento:

e [’assorbimento da forme di dosaggio solide si configura come un processo a due passi:

farmaco in > farmacoin______________> farmaco

prodotto o soluzione assorbito
scioglimento ingresso nel

corpo

Se il processo pit veloce ¢ quello di scioglimento la maggior parte del farmaco ¢
dissolta prima che ne venga assorbita una quantita significativa, ovvero ¢ la
permeabilita (piuttosto che lo scioglimento) che limita 1’assorbimento.

La situazione piu frequente ¢ quella in cui lo scioglimento avviene piu lentamente;

I’assorbimento perd non puo procedere piut velocemente di quanto il farmaco si sciolga

quindi & un processo in cui lo scioglimento limita 1’assorbimento.

e Assorbimento da soluzione: tiene conto di due tipi di assorbimento, quello
gastrointestinale e quello da siti intramuscolari e sottocutanei.

1) Nel primo processo I’assorbimento dei composti € piu veloce nell’intestino tenue che
nello stomaco quindi I’analisi dello svuotamento gastrico ¢ fondamentale per il
controllo della velocita di assorbimento del farmaco.

Solitamente il cibo rallenta lo svuotamento gastrico per cui viene consigliato di
prendere farmaci a stomaco vuoto se si desidera un inizio rapido dell’effetto; lo
stomaco puo essere visto come un organo di deposito da cui percentuali di farmaco

sono espulse (tramite peristalsi) verso i siti di assorbimento dell’intestino tenue.
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L’assorbimento puod non essere completo perche il farmaco deve passare il lume
gastrointestinale, attraversare la parete dell’intestino e il fegato prima di entrare nel
sistema di circolazione generale.
Se i farmaci sono permeabili 1’assorbimento ¢ rapido e di solito completo dentro
I’intestino tenue; I’assorbimento di farmaci meno permeabili (di solito polari)
avviene sempre prevalentemente nell’intestino tenue ma ¢ improbabile che sia
completo entro un limitato periodo.
Di solito comunque il basso intestino ¢ il sito di assorbimento predominante.

2) Nel secondo processo 1’assorbimento ¢ limitato della perfusione (aumenti nel flusso
sanguigno lo accelerano). Questa dipendenza dipende dalla natura della barriera tra il

sito di iniezione (fluido interstiziale) e il sangue, infatti essa offre una bassa

resistenza al movimento del farmaco nel sangue.

Distribuzione

La distribuzione ¢ il processo che include i trasporti reversibili di un farmaco da una sede
ad un’altra all’interno del corpo; ¢ possibile ricavare molti dati sul meccanismo di
distribuzione nell’organismo da osservazioni sul sangue o sul plasma.

La diffusione di un farmaco attraverso il sangue e i tessuti avviene a diverse velocita e
proporzioni; € un processo influenzato da diversi fattori (quali ad esempio il trasporto del
farmaco ai tessuti attraverso il sangue e la predisposizione ad attraversare le loro membrane,
il vincolo tra il farmaco e il sangue o i tessuti, ecc).

Anche in questo caso, come per 1’assorbimento, si possono fare delle considerazioni sulla
perfusione, ossia la distribuzione di sangue al tessuto, e sulla permeabilita, ovvero la
caratterizzazione del trasporto attraverso la membrana, e su come questi due fattori

influenzino la distribuzione del farmaco nell’organismo.

La perfusione costituisce un limite (alla velocita di processo) se le membrane dei tessuti non
ostacolano la distribuzione, ovvero tessuti meglio irrorati assorbono un farmaco pil
rapidamente; quindi sussiste una relazione diretta tra il tasso di perfusione dei tessuti e il

tempo richiesto per distribuire un farmaco al tessuto.
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Fig.5: il farmaco in ingresso al tessuto ha una concentrazione arteriosa C, e flusso pari a Q Cy
dove Q ¢ il flusso sanguigno; il farmaco che lascia il tessuto ha concentrazione venosa Cy e flusso
pari a Q' Cy.

La concentrazione di farmaco nel tessuto Cr aumenta quando il tasso d’ingresso & maggiore del
tasso di uscita del sangue venoso; la quantita nel tessuto & data dal prodotto Vi'Cr dove Vy ¢l
volume del tessuto.

La figura mostra un tessuto irrorato di sangue in cui la distribuzione ¢ limitata dalla perfusione e
non ¢ presente eliminazione.

Come si vede in Fig.5, senza un’effettiva resistenza al movimento nel tessuto, il sangue e il
tessuto possono essere Vvisti come un unico compartimento (concentrazione nel sangue
venoso Cy in equilibrio con quella nel tessuto Cr). In ogni istante vale la relazione:

Quantita di farmaco nel tessuto = V1K, Cy

e C
dove K, = costante di distribuzione = C—T
v

E utile definire inoltre un altro parametro che misura quanto velocemente il farmaco lascia il
tessuto se la concentrazione arteriosa si riduce improvvisamente a zero

flussodiuscita _~ Q-Cy _ Q/Vy
quantita nel tessuto ~ V,-K_-C, K~

kt = tasso di uscita frazionale =
P

Infine ¢ opportuno definire (come per I’eliminazione) il tempo di dimezzamento come:

. _In2_0693
172 kT kT

Quindi i1 farmaci lasciano piu lentamente tessuti che hanno elevata K, e che sono poco
perfusi.
Se la concentrazione arteriosa viene mantenuta costante nel tempo ma la concentrazione
tessutale aumenta, il tasso di assorbimento tessutale diminuisce, finché non viene raggiunto
I’equilibrio e si ottengono le relazioni:

CV = CA € CT = Kp'CA
Dunque il tempo di processo aumenta se la perfusione ¢ minore (minor irroramento) € se
aumenta la partizionamento del farmaco nel tessuto (ovvero la concentrazione di farmaco
nel tessuto).
Per quanto riguarda invece la permeabilita, essa costituisce un limite (alla velocita di
processo) per farmaci polari che si diffondono attraverso membrane lipoidali unite

saldamente.
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La concentrazione nel plasma raggiunta dopo che la distribuzione ¢ completa ¢ il risultato
della dose somministrata e della portata (o il grado) di distribuzione, definita da un volume
apparente di distribuzione V dove:

_ A _ quantita di farmaco nell'organismo all'equilibrio

Vv
C concentrazione del plasma (con il farmaco)

Se il volume del plasma ¢ V,,, questa relazione ¢ utile a stimare la frazione di farmaco che si
trova nel plasma, che quindi ¢ data da:

quantitd nel plasma _V,-C 'V,

frazione di f; I plasma = - - v
razione G Tarmaco net Prasma = = antiti nelcorpo . V-C _ V

V-V,
v

frazione di farmaco non nel plasma =

e si nota che piu V aumenta e minore ¢ la frazione di farmaco nel plasma.

PLASMA »  TESSUTO
quantita V,C V1K, C
volume Vo Vr

Fig.6: modello a due compartimenti in cui il farmaco nell’organismo ¢ distribuito tra il
compartimento che rappresenta il plasma e quello che rappresenta un tessuto.
Dalle relazioni
A=V, C+VrK,C=(V,+VrK,)C
A=VC
Si ottiene
V=V +VrK,
dove V1K, ¢ il volume apparente del tessuto visto dalla misura del farmaco nel
plasma

E utile considerare un modello come quello in Fig.5 e poi estenderlo al caso pill generale.
Infatti se si espande il modello per tutti 1 tessuti nel corpo, il volume di distribuzione di un
farmaco ¢ la somma del volume del plasma pit la somma dei volumi apparenti di

distribuzione di ogni tessuto.

V = Vp + z Vapparente di ditribuzione

tessuti del tessuto
nel corpo
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Eliminazione

L’eliminazione di un farmaco, come gia anticipato, avviene tramite 1’escrezione (attraverso
la bile, la respirazione, i reni,..) e il metabolismo.

I prodotti del metabolismo sono vari: la trasformazione chimica fornisce infatti sia un
meccanismo per liberare il corpo da composti indesiderati ed estranei che per generare
prodotti attivi.

Le vie metaboliche di un farmaco sono classificate in base alle alterazioni chimiche e le piu
comuni sono 1’ossidazione, la riduzione, I’idrolisi e la coniugazione; i metaboliti possono
poi subire un ulteriore metabolismo.

Di norma il principale, se non unico, sito di metabolismo ¢ il fegato, tuttavia a volte un
farmaco viene metabolizzato anche in altri tessuti come i reni, la pelle, i polmoni, il sangue e

la parete gastrointestinale.

Quando si parla di eliminazione inoltre ¢ di fondamentale importanza introdurre il concetto
di clearance (CL), parametro necessario per la valutazione del meccanismo di rimozione.
La clearance ¢ il fattore di proporzionalita tra il tasso di eliminazione di un farmaco e la
concentrazione di plasma (con farmaco), ed ¢ definita dalla relazione:
tasso di eliminazione = CL-C

Se si considera la perdita attraverso un organo di eliminazione (supposto in equilibrio), la
sola ragione di differenza tra la concentrazione venosa (Cy) e arteriosa (Ca) ¢ I’eliminazione
(considerazione ragionevole per i reni e il fegato, perché sono tra gli organi pil altamente
perfusi e quindi tra quelli che si riequilibrano piu velocemente) ; valgono le relazioni:

tasso di ingresso = Q-Cx

tasso di uscita = Q-Cy

tasso di estrazione = Q- (Cx-Cy)
Ora, se il tasso di estrazione ¢ legato a quello di ingresso, viene derivato un parametro detto
rapporto di estrazione E, compreso tra 0 (se non c’¢ eliminazione) e 1 (se non fuoriesce

farmaco dall’organo), definito da

_ tasso di estrazione _C, —C,
tasso di ingresso C,

Se inoltre il tasso di estrazione del farmaco ¢ collegato alla concentrazione del sangue in

ingresso allora si trova il valore della clearance tramite la formula precedente:

Q'(CA_Cv)

L=
C C,
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Siccome infine ¢ la concentrazione del sangue ad essere misurata, cid che si ottiene ¢ la
clearance del sangue CLy, = QE; questo parametro in definitiva puo essere considerato come
il volume di sangue dal quale tutto il farmaco sembra essere rimosso per unita di tempo.
Come si puo dedurre, il valore della clearance dipende dal fluido di riferimento; per esempio
¢ importante sapere se le sue misure sono eseguite sul farmaco nel plasma o nel sangue.
Per passare da CLjjasma @ CLgangue S1 usa la seguente relazione:

CLplasma'Cplasma = CLsangue'Csangue

La clearance totale ¢ la somma di tutte le clearance di ogni singolo organo di eliminazione.

Box 1: Clearance epatica (esempio)

Come gia accennato ¢ il fegato I’organo con la maggior capacita metabolica; la misura
quantitativa mirata alla stima della sua abilita di eliminare un farmaco ¢ la clearance epatica.
La rimozione di farmaco dal fegato viene considerata in termini di conservazione della
massa ovvero CLgangue epatico = Qu'En (1a lettera H indica la parola ‘epatico’).
Se Ey (frazione di estrazione epatica) ¢ un valore elevato il fegato ¢ in grado di rimuovere
tutto il farmaco in ingresso nonostante i legami del farmaco con il sangue (o il plasma) e,
poiché il tasso di eliminazione dipende dalla concentrazione totale di farmaco nel sangue,
minori sono i legami presenti meglio il farmaco viene rimosso.
Se invece Ey ¢ un valore basso, la clearance dipende da questi legami perché solo il farmaco
libero sciolto penetra le membrane ed ¢ disponibile per I’eliminazione.
Quindi se Cyp, ¢ la concentrazione di farmaco non vincolato nel plasma che lascia il fegato,
CL. e la clearance basata sulla concentrazione ‘libera’e fi € la frazione di farmaco non
vincolato nel plasma, allora:

tasso di eliminazione = CL;-CL

CLy=CL. fL

1.2 Dose intravenosa

Le vie di somministrazione intravascolari sono due, endovenosa ed intra-arteriosa, ed €
importante distinguerle e scegliere quella corretta per la somministrazione perché modalita

diverse influenzano in modi diversi il processo farmacocinetico.
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Di solito la via di somministrazione intra-arteriosa non viene usata (a parte alcuni casi
specifici in cui si desidera ottenere elevate concentrazioni di farmaco in uno specifico
organo o tessuto), e viene scelta come via pricipale quella di somministrazione endovenosa.
Se I'iniezione viene eseguita in maniera rapida si possono ottenere velocemente elevate
concentrazioni di farmaco nel sangue, mentre se viene effettuata ad un tasso controllato puod
essere mantenuta una concentrazione costante.

I grafici in Fig.7 rappresentano un tipico andamento temporale della concentrazione nel

plasma di un farmaco generico.

A &
. + Concentrazione %0 T
Concentrazione |a | del plasma (con A
del plasma (con | s | ) . .
1 f ) Te: il farmaco) in
il farmaco ¢ -
. e scala i *w ...
T e .., logaritmica g
1 1 | > ] : I Il r.
0 . . '
tempo tempo

Fig.7: Andamento della concentrazione nel plasma di un farmaco in funzione del tempo.

Dopo una prima fase, detta di distribuzione, in cui la concentrazione diminuisce molto rapidamente,
nella seconda fase, detta di eliminazione, il calo avviene molto piu lentamente.

Inoltre (vedi grafico a destra) si nota che nella seconda fase il declino della concentrazione espressa
in scala logaritmica avviene linearmente con il tempo.

Fase di distribuzione

La distribuzione determina il primo rapido declino nella concentrazione del plasma (vedi
Fig.7, prima della linea rossa tratteggiata)

I cambiamenti nel tempo della concentrazione di solito riflettono soprattutto movimenti, pitt
che perdite, del farmaco dentro il corpo; infatti la frazione di dose somministrata persa

durante questa fase ¢ bassa.

Fase di eliminazione

L’eliminazione determina il secondo declino (piu lento) della concentrazione del plasma
(vedi Fig.7, dopo la linea rossa tratteggiata); questa fase ¢ caratterizzata da due parametri:

e il periodo di dimezzamento di eliminazione (ti;): tempo impiegato dalla concentrazione

del plasma per dimezzarsi.
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il volume apparente di distribuzione (V): volume nel quale il farmaco si distribuisce nel

corpo all’equilibrio e vale
volume del plasma (alla

Ve A _ _quantita di farmaco nell'organismo  _ concentrazione del farmaco)

C concentrazione di farmaco nel plasma richiesto per tenere conto di tutto

il farmaco nel corpo

V ¢ utile per stimare o la concentrazione del plasma se viene somministrata una quantita
nota di farmaco all’organismo o la dose necessaria per ottenere una certa concentrazione
di plasma.

Prerequisito per il calcolo di V ¢ I’equilibrio di distribuzione tra il farmaco nei tessuti e

quello nel plasma.

Come si deduce anche dai grafici in Fig.7, la concentrazione del plasma durante la fase di

eliminazione ¢ proporzionale al tempo tramite 1’equazione:

C =C(0)-e™
dove k ¢ il coefficiente angolare della retta (ottenuta in fase di eliminazione) nel

secondo grafico di Fig.7

Moltiplicando il tutto per il volume apparente V si ottiene:

-kt
A=Dose-e

Si trova allora facilmente il tempo di dimezzamento tramite i seguenti passaggi:

£ _ps5=c® quindi typ= In2 _ 0.693
C(0) k k

Si puo inoltre calcolare la clearance totale (CL), ovvero il parametro che collega la

concentrazione al tasso di eliminazione del farmaco:

tasso di eliminazione = CL-concentrazione

e tasso di eliminazione
quindi, poiche k = — , allora
quantita di farmaco nel corpo

CL = k'V'C:k-V: 0.619/;5V
C t

Dai grafici in Fig.7, conoscendo la clearance, si puo ricavare la seguente relazione:

Dose = CL-AUC

dove AUC ¢ I’area totale sotto la curva della concentrazione sul tempo

Viene infine definita la quantita eliminata di farmaco in un tempo infinitesimo come:

quantita eliminata di farmaco in dt = (CL-C)dt
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1.3 Volume del campo accessibile

Come gia premesso, la misura della distribuzione del farmaco ¢ descritta in termini di
volume che viene definito come la costante di proporzionalita tra la quantita di farmaco nel
corpo e la sua concentrazione nel plasma:

M(t) = V-C(1)
E, sapendo che D ¢ la dose somministrata, quindi M(0) = D, vale:

V.= % = volume del compartimento centrale (detto anche campo accessibile)

1.4 11 Principio di Fick

sostanze somministrate

“In un particolare punto del sistema circolatorio deve uscire (aggiunte)
quanto ¢ entrato meno ci0 che ¢ stato eliminato o

) ] N . ] o ingresso uscita
immagazzinato pil cio che ¢ stato aggiunto.” (vedi figura) —
L’osservazione, che descrive il principio di Fick, riguarda i @

flussi e serve per caratterizzare gli organi allo scopo di sostanze eh@na[e
(6] 1mmagazzmale
comprendere ci0 che accade al farmaco all’interno
dell’organismo.
Per la successiva analisi inoltre ¢ necessario considerare le due leggi seguenti (che hanno
validita in ogni punto del sistema circolatorio):
e Conservazione del volume: la somma del flusso di sangue entrante deve essere
uguale alla somma dei flussi di sangue uscenti
e Conservazione della massa: la quantita di farmaco uscente deve essere uguale a
quella che ¢ entrata, meno quella che ¢ stata persa (eliminata o immagazzinata
nell’organo), pit quella che ¢ stata aggiunta dall’esterno (somministrata).
Detto quindi Q il flusso di sangue, M la quantita di farmaco, C la concentrazione, valgono le
relazioni:
Qin = Qout + Qloss dove
® Qi, ¢ il flusso d’ingresso totale (comprese sia le sostanze d’ingresso sia quelle
somministrate)
® Qo € 1l flusso d’uscita

® Qyoss € il flusso ‘di perdita’ (comprensivo delle sostanze eliminate o immagazzinate)

Mi, = Mou + Miogs sapendo che M = Q-C
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1.5 Gli organi descritti da funzioni di trasferimento

Per semplicita si considera un organo irrorato da un unico vaso

in | ORGANO | out
— —

sanguigno entrante ed un unico vaso sanguigno uscente € in cui H(O)
t

non ci sia eliminazione o immagazzinamento di farmaco; dalle

relazioni del paragratfo 1.5 con Q flusso di sangue e C concentrazione, si osserva
innanzitutto che Qiy = Qou = Q.

Ipotizzando di essere nella situazione di un sistema lineare, si definisce una funzione di
trasferimento H(t) che lega la concentrazione del flusso entrante a quella del flusso uscente:
Couw =H*Cjy

H(t) rappresenta allora la frazione di farmaco che entra nell’organo al tempo nullo ed esce al

tempo t; allora:

frazione di farmaco totale (nell’organo) = .[ H(t)dt =F
0

E utile all’analisi suddividere gli organi in due gruppi, quelli ‘eliminanti’ (il sistema
comprende un flusso di eliminazione) e quelli ‘non eliminanti’; occorre pero prima definire

un ulteriore parametro E, detto rapporto di estrazione (dell’organo), per il quale vale la

relazione:
F=1 , se non c’¢ eliminazione dall’organo
F=1-E, altrimenti

Organo non eliminante

La quantita di farmaco nell’organo My ¢ data dal prodotto della sua concentrazione Cr per
volume dell’organo Vt ovvero My = V1Cr e, considerando I’organo come un sistema
lineare, vale la relazione

QCou(t)= QCin(t) - Mr'(t)
Utile all’analisi ¢ il parametro K, detto coefficiente di partizione del tessuto, definito come

K = Cr , che inserito nell’equazione porta alla formulazione seguente:

out

C1 = QCin(®) - V1Cr(1) ovvero VCr() = Q| ¢, —St
K, K,
Se si considera la condizione iniziale C1(0) = 0, ovvero di non avere farmaco inizialmente

nel tessuto, e si tiene Cj, costante, la soluzione dell’equazione ¢:
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Q0
Cr(t) = CiK, | 1€

ovvero la concentrazione di farmaco nel tessuto tende al valore C;,K,, e la velocita con cui
questo avviene ¢ dato da un parametro, detto costante di tessuto, definito come:

Q
k.=
TTV,K,

1Q
VK

P

allora Mr(t) = V1Ci, K, | 1-e

Organo eliminante

La quantita di farmaco nell’organo Mt ¢ data ancora dal prodotto della sua concentrazione
Crper volume dell’organo Vr ossia Mp= V-Cr; in questo caso perod deve essere considerato
un ulteriore fattore per ricavare I’equazione differenziale che descrive il sistema, ovvero la
quantita di farmaco eliminata per unita di tempo definita come segue:

quantita di farmaco eliminata per unita di tempo = CL;,CL
dove CLiy ¢ la clearance intrinseca del tessuto (richiama la capacita del tessuto di liberare un
farmaco privo di vincoli nel flusso sanguigno o nel plasma) e Cy, ¢ la concentrazione locale
di farmaco libero; posso definire inoltre Cty, concentrazione di farmaco libero nel tessuto,
come il prodotto tra f;, e Coy, perché ¢ in equilibrio con la concentrazione libera (nel vaso)
uscente.
L’equazione differenziale che allora descrive il sistema ¢

ViCr'(t) = Q[Cin(D)-Cou(D)] - CLinCoufL
0, ponendo Ct = Co, Ky, €:

V1KpCout' (1) + Cou()(Q + CLind1) = QCin(t)
Se la clearance ¢ costante come pure Cj,, in regime stazionario si ottiene I’equazione di
bilanciamento:

Cou(Q + CLinfL) = QCiy
Da cui si ricava il rapporto di estrazione dell’organo come

_ Cin _Cout _ fLCL‘inI
- C,  Q+f.CL,

m

E

Viene allora definita la clearance dell’organo CLrgano = Q°E =M
Q+f,CL,,
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Riscrivendo 1’equazione che descrive il sistema in funzione di E, ovvero

1

VTKpcout' + Q 1-E

“Cout = QCin

La cui funzione di trasferimento € definita da

ket

H(t) = kre “F

Funzione degli organi eliminanti ¢ di mantenere 1’ambiente interno costante attraverso
I’eliminazione di prodotti metabolici di scarto e di sostanze assorbite in eccesso (al bisogno

corporeo). I maggiori organi eliminanti sono i reni e il fegato.

1.6 L’apparato circolatorio sanguigno

Per l'analisi e la trattazione matematica dei vena vl

processi che subisce un farmaco all’interno superiore

dell’organismo  occorre fare wuna premessa arteria

arteria
polmonare

. . . . . aorta
introduttiva sul modello fisiologico.

vene
polmonari

somministrazione di un farmaco, quella che verra —f—f——cuore
vene

Come gia anticipato, la via pil comune di

tubo
poi presa in considerazione per lo studio del digerente
modello a due compartimenti, ¢ la via i —— aricric

intravascolare (e in particolare endovenosa).

E quindi fondamentale conoscere 1’apparato
circolatorio sanguigno e come questo connette i vari organi per poter poi costruire il modello
(matematico) fisiologico.

Esso ¢ formato da vari tessuti tra cui il cuore e 1 vasi sanguigni suddivisi nelle arterie che
portano il sangue dal cuore a tutto il corpo, nelle vene che trasportano il sangue ricco di
anidride carbonica ai polmoni e le sostanze di rifiuto a fegato e reni e nei capillari che
permettono lo scambio tra sangue e tessuti.

Ora, per capire come connettere i vari organi e tessuti e creare il modello di circolazione,
considero due casi: organi in parallelo e organi in serie.

AQ Q

® Organi in parallelo: per determinare la funzione di Y

< Ql H](t) Ql

A

trasferimento totale H(t) bisogna impostare le equazioni
Q=Q1+Q A
QCou(t) = QiCi(t) + Q2Ca(t) = Qi(Hy * Cin)(1) + Qa2(Hz * Cin)(1) )

Q| Hat) | Q

4
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Quindi

fm=%mm+%mm
Per cui la frazione totale di farmaco nel sistema €
T _Q QL _Q Q,
F= v([I‘I(t)dt —6 F, + EFz = 6 (1-Ey) + E(I-Ez)

dove E; ¢ il rapporto di estrazione dell’organo i.
® Organi in serie: per determinare la funzione di trasferimento totale H(t) bisogna

impostare le equazioni

Q=0Q=Q, ti ;j
Ci(t) = (Hy # Cin)(t) = Cina(1) Hat) | Hi(0)

Cout(t) = CZ(t) = (HZ * Cin,Z)(t) = (Hy*Hy* Cin)(t)
Quindi
H(t) = (Hy * Ha)(1)

Il sistema circolatorio si pud suddividere in due parti: la prima consiste nelle vene, nei
polmoni e nelle arterie mentre la seconda comprende gli altri organi (la maggior parte in
parallelo, collegano arterie e vene).
® Qli organi della prima classe vengono considerati in serie per cui

Hi(t) = (Hyene * Hpolmoni * Harterie) (1)
e Nella seconda classe, considerando ’'intestino e il fegato come un unico organo, tutti gli

organi sono in parallelo per cui
Hu®) = ¥ 2 H, (1
— Q

La funzione di trasferimento totale, che descrive la circolazione (di primo passaggio) per
una molecola di farmaco ¢ allora:

H(t) = (Hr* Hp(t)
E vale la proprieta:

Qcin: Hx* (chn)
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2. Modello a due compartimenti

2.1 Variabili del modello

Come gia anticipato I’obiettivo ¢ quello di formulare, a partire dalle considerazioni fatte nel

capitolo precedente, un modello compartimentale che descriva i processi subiti dal farmaco

nell’organismo.

Variabili fondamentali sono:

e M(t): quantita di farmaco presente nel sistema all’istante t;

® a(t): tasso con il quale il farmaco entra nel sistema all’istante t, comprende flussi in
ingresso e aggiunti o assorbiti, a(t) = ajy(t) + aa(t);

® ¢(t): tasso con il quale il farmaco viene eliminato dal sistema all’istante t, comprende flussi
in uscita e eliminati (questi ultimi descritti dalla clearance), e(t) = €ou(t) + €clim(t);

¢ C(t): concentrazione di farmaco in qualche scomparto ematico all’istante t;

L’equazione che si ricava dal principio di bilancio di massa (vedi par.1.4 ‘Principio di Fick’)

¢

RO M0 =20 - e

Si considera, per semplicita e perché ¢ la via pit comune, una dose impulsiva di farmaco D
somministrata per via endovenosa quindi a,(t) risulta essere nullo e la quantita di farmaco
(nel sito di somministrazione) all’istante iniziale ¢ proprio D. L’equazione si riscrive allora
come:

M'(t) = ain(t) - e(t) , M(0) =D
Introducendo i volumi dei compartimenti si pud esprime il tutto anche in termini di

concentrazione, grazie alla relazione M(t) = V-C(t).
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2.2 Equazioni del modello

Il primo compartimento, M., ¢ detto anche compartimento centrale perché il farmaco ¢
somministrato in e distribuito da esso; ¢ infatti lo spazio sul quale una dose di bolo si
distribuisce immediatamente. Il suo volume ¢ V. e la quantita di farmaco presente in questo
compartimento all’istante t ¢ M(t); vale allora la relazione M.(t)=C.(t)V. con C(t)
concentrazione all’istante t.
Il secondo compartimento, My, ¢ detto anche compartimento periferico (o secondario), dove
il farmaco si distribuisce in un secondo momento e piu lentamente. Il suo volume ¢ V; ¢ la
quantita di farmaco presente al suo interno all’istante t ¢ Mp(t); vale la relazione
M,,()=C,(t)V;, con Cy(t) concentrazione all’istante t.
Ipotizzando che siano presenti scambi di molecole di farmaco tra i compartimenti, dalle
condizioni sul bilancio di massa & possibile giungere a due equazioni:
M.'(t) = (flusso dallo spazio secondario al centrale) — (flusso dallo spazio centrale al
secondario) — (flusso di eliminazione dallo spazio centrale)
M,'(t) = (flusso dallo spazio centrale al periferico) — (flusso dallo spazio periferico al
centrale) — (flusso di eliminazione dallo spazio periferico)
dove
e (flusso dallo spazio centrale al periferico) = CL4Cc(t); CLq € un parametro detto
clearance di distribuzione
® (flusso dallo spazio periferico al centrale) = BCy(t);
e (flusso di eliminazione dallo spazio centrale) = CL.C.(t); CL. ¢ un parametro detto
clearance di eliminazione centrale
e (flusso di eliminazione dallo spazio periferico) = EC,(t);

nell’analisi si considereranno tutti 1 termini, eccetto C(t) e Cp(t), costanti nel tempo.

Le due equazioni possono essere allora riscritte nel modo seguente:
VC'(t) = BCy(t) — CLaCe(t) — CLCe(t) = BCy(1) — C(La+Lo)Ce(t) , Ce(0)= DIV,
V,Cp'(t) = CL4C(t) — BCy(t) — ECp(t) = CL4Cc(t) — (B+ E)Cp(t) , Cp(0)=0

Considerando 1 termini in funzione della quantita di farmaco nei due compartimenti si
ottiene infine il sistema:
{Mcm = kpe Mp() = (keptkeMe() ~—,  M(0)=D
My(®) = kep Me() — (KpetkpdMp(D) . Mp(0) =0
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dove le costanti di trasferimento (tra i compartimenti e di eliminazione dagli stessi) sono:

CL CL
kpczﬁ, kcp: d, kce: C, kpe:£
v, v, v, v,

Dalle equazioni si puo dedurre che la variazione (temporale) della quantita di farmaco vale:
M'(t) = M('(t) + M,'(t) = kpeMp(t) — KepMe(t) — KeeMe(t) + KepMe(t) — KpeMp(t) — KpeMp(t)
= — keeMe(D) — kpeM(t) = CL, C(1) — kpeM (1)
Ricordando che vale la seguente relazione:
(*) M'(t) = -CL(t)-C(t)
Si pud dedurre la funzione clearance come:

M,

CL(t) = CLC + kpew

Per trovare il suo valore medio, supponendo che tutto il farmaco venga alla fine eliminato,

ovvero che M(wx) = 0, bisogna considerare 1’equazione che si ricava da (*):

D= j CL()C(t)dt per cui
0

oo (&

D k, k
CLunedia = —2 T - :V'(kw—'_kw—pej
[ewar  [M (dr
0 0

Solo se kye = 0, ovvero se non c¢’¢ eliminazione dal compartimento periferico, la funzione
clearance ¢ costante e vale V k..

Ulteriore parametro utile per la caratterizzazione del farmaco all’interno dell’organismo ¢ il
tempo medio di permanenza, in inglese mean residence time ovvero MRT; esso descrive il

tempo medio speso del medicinale nel corpo.

M(1)
D

Se si considera il rapporto come la funzione sopravvivenza di distribuzione di una

variabile T che rappresenta il tempo speso dal farmaco nell’organismo, allora vale la

relazione:

Probabilita[tempo speso dal farmaco nel corpo sia T >t] =P[T >t] = Mlgt) OVVero
- . M)
Probabilita[tempo speso dal farmaco nel corposia T<t]=1-P[T>t]=1- N
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Allora la funzione densita di probabilita che caratterizza il tempo speso dal medicinale

nell’organismo (T) é&:

Probabilita[T = t] = px(t) =%(1 _ Mlgt )j __M D(f )

Il valore medio del tempo speso nel corpo dal farmaco e:

MRT = T— M;t) 1t :[—MT(I)I}

f=o00

(M@ . _ M@ [ i 1
7 dt:!: o odi= (!Mc(t)dt+.£Mp(t)dth

k, +k, k 1
- D+ - D|~
(ko +k Ok, +kok,  (k, +k Ok, +k k. |D

cp~pe cp~pe

k, +k, k 1
- D+ - D|~
(ko +k Ok, +kok,  (k, +k k. +k k., |D

cp~pe cp~pe

_ k. +k,.+k,
(k. +k, )k, +k k

cp pe

Box 2: calcolo esplicito del valore medio della clearance CLegia

Si consideri il sistema composto dalle due equazioni:
Mc'(t) = kpc Mp(t) - (kcp+kce)Mc(t) s MC(O) =D
Mp'(t) = kcp M. (1) - (kpc"'kpe)Mp(t) > Mp(o) =0

o

Applicando la funzione integrale Udtj si ottiene:

0
[ML(0dt= kpe [M, (0dt - (keprthee) [M (0t
0 0 0

M, (0dt = — (Kpekpe) [ M (0 + ke [ M ()t
0 0 0

dove [M{(dt=M_ (0] =0-M(0)=D; [M;®dt=M (1] =0-0=0
0 0
Allora il sistema ¢ riscrivibile come:

0 = — (Kpetkpe) TMP (0)dt + kep TM (t)dt
0 0

D =kpe [ M, (0dt - (keprkee) [M (D)t
0 0




=) k oo
Sostituendo .[ M, (t)dt :ﬁch (t)dt nella seconda equazione si trova:
0

pe pe 0

oo kcp oo ]
D = (kepkee) | M, (Odt—— T — [M. (vdt per cui
0 pe 0o

kpc
M, di= et M, de= Ko D
o ¢ (kpc +km)kce +kcpkpe 0 P (kpc +kpe k.. +kcpkpe
Allora il valore medio della clearance €:
DV, DV k,k,,

edia = < = : =V et —

o [M.(0)d ok, (k“ L
L(Ddt
0 (kpc + kpe k.. + kcpkpe
2.3 Forma matriciale
M.(t < M..(t Fig.8: sistema compartimentale
C( ) » p( ) descritto dalla matrice K

Kep
kce l l kpe

Il sistema in Fig.8 ¢ riscrivibile in forma matriciale come:

M'(t) = K-M(t)
dove

o Mo _[MO] _[Fhthkd
M(t)_ |:Mpv(t):|’M(t)_ |:Mp(t)j|’K_ |: kcp _(kpe+kpc)j|

MO |-k, +k,) K e M (1)
M, )| k., —(k,, +k,) || M,®

La matrice K descrive un sistema compartimentale perché
¢ oli elementi sulla diagonale sono non positivi mentre quelli che non sono sulla diagonale
sono non negativi;

¢ [e somme sulle colonne sono negative;
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Occorre calcolare gli autovalori della matrice K.

A+(k, +k,) -k }

pe

determinante[ A I-K] = determinante{ —k, Ak, +k,)

= B+ Uk, +k, +k, +k)+k, k,+k, k, +k, k

pe ~cp pe ce pc e

Quindi i due autovalori sono:

1
/?,1’2:5 —(kpe+kpc+kcp+kce)i\/(kpe+kpc+kcp+kw)2—4(k k +k k,+tk k,)|=

pe ~cp pe “ce pcce
1 k,  +k,+k, +k,+2k, Kk, +2k,k, +2k k.,
= 5| TR Rt +k“)i\/ 2k k -2k k. —2k k
L pe vep pe Y ce pcYee
1] - ]
= =Gtk otk Hh)E VU, +k, =k, k) +4k &,

Per cui si trova:

' e,k
A= — (ke ko ke k) (K R~k — k) + 4Kk

pe cp

1
A= E[—(kpe kg, k) =k, +y —ky, k) 4k k ]

pe cp

Se si scrive:

1
a = _E(k’” +kpC +ka +k.,)

c'vep

B = %J(km Tk, —k, —k,) +4k k

Allora:
a-p =4 <A=a+p<0

K ¢ definita negativa perché i due autovalori sono a parte reale negativa.

2.4 Stabilita del modello

Il sistema compartimentale non ¢ chiuso (le colonne della matrice K non hanno somma

nulla) e non esistono sottosistemi chiusi.
A=0 non ¢ un autovalore, infatti i due autovalori A, e 4, sono strettamente negativi; K &

definita negativa e asintoticamente stabile, per cui M(t) = exp(Kt)M(0) tende

asintoticamente all’unico punto di equilibrio Meq = 0; il sistema ¢ asintoticamente stabile.
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2.5 Soluzione

La soluzione dell’equazione (in forma matriciale) M'(t) = K-M(t) ¢
M(t M0 Kt)-M(0
sol = = 0):

(O)sol M (1) exp(Kt)-M(0)

dove

M(0) = M.0)| | D
= M,0)] |0

Il problema principale ¢ calcolare exp(Kt); questo ¢ possibile in alcuni passaggi, sfruttando
una caratteristica della matrice K.
La matrice K ¢ diagonalizzabile ovvero ¢ possibile trovare una matrice Ty, invertibile tale

che:

A
0 4

Da questa relazione segue che K = TKyT™,

T'KT = { } = K; = forma di Jordan della matrice K

Allora ¢ possibile calcolare exp(Kt) come somma di una serie nel modo seguente:
exp(Kt) = L+Kt+(Kt)/21+(Kt)*/31+. . .+(Kt) /il +...=

= Lt (TK;THt+(TK; TH(TK; THE 2 +HTK T TK T Y TK T HE B+ .=

= Lt (TK;THt+(TK T HE 2 1+(TKS T HE3 1+, .=

s
0
= T(L+Kj t + Kj* 721+ Ky’ £/31+..) T = Texp(K;H)T™" = T{eo %} T
e

exp(Kt) converge a zero perché tutti gli autovalori di K hanno parte reale strettamente

negativa.

Per trovare la matrice T si devono prima trovare i due autovettori v; e v, relativi

rispettivamente per gli autovalori A, e 4, della matrice K.

k ! k !
V1= —r 1 V2 = — 1
k., +k.,+ A ’ k., +k.,+ A,
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Box 3: calcolo esplicito dell’autovalore v di K per un generico autovalore A

A ¢ autovalore di K se esiste un’ennupla non nulla v (detta autovettore) tale che: (K - AI)v
= 0. Quindi, scrivendo il vettore v come v = [x y]T dove x e y non tutte nulle, I’equazione

precedente puo essere riformulata come segue:

o ([~ o +kD k,, ST O [ k=2 k,. x]
- k., —(k,, +k, ) 1o 1])ly]” k,, —k,, —k, =D || y|

|k, Ak A )+ y(k,)
| x(k,) = y(k,, +k, + )

Il sistema in due equazioni risulta essere:

—x(k,, +k, + )+ y(k,)=0
x(k,,)—yk, +k,+4)=0

— kPC
x_km+kw+ly
k k
peiep _ —
—kc,, Y (k, +k, +/1)}y 0

La seconda equazione ¢ sempre verificata per y # 0 e sia con A = A, che con A = A, infatti.

k, .k
S =
k., +k,+A4 (kpe ke + )
2
kg, —kyky, — Kk —k, A=k, ko, Kk, —k, A=Ak, = Ak, — A

k,+k,+A4

X+ Ak, +k, +k, +k,)+k, Kk, +k,k, +k

_ pe ~cp pe ce pc e _O

k,+k,+4

sempre perché A=A, e A= A,sono i due valori che risolvono I’equazione.

T
Allora un autovettore v di K per I’autovalore generico 4 e v=|——— 1
k,+k,+4

Si costruisce infine la matrice T sapendo che le sue colonne sono gli autovettori della

matrice K rispettivamente per gli autovalori 4, e 4,.
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k k

pc pc
T=|\A4+k,+k, A4L+k,+k,

1 1
determinante[T] = M =dety

cp

Box 4: calcolo esplicito del determinante della matrice T

k k k (A, +k +k —A -k —k
determinante[T] = & - e = el oy ke = Ao~k — ko)
2" + kLp + kce ﬂz + kLp + kce (ﬂl + kCP + kce )(12 + kCP + kce)
— kpc(;tz_ﬂ’l) — kpc(ﬂ?_a) =(ﬂ‘2_ﬂ'l)
(ﬂll + kLp + kce )(12 + kCP + kce) - kkapL - kLp

dove ¢ stato fatto a parte il calcolo:

(4 +ky, +k (A +k, +k,)=

=AA + A+ )k, +k )+, +k, +2k k=

cpNee T

2 2 2 2
= —ﬂ +2a’(kcp+kw)+kcp +kce +2kk =

cpVce

1
L (R R SRR (R R R R EE TN

2 2
-(k, +k, +k,+k, )k, +k,)+k, +k, +2kk

cpYce

k, +k,+k, +k,+2k, k, +2k, k, +2k k

pe " pc pc cp cp ce
1 2 2 2 2
T 2k k,, +2k, Kk, +2k k., -k, —k, -k, -k, -2k, k, -2k, k -2k k, |+
+2k k., +2k k., +2k K,

—k, k, —k,k,—k k, —k,k,—k, -k, =2k k,+k, +k, +2k Kk

pe’cp pe’ce pcyep pc e cp e cp Ve

=k k. +k k, +k k,—k k -k k,—k k —k k,=-k k

pe’vcp pe’ce pc e petep T Mpeltee pcep T Fpeltee pcyep

Per trovare I'inversa della matrice T (che esiste in quanto il determinante della matrice T ¢

non nullo) bisogna trovarne la matrice aggiunta e dividere per detr:

k,
1 . pe
+k +k,
T = adj(T)/dety = A Ll ety

pc

A+ k, +k,
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Infine ¢ possibile calcolare la soluzione dell’equazione M'(t) = K-M(t):

M(t)so1 = exp(Kt) “M(0) = T-exp(K;t) T M(0) =

k ) k e 1 I
pe pe e 0 /12 +k, +k,||D
A +k, +k, A+k,+k, A K
t ) 0
1 1 el e
A+k, +k,
B det, -
—k’” e —k"c e[ D
ﬂl + kcp :1: kce ﬂ’z + kcp :Z_t kce _ D
B det,
D L ej’lt _ L eﬂfzt
= A +k, +k, A, +k, +k, =
detT eﬂlr _eﬂqt

b kM (At k,, t k)~ ke (A +k, k)
- detT (ﬂ'l + kcp + k;te)(ﬂ‘zﬂlzj_ kcp + kce) -
L e —e
5 koM (4, +k, +k,)— ke (4 +k, +k,)
= - k CkL' =
det, _ S iei’
i |Gtk k)= e (A Tk, K,
p
= —2— —k,
(ﬂl - ﬂ‘z) At Cpﬂgt
e —e

Allora in particolare le due soluzioni sono:

Dk e (A +k, +k,)—e (A +k, +k,)

M(t) =——"—- =
© (4 =4) —k,,
—L. At _ LAt
G4 e (4 +k,, + k)™ (4, +k,, +k,,)]
k
— e A
p(D) (21_22) (e )
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3. Identificabilita a priori

Considerato il modello a due compartimenti discusso in precedenza, 1’obiettivo di questo capitolo
¢ stabilire se esso sia identificabile a priori, ovvero se sia possibile definirne i parametri incogniti.

Il fatto che alcuni parametri siano sconosciuti costituisce un problema ricorrente nello sviluppo
dei modelli matematici: ci si domanda quindi se sia possibile stimarli indirettamente osservando

I’uscita del sistema a diversi ingressi.

In generale un modello ingresso-uscita lineare viene descritto da un sistema lineare del tipo:

x'(t) = K(p)x(t) + G(p)u(t)
y(t) = H(p)x(t) + J(p)u(t)

dove

e la variabile p rappresenta i parametri non noti

e x(t) ¢ il vettore (nx1) delle n variabili di stato, x'(t) ¢ il vettore delle derivate fatte rispetto al
tempo delle variabili di stato;

e u(t) ¢ il vettore (mx1) degli m ingressi nel sistema;

e y(t) ¢ il vettore (px1) delle p uscite dal sistema: rappresenta in questo caso le misurazioni
effettuate;

¢ K(p) ¢ una matrice quadrata nxn, G(p) ¢ una matrice nxm, H(p) ¢ una matrice pxn, J(p) ¢ una

matrice pxm;

Per studiare I’identificabilita a priori di tale modello si utilizza il metodo della funzione di
trasferimento: si definiscono per prima cosa le trasformate di Laplace di ingresso e uscita come
Y(s) = LIy(®)] e U(s) = LIu()].

Y(s)

I1 loro rapporto rappresenta la funzione di trasferimento da u(t) a y(t): H(s) = UGs)”

Essa pud sempre essere scritta come un rapporto di polinomi del tipo:

N N-1 1
bys +by,s  +...+bs +b,

H(s) =
ays" +ay s" +...+as' +a,

= H(s,ax,by) i cui coefficienti ax e by sono funzioni dei

parametri p del modello.
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Il ragionamento che sta alla base del metodo consiste nel pensare U(s) e Y(s) note, in quanto la

prima scelta appositamente per 1’analisi e la seconda determinata dalla misura effettuata, di

conseguenza anche H(s) risulta essere nota e i suoi parametri vengono definiti come parametri

osservabili.

Applicando la trasformata di Laplace al sistema precedente rappresentante il modello si ottiene

una formulazione della funzione di trasferimento dipendente dai parametri non noti p, ovvero

H(s,p) = H(s,ax,by).

Tramite questa uguaglianza possono essere ricavate delle relazioni che pongono i parametri

incogniti p in funzione dei coefficienti ax e by; si possono distinguere tre casi:

1) 1 parametri p sono univocamente identificabili ovvero la soluzione ¢ unica: il modello viene
detto univocamente identificabile.

2) i parametri p sono non univocamente identificabili ovvero si hanno soluzioni finite: il modello
viene detto non univocamente identificabile.

3) 1 parametri p sono non identificabili ovvero si trovano infinite soluzioni: il modello ¢ non
identificabile. In questo caso possibili rimedi sono quelli di introdurre misure aggiuntive o di

ridurre il numero di compartimenti o di parametri incogniti.

3.1 Caso generale

y(®)
ll(t) O Fig.9: sistema compartimentale
/ descritto dalla matrice K dove:

pc u(t) ingresso

A

Mc(t) Mp(t) y(t) =C(t) = M\S © misura

Kep ‘
kce l l kpe

Il modello compartimentale in Fig.9 viene descritto dalle seguenti equazioni:

p
M) | =k, +k) k. M.(®] |1
Mok, —k.+ko || Mo[To]"Y

M (t
O=C0O= Mc(t):{L OH c()}

A\ 4

V. |V M, (1)

C C
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Il sistema puo essere riscritto come:

M'(t) = K-M(1) + Gu(t)
y(®) = H-M(t)

Per calcolare la funzione di trasferimento ¢ necessario applicare la trasformata di Laplace ad
entrambe le equazioni del sistema; si ottengono le seguenti espressioni:
(1) sMc(s) + (keptkee) Me(s) = kpcMp(s) + U(s)
(2) sMp(s) + (Kpetkpe) Mp(s) = kepMe(s)
M._(s)
\Y

C

(3) Y(s) = =H(s)-U(s)

Dall’equazione (2) & possibile ricavare M,(s) in funzione di M(s):

k
My(s) = ——2 M
p(s) s+k,, +k, (8)

Questo risultato viene successivamente inserito nell’equazione (1) per ottenere M(s) come:

k. +k —k‘”kq’ M U
S+ cp+ Ce_s+kpe+kpc c(S) - (S)
s+k, +k,
s+ (k, +k, +k, +kOs+k k +k k +k Kk

pe " ce pe - cp pcce

M, (s) = U(s)

Dall’equazione (3) infine ¢ possibile ricavare la funzione di trasferimento H(s) come:

Y(s) M_.(s) (s+k,. +k, )V,
H(S) = = = 5
U@s) VUG s +(k, +k,, +k, +k )s+k k, +k Kk +k k,
Viene sempre rappresentata come un rapporto di polinomi, in questo caso:
H(s) = zbls+b0
s"+a;s+a,
I coefficienti a; e b; sono funzioni dei parametri del modello p = [kcp k. k. Kk, VCJ:
* 1 kpe + kpc
(*) b= v by = vy A= k. +k, +k,+k,, a=k, k. +k, k, +k k.

Per capire se il modello ¢ identificabile a priori &€ necessario controllare se le espressioni (*)
sono risolvibili nelle incognite k;j; e V.: poiché il numero di incognite ¢ maggiore del numero
di equazioni (o vincoli), in questo caso numero incognite = 5 > 4 = numero di vincoli, il

sistema ha infinite soluzioni. Infatti:
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1
Vo= —
bl
bO
by =b; (kpe+ kpc) - kpc =b__ kpe
1
a1=kpe+kpc+kcp+kce—>kcp=a1—E—O—kce
1
b b b b
=k k. +k -k, |[+k.| -k -k k. +k -2 l+k, L=
4o pe tce pe (al b1 cej ce[bl pej - pe " ce pe (al blj ce b1 a0

Per cui V. ¢ univocamente identificabile mentre tutti i parametri k;j; sono non identificabili: il
modello € percio non identificabile.

Nei paragrafi successivi vengono presi in considerazione casi in cui uno dei parametri non
noti del modello ¢ nullo: in questo modo, riducendo il numero di incognite, ¢ possibile

rimediare alla non identificabilita a priori.

Box.4: calcolo della risposta impulsiva del sistema

La funzione di trasferimento del sistema ¢&:

H(s) (s+kpe +kpc)Nc s—(, +k2)—(kcp +k.)
S) = = -
sP (kg +k, +k +k)s+k ko +k ko +k ko VST =k +A)s+AA, ]
s—(k1+k2)—(kcp+kce) 7L2+kcp+kce 7L1+kcp+kce
= —_ — +
V.(s=A,)(s—1,) V.s=A)A, =X,)  V.(s=A,)A, —A,)

Essa rappresenta la trasformata di Laplace della risposta impulsiva del sistema h(t) ovvero
H(s) = £[h(t)]; ¢ possibile quindi calcolare la risposta impulsiva del sistema e il risultato

ottenuto &:

h(t) =

M+k,+Kk. o A, +k, +k 1 A A
T —e™' - @ M= —————|(\, +k , +k e —(h, +k  +k e
Vo(h =2y) Ve =2y) Vc(}H_}‘z)[ 1 ’ ’ ' ]

Vale la relazione: y(t) = (h*u)(t)
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3.2 Caso 1: kye = 0

Se non ¢ presente eliminazione dal compartimento periferico il sistema che descrive il

modello a due compartimenti in Fig.10 ¢ il seguente:

u(t) Qy(t)

/ Fig.10: sistema compartimentale
/! k descritto dalla matrice K dove:
L pC
Mc(t) h Mp(t) u(t) ingresso
k ’ y(©) = C(t) = Mc® | isura
cp Ve
kce

_
M0 [-k,+ko k. |[M.@] [1
Mol |k, -k ||Mo[T 0"

oo MO )1 M. (®)
kY(t)—C(t)— v —{7 0} {Mp(t)}

C C

Per verificare I'identificabilita a priori del modello ¢ sufficiente riscrivere le equazioni

trovate nel paragrafo precedente e porre in ognuna k. = 0; risultano quindi essere:

s+k _)/V +
H(s) = — (s+k )/V, _ 2bls b,
st + (k. +k, tk)s+k k., s +as+a,
I coefficienti a; e b; sono funzioni dei parametri del modello p = lkcp k. k. VCJ:
1 Kpe
(*1) bi= v by = v A= k. +k,+k., a=k,k,

II modello ¢ identificabile a priori infatti le espressioni (*) sono risolvibili nelle incognite kj;
e V. (c’¢ un'unica soluzione, parametri identificabili): il numero di incognite ¢ uguale al

numero di vincoli, in questo caso numero incognite = 4 = numero di vincoli.

1
Vo= —
bl
b
bo = b kpe — kpe =2
1
b b
ao:b_(l)kce - kce:b_(l)ao
b b
ai=k  +k +k, —kp=a—-—2——"a
P P P b1 bo 0
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3.3 Caso 2: ke =0

Se non ¢ presente eliminazione dal compartimento centrale il sistema che descrive il

modello a due compartimenti in Fig.11 ¢ il seguente:

ll(t) y(t) Fig.11: sistema compartimentale
/Q descritto dalla matrice K dove:
I/ u(t) ingresso
/! M, (t
. kpc y(t) =C(t) = \S( ) misura
< C
M.(t) T M)
pe
/

M/0] [~k,+k) K, M.@®] T1
MO |k, .tk | (Moo Flo] Y

e M® |1 M. (®)
\y(t) =C(t) = T—|:70 0} {Mp(t):|

C

Per verificare I'identificabilita a priori del modello ¢ sufficiente riscrivere le equazioni
trovate nel paragrafo 3.1 e porre in ognuna k.. = 0; risultano quindi essere:

(s+k, +k )V, b,;s+b,

H(s) = =

s?+(k, +k, +k)s++k ks’ +as+a,

I coefficienti a; e b; sono funzioni dei parametri del modello p = [kcp k. k. V. J::

1 k.+k
* = — = —pe pc
(*2) by v by v

C C

, ar=k +k +k, o ao=k Kk,

Anche in questo caso il modello ¢ identificabile a priori in quanto le espressioni (*;) sono
risolvibili nelle incognite kj; e V.: il numero di incognite ¢ uguale al numero di vincoli, in

questo caso numero incognite = 4 = numero di vincoli. Infatti:

1
Ve=—
bl
by
bl

b b
a =k, [al —b—(l)j — k, = ao[—blal l—boj

b b
bo =b; (k et Kpe) = kpe =—2 — ag (—1j
b ’ " b, ba, —b,

ar=k, +k, +k, +k, —>kp=a—
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4. Esempio

Viene somministrata una dose per via endovenosa di

farmaco, considerata matematicamente come un /

ingresso impulsivo:

u(t) = DO(t) dove D = 10 mg.

o

R

=t

N [T~
4

M,(t)

\ 4

Viene effettuata una misura della concentrazione di l kc l
farmaco nel plasma y(t) secondo cui: ke kp

y(t) = C(t) = (0.38¢ " + 0.18¢ %) mg/L

Si nota subito che C(0)= (0.38+0.18)mg/L = 0.56 mg/L per cui ¢ possibile ricavare il volume

del compartimento centrale come Vc = D __ 10 L=17.86L.

C0) 0.56
Inoltre, ¢ immediato stabilire i valori degli autovalori della matrice K, in quanto:

A,=—0.182 [1/h]
A, =—1.65 [1/h]

La funzione Mc(t), ovvero la quantita di farmaco nel compartimento centrale al tempo t, ¢ data
dall’espressione Mc(t) = C(t)Ve = V(0.38¢ %" + 0.18¢ %) mg.
La trasformata di Laplace della concentrazione c(t) = y(t), misura effettuata, ¢:

0.38 4 0.18 _ (0.56s+0.36616)
s+1.65 s+0.182  (s+1.65)(s+0.182)

Cis)=Y(s) =

La funzione di trasferimento H(s) risulta dall’equazione:

_Y(s)  (0.56s+0.36616)  (0.56s+0.36616)
U(s) D(s+1.65)(s+0.182) D(s*+1.8325+0.3003)

H(s)

dove U(s) = £ [u(t)]= £[Dd(t)] = D.

b,s+b
Rappresentando la funzione di trasferimento tramite 1’espressione H(s)= 218—0 1 valori
s"+a;s+a,
dei coefficienti ax e by sono:
by = 939616 [ /) b, = 0'—36 _ % :Vi [1/L], a, = 1.832 [1/h], ao = 0.3003 [1/h?]

E possibile ricavare le espressioni dei parametri incogniti del modello a due compartimenti,

p=[V. k, k. k, k.l in funzione dei coefficienti noti della risposta di trasferimento

considerando le formule del paragrafo 3.1:
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1
Ve=—=1786L
b, 86
b 0.36616
kpc b—o - kpe =W - kpe= 065— kpe

1

Kep = a) — %—kﬁ 1.18 — ke

1

b, b,
-k, k. +k, +k.,.—
pe ce+ [ blj ceb a0

Tuttavia, come gia anticipato, un modello di questo tipo ¢ non identificabile; si prendono
allora in esame due casi, il primo in cui non ¢ presente eliminazione dal compartimento

periferico il secondo in cui non & presente eliminazione dal compartimento centrale.

Caso 1: kp,. =0
I parametri del modello possono essere determinati, 1 risultati ottenuti sono:
V.=17.86 L
kpe =0.65 1/h
k.= a E—O 0.3003 9202046 1/h
kep=a; — %— kee =1.18 = kee=0.72 1/h
1

Da questi parametri & possibile ricavare la quantita di farmaco all’instante t nel compartimento

periferico:

Dk,
M,(t) _m (eh' —e™') = 17428 (eI Ty g g (g0 _ o 165y [mg]

Di seguito ¢ riportato il grafico che rappresenta le funzioni quantita di farmaco nei

compartimenti:

10

9 .
%{J 8 Mc(t)
E 77
o —— Mp(1)
Q 6
E 5]
[
g 4
5 .

1 .

0 :

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
tempo (h)
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La funzione clearance ¢ data da:

M, ®)
CL(t) = k, V. + Kpe —2—-= V¢ Kee = CLinegia = 8.22 L/h
C)
DV, kK,
CLmedia == D = < =VC kce +# =VC kce =822 L/h
e Ko

[cwar TMC(t)dt

Infine il tempo medio speso dal farmaco nell’organismo ¢ dato da:

kpc +kcp — 1.37
k .k 0.299

pcrce

MRT = h=458h=4.6h

Caso 2: k.. =0

I parametri del modello possono essere determinati, i risultati ottenuti sono:

V.=17.86 L
Kep=ai— 20— 118 1/h
bl

_ab,  0.168

Ko = = =025 1/h
= 2, oby - 066 2

Kpe = 0.65 — ke = 0.40 1/h

Da questi parametri & possibile ricavare la quantita di farmaco all’instante t nel compartimento

periferico:
Dk 11.8
M..() = DMt _ghaty— 11O 008 o165ty _ @ g (@ 0182 _ o-165ty 1
Di seguito ¢ riportato il grafico che rappresenta le funzioni quantita di farmaco nei
compartimenti:
10
9 .
g) 8 Mc(t)
E 77
S o — Mp(0)
E s
(31
s Y
£ 5]
& 2
1 .
0 :
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
tempo (h)
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La funzione clearance ¢ data da:

M (t) M (t) (e—O.ISZt _e—1.65t)
CL(t) = k_ V. +kpe ——=kpe ——=2.01 L/h
( ) ce C+ P C(t) P C(t) (0.186f0.182t +0.386f1.65t)
D KK Ko Ko
CLmedia = D = VC :Vc kce + - :Vc Pr =8.11 L/h
< k. +k, k, +k,

[cwar ]:Mc(t)dt

N

Infine il tempo medio speso dal farmaco nell’organismo ¢ maggiore rispetto al caso

precedente ed ¢ dato da:

Kpe tKpe +ky _ 1.83
k. k 0.295

cp pe

MRT = h=62h
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Conclusioni

In seguito alle osservazioni fatte nella trattazione, si puo affermare 1’esistenza di un legame tra il
modello fisiologico e il modello a compartimenti.

Infatti dall’analisi dei processi che descrivono il corso del farmaco nell’organismo
(assorbimento, distribuzione, metabolismo e escrezione) e dell’apparato circolatorio sanguigno
(semplificato) ¢ stato possibile ricavare dei parametri significativi per la creazione di un
modello compartimentale (studiato solo quello a due compartimenti) che riflette adeguatamente
quello fisiologico.

Per risolvere il problema dei parametri incogniti, che si verifica nello studio del modello a due
compartimenti proposto, ¢ stata studiata I’identificabilita a priori di tale modello, prendendone
in considerazione anche i casi particolari. Solo in questi ultimi infatti il modello risulta essere
identificabile a priori.

Infine, ¢ stato presentato un esempio che illustra 1’utilizzo pratico del modello.
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