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Realizzazione di un pendolo trifilare per la stima dei momenti d’inerzia

Introduzione



Introduzione

L'obiettivo di questo progetto è il dimensionamento e la

realizzazione di un pendolo trifilare, dispositivo che

permette la stima del momento d’inerzia di un corpo.

Il momento d’inerzia di un corpo è importantissimo per 
lo studio della sua dinamica.

Obiettivo



Introduzione

Le principali proprietà inerziali sono:

• Massa

• Momento d’inerzia

• Centro di massa

Proprietà inerziali



Introduzione

Solitamente il momento d’inerzia viene calcolato con 
calcoli empirici o semplificati , CAD o software di 
discretizzazione, nel caso di corpi con geometria 
semplice.

Nel caso di corpi complessi o non omogenei il calcolo 
del momento d’inerzia diventa poco pratico e spesso si 
preferisce stimarlo sperimentalmente.

Motivazioni



Introduzione

L’unico modo per stimare il momento d’inerzia è tramite dei 
testi dinamici, che si dividono principalmente in due categorie:

• Metodi per accelerazione: moto non periodico.

• Metodi per oscillazione: moto periodico.

Metodi di stima



Introduzione

Il pendolo trifilare rientra nei metodi per oscillazione e la stima del momento di inerzia ricavata dalla 
misura del periodo delle oscillazioni.

Nei metodi per oscillazione il momento di inerzia risulta sempre proporzionale al prodotto fra una 
costante tipica del sistema ed il quadrato del periodo misurato. In particolare nel caso del pendolo 
trifilare questa costante è dettata dalla geometria del sistema.

Pendolo trifilare



Introduzione

Per questo pendolo abbiamo implementato 3 principali funzionalità:

• Misura del peso e triangolazione del baricentro dell’oggetto

• Misura del periodo di oscillazione

• Stima del momento d’inerzia 

Funzionalità
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Dimensionamento

Gli elementi principali da dimensionare sono:

• Disco di appoggio

• Cavi di sostegno

• Struttura di supporto

Composizione



Dimensionamento

Per un corretto dimensionamento e funzionamento del dispositivo è necessario imporre alcuni vincoli 
e sottostare ad alcune ipotesi:

Ipotesi preliminari

• Il centro del disco e il centro della circonferenza che collega i tre cavi si devono trovare sulla 
stessa linea verticale perpendicolare al terreno

• I tre cavi hanno tutti la stessa lunghezza 

• Il momento d’inerzia del sistema a carico dev’essere molto maggiore del momento d’inerzia del 
sistema a vuoto



Dimensionamento

Tutto il dimensionamento è stato fatto nell’ottica di poter 
misurare il momento d’inerzia del drone Holybro QAV 250, 
che per semplicità abbiamo idealizzato come un 
parallelepipedo a base quadrata di lato 40 cm, altezza 10 
cm e una massa di 2kg. Così modellato il suo momento 
d’inerzia teorico risulta:

Oggetto della misura



Dimensionamento

La diagonale del modello misura 56 cm.

Il diametro scelto per il disco è di 65 cm.

Dalla teoria si vede come l’inerzia sia direttamente 
proporzionale quadrato del raggio del piatto. 

Questo parametro va limitato principalmente per:

• Ottenere un periodo facilmente misurabile. 

• Limitare l’inerzia.

Piatto



Dimensionamento

Il materiale scelto per il disco inizialmente è stato il legno di pino 
ma per mancanza di materiale è stato utilizzato infine il 
compensato di pioppo con uno spessore di 4mm.

Piatto



Dimensionamento

Per risolvere l’equazione del moto del pendolo si è dovuto linearizzare il sistema, nel farlo è stata 
fatta un’approssimazione che introduciamo ora:

Semplificazione equazione

• Il moto è composto di sole (piccole) oscillazioni 
attorno all’asse e non vi è nessuna traslazione:

sin(θ)=θ.

θ è legato all’angolo α dalla relazione:



Dimensionamento

Stabilizzatore

Per rispettare la semplificazione fatta precedentemente 
riguardante le traslazioni nel piano faremo uso di uno 
stabilizzatore sotto la struttura, mentre per quanto 
riguarda le traslazioni verticali possiamo agire solo sulla 
lunghezza dei cavi.



Dimensionamento

Stabilizzatore



Dimensionamento

I cavi vanno dimensionati in coppia con il disco in quanto anche loro concorrono alla 
determinazione del periodo di oscillazione.

Per ridurre le traslazioni verticali è bene scegliere una lunghezza dei cavi molto grande, questo in 
quanto la variazione di altezza del piatto durante il moto sia minima.

E’ importante, per quanto possibile, che la sezione del cavo sia la più piccola possibile, in modo da 
poter trascurare la loro torsione durante il moto.

Cavi



Dimensionamento

La lunghezza dei cavi scelta è di 1,5m (R/L = 0,21).

Cavi



Dimensionamento

Per il materiale è stato inizialmente scelto un filo in acciaio con diametro 1mm ma 
si è passati poi al nylon, sempre con un diametro di 1mm.

Cavi



Dimensionamento

Supporti cavi-disco



Dimensionamento

Supporti cavi-struttura



Dimensionamento

Supporti cavi



Dimensionamento

La struttura deve garantire stabilità e supportare il peso del 
sistema.

Per la struttura abbiamo utilizzato dei profilati di alluminio di 
dimensione 40*40 mm ad eccezione della stazza portante 
che è 40*80 mm.

Questi profilati consentono versatilità e di semplicità di 
assemblaggio.

Struttura



Corso di Laurea in Ingegneria Meccatronica

Realizzazione di un pendolo trifilare per la stima dei momenti d’inerzia

Misura di peso



Affinché la stima dell’inerzia sia accurata il centro di massa deve coincidere con il centro del disco.

Il corpo è correttamente posizionato quando

il peso misurato dalle 3 celle risulta uguale.

Sistema di acquisizione

Misura di peso



La misura eseguita dalle celle di carico è utile per i seguenti motivi:

• Verificare che il piatto non sia inclinato.

• Verificare che l’oggetto di misura sia ben centrato.

Sistema di acquisizione

Misura di peso



Sistema di acquisizione

CELLA DI CARICO

(sensore)

MODULO

HX711

(codifica e 

amplificazione)

ARDUINO

(processing)

COMPUTER

(visualizzazione)

F(t)
V(t) V0(t) c(t)

F(t): peso rilevato dalle celle di carico (N).
V(t): segnale di tensione in uscita dal sensore (mV).
V0(t): segnale campionato e convertito in BIT dal chip.
c(t): codice binario della misurazione processato da Arduino.

Misura di peso



Misura di peso

Le celle di carico sono dei sensori  in grado di 

convertire un peso applicato ad una delle 

estremità in un segnale di tensione.

Cella di carico



Si tratta di un modulo che svolge sia la 

funzione di amplificare il segnale proveniente 

dalla cella di carico ,che quella di convertirlo 

in digitale.

HX711

Misura di peso



Il CHIP ha un numero di BIT di conversione pari a 24 ed al suo interno sono presenti:

• Multiplexer

• Amplificatore

• ADC

• Interfaccia digitale

Schema circuitale

Misura di peso
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Misurazione di periodo

Per la misura del periodo di oscillazione 
abbiamo realizzato una fotocellula.

Principio di funzionamento:

sfruttiamo le zone di luce ed ombra create 
dalla linguetta forata, come trigger per 
l’acquisizione del periodo.

Sistema di acquisizione



Misurazione di periodo

LED, per generare il segnale luminoso.

Fotoresistenza per misurare le variazioni di luce.

Linguetta forata, per alternare zone di luce-ombra.

Componenti



Misurazione di periodo

Tensione Vout: dipende dalla resistenza della 
fotoresistenza.

Fotoresistenza: resistenza variabile, inversamente 
proporzionale alla luce che la colpisce.

Fotocellula

Maggiore luminosità          Minore resistenza          Maggiore Vout



Misurazione di periodo

Linguetta

Parametri:

• Larghezza: 8 cm.

• Corsa: 7°.

• Foro: 1mm.



Misurazione di periodo

Fotoresistenza
Cavo rosso: Alimentazione 5V.

Cavo giallo: Tensione in uscita dalla 
fotoresistenza. 

Cavo nero: Ground.

Led
Cavo azzurro: Ground.

Cavo verde: Alimentazione 5 V.

Schema circuitale

220 Ω

8 KΩ



Misurazione di periodo

Per misurare le variazioni della tensione utilizziamo un 
partitore di tensione:

Abbiamo caratterizzato la resistenza Rc in modo da 
massimizzare il gradino di tensione.

Tensione in uscita
Vin

GND

Vout

Rc

Fotoresistenza

Rf



Misurazione di periodo

La resistenza da 8 KΩ permette un buon range di tensione senza sovradimensionare.

Caratterizzazione resistenza Rc



Misurazione di periodo

La modalità input capture ci permette di generare un evento di trigger per ogni fronte di salita di 
Vout.

Istante a: Salvataggio istante Ta.
Istante b: Istante scartato.
Istante c: Salvataggio istante Tc.

Acquisizione del periodo

T

V
t

a b c

Il periodo risulta quindi:



Misurazione di periodo

Per il calcolo del periodo abbiamo scritto le ISR del timer, con le seguenti funzioni:

• Scartare 1 fronte di trigger.

• Media mobile.

Acquisizione ed elaborazione dati



Misurazione di periodo

A causa della media mobile il periodo misurato presenta un transitorio iniziale.

Per ottenere una misura corretta è necessario aspettare che termini il transitorio e che la 
misurazione del periodo si stabilizzi per salvare il dato per poi calcolare il momento d’inerzia.

Transitorio e stabilizzazione



Corso di Laurea in Ingegneria Meccatronica

Realizzazione di un pendolo trifilare per la stima dei momenti d’inerzia

Stima dell’inerzia



Stima del momento d’inerzia

Nei metodi di stima per oscillazione, trascurando lo smorzamento delle oscillazioni, eventuali non 
linearità e l’attrito viscoso, il momento d’inerzia si può esprimere come il prodotto fra il periodo al 
quadrato e una costante tipica del sistema.

Stima mediante costante geometrica



Stima del momento d’inerzia

Nel caso del pendolo trifilare questa costante è totalmente definita dalla geometria: 

Stima mediante costante geometrica



Stima del momento d’inerzia

Possiamo allora calcolare il momento d’inerzia come:

Stima mediante costante geometrica



Stima del momento d’inerzia

Le misure sono state effettuate testando dei dischi e confrontando i risultati con quelli teorici 
calcolati tramite una modellazione 3D.

Misure sperimentali



Stima del momento d’inerzia
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Stima del momento d’inerzia
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Stima del momento d’inerzia
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Stima del momento d’inerzia

Per costruire la curva dobbiamo conoscere i seguenti dati:

Stima mediante curva di calibrazione



Stima del momento d’inerzia

y = 0,01522180x + 0,00378428
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Stima del momento d’inerzia

La stima del momento d’inerzia si effettua ora come:

Stima mediante curva di calibrazione



Stima del momento d’inerzia
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Stima del momento d’inerzia
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Codice

Attraverso uno ‘switch-case’ abbiamo raggruppato tutte le operazioni in uno stesso codice .ino:

N: Per la calibrazione delle celle.

C: Per la taratura del piatto.

R: Per la lettura del peso.

T: Per la misura del periodo.

S: Per il salvataggio del valore di massa e periodo.

I:  Per la stima dell’inerzia.

Struttura codice



Codice

Struttura codice



Codice

Taratura



Codice

Pesatura



Codice

Calibrazione



Codice

Misura periodo



Codice

Stima dell’inerzia
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Conclusioni

Lo strumento misura correttamente in tutto il range di inerzia analizzato.

L’errore introdotto dalla misura del periodo viene eliminato dalla 
calibrazione e l’inerzia è corretta.

Conclusioni



Conclusioni

La struttura è modulabile, è infatti possibile modificare con facilità i seguenti parametri:

• Lunghezza dei cavi.

• Altezza della struttura.

• Piatto.

• Celle di carico.

Aspetti positivi



Conclusioni

La curva di calibrazione è sensibile alle variazioni dei parametri del pendolo trifilare, quindi nel caso 
cambino i parametri di struttura o il range delle inerzie in misura è necessario calcolarne un’altra. 

Se la massa di test è elevata il piatto si curva e introduce un errore nella stima.

Aspetti negativi



Conclusioni

Per rendere il dispositivo più intuitivo e migliorare l’interazione sarà possibile implementare:

• Interfaccia con display e tastierino numerico.

• Avviamento automatico di oscillazione e misura.

• Stima della posizione del cm (triangolazione).

Possibili future aggiunte



Conclusioni
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