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Introduzione

Nel 1945, nel loro articolo “General theory of natural equivalences” Eilen-
berg e MacLane misero le fondamenta della teoria delle categorie e dei fun-
tori. All’inizio del secolo predominava lo studio degli oggetti matematici
isolati, mentre negli ultimi decenni l'interesse si sposto verso ’analisi di
tutte le mappe tra gli oggetti matematici e le loro classi. Questo nuovo
punto di vista & espresso nella teoria delle categorie e dei funtori.

Infatti la teoria delle categorie e dei funtori riassume i concetti di oggetti
e di mappa, derivanti da branche della matematica pit antiche, e inves-
tiga quali di queste affermazioni algebriche e/o topologiche possano essere
dimostrate in un ambiente astratto.

Nel primo capitolo si introducono preliminarmente le nozioni di cate-
gorie, trasformazioni naturali, funtori, limiti e prodotti. Nel capitolo suc-
cessivo vengono definite categorie speciali con proprieta particolari che sono
essenziali per mostrare due risultati fondamentali, presentati negli ultimi
due capitoli: il lemma di Yoneda, che afferma che ogni categoria puo es-
sere considerata come una sottocategoria dei funtori contravarianti da essa
stessa alla categoria di insiemi e il teorema di immersione di Mitchell. In
particolare quest’ultimo afferma che ogni categoria abeliana piccola € equiv-
alente ad una sottocategoria completa di R — Mod per qualche anello R. Cio
permette di pensare ad una categoria abeliana astratta come una categoria
concreta di R moduli, i cui oggetti sono insiemi e, di conseguenza, si hanno
utili tecniche di dimostrazsione come, ad esempio, la caccia al diagramma.
Le referenze pricipali di questa tesi sono il libro del professor Orsatti [4] e le
note del professor Colpi [1].
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1 Categorie e funtori

1.1 Categorie

Definizione 1.1.1. Una categoria C ¢ determinata dai seguenti dati e as-
siomi:
e Una classe ObC di oggetti denotati con le lettere maiuscole A B,... XY
e Per ogni coppia ordinata (X,Y) di oggetti in C ¢ dato un insieme

Home(X,Y) detto insieme dei morfismi di X in Y. Gli elementi di
Home¢(X,Y) sono denotati con a, 3, .., f,g. Se f € Home(X,Y) si

SCI‘iVGf:X—>YOXi>Y.

e Per ogni terna ordinata (X,Y,Z) di oggetti di C ¢ data una legge di
composizione

Hom¢ (Y, Z) x Home (X,Y) — Home (X, Z)

che associa ad ogni coppia di morfismi f : X - Y eg:Y — Z il
morfismo composto go f: X — Z.

e Se (X,Y) e (Z,T) sono coppie ordinate e distinte di oggetti di C allora

Home(X,Y) NHome (Z,T) =0

eSex L Y, Y% Z Z I W sono morfismi, allora h(gf) = (hg)f
(PROPRIETA ASSOCIATIVA).

e Per ogni X € ObC esiste un morfismo 1x € Home (X, X) detto identita

di X, tale che perogniYAX, X % Z siha 1xof=f,golx =g.
E ovvio che tale morfismo identico ¢ univocamente determinato.

Esempio 1.1.2. L’ambito della matematica e pieno di strutture che possono
essere considerate categorie. Per esempio:

e Set ¢ la categoria degli insiemi, i cui oggetti sono insiemi e i cui mor-
fismi sono mappe di insiemi;

e Gr ¢ la categoria dei gruppi, che ha come oggetti i gruppi e come
morfismi gli omomorfismi di gruppi;

e Ab ¢ la categoria dei gruppi abeliani, la cui definizione e riportata
nel sottocapitolo successivo. Ricordiamo che un gruppo A e detto
abeliano se ab = ba per ogni a,b € A. I gruppi abeliani insieme con
gli omomorfismi di gruppi formano la categoria Ab:;

e dato k£ un campo, indichiamo con Vect; le categorie degli spazi vet-
toriali su k£ con morfismi le applicazioni lineari.



Definizione 1.1.3. Sia C una categoria. La categoria D e sottocategoria di
C se valgono le seguenti condizioni:

e ObVD C ObC;

e Homp(X,Y) C Home(X,Y) per ogni coppia (X,Y) di oggetti in D;

e la composizione di morfismi in D & indotta dalla composizione di mor-
fismi in C;

e i morfismi identita in C sono morfismi identita anche in D.

Definizione 1.1.4. Una sottocategoria D di una categoria C & detta piena
se per ogni coppia (X,Y) di oggetti in D si ha Homp(X,Y) = Home(X,Y).
Definizione 1.1.5. Una categoria piccola € una categoria la cui classe di
oggetti & un insieme.

Definizione 1.1.6. Indichiamo con COP la categoria duale di C, che ha le
seguenti la catteristiche:

o gli oggetti di COP sono esattamente gli oggetti di C;
e Hom,op(X,Y) = Home(Y, X).

1.1.1 Oggetti speciali

Introduciamo inizialmente alcune definizioni basi riguardanti gli oggetti delle
categorie. Sia X un oggetto di C:

e [oggetto X & un oggetto iniziale di C se per ogni oggetto Y di C &
possible scrivere Home (X, Y') come un singoletto.

e [’oggetto X & un oggetto finale di C se per ogni oggetto Y di C e
possibile scrivere Home (Y, X)) come un singoletto.

e L’oggetto X e un oggetto nullo se ¢ sia iniziale che finale.

Definizione 1.1.7. Una famiglia {G;}icr di oggetti (con I un insieme)
in una categoria C ¢ chiamata insieme di generatori se per ogni coppia di
morfismi f,g : A — B in C, con f # g, esistono un G; e un morfismo
h:G; — A con fh # gh.

Definizione 1.1.8. Un oggetto P € C si dice generatore di C se per ogni
coppia di morfismi X i> Y, X% Y con f # g esiste un morfismo h : P — X
tale che foh # goh.

Definizione 1.1.9. Un oggetto K € C si dice cogeneratore di C se per
ogni coppia di morfismi X EN Y, X LY con f # g esiste un morfismo
h:Y — K tale che ho f £ hog.

Osservazione 1.1.10. K ¢ cogeneratore di C se e solo se K ¢é generatore
di COP.



1.1.2 Morfismi
Definizione 1.1.11. Un morfismo p : X — Y in C e detto monomorfismo
se per ogni coppia f, g si ha
f H

==X —Y
conpof=pog=f=g.
Definizione 1.1.12. Un morfismo ¢ : X — Y in C e detto epimorfismo se
per ogni coppia f, g si ha

X “sy=lsyz
con foe=goe= f=g.
Definizione 1.1.13. Il morfismo X i) Y e detto isomorfismo se esiste un

morfismo g : Y — X tale che fog=1y ego f = 1x.

1.2 Funtori

Definizione 1.2.1. Siano C e D due categorie. Un funtore da C a D consiste
nei seguenti dati:

e una mappa X — F(X) che associa ad ogni oggetto X di C un oggetto
F(X)diD

e per ogni coppia (X,Y) di oggetti di C, una mappa
Fxy :Home(X,Y) — Homp(F(X), F(Y))

tale che, se si scrive F'(f) omettendo il dominio e il codominio, F'(1x) =
lpx)y e F(fog)=F(f)oF(g)

Esempio 1.2.2. Data C una categoria, un esempio ¢ il funtore IDENTITA
1x, che mappa X — X e f — f.

Definizione 1.2.3. Usando le notazioni precendenti, un funtore si dice:
e FEDELE se tutte le applicazioni F'x y sono iniettive;
e PIENO se tutte le applicazioni Fx y sono suriettive;
e PIENAMENTE FEDELE se ¢ pieno e fedele;

e DENSO o ESSENZIALMENTE SURIETTIVO se per ogni Y € D
esiste un oggetto X € C tale che F(X) sia isomorfo a Y.



Osservazione 1.2.4. Un oggetto G diC ¢é generatore <= il funtore Home (G,

C — Set é fedele.

Definizione 1.2.5. Due categorie C, D sono isomorfe se esistono un funtore
F:C—Deun funtore G: D — C taleche FoG=1pe Go F = 1¢.

Infine introduciamo la nozione di morfismo tra funtori:

Definizione 1.2.6. Siano F,G due funtori da C a D. Una trasformazione
naturale o da un funtore F a un funtore G ¢ un insieme di morfismi ax :
F(X) — G(X) in D, tale che per ogni f : X — Y in C il seguente diagramma
& commutativo:

o JG
G(Y)

Nota. Indicheremo con Nat[F,G] I'insieme delle trasformazioni naturali

fra F'e .

1.3 Limiti e prodotti

Osservazione 1.3.1. Un insieme parzialmente ordinato A, (ovvero un in-
steme mon vuoto su cui € possibile definire una relazione binaria che soddisfa
le proprieta riflessiva, antisimmetrica e transitiva) descrive una categoria i
cui oggetti sono gli elementi di A e Hom(\, u) # 0 se e solo se A < p, in
tale caso Hom(\, p) € un singoletto.

Di conseguenza si definiscono le seguenti strutture:

Definizione 1.3.2. Un insieme si dice diretto se € parzialmente ordinato e
filtrante crescente, cioe se per ogni A,y € A esiste un elemento v € A tale
che y<ved<vw.

Definizione 1.3.3. In una categoria C un sistema diretto € un funtore D :
A — C ove A & un insime diretto, visto come categoria. Esso & costituito da:

e un insieme diretto di indici A

e una famiglia di oggetti (X))rea

e una famiglia di morfismi X L’” X, con A < p tale che fy\ = 1x,
ed ogni volta che A < p < v il diagramma

x,— Dy,

W o

risulta commutativo.

_):



Definizione 1.3.4. Sia ((X))x, (fau)r<u) con un sistema diretto in una
categoria C. Si dice limite diretto del sistema D : A — C assegnato e si
indica con lzl;a(X,\, fx) una coppia (lzl;LXA, (fx)x) ove li_T>nX)\ ¢ un oggetto
di C e (fy)x € una famiglia di morfismi fy : X — lzﬁ}X \ soddisfacenti le

seguenti proprieta:

1 per ogni A\, x € A con A < p il seguente diagramma commuta:

X Do X,
b X

2 Per ogni coppia (Y, (g)a) ove Y & un oggetto di C e gy : X\ — Y sono
morfismi in C che rendono commutativo il seguente diagramma

Xy e

m
MYA

con A\, € A e\ < p, esiste un unico morfismo g = lzl}gA : li_7>nX)\ —Y
che rende commutativi i diagrammi

Xy — S limX,

N

al variare di \ € A.

Definizione 1.3.5. Sia (X))xca una famiglia di oggetti di una categoria C.
Un prodotto della data famiglia & un oggetto X € C insieme con una famiglia
di morfismi 7y : X — X, con la seguente proprieta universale: se ¥ € C
ese fy:Y — X, e una famiglia di morfismi in C, allora esiste un unico
morfismo e : Y — X tale che il diagramma sia commutativo

Yy ——— X

X

E ovvio che se esiste un prodotto di (X)aea esso € unico a meno di un
unico isomorfismo.

Se X ¢ prodotto di (X)) e scriviamo [y, Xy eimorfismimy : X — X,
si chiamano PROIEZIONI CANONICHE.

Si puo anche scrivere tale proprieta universale nel seguente modo:

Home (Y, H X)) ~ H Home (Y, X))
AEA AEA



Definizione 1.3.6. Sia (X))\ca una famiglia di oggetti di una catagoria C.
Un coprodotto, ovvero una somma diretta di (X)) ep © un oggetto X € C
insieme con una famiglia di morfismi €y : X, — X con la seguente proprieta
universale: per ogni famiglia di morfismi f) : X, — Y esiste un unico
morfismo f: X — Y tale che il seguente diagramma sia commutativo

Xy —2 X

PN

Come nel caso del prodotto, anche in questo caso se esiste un coprodotto
della famiglia (X)aea esso € unico a meno di un unico isomorfismo.

Il coprodotto di (Xy)aea si denota con [[yc, X e i morfismi ey : X, —
[Isca X si chiamano INIEZIONI CANONICHE.

La proprieta universale si puo anche scrivere nel seguente modo:

Homc(H X\, Y) ~ H Home (X3, Y)
AEA AEA

Esempio 1.3.7. Nella categoria Set:
e il coprodotto & I'unione disgiunta;
e il prodotto & il prodotto cartesiano;
e l'oggetto iniziale & (;
e l'oggetto finale ¢ il singoletto {pt}.

Esempio 1.3.8. In Top, categoria degli spazi topologici con morfismi appli-
cazioni continue:

e il coprodotto & I'unione disgiunta con la topologia unione;
e il prodotto ¢ il prodotto cartesiano con la topologia prodotto;
e l'oggetto iniziale & (;

e l'oggetto finale ¢ il singoletto {pt}.



2 Categorie abeliane

Si ricordi che un gruppo abeliano (G, ) € una struttura algebrica sull’insieme
sostegno G, in cui 'operazione - € associativa, commutativa, ammette ele-
mento neutro 1 (che & unico) e ogni elemento x ha inverso !, che & unico.

2.1 Categorie preadditive ed additive

Iniziamo con il dare le seguenti definizioni:

Definizione 2.1.1. Una categoria C si dice preadditiva se per ogni coppia
ordinata (X,Y") di oggetti in C 'insieme Hom¢ (X, Y') € un gruppo abeliano e
inoltre 'applicazione di composizione Hom¢ (Y, Z)xHome (X, Y) — Home (X, Z)
e bilineare.

Nota: Se C e D sono categorie preadditive, un funtore F' : C — D si
dice additivo se per ogni X,Y € C e per ogni f,g € Homp(X,Y) si ha
F(f+g9)=F(f)+F(g)

Esempio 2.1.2. Ogni anello (R, +,-) puo essere visto come una categoria
preadditiva con un unico oggetto {pt} e Hom({pt}, {pt}) = R.

Definizione 2.1.3. Assegnato un insieme finito di oggetti (X)) ea in una
categoria preadditiva C si dice biprodotto di (X))xep in C una terna

(ED X, (ex)rens (ma)aen)

AEA

ove €)1 Xy = Pyca Xn, T @yep Xa — X\ con le proprieta:

77/\06,u:5/\,,u Z(E/\Oﬂ-)\):l@)\eAX,\
AEA

Se esso esiste & unico.
Nota. Useremo il simbolo €, per i biprodotti.
Definizione 2.1.4. Una categoria C e detta additiva se
e ¢ preadditiva;
e ha oggetto nullo O¢ in C tale che VX in C si ha

Home (Oc, X) = 0 = Home(X, Oc);

e ha biprodotti.
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Definizione 2.1.5. Siano C e D due categorie additive e sia F': C — D un
funtore additivo.

Se F' ¢ un funtore fedele e ”iniettivo sugli oggetti” (cioe F(C) = F(D)
solo quando C' = D) allora che dice che F rappresenta una immersione della
categoria C nella categoria D.

Se inoltre F' ¢ un funtore pieno, allora che dice che F rappresenta
una immersione piena della categoria C nella categoria D.

Nota: Per il resto della tesi supporremo C categoria additiva.

2.2 Nuclei e conuclei

Definizione 2.2.1. Sia f : A — B un morfismo di C. Un nucleo di f &€ un
morfismo i : Ker(f) — A tale che:

VX B A:fa=0 3Iy:iv=a

Proposizione 2.2.2. Tuale proposizione mostra che se il nucleo di f esiste
esso € unico a meno di isomorfismo.

a) Ogni nucleo é un monomorfismo;

b) Due nuclei i : Ker(f) - A, a: X — A di f rappresentano lo stesso
sottoggetto;

c¢) Se la categoria C ha nuclei, allora un morfismo é un monomorfismo
se e solo se Ker(f) = 0.

Dimostrazione. a) Sia v : K — X il nucleo del morfismo f : X — Y e
dimostriamo che vy € un monomorfismo.

Siano ¢; : L — X, i € {1,2} due applicazioni tali che yp1 = ~yoo.
Allora v(¢p1 — ¢2) = 0 da cui f(y(¢1 — ¢2)) = fo0 = 0 essendo K il

nucleo di f esiste un’unica mappa L — K che composta con v dia 0. Sia

la mappa nulla L % K che L M K che soddisfa la richiesta, quindi

¢1— P2 =0= ¢1 = ¢o.
b) Esiste un unico morfismo v : X — Ker(f) tale che a =io~y
Similmente esiste un unico morfismo ' : Ker(f) — X tale che i = avory'.
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Ker(f)—— A
vl -
X

Sihai =caoy, a =io0ov equindii = iovyo~'. Poiché i é un
monomorfismo si ha lge(sy = v 0. Analogamente 1x =~ o~. Pertanto
v & isomorfismo, il cui inverso é dato da 7.

Per queste prorprieta di unicitd possiamo parlare del nucleo si f (se
esiste) e lo indicheremo con ker(f).

c) Se A i> B ¢ un monomorfismo, sia i : K — A il nucleo di f. Sia
0: K — X il morfismo nullo, risulta f oi = f o0 e poiche [ é mono si ha
i =0. Essendo per a) che ogni nucleo ¢ monomorfismo si ha che K = 0.

Viceversa, supponiamo Ker(f) =0 e dimostriamo che f é mono.

Sia o : X — A un morfismo tale che foaw =0 coni =0 — A nucleo di f.
Si ha, considerando il diagramma commutativo della definizione precendente:

dy: X > Ker(f): a=ioy=00y=0
]

Definizione 2.2.3. Sia f : A — B un morfismo in C. Un conucleo di f &
un morfismo 7 : B — Coker(f) tale che:

mf=0 VBiY:Bof:O Ny:yor=4

%B

A
B

Proposizione 2.2.4. Vale la proposizione duale:
a) ogni conucleo é epimorfismo;

b) Due conuclei 7 : B — C, ' : B — C' del morfismo f : X —
Y rappresentano lo stesso quoziente di Y. Tale proprieta di unicita

permette di parlare del conucleo di un morfismo f, indicato, se esiste,
con Coker(f);

¢) Unmorfismo f: X = Y inC é un epimorfismo se e solo se Coker(f) =
0.

Proposizione 2.2.5. Sia v il nucleo (rispettivamente il conucleo) del mor-
fismo f: X — Y in C e si supponga che esista il Coker() (risp. Ker(y)).
Allora v = Ker(Coker(7)) (risp. v = Coker(Ker(y))).

12



Dimostrazione. Sia £ : X — C' il conucleo di v

Dobbiamo mostrare che v = Ker(§). Si ha che { oy = 0. Poiche ¢ ¢ il
conucleo di v e poiche f o~ = 0 esiste un unico morfismo g : C — Y
che fattorizza f con £. Sia ora 7/ : K’ — X tale che £ 09/ = 0. Allora
0=pofory = for'. Poiche v = Ker(f), esiste un unico o : K’ — K tale
che 4" = v o a. Dunque v = Ker(§). O

Nota. Un monomorfismo p si dice regolare se u = Ker(f) per qualche
morfismo f.

Nota. Un epimorfismo € si dice regolare se e = Coker(f) per qualche
morfismo f.

Definizione 2.2.6. Sia f : X — Y un morfismo. Si definiscono 'immagine
di f come il nucleo del conucleo di f e la coimmagine come il conucleo del
nucleo di f.

Osservazione 2.2.7. Definendo i morfismi naturali © : X — Coker(«)
(epimorfismo) e 5 : Ker(m) — Y (monomorfismo) si ottiene:

Ker(f)—% X — 7 4y Ty Coker(f)

b dl

Coker(a) Ker(m)

Dungue Colm(f) = Coker(a) mentre Ker(w) = Im(f). Inoltre 7’'a = 0
e fa = 0 implicano che esiste un unico morfismo v : Coker(a) — Y che
rende commutativo il diagramma. Analogamente myr’ = nf =0, ma 7 ¢
epi, quindi 3! v : Colm(f) — Im(f) tale che fu = ~. Graficamente:

Ker(f)—2 % Coker(f)
[ /

Colm(f) - - »Im (f)

E chiaro che Colm(f) é quiziente del dominio, mentre Im(f) ¢é sot-
toggetto del codominio.

Proposizione 2.2.8. Un morfismo che é sia mono regolare che epi regolare
é isomorfismo.

13



Dimostrazione. Sia f : X — Y mono ed epi regolare. Essendo mono
regolare 3¢ : Y — Z tale che X = Ker(¢)

x .,y 2%,z
T
Y

Poiche ¢f = 0 ed f & anche epi regolare, si ha che ¢ = 0.
Considerando morfismo identita 1y : Y — Y si ha ¢ly = 01y = 0,
dunque esiste un unico morfismo g : Y — X tale che fg = 1y:

x .y 0.7
K\IY
g \Y 0

D’altra parte essendo f epiregolare esiste € : W — X tale che f =
Coker(€)

W%X—f»Y

1
X

Poiche fe =0 ed f & anche mono regolare, si ha che ¢ = 0.
Considerando il morfismo identita 1x : X — X si ha 1xe = 1x0 = 0,
dunque esiste un unico morfismo ¢’ : Y — X tale che ¢'f = 1x:

WLX—f»Y

v
x| 2
X g

Abbiamo ottenuto che fg =1y e ¢'f = 1x.
Di conseguenza (¢'flg=¢ = 1xg=9¢ = g=4. O

Definizione 2.2.9. Una categoria C ¢ detta normale (rispettivamente conormale)
se ogni monomorfismo & un nucleo (rispettivamente ogni epimorfismo & un
conucleo).

Definizione 2.2.10. Una categoria C si definisce esatta se:
e ha un oggetto nullo;
e ogni morfismo ha sia nucleo che conucleo;
e C ¢ normale e conormale;

e ogni morfismo f si fattorizza come f = [a, per qualche epimorfismo
« e monomorfismo f.
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2.3 Categorie abeliane

Definizione 2.3.1. Una categoria si dice preabeliana se ¢ additiva ed es-
istono nuclei e conuclei.

Definizione 2.3.2. Una categoria additiva C si dice abeliana se soddisfa i
due seguenti assiomi:

e tutti i morfismi ammettono nuclei e conuclei;

e Sia f un morfismo in C. Allora il morfismo canonico

f: Colm(f) — Im(f)

& un isomorfismo.
Nota. La categoria duale di una categoria abeliana & abeliana.

Osservazione 2.3.3. Si puo dimostrare che una categoria abeliana ¢ una
categoria additiva esatta con prodotti e coprodotti finiti.

Proposizione 2.3.4. Se C ¢ una categoria abeliana e f: X — Y, si ha:

x—1 .y

ity
Esempio 2.3.5. Esempi di categorie abeliane sono:
1) la categoria dei gruppi abeliani;
2) la categoria dei gruppi abeliani finitamente generati;

3) la categoria degli spazi vettoriali finitamente generati.

Definizione 2.3.6. Definiamo orale CATEGORIE ABELIANE SPECIALI
Una categoria abeliana A ¢:

e (Cp) se ha coprodotti ed il funtore ] preserva monomorfismi, cioe
per ogni famiglia di monomorfismi {f; : A; < B;,i € I} il morfismo
canonico [[,c; fi : [1;c; Ai = [l;c; B1 € un monomorfismo;

e (Cy) se ha prodotti e coprodotti, e per ogni famiglia {A; : ¢ € I} di
oggetti il morfismo canonico ¢ : [[;c; Ai — [[;c; A1 € un monomor-
fismo;

e (C3) se e cocompleto, cioe se ammette limiti diretti, e se per ogni
famiglia {A; : i € I} di sottoggetti di A e per ogni sottoggetto B di .4
vale la seguente proprieta distributiva:

O _A)nB=> (A4NB)

il el
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Nota. Le categorie dei gruppi abeliani finitamente generati non ap-
partengono alle categorie abeliane speciali in quanto non ammettono tutti i
coprodotti.

Proposizione 2.3.7. Se A ¢ (C5) allora é anche (C3).

Dimostrazione. Sia (X)) e un sistema diretto. II limite diretto ¢ il conu-

cleo della mappa
1—
H X LN H X\
AEA AEA

Quindi se C ha coprodotti e conuclei ha limiti diretti.
Il resto della dimostrazione segue dalla commutativita del seguente dia-
gramma

L[i Ifi
Hie] A; — Hie[ B;
) 5p

A
Hz Ifi
Hie] A - Hie[ B;

Proposizione 2.3.8. Se A ¢ (C3) allora é anche (C3).

Dimostrazione. Data un’arbitraria famiglia {4; : i € I'} di oggetti di A, e
considerando l'insieme ¢(/) di tutti i sottoinsiemi finiti F di Z, la famiglia

iE€F i€T
¢ una famiglia di sottoggetti di [[,.; A; e
limper) [ Ai =] A
icF icl

O

Osservazione 2.3.9. Una categoria additiva puo mon essere abeliana. Un
esempio € riportato qui di sequito.

Esempio 2.3.10. Sia C una cateogoria che ha come oggetti i Q-spazi vettoriali
con topologia lineare e T» e come morfismi le applicazioni lineari continue.
Osserviamo innanzitutto che tale categoria & additiva, infatti per ogni coppia

di oggetti (V1, V) in C, Home(V4, Va) ammette struttura di gruppo:

e date V} i) Vo e Vi EN V5 applicazioni lineari e continue, la somma
f + g e la differenza f — g sono ancora applicazioni lineari e continue;
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e 0 ¢ 'oggetto nullo;

e il biprodotto V; x V5 e il prodotto cartesiano di insiemi, dotato della
topologia prodotto.

L’immersione di Q in R & un monomorfismo non regolare:
[e%
v Q=R

infatti preso un elemento v € V' si ha che af(v) = 0= f(v) = 0.
Ma tale immersione ¢ anche epimorfismo, infatti suppiniamo

RLV : foa=0
allora Q C f~1({0}) che & un chiuso perche f & continua e V & To. Quindi
Q=RCfI{0h=f=0

Quindi « é epimorfismo.

Se fosse regolare dovrebbe esistere f : R — V tale che « sia Ker(f), ma
dovendo essere f oa = 0 si avrebbe f =0, il cui nucleo ¢ 1g : R — R e non
.

2.3.1 R-moduli

Un esempio di categoria abeliana ¢ la categoria dei moduli destri e sinistri
su un anello R (vedi Proposizione 2.3.21).

Innanzitutto ricordiamo che un anello ¢ una terna (A, +,-) ove A & un
insieme, + e - sono due operazioni binarie verificanti le seguenti proprioeta:

e (Z,+) ¢ un gruppo abeliano
e (Z,-) & un semigruppo, la moltiplicazione verifica cioe la proprieta
associativa:
a-(b-c)=(a-b)-cVa,bce”Z
e proprieta distributive:
a-(b+c)=a-b+a-cVa,bceZ
(b+c)-a=b-a+c-a

Tutti gli anelli considerati nel seguito sono associativi con unita 1 # 0.

Osservazione 2.3.11. 1 Ricordiamo che in un morfismo di anelli f :
A — B, f é morfismo e manda lunita di A nell’unita di B;

2 Se A é un sottoanello di B, l'unita di A coincide con quella di B.
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Definizione 2.3.12. Siano R un anello e M un gruppo abeliano additivo.
Si dice che M & un R-modulo sinistro se & definita I’applicazione Rx M — M
che manda (r,z) < rz tale che:

o r(z+y)=rx+ry
o (r+s)z=rx+sc
o r(sx) = (rs)zx
o lz =2z

ove 1,7, 5,€ Rex,y € M.

Definizione 2.3.13. Siano M un R-modulo sinistro, H un sottoinsieme di
M. Si dice che H & un sottomodulo di M (H < M) se H & un sottogruppo
del gruppo additivodi M eseVx € Her € Rsi harz € H.

Osservazione 2.3.14. e (0) e M sono sottomoduli di M;

o Se (H))xea € una famiglia di sottomoduli di M, allora (Nycpn Hy €
sottomodulo di M .

Definizione 2.3.15. Dato M un R-modulo, il sottomodulo di M generato
da X (< X >) e 'intersezione di tutti i sottomoduli di M contenti X.

e Se X = {x1,29,...,Ty,} € un insieme finito di m elementi, allora gli
elementi di < X > sono le combinazioni lineari a coefficienti in R
degli elementi x;, ovvero Y /" | w1 = T1Z1 + T2%2 + ... + T

e Se X e infinito gli elementi di < X > sono tutti e soli quelli della forma
Yoo rzx ove gli 7, sono quasi tutti nulli;

e Se X =( allora < X >=0.

Nota. Il sottomodulo generatoda HUK e H+ K ={z+y:x € H,y €
K} ove H e K sono sottomoduli di M.

Definizione 2.3.16. Siano L e M due R-moduli sinistri, f : L — M
un’applicazione, f si dice morfismo di R-moduli se f(x+y) = f(x)+ f(y) e
f(rz) = rf(z) per ogni x,y € L, r € R.

Definizione 2.3.17. Si indica con R-Mod la categoria che ha per oggetti
gli R-moduli sinistri e come morfismi i morfismi di R-moduli.

Si indica con R-mod la sottocategoria piena di R-Mod i cui oggetti sono
i moduli M finitamente generati (cio significa che In € N e un epimorfismo
da R"—» M ).

Osservazione 2.3.18. Dato f: L — M morfismo in R-Mod, si ha:
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e [l NUCLEO come Ker(f) ={x € L: f(zr)=0} <L
o L'IMMAGINE come Im(f) ={f(z):x € L} <M

Definizione 2.3.19. Il modulo quoziente di M rispetto ad H (M/H), con
H < M ¢ il modulo i cui elementi sono del tipo x + H ={z+h:h € H}
dette classi laterali di M rispetto ad H la cui addizione ¢ ben definita da
(rt+H)+ (y+H)=x+y+ H ed inoltre si ha r(x + H) =rz + H,r € R.

Definizione 2.3.20. Infine definiamo la proiezione canonica di M su M/H
come p: M — M/H che associa © — =+ H, ove © € M.

Proposizione 2.3.21. La categoria degli R-Mod é abeliana.

Dimostrazione. Per le prorpieta enunciate tale categoria e additiva. Dato
f L — M isomorfismo in R — Mod, poiche il Ker(f) = {x € L: f(z) =
0} < L possiamo affermare che tale categoria ammette nuclei.

Resta da dimostrare che R — Mod ammette conuclei. Osservando che

per come ¢ definito Coker(f) = % si ha:
f M
L== M= mp
[ f) 0

. . . g . .
Sia g un’applicazione M = N, allora basta mostrare che esiste un’unica

applicazione 7y : % — N:

f M
L= M mp
k« ]J\’[g;( =
Concludo osservando che lapplicazione v che manda [m] — g(m) ¢ ben

definita, infatti

[m] = [m+f(z)] = g(m+f(z)) = g(m)+g(f(z)) = g(m) poiche g(f(z)) = 0.
0

Proposizione 2.3.22. Sia R anello commutativo. Se R-mod é sottocatego-
ria abeliana di R-Mod, allora R é Noetheriano.

Dimostrazione. Osservo che se I ¢ un ideale finitamente generato anche
R/I & finitamente generato. Si ha VI < R:

I“— R—» R/I

Di conseguenza I € R—mod, che e proprio la definizione di ideale finitamente
generato e poiche cio vale per ogni ideale R € anello noetheriano.
O
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2.4 Funtori esatti

Prima di untrodurre il concetto di funtore esatto occorre definire le succes-
sioni esatte e le successioni esatte e corte.

Definizione 2.4.1. Una successione di R-moduli e di morfismi R-lineari

In

M, M, LN ——

¢ esatta se Im(f,) = Ker(fnt1)-

Definizione 2.4.2. La seguente successione:

f g

0 L M N 0

e detta esatta corta se f ¢ iniettiva, g suriettiva e Im(f) = Ker(g).

Definizione 2.4.3. Sia ' : C — D un funtore additivo tra categorie
abeliane. F' si dice esatto a sinistra se data la successione esatta in C

0 A B C 0

allora la successione

0—— F(A) F(B) F(C)

¢ esatta in D.

Definizione 2.4.4. Sia F' : C — D un funtore. F si dice esatto a destra se
data la successione esatta in C

0 A B C 0

allora la successione

F(A) —— F(B) F(C) 0

¢ esatta in D.

Esempio 2.4.5. Diamo un esempio di funtore esatto a sinistro S. Il funtore
covariante Hompg(G, —) : R— Mod — Ab & esatto a sinistra VR —modulo G.
Infatti, consideriamo una successione esatta del tipo:

B

0 G1 @ Gz GS 0

la seguente successione verifica 'esattezza

0 —— Hompg(G, Gy) o, Homp (G, G2) 7, Homp (G, G3)

Yy = f———— 3] =0
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Essendo ae monomorfismo, se a*(y) = ay = 0 allora v = 0, quindi o* &
monomorfismo.

Se 5*(f) = Bf = 0, per definizione di nucleo I v: G — G; : ay=f

3!7/ - ff 0

G17>G27>G3

Definizione 2.4.6. Un funtore si dice esatto se ¢ esatto a destra e a sinistra.

Definizione 2.4.7. Se C e D sono categorie abeliane, allora il funtore F' :
C — D & una immersione (pienamente fedele) esatta se F' & una immersione
pienamente fedele e se F' preserva l'esattezza delle successioni esatte brevi.

2.5 Oggetti proiettivi, iniettivi e categorie di Grothendieck

Definizione 2.5.1. Sia A una categoria abeliana. Un oggetto P di A &
progettivo se il funtore covariante Hom 4(P, —) : A — Ab ¢ esatto.
Cioe se P € R — Mod & proiettivo, allora per ogni successione esatta

0— L i) M % N —0in R— Mod la successione di gruppi abeliani

0 — Homp(P, L) * Homg(P, M) L5 Homp(P, N) — 0

¢ esatta.
D’altra parte un oggetto E di A & iniettivo se il funtore contravariante
Hom(—, E) : A — Ab ¢ esatto.

Proposizione 2.5.2. Sia P € A. Le condizioni che seqguono sono equiv-
alenti:

a) P é proiettivo;

b) per ogni epimorfismo g: M —» N e per ogni morfismo ¢ : P — N
esiste un morfismo v : P — M tale che gy = ¢

V/P
Sl
MT»N

Dimostrazione. (a) = (b) Data la successione esatta

P
B
0 —— Ker(g)© M-—2%N 0
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poiche P & proiettivo si ha che anche la seguente successione e esatta:

0 —— Hom (P, Ker(g))—s Homu(P, M) —*— Homu(P, N) —— 0

ol o

Concludo osservando che Homy (P, M) > ¢ = g7.
(b) = (a) Data una successione esatta corta

0oL L ME NS0

ricordiamo che la sequenza
0 — Homu(P, L) ©s Homa(P, M) L Homa(P, N)

¢ esatta per Esempio 2.4.5.
Resta da dimostrare che g* e suriettiva, ma cio deriva dal fatto che e
epimorfismo. O

Proposizione 2.5.3. Sia A una categoria abeliana e P proiettivo in A.
Allora P ¢ un generatore se e solo se Homy(P, A) # 0 per ogni oggetto
A#0di A.

Dimostrazione. Sia P un generatore. Se A # 0 allora esiste un morfismo
PL Ataleche f=1a0f#00 f =0, quindi Hom4(P, A) # 0.

Viceversa, sia P un oggetto proiettivo e supponiamo che per ogni A # 0
in A si ha Homy(P, A) # 0. Mostriamo che P ¢ un generatore. Siano
frg: X = Y, con f # g, allora « = fg # 0, quindi Ima # 0 in
A, percido Hom 4(P,Ima) # 0. Poiche P & proiettivo, cioe Homy (P, —) &
esatto, abbiamo Im(Homy (P, «)) = Hom4(P,Im«a) # 0 e di conseguenza
Hom 4 (P, ) # 0. Graficamente:

P A—* 4B
T ]
E Im a(# 0)
"

O

Diremo che una categoria abeliana A ha abbastanza oggetti proiettivi se
per ogni oggetto A € ObA esiste un oggetto proiettivo P e un epimorfismo
P — A. Analogamente, A ha abbastanza oggetti iniettivi se per ogni oggetto
A € ObA esiste un oggetto iniettivo E e un monomorfismo A — E.



2.5.1 Moduli proiettivi e iniettivi

Un modulo P € R— Mod ¢ proiettivo se lo ¢ come oggetto di R — Mod, in
particolare per ogni epimorfismo f : L — M e per ogni morfismo g : P — M
esiste un morfismo h : P — L tale che il diagramma commuti:

P
h/ l«g

L’(—f>M

cioe g = f o h. Si verifica che:
e ogni modulo libero & proiettivo;

e addendi diretti e somme dirette di moduli proiettivi sono moduli proi-
ettivi.

Un modulo E € R— Mod dicesi iniettivo se per ogni successione esatta

0= L% Min R Mod ed ogni morfismo g : L — FE esiste un morfismo
M — FE tale che il diagramma

0— L1

<

¢ commutativo.

Prima di procedere costruiamo alcuni esempi di moduli iniettivi e ricor-
diamo che un gruppo abeliano (cio¢ uno Z — modulo) & iniettivo se e solo se
esso e divisibile.

Sia G’ un gruppo abeliano e consideriamo il gruppo Homy(R,G). Tale
gruppo diventa in modo naturale un R-modulo sinistro definendo il prodotto
scalare sf (s € R, f € Homz(R, G)) mediante la posizione

(sf)(r)= f(rs),r € R.

Proposizione 2.5.4. Sia G un gruppo abeliano divisibile. Allora I’R-modulo
sinistro Homz (R, G) é iniettivo.

Proposizione 2.5.5. Per ogni modulo E € R — Mod le condiziont che
sequono sono equivalenti.

(a) E é iniettivo.

(b) Criterio di Baer: per ogni ideale sinistro I < R e per ogni R-
morfismo [ : I — FE, esiste un R-morfismo g : R — E che estende f.
Di consequenza [ é la moltiplicazione destra per un elemento di E.
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(¢) Per ogni monomorfismo f : L < M e per ogni morfismo a: L — E,
esiste un morfismo B : M — E tale che a = Bf:

LC—f>

l -
%

@ -

x 3B

Dimostrazione. (a) < (c) Sappiamo che g* € iniettivo ed Im(g*) = Ker(f*).
Dalla definizione di modulo iniettivo segue che f* ¢ un morfismo suriettivo
se e solo se F/ € un modulo iniettivo.
(c) = (b) E’ diretta conseguenza della definizione di modulo iniettivo.
(b) = (c¢) Consideriamo in R-Mod il diagramma

L—— s M
Jg/
g

dove (L*, g*) & una coppia massimale rispetto alle proprieta L < L* <
M, g|*L = ¢g. Mostriamo che L* = M da cui poi seguira la conclusione.
Supponiamo per assurdo L* # M e sia € M \ L*. Poniamo

I={reR:rzelL"}

I & un ideale sinistro di R. Consideriamo I’R-morfismo p : I — E dato da
wu(r) = g*(rz),r € 1. Per ipotesi u si estende ad un R-morfismo v : R — E.
Definiamo 'applicazione

Y:L"+Rr — E

ponendo:
Yy +rz)=g"(y) +v(r),ye L’ reR.
1) & ben definita. Se infatti y + ro = 0 allora y = —rz e pertanto r € I. Da
cio segue:
Py +re) =g"(y) +pu(r) = 9" (y) + 97 (rz) = g*(y + rz) = 0.

Infine ¢ & un morfismo che estende g*. Poiche L* < L* + Rz, ASSURDO.
O

Definizione 2.5.6. Sia A una categoria abeliana e assumiamo che U =
{U; | i € I} sia una famiglia di generatori. Un oggetto A di A e U-finitamente

generato, se esiste un epimorfismo ]_[?:1 Uj;—»A conneNeU; eU.

Definizione 2.5.7. Un oggetto S di A & piccolo, o compatto, se per ogni
morfismo

f:s=Jl4

el
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esiste un sottoinsieme finito F' di I tale che f si fattorizza come
€
f:s »[icr Ai — [lies Ai

ove er € un’immersione canonica.

Osservazione 2.5.8. In R — Mod ogni modulo finitamente generato € pic-
colo, ma il viceversa € generalmente falso.

Proposizione 2.5.9. Sia M € R — Mod. Tale M ¢é piccolo se e solo se
per ogni famiglia numerabile {M; | i € N} di sottomoduli di M tale che
M =3 cn M; esiste un ng tale che M =372 M;.

2.5.2 Categorie di Grothendieck

Definizione 2.5.10. Una categoria di Grothendieck & una categoria abeliana
(C3) che ammette un di generatore.

Osservazione 2.5.11. Si puo dimostrare che ogni categoria di Grothendieck
ha abbastanza iniettivi.

Ricordiamo che una categoria si dice localmente piccola se la classe di
sottoggetti di ogni oggetto A di A & un insieme.

Definizione 2.5.12. Data C una categoria di Grothendieck e G un gen-
eratore di C, un oggetto X in C si dice finitamente generato se esiste un
epimorfismo G" —» X conn € N.

Proposizione 2.5.13. Una categoria di Grothendieck G & localmente piccola
e ogni oggetto di G e il limite diretto dei suoi sottoggetti finitamente generati.

Definizione 2.5.14. Sia A un oggetto di una categoria abeliana A, e sia
Ag — A un sottoggetto di A. Diremo che Ay € essenziale in A, o che A ¢

un’estensione essenziale di Ag, scrivendo Ag 2 A, se per ogni sottoggetto
A" #0 di A abbiamo AgN A" # 0.

AOC €SS A

04 AgN A5 A™£ 0

Proposizione 2.5.15. Sia A una categoria abeliana e sia Ag < A un
sottoggetto di A € ObA. Agy é essenziale in A se e solo se ogni morfismo f :
A — B ¢é un monomorfismo non appena f; : Ag — B €& un monomorfismo.
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Dimostrazione. Dall’identita Ker f; = Ker f N Ag e assumendo che A sia
essenziale in A si ha immediatamente tale proprieta. Viceversa, assumiamo
che Ag non sia essenziale in A: allora esiste un sottoggetto 0 # A’ < A tale
che Ag N A = 0. Considerando il morfismo composto

Ap s AT AJA

vediamo che Ker i = AgNKer 1 = AgN A’ =0, ma Kerm = A" # 0,
quindi 77 non € un monomorfismo. O

Definizione 2.5.16. Data A una categoria abeliana, un oggetto iniettivo
E in A si dice inviluppo iniettivo di A e si denota con E = E(A) se esiste
un monomorfismo A — FE tale che A sia essenziale in E.

A ha inviluppi iniettivi se VA € A FE(A).
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3 Lemma di Yoneda

Proposizione 3.0.1. Data A categoria additiva, la categoria di funtori ad-
ditivi Hom(A, Ab) é categoria abeliana.

Nota. Per semplificare la notazione scriviamo [A, —], al posto di Hom 4 (A4, —).

Lemma di Yoneda: Sia A una categoria piccola additiva, Ab la cat-
egoria dei gruppi abeliani e Hom(A, Ab) la categoria dei funtori additivi.
Per ogni A € A ed F € Hom(A, Ab) c’¢ un isomorfismo di gruppi abeliani

dar: Nat([A,~],F) = F(4)
che & naturale sia in A che in F. Questo & definito nel seguente modo:

o ¢ar(v):=wra(ida) per ogni v = (vB)gea € Nat([A, -], F);

. gb;ll]_- := V¥, per ogni z € F(A), ove v* & la trasformazione naturale
definita per ogni B € A, v§, : [A, B] = F(B), a — F(a)(x).

Lemma 3.0.2. Sia A una categoria piccola e additiva. Per ogni A, B € A
c’e un isomorfismo di gruppi abeliani

Nat([A,—],[B,—]) = [B, A]
che & naturale sia in A che in B. Quindi il funtore
AY — Hom(A, Ab), A [A, -]
¢ pienamente fedele.

I funtori in Hom(\A, Ab) isomorfi a funtori della forma [A, —|, con A € A,
sono detti funtori rappresentabili.

Proposizione 3.0.3. Data una categoria piccola additiva A, I’ insieme dei
funtori rappresentabili ([A, —])aca € un insieme di generatori piccoli proi-
ettivi di Hom(A, Ab).

Dimostrazione. Il funtore [A, —| & un oggetto proiettivo in Hom(.A, Ab):
infatti, da ogni sequenza corta esatta 0 — F — G — H — 0 di funtori
additivi si ha, per definizione, una sequenza. corta esatta

0— F(A) - GA) - HA) =0
in Ab. Per il lemma si ha che la sequenza corta esatta

0 — Nat([A,—],F) = Nat([A,—],G) — Nat([A,—],H) = 0
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che prova che [A, —] & un oggetto proiettivo in Hom(A, Ab). Inoltre per ogni
funtore additivo F' # 0 esiste A € A tale che 0 # F(A) ~ Nat([A, -], F).
Per dimostrare che ([A, —])ac4 € un sistema di generatori proiettivi dalla
proposizione precedente.

Infine, ogni funtore rappresentabile [A, —] ¢ piccolo, infatti per ogni
famiglia (F\)aea di funtori additivi ci sono isomorfismi naturali in .4b

Nat([A, =, [T £2) = (JT P)(4) = D Fa(4) ~ P Nat([A, -], Fy)

AEA AEA AEA AEA
O

Proposizione 3.0.4. Sia A additiva piccola. Il funtore G =[] 4 4[A, =] €
un generatore proiettivo in Hom(A, Ab) e rappresenta una immersione di A
in Ab. Se, inoltre A ¢ abeliana, allora G ¢€ esatto a sinistra.

Dimostrazione. Innanzitutto osserviamo che se {G;|i € I} & un insieme di
oggetti di A e se in A esiste il loro coprodotto G = [[,.; Gi, allora {G;|i € I}
¢ una famiglia di generatori se e solo se {G} lo e.

Grazie anche alla proposizione precendente segue che G ¢ un generatore;
inoltre G & proiettivo in quanto coprodotto di oggetti proiettivi.

Il funtore G ¢ fedele, poiche per ogni morfismo 0 # 8 : B — B’ in A
si ha che il morfismo [B, ] : [B,B] — [B,B’] in Ab ¢ diverso da zero, e
dunque G(8) = [14e4lA. 8] # 0.

Inoltre G & un’immersione, poiche se B # B’ € A risulta G(B) #
G(B') € Ab.

Infine se A ¢ abeliana allora il funtore GG ¢ esatto a sinistra poiche ogni
[A, —] & funtore esatto a sinistra ed il coprodottone preserva ’esattezza in
Ab. O

i€l

Proposizione 3.0.5. Sia A una categoria abeliana piccola ed E un oggetto
iniettivo di Hom(A, Ab). Allora E ¢ un funtore esatto a destra.

Dimostrazione. Sia 0 -+ A’ -+ A — A” — 0 una sequenza esatta corta in
A. Allora la successione di funtori

0—[47, -] —=[A, -] = [A, -]

¢ esatta in Hom(A, Ab). Poiche E & un oggetti iniettivo di Hom(A, Ab)
segue che la sequenza

Nat([A’, —],E) = Nat([A,—],E) - Nat([A”,—],E) — 0
¢ esatta in Ab. Dal lemma concludiamo che la successione
E(A") - E(A) - E(A”) =0

¢ esatta in Ab. Cio prova che E ¢ esatto a destra. O
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3.1 Aggiunzioni

Definizione 3.1.1. Siano A e B categorie additive, e siano F : A — B e
G : B — A funtori additivi. Diremo che la < F,G > ¢ una aggiunzione, o
che F' e aggiunto sinistro di G, o che G & aggiunto destro di F', se per ogni
A€ Ae B € Bvieun isomorfismo di gruppi abeliani

¢ap: [F(A),Blp — [A,G(B)]a
che ¢ naturale in A e in B.

Osservazione 3.1.2. La naturalita in A e in B significa che assegnati co-
munque morfismi f : A— A in Aeg:B— B inB, risultano commutativi
1 sequenti diagrammai:

¢AB

[F'(A), Bls —— [A,G(B)]a

[F(A).q] z{ bA Gy
¢
[F(A), B'ls —2 [A,G(B')] 4

¢>AB

F(A"), Bls —— [A",G(B)]a

z{ l{f,c:(B)]A
F(A), Blg 225 (A, G(B)) 4

Se I' e G costituiscono un’equivalenza di categorie, allora sia < F,G >
che < G, F > sono coppie di funtori aggiunti.

Per ogni assegnata aggiunzione < F;G >con FF: A - Be G: B — A,
e per ogni A € A e B € B restano definiti i morfismi

oq:A— GF(A) 0= dar)(1ra))

PB : FG(B) — B PB = ¢6%B),B(1G(B)‘
Dalla naturalita in A e in B di ¢4 p discendono anche le trasformazioni:
0= (0A)aca: 14— GF e p=(pB)Ben: FG — 13

sono trasformazioni naturali tra funtori, e sono chiamati, rispettivamente,
Uunita o e la counita p dell’aggiunzione. Quando sia o che p sono isomor-
fismi di funtori diciamo che la coppia di funtori (F, G) € una equivalenza di
categorie tra A e B.
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Proposizione 3.1.3. Sia 0 : 14 — GF lunita e p : FG — 1 la counita
di una coppia aggiunta < F,G >. Allora per ogni A € A e B € B i sequenti
diagrammsi

F(A) 2Yrara)

PF(A)
%F@

0G(B)

G(B) —S'GFG(B)
(

G(p(B
%G(LB)@ )

sono commutativi.

Proposizione 3.1.4. Siano F : A —- B e G : B — A due funtori e siano
oc:14 — GF e p: FG — 1p trasformazioni naturali tali che i triangoli
della proposizione precedente commutano. Allora per ogni A € A e B € B,
le sequenti

¢aB: [F(A),Bls = [AGB)la, ¢ap(B):=GCGB)oa e ¢,'5(a):=ppF(a)

definiscono un’aggiunzione < F,G > tale che o e p sono rispettivamente
unita e counita.

Proposizione 3.1.5. Sia < F,G > una coppia di funtori aggiunti, con
F:A—->BeG:B— A Allora G preserva i limiti di B e F preserva i
colimiti di A.

Dimostrazione. Dimostriamo che G preserva i limiti di B. Sia L : I —

B un funtore con I categoria piccola, tale per cui @L esista in B. Per
Paggiunzione, per un arbitrario oggetto A € A abbiamo ’isomorfismo

Pagimr : [F(A), imL]s = [A, G(limL)] 4.

Un morfismo a : F(A) — limL corrisponde ad una famiglia di morfismi
a; : F(A) — L(i), con ¢ € I, che per naturalita dell’aggiunzione corrisponde
ad una famiglia di morfismi ¢4 1.;y(c;) : A — GL(i), con i € I. Cio significa
che G (ML) soddisfa la proprieta universale che definisce il limite in 4 del
funtore [imGL, e dunque mostra che G(ML) = MGL. La seconda parte
della dimostrazione & duale alla prima. ]

Poiche prodotti e nuclei sono particolari limiti, e coprodotti e conuclei
sono particolari colimiti otteniamo la seguente proposizione.

Proposizione 3.1.6. Siano F: A — B e G : B — A due funtori additivi tra
categorie abeliane, con < F,G > aggiunzione. Allora F' preserva i coprodotti
e i conuclei (in particolare é esatto a destra), mentre G preserva prodotti e
nuclei (in particolare é esatto a sinistra).
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4 Teorema di immersione di Mitchell

4.1 Sottocategorie di Giraud

Sia G una categoria di Grothendieck e C una sottocategoria piena di G, cioe
esiste un funtore inclusione ¢ : C — A che & un’immersione pienamente

fedele.

Definizione 4.1.1. C e chiamata sottocategoria coriflessiva di G se esiste
un funtore [ : G — C tale che < [,7 > sia un’aggiunzione. In questo caso [ &
chiamato funtore coriflessivo o localizzato.

In questo caso, omettendo i, per ogni A € G e C € C ¢’¢ un isomorfismo
naturale

pac:[lA,Cle = [A,Clg
con unita o : 1g — [ definita ponendo, per ogni A € G
op = ¢A,ZA(1ZA) A — A

Denotando con p : I — 1¢ la counita, dalla proposizione (1 della sot-
tosezione) si ha, per ogni C' € C, i diagrammi commutativi

c—°¢ L0

el

C |

oC
G'CJ(

Ic

mostrano che po € un isomorfismo con l'inverso o¢ in modo che
Iic=C v ecC.

Applicando la proposizione (2) a questo caso, vediamo che per ogni A €
G, CeCef: A — C esiste un unico morfismo f : I[A — C tale che

f=0oac(f):=foa

A4 1A
» valf
C

e la proprieta della trasformazione naturale rappresentata nel diagramma
o : 1g — [ rappresenta il fatto che I ¢ una coriflessione.

Definizione 4.1.2. Una categoria abeliana A ha limiti induttivi arbitrari
se e solo se ha arbitrari coprodotti. In questo caso chiameremo A4 una
categoria cocompleta. Dualmente, A ha arbitrari limiti proiettivi se e solo
se ha arbitrari prodotti, e in questo caso A ¢ detta categoria completa.
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Proposizione 4.1.3. Sia G una categoria cocompleta di Grothendieck, e C
una sottocategoria corifiessiva di G. Allora C € completa e cocompleta, e per
ogni funtore L : I — C abbiamo un isomorfismo naturale

IimL =2 limiL e lim =[(limiL)
pa P = =
c g c g

Definizione 4.1.4. Sia G una categoria di Grothendieck, e C una sottocat-
egoria piena di G. Allora C ¢ chiamata una sottocategoria di Giraud di G se
C & una sottocategoria coriflessiva di G e il funtore localizzato 1 & esatto (a
sinistra).

Proposizione 4.1.5. Sia C una sottocategoria di Giraud di G. Un oggetto
E di C ¢ iniettivo in C se e solo se B € un oggetto iniettivo in G.

Dimostrazione. Il funtore inclusione C < G ¢ esatto a sinistra, da cui si
ottiene che monomorfismi in C sono monomorfismi anche in G. Cio basta
per dimostrare che ogni oggetto di C che ¢ iniettivo in G & iniettivo anche in
C.

Viceversa, sia £ € ObC iniettivo e proviamo che F & iniettivo in G. Sia
a: A< A" un monomorfismo in G e sia f € [A, E]g. Abbiamo il seguente
diagramma commutativo in G:

A=A

IR

ZAC—> 1A
31y 3

E

ove 1(«) & un monomorfismo dal fatto che o € un monomorfismo e [ & esatto.
Essendo F iniettivo in C esiste un morfismo f” che rende il triangolo inferiore
del grafo commutativo. Inoltre (f'o a/)a = f e questo prova che E ¢ iniettivo
in G.

O

4.2 Teorema

Teorema 4.2.1. Teorema di Mitchell: Sia C una categoria abeliana co-
completa con un generatore proiettivo U, e sia R = EndU. Il funtore addi-
tivo

[U,—]:C— Mod— R

e un’immersione esatta. Inoltre essa € "piena quando ristretta ad oggetti
finitamente generati”, cioe se A e B sono U-finitamente generati allora
[U, —] induce un isomorfismo di gruppi [A, B] = [[U, A], [U, B]].
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Infine se C € una cateogoria di Grothendieck, allora [U,—| é un’immersione
plena.

Definizione 4.2.2. Sia A una categoria abeliana piccola, e sia G = Hom(.A, Ab)
la categoria di Grothendieck completa dei funtori additivi da A in .A4b.
Denotiamo con:

e M(A, Ad) la sottocategoria piena di G costituita dai monofuntori (=
funtori additivi che preservano i monomorfismi);

e L(A, Ab) la sottocategoria piena di G costituita dai funtori esatti a sinistra
(= funtori additivi che preservano i nuclei).

Cosicche L£(A, Ab) < M(A, Ab) < Hom(A, Ab) & catena di sottocategorie

piene.

Lemma 4.2.3. Per ogni categoria abeliana piccola A la categoria L(A, Ab)
dei funtori esatti a sinistra é una sottocategoria di Giraud di Hom(A, Ab).

Proposizione 4.2.4. La posizione A — [A, —| induce una immersione con-
travariante pienamente fedele ed esatta di A in L(A, AD).

Dimostrazione. Dal lemma 3.0.2 discende che 'immersione contravariante
A — [A,—] & pienamente fedele di A in Hom(A, A4b), e quindi di A in
L(A, Ab). Resta da dimostrare percio il fatto che aver ristretto tale funtore
alla sottocategoria di Giraud L(A, Ab) lo rende anche esatto a destra. Sia
dunque

04 %45 450
una successione breve in A. Vogliamo dimostrare che ’associata successione

[Ba_}
]

S AR e N 7 [ N 37 T Y

¢ esatta in L(A, Ab). Percio osserviamo innanzitutto, che la successione

0— [A”,—] B, [A, —] loo, [A’,—] — 0 ¢ a termini in £(A, Ab) ed esatta

in Hom(A, Ab), e quindi esatta anche in £(.A,.Ab), poiche la composizione
del funtore di localizzazione con I'inclusione € esatta a sinistra.

Resta da dimostrare che la trasformazione naturale [, —] € epimorfismo
in £(A, Ab). Sia C un cogeneratore iniettivo di £(.A, Ab), e dimostriamo
equivalentemente che il morfismo

Nat([a, =], C) : Nat([A',—],C) — Nat([A, -], C)

¢ un morfismo in Ab. Per il lemma di Yoneda abbiamo il diagramma com-
mutativo in Ab

Nat([a, -], C) —— Nat([4, ], C)

% lg

o) —2 L oa)

33



che ci consente di concludere, dato che C'(«) € un monomorfismo, essendo
a un monomorfismo in A e C' € L(A, Ab) un funtore esatto a sinistra.  [J

Teorema 4.2.5. (Teorema di immersione in moduli)
Ogni categoria abeliana piccola A ammette una immersione pienamente
fedele ed esatta in Mod — R, per un opportuno anello R.

Dimostrazione. Per la proposizione precedente vi € una immersione pien-
amente fedele ed esatta

A< L(A, Ab)°P.

La categoria £(A, Ab)°P ¢, in quanto duale di una categoria di Grothendieck
completa, una categoria abeliana cocompleta con un generatore proiettivo
P. Poich¢ A, e dunque anche la sua immagine £(A, Ab)°P, & una categoria
piccola, esiste un generatore proiettivo U = P®, con « cardinale opportuno,
tale che ogni oggetto nell'immagine di A in £(A, Ab)OP sia finitamente U-
generato. Dal teorema di Mitchell otteniamo quindi che, detto R = End U,
il funtore
(U, -] : L(A, Ab)°P < Mod — R

€ una immersione esatta, la quale ¢ anche piena tra gli oggetti finitamente
U-generati di £(A, Ab)°P, quindi in particolare tra gli oggetti immagine di
oggetti di A. Infine, la composizione delle due immersioni

A<= L(A, AP — Mod — R
fornisce I'immersione pienamente fedele ed esatta cercata. ]

Teorema 4.2.6. (Metateorema): Sia A una qualsiasi categoria abeliana.
Se un teorema ¢ della forma ”p implica q”, ove p & un’affermazione catego-
riale riguardante un diagramma in A su uno schema finito 2 e q afferma
che esistono un numero finito di morfismi aggiuntivi tra gli oggetti sopra i
vertici disegnati sul diagramma in modo da fare qualche affermazione cat-
egorica vera sul diagramma esteso, e se il teorema & vero quando A = GR
per ogni anello R, allora il teorema vale per qualsiasi categoria abeliana A.
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