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I 

SOMMARIO 

L'evoluzione dei modelli geofisici basati sulle equazioni delle onde lunghe in acque 

basse (Shallow Water Equations, SWE) ha tradizionalmente trascurato le caratteristi-

che geometriche del fondo, quali la curvatura, sul quale si sviluppano. Questo studio 

dunque si concentra sul confronto tra i risultati ottenuti da un modello classico, che 

adotta un approccio di derivazione standard per le SWE ossia per mezzo dell'integra-

zione lungo la direzione verticale, e un nuovo approccio intrinseco alle stesse. 

Il nuovo modello è ottenuto da un'approssimazione al secondo ordine delle equazioni 

di Navier-Stokes, cercando di mantenere la dipendenza della geometria del fondo e 

per questo valido a rigore per piccole altezze del pelo libero. Si tratta di uno schema 

ai volumi finiti, implementato con la tecnica upwind alla Godunov, intrinsecamente 

definito sulla superficie del fondo. 

Lo scopo principale di questa ricerca è dimostrare l'importanza di considerare la 

geometria del fondo anche in presenza di curvature relativamente lievi e costanti. 

Questo obiettivo viene raggiunto mediante l'analisi dei risultati ottenuti da questo 

nuovo modello numerico, confrontati con uno schema ai volumi finiti basato sulle 

SWE convenzionali, tratto dalla letteratura, e con dati sperimentali. 

È inoltre preso in considerazione nelle analisi e nei successivi confronti anche un 

modello numerico ottenuto dalla semplificazione delle equazioni bidimensionali me-

diate sulla normale, questo si basa sulla propagazione dell’onda diffusiva detta più 

propriamente approssimazione non inerziale. 



II 

Le simulazioni, condotte su due superfici appositamente modellate, includono quindi 

sia dati numerici sia esperimenti effettuati presso il laboratorio di idraulica dell'Uni-

versità di Padova. 
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1  

INTRODUZIONE 

Negli ultimi anni si è assistito a una crescente diffusione dell'impiego di codici di si-

mulazione numerica in tutte le attività riguardanti l'ambito dell'idraulica fluviale. 

Questa spazia dagli studi di supporto alla progettazione, alla valutazione del rischio 

idraulico, dall'analisi del trasporto solido, fino ai sistemi di previsione e gestione in 

tempo reale. Tale crescente utilizzo di piattaforme di supporto decisionale è sostenu-

to da tre fattori principali: l'evoluzione delle normative a livello nazionale e comuni-

tario, i progressi nel campo tecnico-scientifico e le significative innovazioni nel set-

tore dell'informatica. 

Sul fronte normativo si nota una crescente necessità di adottare approcci sempre più 

standardizzati nelle procedure e nelle modalità di gestione delle risorse idriche. Que-

sto include la previsione degli eventi estremi, la gestione del rischio, l'ottimizzazione 

delle risorse disponibili, il monitoraggio della qualità dell'acqua e la pianificazione di 

interventi sia strutturali che non. Tale approccio, orientato verso un paradigma de-

terministico e quantitativo, richiede sempre più frequentemente l'utilizzo di codici di 

simulazione in grado di rappresentare dettagliatamente le fenomenologie fisiche di 

interesse, consentendo lo studio e il confronto di molteplici scenari. 

Dal punto di vista tecnico-scientifico, oltre all'aumento delle conoscenze sulle feno-

menologie complesse come la morfologia fluviale e i processi qualitativi, si è assisti-
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to a un miglioramento nella rappresentazione di tali fenomeni attraverso robusti e af-

fidabili codici di simulazione numerica. Questo ha permesso l'utilizzo sempre più 

diffuso di modelli bidimensionali, una volta riservati a un numero limitato di utilizza-

tori. 

Il terzo elemento chiave di questa evoluzione è rappresentato dai significativi svilup-

pi nel campo dell'informatica degli ultimi decenni, sia in termini di software che di 

hardware. Grazie alla disponibilità di calcolatori sempre più potenti e a metodologie 

di programmazione sempre più raffinate, è ora possibile realizzare modelli in grado 

di rappresentare fenomeni complessi su aree estese, con una risoluzione spaziotem-

porale estremamente dettagliata. 

Attraverso schemi di risoluzione avanzati come i volumi finiti, è oggi possibile simu-

lare il comportamento idrodinamico di reticoli fluviali, naturali o artificiali, con un 

elevato livello di dettaglio e in tempi rapidi, includendo anche processi di trasporto 

solido, evoluzione morfologica, aspetti qualitativi e interazioni con la rete di drenag-

gio. 

Dalla progettazione alla gestione delle emergenze, i codici di simulazione numerica 

costituiscono oggi, dunque, uno strumento indispensabile per garantire la qualità tec-

nica delle attività di studio e di progettazione, nonché il rispetto delle normative vi-

genti. 

Il progetto di tesi di seguito esposto prevede di analizzare dei nuovi modelli matema-

tico-numerici sviluppati da Bachini e Putti [1] che si basano su una diversa semplifi-

cazione delle equazioni di Navier-Stokes, e confrontarne i risultati con un classico 

solutore ampiamente convalidato. Al fine di realizzare questo confronto sono state 

svolte sia analisi sperimentali presso il laboratorio di idraulica dell’Università di Pa-

dova sia analisi numeriche. 

Mediante l’integrazione delle equazioni di Navier-Stokes precedentemente menzio-

nate è possibile ricondursi alle più semplici equazioni bidimensionali, spesso citate 

come equazioni delle acque basse, note in letteratura anche con il nome di shallow 

water equations (SWE), le quali sono utilizzate largamente nella modellazione flui-

dodinamica ambientale. 

Queste equazioni sono un sistema di due leggi di conservazione iperboliche per la 

massa e la quantità di moto mediate sulla profondità, derivate dall'implementazione 
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delle cosiddette ipotesi delle acque basse anche note con il nome di shallow water 

hypotheses, ovvero (i) la componente orizzontale della velocità è indipendente dalla 

coordinata verticale, (ii) la componente verticale della velocità è nulla, (iii) la distri-

buzione della pressione è idrostatica, (iv) la turbolenza è trascurata. 

Le applicazioni delle SWE spaziano dalla modellazione oceanica su larga scala alla 

circolazione atmosferica, dalla morfodinamica dei fiumi alle frane e ai flussi granula-

ri, fino alle valanghe. 

La derivazione comune di questo sistema iperbolico di leggi di equilibrio prevede 

dapprima l'integrazione delle equazioni di Navier-Stokes (NS) sul tempo che porta 

ad ottenere le equazioni di Reynolds (RANS), successivamente si procede 

all’integrazione di queste nella direzione verticale, dal fondo alla superficie libera, 

nelle ipotesi di poter confondere la verticale con la normale al fondo e di poter tra-

scurare le accelerazioni e gli sforzi in direzione verticale, trascurando inoltre gli ef-

fetti legati all’accelerazione di Coriolis. Nel procedimento di integrazione sulla pro-

fondità si utilizzano le condizioni cinematiche sulla superficie libera e al fondo. Il 

procedimento per la loro derivazione è riportato da Defina [2]. 

L’approssimazione di acque basse è valida solo per angoli relativamente piccoli, co-

munemente stimati a circa sei gradi rispetto all'orizzontale, e per curvature trascura-

bili del rilievo del fondo, mentre il limite più rilevante, che riguarda principalmente 

le correnti rapide, è costituito dalle ipotesi di distribuzione idrostatica delle pressioni 

lungo la verticale. Per migliorare l'accuratezza sono spesso introdotte correzioni ap-

posite della pressione, per tenere conto delle deviazioni del profilo della pressione 

dal comportamento idrostatico lungo la verticale dovuto alla variabilità del fondo. La 

presenza di una topografia di fondo curva, dunque, gioca un ruolo importante in 

quanto aumenta la complessità geometrica delle linee di flusso del fluido. 

Sono quindi state proposte in letteratura, nel corso degli anni, varie metodologie per 

affrontare la modellazione delle SWE su superfici di fondo generiche. Inizialmente i 

modelli fornivano soluzioni valide solo per correnti caratterizzate da numeri di Rey-

nolds (𝑅𝑒) sufficientemente bassi, ad esempio la modellazione proposta da Ruyer-

Quil e Manneville [3] [4], i primi lavori di Savage e Hutter [5] [6] invece hanno po-

sto le basi per lo studio di letti non planari, sviluppando una formulazione del model-

lo SW in coordinate curvilinee locali basata sull'integrazione lungo la normale alla 
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topografia del fondo. Questo approccio è valido però solo per curvature del fondo 

piccole ed essenzialmente monodimensionali e, in pratica, presuppone che la superfi-

cie del fluido sia parallela al fondo. Più recentemente Bouchut e Westdickenberg [7] 

hanno esteso la metodologia per considerare curvature bidimensionali e geometrie 

del fondo meno restrittive, ma i limiti teorici e pratici non sono stati ampiamente stu-

diati, così come la soluzione numerica. 

Nella nuova formulazione proposta, partendo dalle equazioni di NS, la componente 

di velocità del flusso perpendicolare al fondo viene considerata trascurabile e si as-

sume una distribuzione della pressione idrostatica lungo le normali locali. Le SWE 

risultanti sono derivate dall'integrazione in profondità lungo la direzione normale, 

sotto le ulteriori ipotesi di una distribuzione lineare della velocità (equivalente all'as-

sunzione di una velocità media costante sulla profondità) e di una profondità del flui-

do sufficientemente piccola da garantire l'invertibilità della trasformazione delle 

coordinate. 

1.1 OBIETTIVI DELLA RICERCA 

Gli studi che hanno cercato di quantificare l'accuratezza dell'approssimazione dell'in-

tegrazione lungo la verticale per fondi non planari o a forte pendenza sono scarsi, 

dunque questo elaborato si pone come obiettivo quello di fornire un primo confronto 

in tal senso. 

Un nuovo approccio per una formulazione geometricamente intrinseca delle SWE 

viene presentato nell’articolo di Bachini e Putti [1]; l'obiettivo dello stesso è quello di 

derivare un sistema di equazioni in ipotesi di acque basse adatto per superfici di fon-

do non planari, affrontando le limitazioni e le ipotesi che caratterizzano i lavori di 

Bouchut e Westdickenberg [7] e Fent et al. [8] da cui l’articolo trae ispirazione, non-

ché studiare una struttura matematica e una soluzione numerica attraverso la discre-

tizzazione ai volumi finiti. 

A differenza degli altri lavori si ottiene un sistema completamente intrinseco alla 

geometria del fondo, con un termine sorgente che contiene informazioni sulla pen-

denza e sulla curvatura del fondo. L'insieme di equazioni risultante è caratterizzato 

da funzioni di flusso e sorgenti legate al fondo che variano spazialmente. Le SWE 
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scritte in coordinate intrinseche, ossia descritte per mezzo di un sistema di riferimen-

to locale e caratterizzate dall’assumere il profilo della velocità normale alla direzione 

del flusso trasversale, si adattano a terreni generali e complessi, con particolare at-

tenzione all'influenza della geometria del fondo sulla soluzione. Le ipotesi a cui an-

cora non è possibile prescindere sono la distribuzione lineare della velocità e la limi-

tazione, molto restrittiva, di una profondità del fluido sufficientemente piccola da 

escludere l’insorgenza di punti singolari, come l’intersezione dei vettori normali 

uscenti da punti appartenenti ad un intorno del punto P sulla generica superficie SB, 

come esemplificato in Figura 1, dove è mostrato un intorno di un punto appartenente 

ad una parabola. 

 

Figura 1 – Esempio di punto singolare 𝑄. La figura rappresenta una sezione verticale di un intorno 

locale di un punto 𝑃 appartenente alla parabola SB 

La spiegazione intuitiva di questa condizione, pertanto, è che la profondità del flusso 

in direzione normale deve essere minore del raggio minimo di curvatura. 

I risultati numerici descritti nell’articolo, infine, mostrano che trascurare le informa-

zioni sulla curvatura del fondo porta a differenze significative. Lo scopo di questo 

lavoro di tesi è dunque quello di verificare e valutare quantitativamente l’entità di 

queste differenze confrontando i risultati ottenuti dal modello proposto con altri mo-

delli già in commercio che si basano sulla classica semplificazione delle SWE. 

1.2 STRUTTURA DEL DOCUMENTO 

Il documento è organizzato come segue: nel capitolo 2 si riportano le equazioni del 

moto da cui sono derivati i diversi modelli numerici; nel capitolo 3 si descrivono i 

modelli e le loro proprietà intrinseche; nel capitolo 4 sono riportati i risultati relativi 

alle simulazioni sul piano inclinato che hanno permesso di validare i dati; nel capito-



6 

lo 5 sono riportati i risultati delle simulazioni numeriche e sperimentali per il caso 

studio, nonché i confronti; nel capitolo 6 sono infine riportate le conclusioni e i pos-

sibili sviluppi futuri. 
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2  

EQUAZIONI DEL MOTO 

Questa sezione è dedicata alla descrizione delle equazioni del moto sulla base delle 

quali tutti i modelli utilizzati nel lavoro di tesi e di seguito descritti fanno riferimento. 

Le equazioni del moto che permettono di descrivere il moto della corrente all’interno 

dei corsi d’acqua possono ricavarsi applicando ad un opportuno volume di controllo i 

seguenti principi fondamentali: 

1. Conservazione della massa; 

2. Conservazione dell’energia; 

3. Conservazione della quantità di moto. 

In realtà l’applicazione del principio di conservazione dell’energia e/o del principio 

della quantità di moto ad un volume di controllo infinitesimo conduce, nella pratica, 

agli stessi risultati ovvero alle equazioni di Navier-Stokes. 

Le equazioni di Navier-Stokes dunque si possono ottenere operando l’equilibrio alla 

traslazione e alla rotazione di un volume infinitesimo di fluido viscoso, avvalendosi 

della analogia Fluido-Solido per la definizione in termini cinematici degli sforzi su-

perficiali. Di seguito si riporta la classica forma differenziale delle suddette equazio-

ni in ipotesi di fluido incomprimibile (i.e. ρ=cost): 

𝜕�⃗� 

𝜕𝑡
+ �⃗� ∙ ∇�⃗� +

1

𝜌
∇𝑝 − 𝑔 − 𝜈∇2�⃗� = 0 
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∇ ∙ �⃗� = 0 

(2.1) 

che in forma estesa si scrivono: 

{
 
 
 
 

 
 
 
 

𝜕𝑢𝑥
𝜕𝑡

+ 𝑢𝑥
𝜕𝑢𝑥
𝜕𝑥

+ 𝑢𝑦
𝜕𝑢𝑥
𝜕𝑦

+ 𝑢𝑧
𝜕𝑢𝑥
𝜕𝑧

+
1

𝜌

𝜕𝑝

𝜕𝑥
− 𝜈 (

𝜕2𝑢𝑥
𝜕𝑥2

+
𝜕2𝑢𝑥
𝜕𝑦2

+
𝜕2𝑢𝑥
𝜕𝑧2

) = 0

𝜕𝑢𝑦

𝜕𝑡
+ 𝑢𝑥

𝜕𝑢𝑦

𝜕𝑥
+ 𝑢𝑦

𝜕𝑢𝑦

𝜕𝑦
+ 𝑢𝑧

𝜕𝑢𝑦

𝜕𝑧
+
1

𝜌

𝜕𝑝

𝜕𝑦
− 𝜈 (

𝜕2𝑢𝑦

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑢𝑦

𝜕𝑦2
+
𝜕2𝑢𝑦

𝜕𝑧2
) = 0

𝜕𝑢𝑧
𝜕𝑡

+ 𝑢𝑥
𝜕𝑢𝑧
𝜕𝑥

+ 𝑢𝑦
𝜕𝑢𝑧
𝜕𝑦

+ 𝑢𝑧
𝜕𝑢𝑧
𝜕𝑧

+
1

𝜌

𝜕𝑝

𝜕𝑧
+ 𝑔 − 𝜈 (

𝜕2𝑢𝑧
𝜕𝑥2

+
𝜕2𝑢𝑧
𝜕𝑦2

+
𝜕2𝑢𝑧
𝜕𝑧2

) = 0

𝜕𝑢𝑥
𝜕𝑥

+
𝜕𝑢𝑦

𝜕𝑦
+
𝜕𝑢𝑧
𝜕𝑧

= 0

 

(2.2) 

Le equazioni sono riportate trascurando il contributo della forza apparente di Corio-

lis. Nella precedente con (𝑢𝑥, 𝑢𝑦, 𝑢𝑧) si indicano le componenti del vettore velocità 

nelle direzioni 𝑥, 𝑦 e 𝑧 rispettivamente, 𝑝 è la pressione, 𝜌 la densità, il vettore 𝑔  in-

dica la forza di gravità ed è scritto come: 

𝑔 = [0,0, −𝑔]𝑇 

Infine 𝜈 è la viscosità cinematica. 

Per ricavare le equazioni precedenti si prende in esame una porzione del campo flui-

do costituita da un parallelepipedo elementare di spigoli 𝛿𝑥, 𝛿𝑦, 𝛿𝑧 paralleli agli assi 

di una terna cartesiana di riferimento (Figura 2). 

 

Figura 2 – Forze applicate ad un volume infinitesimo di fluido 

Agiscono su questo elemento le seguenti forze: 

a) La forza di gravità, applicata al baricentro; 

b) Le forze trasmesse dal restante corpo fluido; 

c) La forza d’inerzia, applicata al baricentro. 
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L’equilibrio dinamico dell’elemento fluido considerato impone che la somma della 

forza di gravità e delle forze superficiali applicate, proiettate sugli assi coordinati, sia 

uguale alla rispettiva proiezione della forza d’inerzia e che altrettanto avvenga per i 

rispettivi momenti presi ad esempio rispetto al centro di figura. 

Le equazioni di Navier-Stokes, come precedentemente esposto, costituiscono la base 

teorica per affrontare i problemi relativi al moto dei fluidi reali tenendo debitamente 

conto della viscosità. La loro forma complessa, tuttavia, espressa in un sistema di 

equazioni alle derivate parziali non lineari, presenta notevoli sfide nella risoluzione 

pratica, soprattutto quando si considerano tutti i termini, inclusi sia quelli legati all'i-

nerzia (come nelle equazioni di Eulero) che quelli derivanti dalle resistenze viscose. 

È interessante notare che ponendo il coefficiente di viscosità 𝜈 uguale a zero, le 

equazioni di Navier-Stokes si identificano esattamente con le equazioni di Eulero, 

valide per un fluido ideale non viscoso. 

D'altra parte le equazioni di Navier-Stokes costituiscono un sistema composto da 

quattro equazioni differenziali nelle quattro incognite (𝑢𝑥, 𝑢𝑦, 𝑢𝑧 , 𝑝). La soluzione di 

questo sistema, con adeguate condizioni iniziali e al contorno, dovrebbe offrire una 

descrizione istantanea e puntuale del campo di moto in qualsiasi regime idrodinami-

co, che possa essere laminare, di transizione o turbolento. 

Nel caso di un moto laminare uniforme le equazioni di Navier-Stokes possono pre-

sentare una soluzione analitica esatta, come evidenziato nei casi di flusso di Couette 

e Poiseuille. In generale per affrontare condizioni più complesse è necessario risol-

verle numericamente. In linea di principio ciò consente di catturare in modo comple-

to e dettagliato il carattere turbolento del moto (come illustrato in Figura 3), eviden-

ziando le sue molteplici caratteristiche, tra cui l'irregolarità nel tempo e nello spazio, 

la dissipazione, la rotazionalità, la tridimensionalità, la non omogeneità, l'anisotropia 

e la non linearità. 
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Figura 3 – Esempio di campo di moto turbolento 

La maggiore o minore importanza dei termini di viscosità nelle equazioni di Navier-

Stokes, nei confronti dei termini di inerzia, è in dipendenza dal valore numerico che 

il numero di Reynolds assume. Nel caso il numero di Reynolds tenda a zero si ricade 

nelle equazioni di Eulero, facendo riferimento dunque ad un fluido perfetto e per 

quei moti nei quali diviene grandissima la prevalenza della forza d’inerzia sulla resi-

stenza viscosa. 

Per numeri di Reynolds elevati e domini di calcolo estesi, quali quelli che in genere 

si incontrano nell’ambito dell’ingegneria ambientale, l’onere computazionale asso-

ciato ad una soluzione numerica diretta (DNS) delle equazioni di Navier-Stokes è 

troppo elevato, ed è quindi necessario ricorrere ad altre strategie di soluzione quali: 

• La Large Eddy Simulation (LES); 

• Le Reynolds Averaged Navier-Stokes equations (RANS). 

Queste strategie di semplificazione rientrano nella vasta famiglia delle metodologie 

per la semplificazione delle equazioni di Navier-Stokes che in senso più generale 

possono essere ricondotte a due tipi: 

a) Soppressione diretta di alcuni termini che compaiono nelle equazioni, o per-

ché tali termini mancano effettivamente (moti permanenti, moti piani, moti 

con simmetrie assiali o radiali, ecc.), oppure perché tali termini sono conside-

rati trascurabili rispetto agli altri. In quest'ultimo caso occorre essere molto 

cauti nel valutare l'effettiva importanza dei termini che s'intende sopprimere. 

b) Riduzione del numero delle variabili indipendenti (spaziali e temporale) 

quando di una certa variabile dipendente ci si accontenti di valutare il valore 
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medio nello spazio o nel tempo. Ciò si ottiene attraverso una integrazione 

preliminare delle equazioni rispetto alla variabile indipendente che si vuole 

eliminare. 

2.1 DERIVAZIONE DEI MODELLI SEMPLIFICATI 

I modelli numerici utilizzati per questa tesi si basano su versioni semplificate delle 

equazioni di Navier-Stokes. 

A partire dalle (2.1) e usando la relazione: 

�⃗� ∙ ∇�⃗� = ∇(�⃗� ⊗ �⃗� ) 

essendo ∇ ∙ �⃗� = 0 è possibile riscrivere le equazioni di Navier-Stokes per un fluido 

incomprimibile: 

𝜕�⃗� 

𝜕𝑡
+ ∇(�⃗� ⊗ �⃗� ) = −

1

𝜌
∇𝑝 +

1

𝜌
∇ ∙ 𝕋 + 𝑔  

∇ ∙ �⃗� = 0 

(2.3) 

in cui 𝕋 rappresenta il tensore deviatorico dovuto alle forze esterne. Utilizzando la 

media standard di Reynolds nel tempo e la semplificazione di Boussinesq, è possibile 

mettere in relazione il termine ∇ ∙ 𝕋 con il più consueto 𝜈∆�⃗� , per recuperare la for-

mulazione più classica vista nell'eq. (2.1). 

Le ipotesi comuni alla base di queste semplificazioni sono 1) condizioni di fondo fis-

so; 2) trascurabilità di tutti gli sforzi ad eccezione dello sforzo al fondo. 

2.1.1 INTEGRAZIONE LUNGO LA VERTICALE 

Nell’ipotesi di assumere ora pendenze trascurabilmente piccole così da poter confon-

dere la normale al fondo con la verticale si possono ottenere le equazioni bidimen-

sionali, mediate sulla verticale, dette equazioni delle acque basse, o più spesso, shal-

low water equations (SWE): 
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{
  
 

  
 
𝜕𝑌

𝜕𝑥
+
1

𝑔

𝜕�̂�𝑥
𝜕𝑡

+
�̂�𝑥
𝑔

𝜕�̂�𝑥
𝜕𝑥

+
�̂�𝑦

𝑔

𝜕�̂�𝑥
𝜕𝑦

− 𝑖𝑓𝑥 + 𝑗𝑥 = 0

𝜕𝑌

𝜕𝑦
+
1

𝑔

𝜕�̂�𝑦

𝜕𝑡
+
�̂�𝑥
𝑔

𝜕�̂�𝑦

𝜕𝑥
+
�̂�𝑦

𝑔

𝜕�̂�𝑦

𝜕𝑦
− 𝑖𝑓𝑦 + 𝑗𝑦 = 0

𝜕𝑌

𝜕𝑡
+
𝜕�̂�𝑥𝑌

𝜕𝑥
+
𝜕�̂�𝑦𝑌

𝜕𝑦
= 0

 

(2.4) 

in cui 𝑌 è la profondità della corrente, (�̂�𝑥, �̂�𝑦), (𝑖𝑓𝑥, 𝑖𝑓𝑦), (𝑗𝑥, 𝑗𝑦) sono le componenti 

della velocità media sulla verticale, della pendenza locale del fondo e della dissipa-

zione continua di energia, nelle direzioni 𝑥 e 𝑦, rispettivamente. 

Queste equazioni si ottengono per integrazione delle equazioni di Reynolds nella di-

rezione verticale, dal fondo alla superficie libera. 

Definendo �̂� = �⃗̂� 𝑌 la portata specifica per unità di larghezza e indicando con 𝑆0𝑥 e 

𝑆0𝑦 le componenti della pendenza del fondo, con 𝜅𝑏�̂�𝑥 e 𝜅𝑏�̂�𝑦le componenti della 

dissipazione continua di energia, nelle direzioni 𝑥 e 𝑦 rispettivamente si può scrivere 

una relazione analoga alle (2.4): 

{
  
 

  
 
𝜕𝑌

𝜕𝑥
+
1

𝑔

𝜕�̂�𝑥
𝜕𝑡

+
�̂�𝑥
𝑔

𝜕�̂�𝑥
𝜕𝑥

+
�̂�𝑦

𝑔

𝜕�̂�𝑥
𝜕𝑦

− 𝑆0𝑥 + 𝜅𝑏�̂�𝑥 = 0

𝜕𝑌

𝜕𝑦
+
1

𝑔

𝜕�̂�𝑦

𝜕𝑡
+
�̂�𝑥
𝑔

𝜕�̂�𝑦

𝜕𝑥
+
�̂�𝑦

𝑔

𝜕�̂�𝑦

𝜕𝑦
− 𝑆0𝑦 + 𝜅𝑏�̂�𝑦 = 0

𝜕𝑌

𝜕𝑡
+
𝜕�̂�𝑥
𝜕𝑥

+
𝜕�̂�𝑦

𝜕𝑦
= 0

 

(2.5) 

Nelle precedenti relazioni 𝜅𝑏 è dato dalla seguente espressione: 

𝜅𝑏 =
|�̂�|

𝑘𝑠2 ∙ 𝐻10 3⁄
 

in cui 𝑘𝑠 è il coefficiente di resistenza secondo Strickler. 

Moltiplicando ora le prime due per 𝑔𝑌 si ottengono le equazioni differenziali delle 

onde lunghe in acque basse, utilizzate dal modello ai volumi finiti 2DVF: 

{
  
 

  
 
𝜕�̂�𝑥
𝜕𝑡

+
1

𝑌

𝜕�̂�𝑥
2

𝜕𝑥
+
1

2
𝑔
𝜕𝑌2

𝜕𝑥
+
1

𝑌

𝜕�̂�𝑥�̂�𝑦

𝜕𝑦
= 𝑔𝑌𝑆0𝑥 − 𝑔𝑌𝜅𝑏�̂�𝑥

𝜕�̂�𝑦

𝜕𝑡
+
1

𝑌

𝜕�̂�𝑥�̂�𝑦

𝜕𝑥
+
1

𝑌

𝜕�̂�𝑦
2

𝜕𝑦
+
1

2
𝑔
𝜕𝑌2

𝜕𝑦
= 𝑔𝑌𝑆0𝑦 − 𝑔𝑌𝜅𝑏�̂�𝑦

𝜕𝑌

𝜕𝑡
+
𝜕�̂�𝑥
𝜕𝑥

+
𝜕�̂�𝑦

𝜕𝑦
= 0
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(2.6) 

Le quali scritte in forma conservativa diventano: 

𝜕𝕌

𝜕𝑡
+
𝜕𝔼

𝜕𝑥
+
𝜕𝔾

𝜕𝑦
= 𝕊 − 𝑔𝑌(𝕂 ∙ 𝕌) 

(2.7) 

in cui: 

𝕌 = [
�̂�𝑥
�̂�𝑦
𝑌

] 

𝔼 = [

�̂�𝑥
2 𝑌⁄ + 𝑔𝑌2 2⁄

�̂�𝑥�̂�𝑦 𝑌⁄

�̂�𝑥

] 

𝔾 = [

�̂�𝑥�̂�𝑦 𝑌⁄

�̂�𝑦
2 𝑌⁄ + 𝑔𝑌2 2⁄

�̂�𝑦

] 

𝕊 = [
𝑔𝑌𝑆0𝑥
𝑔𝑌𝑆0𝑦
0

] 

𝕂 = [
𝜅𝑏 0 0
0 𝜅𝑏 0
0 0 0

] 

In conclusione, si ritiene opportuno riportare anche le equazioni bidimensionali che 

descrivono l'approssimazione dell'onda diffusiva, le quali si possono ottenere come 

ulteriore semplificazione delle (2.4), eliminando i termini di accelerazione locale e 

convettiva (termini inerziali). Si ottiene così il sistema di equazioni dell'onda diffusi-

va utilizzato nei modelli di propagazione parabolico-diffusivi: 

{
  
 

  
 

𝜕𝑌

𝜕𝑥
− 𝑖𝑓𝑥 + 𝑗𝑥 = 0

𝜕𝑌

𝜕𝑦
− 𝑖𝑓𝑦 + 𝑗𝑦 = 0

𝜕𝑌

𝜕𝑡
+
𝜕𝑢𝑥𝑌

𝜕𝑥
+
𝜕𝑢𝑦𝑌

𝜕𝑦
= 0

 

(2.8) 
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2.1.2 INTEGRAZIONE LUNGO LA NORMALE 

Si rende ora possibile rimuovere l’assunzione di pendenze trascurabilmente piccole, 

poiché l’integrazione delle equazioni di Navier-Stokes (2.3) viene eseguita lungo la 

direzione normale al fondo. Questo nuovo approccio è descritto nel lavoro di tesi di 

dottorato realizzato da Elena Bachini [9]. Per implementare questa modifica, si defi-

nisce un sistema di riferimento curvilineo locale (LCS) ancorato alla superficie che 

rappresenta la topografia del fondo. Tutti gli sviluppi, compresa l'integrazione sulla 

profondità, sono eseguiti rispetto a questo sistema di riferimento locale. 

Ad ogni punto del fondo viene associata una tripla di vettori di base locale, 

(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3), in cui i primi due vettori sono tangenti al fondo e ortogonali tra loro, men-

tre 𝑡3 = 𝑁 rappresenta la normale al fondo ed è quindi ortogonale agli altri due e tale 

da soddisfare la regola della mano destra. 

In questo contesto, un vettore 𝑥 = 𝑥1 ∙ 𝑒1 + 𝑥2 ∙ 𝑒2 + 𝑥3 ∙ 𝑒3, dove (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) rap-

presenta un sistema di coordinate globali cartesiane (GCS) in cui 𝑥3 si assume alli-

neato con l'azione della gravità ma avente direzione opposta, rispetto alla base cano-

nica di ℝ3, (𝑒1, 𝑒2, 𝑒3), può essere espresso come 𝑥 = 𝑠1 ∙ 𝑡1 + 𝑠2 ∙ 𝑡2 + 𝑠3 ∙ 𝑁, dove 

(𝑠1, 𝑠2, 𝑠3) indica il sistema di coordinate curvilinee locali rispetto ai vettori di base 

(𝑡1, 𝑡2, 𝑁) associati ad uno specifico punto del fondo. 

Questo approccio permette di considerare pendenze di qualsiasi entità, migliorando 

la flessibilità del modello e consentendo un'analisi più accurata del flusso lungo la 

direzione normale al fondo. 

Il tensore metrico associato 𝒢, come conseguenza della proprietà di ortogonalità, di-

venta la matrice diagonale data da: 

𝒢 = (

ℎ(1)
2 0 0

0 ℎ(2)
2 0

0 0 1

) 

dove i coefficienti ℎ(𝑖) sono dati dal prodotto scalare dei vettori 𝑡𝑖, ossia: 

ℎ(1)
2 = 〈𝑡1, 𝑡1〉, ℎ(2)

2 = 〈𝑡2, 𝑡2〉 e ℎ(3) = 1 poiché 𝑁 è anche normale, cioè di norma 

unitaria. 

Dividendo il vettore velocità e il tensore deviatorico, dovuto alle forze esterne, come 

somma dei corrispondenti valori medi �⃗⃗�  e 𝒯 e delle fluttuazioni �̃� e �̃� intorno alla 

media è possibile scrivere: 
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�⃗� = �⃗⃗� + �̃�, dove �⃗⃗� (𝑠1, 𝑠2, 𝑡) =
1

𝜂
∫ �⃗� (𝑠 , 𝑡) 𝑑𝑠3
𝜂

0
, ∫ �̃�(𝑠 , 𝑡) 𝑑𝑠3

𝜂

0
= 0 

𝕋 = 𝒯 + �̃�, dove 𝒯(𝑠1, 𝑠2, 𝑡) =
1

𝜂
∫ 𝕋(𝑠 , 𝑡) 𝑑𝑠3
𝜂

0
, ∫ �̃�(𝑠 , 𝑡) 𝑑𝑠3

𝜂

0
= 0 

Gli operatori differenziali presenti nelle equazioni adottano ora il nuovo simbolo ∇𝒢, 

al fine di sottolineare che si tratta di operatori definiti nel sistema di riferimento cur-

vilineo locale (LCS), e dunque tengono in considerazione la metrica specifica di tale 

sistema. 

Approssimando in questo caso il percorso di integrazione ottimale, denominato per-

corso "cross-flow", con la direzione normale al fondo, sono state ottenute le intrinsic 

shallow water equations (ISWE), utilizzate nell’omonimo modello ai volumi finiti, 

che possono così scriversi: 

𝜕𝑞 

𝜕𝑡
+ ∇𝒢 ∙ (

1

𝜂
(𝑞 ⊗ 𝑞 ) ∘ 𝔸𝑠𝑤 + (

𝑔𝜂2

2

𝜕𝑥3
𝜕𝑠3

)𝒢𝑠𝑤
−1)

= −
𝑔𝜂2

2
∇𝒢 (

𝜕𝑥3
𝜕𝑠3

) − 𝑔𝜂∇𝒢(𝑥3) +
1

𝜌
(∇𝒢 ∙ 𝒯𝑠𝑤 + 𝑓ℬ) 

𝜕𝜂

𝜕𝑡
+ ∇𝒢 ∙ 𝑞 = 0 

(2.9) 

nelle quali 𝜂 è la profondità del fluido in direzione normale alla superficie del fondo, 

il vettore 𝑞 = [𝜂𝑢1, 𝜂𝑢2] indica il vettore velocità, mediata in profondità, dove 𝑢1, 𝑢2 

sono le componenti della velocità nelle rispettive direzioni 1 e 2, 𝒢𝑠𝑤, 𝔸𝑠𝑤 e 𝒯𝑠𝑤 so-

no sottomatrici principali di ordine 2 di 𝒢, 𝔸 e 𝒯 rispettivamente, in particolare 

𝒯𝑠𝑤 = 𝜂 ∙ 𝒯. 

Il vettore 𝑓ℬ = [𝜏𝑏1, 𝜏𝑏2]
𝑇 è il campo vettoriale che tiene conto dell'attrito sul fondo. 

Mentre il tensore "fluttuazione ridotta" associato a �⃗�  è definito come: 

𝔸 =
1

𝜂
∫ 𝕀 + �̃�⊗ �̃�
𝜂

0

 

nella quale 𝕀 è la matrice identità e �̃� si può scrivere come: 

�̃� = [

�̃�1 𝑈1⁄

�̃�2 𝑈2⁄

�̃�3 𝑈3⁄
] 

Il sistema ISWE definito dalle (2.9) è irrotazionale, conserva l’energia in assenza di 

tensioni ed è ben bilanciato. 
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Il sistema di equazioni corrispettivo a quello trovato sono le classiche SWE (2.4). 

Si vuole ora riportare il sistema ISWE scritto in forma conservativa, in questo modo 

si evidenzia la sua formulazione come legge di equilibrio ed è inoltre utile per de-

scrivere la discretizzazione numerica affrontata nel capitolo successivo. 

𝜕𝕌

𝜕𝑡
+ 𝑑𝑖𝑣𝒢𝔽 = 𝕊 

in cui 

𝕌 = [

𝜂
𝑞1
𝑞2
] 

La funzione di flusso 𝔽 prende la forma 

𝔽 =

[
 
 
 
 
 

𝑞1 𝑞2
(𝑞1)

2

𝜂
+
𝑔𝜂2

2ℎ(1)
2

𝜕𝑥3
𝜕𝑠3

𝑞1 ∙ 𝑞2
𝜂

𝑞1 ∙ 𝑞2
𝜂

(𝑞2)
2

𝜂
+
𝑔𝜂2

2ℎ(2)
2

𝜕𝑥3
𝜕𝑠3]

 
 
 
 
 

 

Si fa notare come il flusso 𝔽 sia funzione di 𝑠  e dunque della geometria del fondo, a 

causa della comparsa delle componenti ℎ(𝑖) del tensore metrico 𝒢𝑠𝑤 e della presenza 

della pendenza di fondo 𝜕𝑥3 𝜕𝑠3⁄ . 

La funzione sorgente 𝕊 comprende i coefficienti del tensore metrico, la pendenza del 

fondo e le sue derivate, il tensore di sforzo medio bidimensionale 𝒯𝑠𝑤, il parametro di 

attrito del fondo 𝜏𝑏 e la profondità 𝜂. Questa dipendenza viene esplicitamente espres-

sa scrivendo 𝕊 come: 

𝕊 =

[
 
 
 
 
 

0

−
𝑔𝜂2

2ℎ(1)
2

𝜕

𝜕𝑠1
(
𝜕𝑥3
𝜕𝑠3

) −
𝑔𝜂

ℎ(1)
2

𝜕𝑥3
𝜕𝑠1

+
1

𝜌
(∇𝒢 ∙ 𝒯𝑠𝑤)1

+
𝜏𝑏1
𝜌

−
𝑔𝜂2

2ℎ(2)
2

𝜕

𝜕𝑠2
(
𝜕𝑥3
𝜕𝑠3

) −
𝑔𝜂

ℎ(2)
2

𝜕𝑥3
𝜕𝑠2

+
1

𝜌
(∇𝒢 ∙ 𝒯𝑠𝑤)2

+
𝜏𝑏2
𝜌 ]
 
 
 
 
 

 

Anche in questo caso è possibile applicare l'approssimazione non inerziale, detta im-

propriamente diffusiva, ottenendo così una forma intrinseca corrispondente alle (2.8), 

la semplificazione si realizza eliminando la dipendenza dal tempo e i termini non li-

neari. Si ottiene così l'equazione dell'onda diffusiva intrinseca (IDW), utilizzata 

nell’omonimo modello agli elementi finiti: 
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𝜕𝜂

𝜕𝑡
+ ∇𝒢 ∙ (−

𝜂5 3⁄

𝑛|∇𝒢𝐻𝒢|𝒢
1 2⁄

∇𝒢𝐻𝒢) = 𝑓 

(2.10) 

nella quale 𝐻𝒢 = 𝜂
𝜕𝑥3

𝜕𝑠3
+ 𝑥3ℬ rappresenta la profondità totale rispetto al fondo, 𝑥3ℬ è 

l'altezza della superficie rispetto al sistema di riferimento globale (GCS), 𝑛 è il coef-

ficiente di Manning mentre 𝑓 indica le forze esterne applicate al sistema. 
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3  

MODELLI 

3.1 MODELLO SPERIMENTALE 

Si riportano in questo capitolo i risultati di una serie di esperimenti effettuati nella 

canaletta di laboratorio dell’Università di Padova al fine di confrontare i dati speri-

mentali ottenuti con quelli ricavati dai diversi modelli numerici e permettere dunque 

la calibrazione del coefficiente di resistenza. 

Sono stati sviluppati due differenti casi test con lo scopo di analizzare l’influenza 

della geometria del fondo (pendenza e curvatura) nella soluzione delle SWE. Il de-

sign delle superfici deve essere coerente con l’ipotesi di una topografia che varia len-

tamente con piccole curvature e con le assunzioni che hanno portato alla formulazio-

ne dei nuovi modelli. Allo stesso tempo le condizioni al contorno e iniziali dovrebbe-

ro avere effetti minimi sull'accuratezza della soluzione numerica. 

Il primo caso test considera un piano inclinato con inclinazione di 14,6°, utilizzato 

per la calibrazione del coefficiente di resistenza da applicare ai modelli, nonché per 

la validazione dei risultati. Il secondo caso test esamina invece una superficie di fon-

do tridimensionale, caratterizzata da lievi curvature, sulla quale si eseguono i con-

fronti e le analisi a moto permanente. 
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3.1.1 STRUMENTI DELL’APPARATO SPERIMENTALE 

3.1.1.1 Canaletta 

La canaletta impiegata per le prove in laboratorio è realizzata in plexiglass trasparen-

te, caratterizzata da una sezione rettangolare larga 0,3 m e un'altezza di 0,6 m, si 

estende per una lunghezza totale di circa 5 metri. La pendenza del fondo può essere 

regolata manualmente ma per tutte le prove questa è stata mantenuta pari a zero. Nel-

la parte sommitale della canaletta è presente un carrello che si muove su binari paral-

leli e orizzontali; su uno dei lati è presente un metro, mentre sul lato opposto è posi-

zionato un trasduttore di posizione lineare magnetostrittivo, entrambi utilizzati per 

determinare la posizione del carrello. 

L'approvvigionamento idrico avviene tramite un sistema di pompe e condotte a cir-

cuito chiuso, il livello a valle è mantenuto costante grazie a una paratoia regolabile a 

ventola, che funge da sfioratore, in tutte le prove questa è stata mantenuta abbattuta. 

3.1.1.2 Misuratore elettromagnetico 

I misuratori di portata elettromagnetici, applicati alle due condotte di mandata DN 50 

e DN 150 rispettivamente, basano il loro funzionamento sulla legge di Faraday, la 

quale riguarda l'induzione magnetica. Questi strumenti misurano la velocità del flus-

so di un liquido attraverso la forza elettromotrice generata quando il liquido si sposta 

in un campo magnetico trasversale. Questo metodo consente la misurazione della 

portata di liquidi che presentano una conduttività elettrica considerevole. 

L’acqua contenuta nel condotto non magnetico attraversa le espansioni polari di un 

elettromagnete che genera un campo magnetico perpendicolare al flusso del liquido. 

Questo campo magnetico agisce sul movimento degli ioni presenti nel liquido, indu-

cendoli a cedere le loro cariche agli elettrodi di misurazione. Ciò crea una forza elet-

tromotrice proporzionale alla velocità del flusso del liquido. 

La differenza di potenziale (𝑉) può essere definita come: 

𝑉 = 𝑢𝐵𝐷 

dove 𝑢 rappresenta la velocità del flusso del liquido, 𝐵 indica l'intensità del campo 

magnetico, e 𝐷 è il diametro del condotto. Questa relazione consente di determinare 

la caratteristica lineare dello strumento, espressa come: 

𝑄 =
𝜋𝐷

4𝐵
𝑉 
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dove 𝑄 rappresenta la portata. 

3.1.1.3 Idrometro a punta 

La misura dei livelli nelle analisi a moto permanente è stata ottenuta con l'idrometro 

a punta, strumento composto da un'asta rigida dotata di una scala graduata e una pun-

ta sulla parte inferiore. Questa asta è sostenuta da un supporto stabile che permette il 

suo movimento verticale tramite una cremagliera, azionata manualmente tramite una 

ruota dentata. Il supporto anteriore è dotato di un nonio, consentendo la lettura 

dell'indicazione con una precisione di 0,1 mm. 

3.1.1.4 Sonda acustica 

Le sonde acustiche rientrano nel gruppo di misuratori di livello detti limnimetri elet-

tronici, questi strumenti sono trasduttori elettronici di livello che presentano notevoli 

vantaggi rispetto agli strumenti tradizionali ovvero seguire fenomeni rapidamente va-

riabili nel tempo, trasmettere facilmente a distanza la misura e che essendo la misura 

di natura elettrica questa si presta particolarmente a successive elaborazioni mediante 

elaboratore. 

La caratteristica di questi strumenti è: 

𝑐𝑇 = 2ℎ 

dove 𝑐 è la celerità di propagazione del suono in aria, circa 330 m/s, 𝑇 è il tempo di 

trasmissione del segnale e ℎ la distanza da misurare. 

Lo svantaggio principale di questi strumenti è che il pelo libero da rilevare deve esse-

re poco inclinato, il segnale riflesso infatti deve poter tornare alla ricevente e questo 

non accade per pendenze del pelo libero superiori a 4°. 

3.1.1.5 Acoustic Doppler Velocimeter 

La misura delle velocità è affidata all'ADV (Acoustic Doppler Velocimeter), un ane-

mometro ad ultrasuoni il cui schema è riportato in Figura 4. 
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Figura 4 - Schema dell’anemometro ad ultrasuoni per la misura di due componenti della velocità 

La testa della sonda è composta da un trasmettitore (𝑆) centrale e da due ricevitori 

(𝑅𝑖). Il volume di campionamento remoto si trova a circa 5 cm dalla punta del tra-

smettitore. Il volume di campionamento è pari a circa un cilindro d'acqua con un 

diametro di 6 mm e un'altezza di 9 mm. 

La frequenza Doppler 𝑓𝐷 può essere ricavata utilizzando l’equazione: 

𝑓𝐷 =
2 sin (

𝛼
2)

𝜆𝑠
�⃗� 𝑃 ∙ 𝑖  

dove 𝑖  è il versore che individua la direzione della bisettrice dell’angolo 𝑆�̂�𝑅, �⃗� 𝑃 è la 

velocità della particella 𝑃, 𝜆𝑠 la lunghezza dell’onda emessa. 

Con riferimento alla generica coppia 𝑆 − 𝑅𝑖 è possibile valutare la componente della 

velocità nella direzione individuata dal versore ii. Essendo fisse e note le posizioni 

delle diverse stazioni, mediante semplici relazioni trigonometriche è possibile proiet-

tare le componenti di velocità  così determinate lungo prefissati assi ortogonali. Il di-

spositivo utilizzato (SonTek ADV) essendo dotato di due riceventi consente di otte-

nere le componenti della velocità in un piano individuato dalla sorgente e dalle due 

riceventi (Figura 5). 

Un tipico sistema ADV dotato di 𝑁 ricevitori registra simultaneamente 4 ∙ 𝑁 valori 

per ogni campione; ossia per ogni ricevitore: una componente di velocità, un valore 

di intensità del segnale, un valore di segnale-rumore (SNR) e un valore di correlazio-

ne. I valori di intensità del segnale (SNR) e correlazione sono utilizzati principalmen-

te per determinare la qualità e l'accuratezza dei dati di velocità, sebbene l'intensità del 
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segnale (intensità di retrodiffusione acustica) possa essere correlata alla concentra-

zione istantanea di sedimenti in sospensione con un'adeguata calibrazione. 

Benché la velocimetria Doppler acustica sia diventata una tecnica popolare in labora-

torio e nelle applicazioni sul campo, diversi ricercatori hanno sottolineato con preci-

sione che i risultati del segnale ADV includono gli effetti combinati delle fluttuazioni 

di velocità turbolenta, del rumore Doppler, dell'aliasing del segnale, del taglio turbo-

lento e di altri disturbi. Nei flussi turbolenti le misure di velocità ADV sono dunque 

una combinazione di questi fattori. Il segnale può essere ulteriormente influenzato 

negativamente dal taglio di velocità attraverso il volume di campionamento e la pros-

simità del confine. I picchi possono essere causati dall'aliasing del segnale Doppler e 

vengono chiamati "spikes". 

 

Figura 5 – Strumento di misurazione delle velocità (ADV) durante una delle prove sul piano inclinato 

3.1.2 DESCRIZIONE DEL MODELLO SPERIMENTALE 

Le due superfici, un piano inclinato e una superficie tridimensionale, utilizzate per 

gli esperimenti sono state realizzate in materiale plastico mediante l’utilizzo di una 

stampante 3D. 

Si riportano di seguito le equazioni matematiche utilizzate per descrivere tali superfi-

ci, ricordando però che al fine di poterle inserire all’interno della canaletta queste so-

no state scalate al fine di ottenere una larghezza pari a 0,3 m. 
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Il piano inclinato (Figura 6), il quale è costruito a partire da un sottoinsieme rettango-

lare con le seguenti dimensioni: AB = 10 m, AD = 1 m, è caratterizzato dalla seguen-

te funzione altezza: 

𝑧(𝑥1, 𝑥2) = −
1

10
𝑥1 + 1 

 

Figura 6 – Rappresentazione del piano inclinato 

La superficie tridimensionale (Figura 7), costruita a partire da un sottoinsieme ret-

tangolare con le seguenti dimensioni: AB = 20 m, AD = 8 m, AF = 1,50 m, è caratte-

rizzata dalla seguente funzione altezza: 

𝑧(𝑥1, 𝑥2) = −
1

500
𝑥1
3 −

1

100
𝑥1𝑥2

2 

 

Figura 7 – Rappresentazione della superficie tridimensionale 

Inizialmente è stato previsto il montaggio delle superfici nella canaletta didattica at-

traverso la realizzazione di due gargami da fissare, previa realizzare dei fori filettati, 

sulle pareti laterali il cui spessore è di 4 mm. 
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La tenuta all’acqua è stata garantita mediante l’applicazione di un nastro in EPDM 

adesivo della larghezza di 1 cm lungo tutto il perimetro delle superfici a contatto con 

la canaletta, questo ha permesso di rendere trascurabili le perdite da infiltrazione late-

rale e al fondo. 

Successivamente ci si è resi conto che la sola pressione laterale di confinamento 

esercitata dalle pareti della canaletta era sufficiente ad impedire qualsiasi movimento 

delle superfici, rendendo superflua la realizzazione dei gargami. 

Gli esperimenti sono stati eseguiti a moto permanente, per entrambe le superfici, e a 

moto vario per la sola superficie tridimensionale. 

Gli esperimenti eseguiti a moto permanente consistono nel portare a regime il siste-

ma con una prefissata portata, la quale viene misurata in continuazione dai misuratori 

elettromagnetici. Una volta raggiunta la condizione voluta si eseguono le misure di 

tirante mediante l’idrometro a punta e successivamente di velocità con l’utilizzo 

dell’ADV. L’attrezzatura è disposta come in Figura 8 per il piano inclinato e come in 

Figura 10 per la superficie tridimensionale. 

Per quanto riguarda gli esperimenti a moto vario, sono state eseguite diverse simula-

zioni di dam break. Queste consistono nel rilasciare repentinamente un volume 

d’acqua accumulato a monte di una paratoia piana che viene rapidamente sollevata. 

La paratoia è situata in una sezione posta a contatto con la faccia di monte della su-

perficie su cui è eseguita la prova e circa 3,5 m dallo sbocco di valle. Il fenomeno è 

seguito tramite 3 sonde acustiche posizionate lungo la canaletta (Figure Figura 11 e 

Figura 13) in corrispondenza dell’asse, per la misura dei livelli, poste alle distanze x 

= -0,74 m, x = -0,035 m ed x = 0,345 m dalla sezione in cui è presente la paratoia (x 

= 0 m). La misura delle velocità è invece ottenuta mediante l’ausilio dell’ADV posto 

alla distanza x = 0,345 m dalla sezione in cui è presente la paratoia. 

3.1.3 SCHEMA DELL’APPARATO SPERIMENTALE 

La disposizione dell’attrezzatura per le diverse prove è riprodotta schematicamente 

nelle seguenti figure. 
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Figura 8 – Schema apparato sperimentale per moto stazionario su piano inclinato 

 

Figura 9 – Posizione dell’ADV per la misura delle velocità e dell’idrometro a punta per la misura dei 

tiranti al di sopra del piano inclinato 

 

Figura 10 - Schema apparato sperimentale per moto stazionario su superficie tridimensionale 
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Figura 11 - Schema apparato sperimentale per moto vario su superficie tridimensionale 

 

Figura 12 – Posizione dell’ADV per la misura delle velocità al di sopra della superficie 

tridimensionale 

 

Figura 13 - Posizione delle sonde acustiche per la misura in continuo dei tiranti al di sopra della 

superficie tridimensionale 
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3.1.4 DATI SPERIMENTALI RACCOLTI A MOTO STAZIONARIO 

Gli esperimenti svolti in laboratorio a moto permanente hanno consentito di racco-

gliere i dati dei tiranti e delle velocità, mediate nel tempo, per entrambe le superfici. 

Questi sono riportati nelle tabelle seguenti dopo aver svolto preliminarmente 

un’operazione di media sulla velocità. 

 

Tabella 1 – Dati di tirante e velocità ottenuti dalle prove di laboratorio con il piano inclinato 

Il tirante e la velocità nel piano inclinato sono determinati nella sezione 1 posta a 10 

cm a monte rispetto al bordo di valle della superficie stessa. 

Con carico idraulico di monte si intende il livello misurato a partire dal piano di rife-

rimento, che per entrambe le superfici è il fondo della canaletta, in una sezione posta 

sufficientemente a monte da non risentire dell’effetto localizzato di chiamata. 

Per le portate più basse non è stato possibile determinare i valori di velocità in quanto 

lo strumento necessita che gli elementi di trasmissione e ricezione del segnale siano 

completamente immersi. 

 

Tabella 2 - Dati di tirante e velocità ottenuti dalle prove di laboratorio con la superficie 

tridimensionale 
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Con riferimento alle misure di tirante eseguite sulla superficie tridimensionale, si 

vuole evidenziare la grande incertezza relativa in particolare alle alte portate, questo 

è dovuto alla non perfetta stazionarietà del moto causata dalla nascita di fronti d’onda 

non trascurabili, dall’attrito con le pareti della canaletta e all’inglobamento di aria 

che rende il pelo libero increspato. 

3.1.5 STIMA DEL COEFFICIENTE DI RESISTENZA 

La stima delle dissipazioni continue di energia (𝑗) legate al moto di una corrente li-

quida all’interno di un dominio generico viene tipicamente fatta utilizzando le formu-

le di moto uniforme quali, ad esempio, la formula di Darcy-Weisbach (3.1), la for-

mula di Gauckler-Strickler (3.2) o la formula di Chézy (3.3): 

𝑗 =
𝑓

4𝑅𝐻
∙
𝑢2

2𝑔
 

(3.1) 

𝑗 =
𝑢2

𝐾𝑠2 ∙ 𝑅𝐻
4 3⁄

 

(3.2) 

𝑗 =
𝑢2

𝜒2 ∙ 𝑅𝐻
 

(3.3) 

dove 𝑅𝐻 è il raggio idraulico (rapporto tra l’area della sezione liquida e il perimetro 

bagnato), 𝑢 la velocità media nella sezione, 𝑓 il coefficiente di resistenza di Darcy, 

𝐾𝑠 il coefficiente di resistenza secondo Strickler e 𝜒 il coefficiente di resistenza se-

condo Chézy. 

Le formule proposte da Gauckler-Strickler e Chézy sono interamente basate su dati 

sperimentali, derivanti principalmente da esperimenti svolti in canali a pelo libero. 

Per entrambe le formule i coefficienti di resistenza risultano essere dimensionali e 

dipendono esclusivamente dalle caratteristiche di rugosità della sezione trasversale. 

Questo implica che non tengono conto delle caratteristiche idrauliche del moto. 

Diversamente, la formula di Darcy-Weisbach è stata dedotta teoricamente tramite 

l'applicazione del teorema di Buckingham oppure dall'integrazione delle equazioni di 
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Navier-Stokes per condotti di sezioni circolare, e successivamente è stata validata 

sperimentalmente attraverso gli esperimenti di Nikuradse. Essa è largamente impie-

gata per descrivere il flusso nelle condotte in pressione. Il coefficiente di resistenza 

𝑓, in questo caso, è determinato tramite il diagramma di Moody o attraverso la for-

mula di Colebrook-White, 

1

√𝑓
= −2 log (

2,51

𝑅𝑒 √𝑓
+
𝑒𝑠 4𝑅𝐻⁄

3,71
) 

ed è influenzato dal numero di Reynolds del flusso e dalla scabrezza relativa equiva-

lente (e.g. 𝑒𝑠 4𝑅𝐻⁄ , con 𝑒𝑠 la scabrezza equivalente in sabbia di Nikuradse). 

Questo significa che 𝑓 dipende sia dalla rugosità delle pareti del condotto che dalle 

caratteristiche idrodinamiche associate al numero di Reynolds. 

La presunta contraddizione tra i coefficienti di resistenza presenti nelle diverse for-

mule (Gauckler-Strickler e Chézy dipendono solo dalla rugosità delle pareti e Darcy-

Weisbach dipendente anche dalle caratteristiche del flusso) è dovuta proprio all'ori-

gine diversa delle formule stesse. La formula di Gauckler-Strickler, in particolare, è 

stata sviluppata per condizioni di flusso turbolento completamente sviluppato e in re-

gime di parete idraulicamente scabra, condizioni che caratterizzano la quasi totalità 

dei moti a pelo libero. Analizzando attentamente la dipendenza del coefficiente di re-

sistenza di Darcy (𝑓) dal numero di Reynolds e dalla scabrezza relativa equivalente 

(vedi diagramma di Moody), emerge come anche 𝑓 dipenda principalmente dalla ru-

gosità delle pareti in situazioni di flusso turbolento in regime di parete idraulicamen-

te scabra, simile a quanto accade per 𝐾𝑠. 

Questo implica che la formula di Gauckler-Strickler dovrebbe essere usata rigorosa-

mente solo per flussi turbolenti completamente sviluppati. 

Ad ogni modo questa considerazione si applica solamente nel senso stretto dei coef-

ficienti di resistenza, ovvero nel loro ruolo di misurare le perdite di energia causate 

dall'attrito con la superficie che delimita la sezione attraversata dal flusso (ad esem-

pio, un condotto o una sezione di un corso d'acqua). Nella pratica, il valore del coef-

ficiente di resistenza di Strickler assume un significato più ampio che considera an-

che fenomeni che producono dissipazioni ad una scala inferiore rispetto a quella pre-

sa in considerazione esplicitamente per il calcolo o legati a processi fisici non esplici-
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tamente descritti. Questi fenomeni includono resistenze causate da oggetti nell'alveo, 

vegetazione, repentini cambi di sezione o flussi secondari in curva. 

Tenendo inoltre presente che le superfici su cui sono stati eseguiti gli esperimenti 

non sono sufficientemente lunghe per garantire la formazione al di sopra di esse del 

moto uniforme, non è possibile applicare rigorosamente le formulazioni viste prece-

dentemente. Tutti i modelli utilizzano la formula di Gauckler-Strickler per descrivere 

la resistenza del flusso sul fondo: 

𝜏 =
1

𝑘𝑠2
𝑢

𝑅ℎ4/3
 

con un coefficiente di resistenza 𝐾𝑠 che varia a seconda del modello utilizzato. 

Quindi si è opportunamente scelto di calibrare le superfici secondo questo parametro, 

comunque consci del fatto che il moto che si sviluppa al di sopra delle superfici, in 

qualsiasi condizione di moto, non è mai di flusso turbolento pienamente sviluppato, 

si ricade infatti sempre nel regime di transizione come mostrato nei diagrammi di 

Moody in Figura 14 e Figura 15. 

 

Figura 14 – Diagramma di Moody per i dati di ottenuti dalle prove di laboratorio con il piano 

inclinato. Dal confronto del numero di Reynolds e della scabrezza relativa nel diagramma di Moody 

per i diversi regimi di portata analizzati si evince che il moto è in regime di transizione 



32 

 

Figura 15 - Diagramma di Moody per i dati di ottenuti dalle prove di laboratorio con la superficie 

tridimensionale. Dal confronto del numero di Reynolds e della scabrezza relativa nel diagramma di 

Moody per i diversi regimi di portata analizzati si evince che il moto è in regime di transizione 

Al fine di determinare un valore univoco del parametro 𝐾𝑠, indipendentemente dal 

numero di Reynolds della corrente, che sia valido per entrambe le superfici fisiche 

utilizzate in laboratorio, in quanto realizzate con il medesimo materiale e lo stesso 

procedimento, dalla scala delle portate ottenuta dai dati raccolti si cerca la migliore 

interpolazione del coefficiente di resistenza mediante l’utilizzo dell’equazione di 

Gauckler-Strickler. 

Sostanzialmente si procede eseguendo una regressione polinomiale dei dati speri-

mentali mediante una curva la cui equazione è proprio quella di Gauckler-Strickler. 

Si ricorda che l’utilizzo di un valore costante per il coefficiente di resistenza è valido 

solo se si è in campo turbolento pienamente sviluppato, questa condizione però nelle 

simulazioni in laboratorio, a differenza di quanto accade realmente in natura, è diffi-

cilmente ottenibile poiché tiranti e velocità sono piuttosto bassi. 

L’utilizzo della formulazione di Gauckler-Strickler inoltre presuppone che il moto 

instauratosi sulla superficie sia uniforme, condizione che però come già accennato in 

precedenza non si realizza, poiché l’effetto del profilo di corrente instauratosi non si 
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esaurisce nella breve lunghezza del piano inclinato, ciò nonostante è stato possibile 

ottenere una buona interpolazione dei dati. 

Il valore del coefficiente ottimale che si ottiene dall’analisi risulta essere 36.8 m
1/3

/s 

(Figura 16). 

 

Figura 16 – Scala delle portate per i dati raccolti dalle prove di laboratorio con il piano inclinato e 

interpolazione del coefficiente di resistenza mediante l’utilizzo dell’equazione di Gauckler-Strickler 

Il valore del coefficiente 𝐾𝑠 da utilizzare invece nei diversi modelli numerici è otte-

nuto mediante un’analisi di sensibilità eseguita su ciascuno di essi, come descritto nel 

prossimo capitolo. 

3.2 MODELLI NUMERICI 

I modelli numerici messi a confronto si basano sulle equazioni esposte nel capitolo 2. 

Essi sono: 

1. Modello ISWE ai volumi finiti, ottenuto dall’integrazione sulla normale delle 

equazioni di Navier-Stokes sfruttando un sistema di coordinate curvilinee lo-

cale; 

2. Modello 2DVF ai volumi finiti, ottenuto dalle equazioni di Navier-Stokes in-

tegrate sulla verticale; 
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3. Modello IDW agli elementi finiti, ottenuto dalla semplificazione dei termini 

inerziali e mediante integrazione sulla normale. 

3.2.1 GRIGLIA DI CALCOLO 

Le equazioni della fluidodinamica non sono in genere risolvibili analiticamente in 

forma chiusa nel loro dominio di definizione. Pertanto per l’analisi del flusso dei 

fluidi coinvolti in un dato processo ci si avvale di tecniche di soluzione numerica, 

quali: volumi finiti, elementi finiti o differenze finite. L’idea che sta alla base di que-

ste tecniche consiste nel suddividere il dominio iniziale in sottodomini più piccoli e 

di geometria più semplice, di risolvere le equazioni all’interno di ciascun sottodomi-

nio e di raccordare le soluzioni ai bordi in maniera tale da rispettare le condizioni ini-

ziali fissate sul bordo del dominio originale. Con il termine mesh si indica l’insieme 

dei sottodomini (o celle) in cui è stato suddiviso il dominio iniziale. La scomposizio-

ne della geometria originaria può avvenire secondo vari criteri che dipendono dal 

particolare caso che si vuole studiare. 

Durante le analisi condotte si è riscontrato che nel modello numerico 2DVF l’utilizzo 

di una mesh quattro volte più fitta, non comporta sostanziali differenze nei risultati 

ottenuti dunque per limitare l’uso di risorse computazionali si è mantenuta la mesh 

iniziale per tutte le analisi. 

Il reticolo grafico utilizzato per descrivere le superfici nei modelli matematici utiliz-

zati rimane dunque il medesimo, questo consente un migliore confronto dei risultati. 

La mesh determina il passo di integrazione spaziale per la soluzione delle equazioni 

discretizzate che descrivono il comportamento del sistema. 

Una mesh di buona qualità è essenziale per ottenere risultati affidabili da parte del 

solutore. 

La discretizzazione mediante elementi finiti tipicamente si avvale di figure geometri-

che bidimensionali quali: triangoli e poligoni. Normalmente si utilizzano mesh trian-

golari, questo perché è facile creare un quadrilatero i cui vertici non giacciono tutti 

sullo stesso piano, mentre c'è sempre un piano passante per tre vertici. Inoltre, lavo-

rare esclusivamente con triangle meshes semplifica la memorizzazione, e riduce il 

numero degli algoritmi. 
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Per quanto riguarda i volumi finiti, invece, sono normalmente utilizzati prismi, te-

traedri, esaedri o piramidi. 

Una mesh può assumere diverse configurazioni a seconda della disposizione delle 

celle, si possono distinguere due categorie principali, le mesh strutturate e quelle non 

strutturate. Le prime sono caratterizzate da celle ordinate e facilmente numerabili, 

poco adatte però a geometrie complesse e curvilinee. Nelle seconde invece non esiste 

alcun ordine tra le celle il che le rende adatte alla discretizzazione di geometrie più 

complesse. 

Nei modelli in esame è stata adottata una mesh non strutturata, ottenuta mediante la 

triangolazione di Delaunay, che prende il nome dal matematico sovietico Boris Niko-

laevič Delone. Questo metodo prevede che dato un gruppo di punti P su un piano, la 

triangolazione è tale che nessun punto appartenente a P sia all'interno del circumcer-

chio di ogni triangolo. Questa triangolazione dunque massimizza il più piccolo ango-

lo di ciascun triangolo nella triangolazione. 

Si riporta quindi la mesh utilizzata per i diversi modelli numerici, facendo una distin-

zione per quella utilizzata nel modello 2DVF nella quale è stata aggiunta a monte 

una porzione di mesh che simula la canaletta utilizzata negli esperimenti. 

 

Figura 17 – Mesh relativa alla superficie tridimensionale utilizzata nei nuovi modelli numerici ISWE 

e IDW 



36 

 

Figura 18 – Mesh relativa alla superficie tridimensionale utilizzata nel modello numerico 2DVF. È’ 

possibile notare la presenza di un tratto a monte della superficie da esaminare che simula il fondo 

della canaletta 

3.2.2 DESCRIZIONE DEI MODELLI NUMERICI 

Nei casi in cui si instaurano condizioni idrauliche caratterizzate da valori elevati del 

numero di Froude, come accade per le correnti supercritiche, oppure fenomeni di 

transizione attraverso la condizione critica, si rende necessario l’impiego di modelli 

ai volumi finiti. 

3.2.2.1 Il modello matematico ISWE 

La derivazione delle intrinsic SWE parte dalla formulazione delle equazioni di Na-

vier-Stokes espresse nel sistema di coordinate curvilinee locali (LCS). In seguito, 

viene eseguita l'integrazione in profondità lungo la direzione localmente normale alla 

superficie del terreno che si estende tra il fondo e la superficie libera. 

Assumiamo che il fondo sia inerodibile e quindi mantenga una geometria fissa, men-

tre la superficie fluida è funzione del tempo. Le condizioni cinematiche postulano 

che la superficie libera si muova con il fluido e che il fondo sia impermeabile. 

La natura intrinseca delle SWE sviluppate consente la formulazione di una discretiz-

zazione intrinseca ai volumi finiti (FV), con alcune complicazioni dovute alla pre-

senza di flussi non autonomi e termini sorgente variabili nello spazio. Rossmanith et 

al. [10] sono stati tra i primi a studiare la soluzione numerica di un sistema iperbolico 

su una varietà (spazio topologico che localmente è simile a uno spazio topologico 

ben conosciuto, ma che globalmente può avere proprietà geometriche differenti) ge-
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nerale mediante uno schema FV definito su una griglia quadrilatera. La discretizza-

zione delle grandezze geometriche basate sulle forme fondamentali della superficie 

mediante maglie quadrilatere si rivela però non compatibile. Per questo motivo nel 

modello sono state utilizzate griglie triangolari per ricavare un metodo FV del primo 

ordine di Godunov. 

Si presenta ora lo schema completo ai volumi finiti in forma discreta basato sulla 

geometria espressa nel sistema di riferimento LCS (2.9). Si utilizza uno schema tem-

porale esplicito di Eulero del primo ordine. Per mantenere lo schema equilibrato, si 

utilizza un adattamento dell'approccio proposto da Audusse et al. [11] e si includono 

i termini sorgente nel flusso. Quindi, le equazioni ai FV, per ogni elemento 𝑇𝑖, sono 

definite per ciascun istante come: 

𝕌𝑖
𝑘+1 = 𝕌𝑖

𝑘 −
∆𝑡

𝐴𝑖
∑ 𝑙𝑖𝑗[𝔽𝑖𝑗(𝕌𝑖

𝑘, 𝕌𝑗
𝑘) + 𝕊𝑖𝑗(𝕌𝑖

𝑘, 𝕌𝑗
𝑘)]

𝑁𝜎(𝑖)

𝑗=1

 

in cui gli apici 𝑘 e 𝑘 + 1 caratterizzano le grandezze all’istante attuale e al passo di 

calcolo successivo, 𝐴𝑖 è l’area della cella i-esima e ∆𝑡 è il passo di integrazione tem-

porale. 𝔽𝑖𝑗 è l'approssimazione numerica del flusso normale mediato sugli edge 𝜎𝑖𝑗. 

𝑙𝑖𝑗 rappresenta la lunghezza del generico edge, mentre 𝕊𝑖𝑗 l'approssimazione numeri-

ca della funzione sorgente. 

 

Proprietà del modello: 

Il modello ISWE è simile al modello proposto da Bouchut e Westdickenberg [7]. Il 

miglioramento più significativo della nuova formulazione è che nel termine sorgente 

𝕊 compaiono solo termini geometrici (e non derivate della 𝜂) e che la forma comple-

ta della divergenza è mantenuta per le quantità conservate. Oltre a garantire una for-

ma più compatta delle equazioni, la formulazione consente lo sviluppo di una discre-

tizzazione completamente intrinseca. 

Il modello proposto presenta alcune interessanti proprietà matematiche fondamentali, 

ovvero che è irrotazionale, ammette un'equazione dell'energia ed è ben bilanciato. 

È possibile utilizzare due diversi tipi di risolutori del problema di Riemann appros-

simati. Il primo è un'estensione al caso curvilineo del solutore di Riemann esatto de-

scritto in Toro [12]. Il secondo è il classico HLL e la sua variante HLLC [13] [14]. 

Nei casi in esame, per semplicità, viene sempre utilizzato il solutore Riemann ap-
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prossimato HLL invece del risolutore esatto, poiché tutti i Riemann solver danno 

comunque buoni risultati. 

L’integrazione temporale è effettuata mediante uno schema esplicito, è necessario 

dunque che venga rispettato il criterio di Courant-Friedrichs-Lewy (CFL) per ottene-

re la convergenza della soluzione. 

In fluidodinamica numerica, la condizione di Courant-Friedrichs-Lewy, spesso ab-

breviata con CFL ed il cui nome è dovuto a Richard Courant, Kurt Friedrichs e Hans 

Lewy, è una condizione necessaria per la convergenza numerica della soluzione di 

alcune equazioni alle derivate parziali (di solito, equazioni di tipo iperbolico) ricava-

ta nel 1928. 

Questa condizione è sfruttata nell'impiego di schemi numerici espliciti temporali. 

Come conseguenza, il passo temporale deve essere più piccolo di un certo intervallo 

di tempo, altrimenti la simulazione produrrà risultati ampiamente scorretti.  

La condizione di CFL è comunemente imposta per quei termini delle equazioni alle 

derivate parziali che rappresentano la convezione (o meglio, per i termini advettivi, 

relativi, cioè, ai moti orizzontali o prevalentemente orizzontali). 

Operativamente, il passo temporale viene stimato ad ogni passo di calcolo in modo 

tale che una piccola perturbazione gravitazionale non possa compiere in un passo 

temporale uno spostamento maggiore rispetto al raggio del cerchio inscritto in ognu-

no degli elementi di calcolo. Di conseguenza, all’aumentare dei tiranti idraulici e del-

le velocità della corrente, il passo temporale di calcolo si riduce sensibilmente, com-

portando un aumento dei tempi di calcolo. 

Per un caso unidimensionale la condizione di CFL è scritta come: 

𝐶 =
𝑢 ∙ ∆𝑡

∆𝑥
< 𝐶𝑚𝑎𝑥 

dove 𝑢 rappresenta la velocità di flusso, ∆𝑡 è l'intervallo temporale e ∆𝑥 è l'intervallo 

spaziale. La costante 𝐶𝑚𝑎𝑥 dipende dalla tipologia di equazione che deve essere risol-

ta e dal tipo di schema numerico utilizzato per la soluzione (esplicito o implicito). Se 

si utilizza uno schema esplicito allora 𝐶𝑚𝑎𝑥 è dell'ordine di 1. Gli schemi impliciti 

invece sono meno sensibili alle instabilità numeriche, dunque sono tollerati valori di 

𝐶𝑚𝑎𝑥 più elevati. 

Il numero adimensionale 𝐶 è chiamato numero di Courant. 

In un caso bidimensionale la condizione di CFL può scriversi come: 
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𝐶 =
‖𝑢‖ ∙ ∆𝑡

ℎ
< 𝐶𝑚𝑎𝑥 

dove ℎ è il parametro della mesh. 

In questo nuovo solutore non è ancora presente la possibilità di sfruttare un passo 

temporale adattivo, al variare del rapporto di CFL locale. Per questo motivo si consi-

dera una mesh con elementi caratterizzati da area abbastanza uniforme. 

3.2.2.2 Il modello matematico 2DVF 

Il modello 2DVF si basa sul sistema di equazioni (2.7), il quale viene mediato su cia-

scun volume finito, costituito da un prisma a base triangolare, che discretezza. Il do-

minio è riscritto, a seguito dell’applicazione del teorema di Gauss, nella seguente 

forma discreta: 

𝕌𝑘+1 = 𝕌𝑘 −
∆𝑡

𝐴
∑ (𝔽𝑗

∗ ∙ 𝑛𝑗)𝑙𝑗
𝑗=1,3

+
∆𝑡

𝐴
{∫𝕊 𝑑𝐴

𝐴

− 𝑔∫𝑌(𝕂 ∙ 𝕌) 𝑑𝐴

𝐴

} 

in cui gli apici 𝑘 e 𝑘 + 1 caratterizzano le grandezze all’istante attuale e al passo di 

calcolo successivo, 𝐴 è l’area di base dell’elemento triangolare e ∆𝑡 è il passo di in-

tegrazione temporale. Il flusso attraverso il contorno del generico elemento viene 

scomposto nella somma dei flussi 𝔽 attraverso i tre lati dell’elemento stesso di lun-

ghezza 𝑙𝑗 e normale uscente 𝑛𝑗 .  

Al flusso 𝔽 = (𝔼,𝔾) viene sostituito il cosiddetto flusso numerico 𝔽∗ la cui espres-

sione dipende dal particolare solutore del problema di Riemann. Nel caso in esame è 

stato scelto il risolutore esatto del problema di Riemann proposto e implementato da 

Toro [12]. A fronte di un onere computazionale leggermente maggiore rispetto ai più 

diffusi solutori approssimati (es. HLL, HLLC), il solutore esatto offre una precisione 

maggiore e tratta correttamente il caso di fondo parzialmente asciutto. 

 

Caratteristiche generali del modello: 

Nei codici di calcolo ai volumi finiti la corretta valutazione dei termini sorgente 

(pendenza del fondo e dissipazioni di energia) risulta molto importante. In particola-

re, la corretta schematizzazione dei termini dovuti alla pendenza del fondo è necessa-

ria per ottenere uno schema bilanciato. Nel caso di fluido in quiete, le forze di pres-

sione che agiscono sui lati di ogni singolo volume finito devono essere esattamente 

bilanciate dalla forza dovuta alla pendenza del fondo: se questo bilanciamento è ga-
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rantito, il fluido in quiete rimane fermo (si tratta della cosiddetta C-property), altri-

menti nascono correnti anomale che possono alterare significativamente il calcolo 

del campo di moto. 

Le dissipazioni di energia sono valutate, per via semi-implicita, in funzione delle 

portate specifiche all’istante di calcolo successivo per ottenere una maggiore stabilità 

numerica. 

Poiché l’integrazione temporale è effettuata mediante uno schema esplicito al primo 

ordine di accuratezza, è necessario che venga rispettato il criterio di CFL per ottenere 

la convergenza della soluzione. La condizione più sfavorevole per il calcolo del pas-

so temporale è normalmente imposta dagli elementi di calcolo di piccole dimensioni, 

mentre sulla restante parte del dominio di calcolo le equazioni potrebbero essere in-

tegrate con un passo temporale molto maggiore. Per ridurre i tempi di calcolo, senza 

compromettere la correttezza e l’accuratezza della soluzione, è stato dunque imple-

mentato un algoritmo adattivo che consente di risolvere con diversi passi temporali le 

medesime equazioni, a seconda del rapporto di CFL locale, proposto in Sanders [15]. 

La descrizione dell’andamento spaziale delle quote del fondo è accurata al secondo 

ordine: note le quote del fondo dei nodi del reticolo di calcolo, all’interno di ogni 

elemento triangolare il fondo assume andamento lineare (Begnudelli and Sanders, 

[16]). 

Le variabili sono considerate costanti all’interno di ogni singolo volume finito (accu-

ratezza spaziale del primo ordine), avendo però cura di operare l’estrapolazione ai la-

ti di livelli e portate specifiche nel caso di corrente lenta, tirante e velocità nel caso di 

corrente rapida, in funzione del numero di Froude della corrente in ogni singolo vo-

lume finito (Begnudelli et al., [17]). 

Studi riportati in letteratura hanno mostrato come, nella simulazione di propagazione 

di piene, questo tipo di schemi adattivi al primo ordine offra la migliore combinazio-

ne in termini di robustezza, efficienza e accuratezza (Begnudelli et al., [17]). 

3.2.2.3 Il modello matematico IDW 

Il modello dell'onda diffusiva intrinseca, più propriamente detto approssimazione 

non inerziale, è un solutore agli elementi finiti, ottenuto tramite la semplificazione 

della dipendenza dal tempo e dei termini non lineari (2.10). 
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Ricorrere ad un solutore agli elementi finiti si rende necessario non essendo ancora 

stato sviluppato un omologo solutore per le stesse equazioni ai volumi finiti, tuttavia 

questa limitazione non ne preclude la possibilità di descrivere il fenomeno analizza-

to. 

È doveroso ricordare però che le semplificazioni introdotte in questo modello nume-

rico, in particolare l’aver trascurato i termini cinetici, comporta un non trascurabile 

errore anche dal punto di vista teorico nel caso di correnti supercritiche. Sono infatti i 

termini cinetici, i quali discendendo dall’equazione di Bernoulli, quelli di maggior 

rilevanza nel campo delle correnti supercritiche. Le correnti supercritiche per loro 

natura infatti non sono diffusive. 

Il presente modello matematico è il solo, tra quelli esaminati che adottano 

l’approssimazione diffusiva, quali ad esempio 2DEF ed HEC-RAS, a permettere una 

soluzione numerica stabile anche in caso di correnti supercritiche e pertanto si è rite-

nuto opportuno eseguire un confronto al fine di quantificare gli errori commessi. 

3.2.3 CONDIZIONI AL CONTORNO 

Le condizioni al contorno utilizzate nelle simulazioni a moto permanente si differen-

ziano a seconda del modello numerico preso in esame. 

3.2.3.1 Condizioni al contorno di monte 

Nel modello IDW la condizione al contorno consiste nell’imporre il tirante sui nodi, 

nel modello ISWE si impone invece il tirante sugli edge delle celle, nel modello 

2DVF infine, essendo caratterizzato da una mesh in cui è stato introdotto un breve 

tratto piano a monte che simula il modello sperimentale (Figura 18), si impone la so-

la portata sugli edge. 

3.2.3.2 Condizioni al contorno di valle 

Nel modello IDW è stata utilizzata la condizione di normal depth, che rappresenta la 

profondità alla quale si verifica il moto uniforme. Nel modello ISWE viene imposta 

invece una condizione di deflusso libero, anche nota in letteratura con il nome di 

non-reflecting boundary condition, Toro [12]. 

Per quanto riguarda il modello 2DVF invece la condizione assegnata è detta radia-

tion, la quale è anch’essa una condizione di deflusso libero. 
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3.2.3.3 Condizioni al contorno sulle pareti 

Presenti solo nei modelli ai volumi finiti, sono note con il nome di solid reflective 

boundaries Toro [12]. Queste sono ottenute imponendo: 

𝜂𝑜𝑢𝑡 = 𝜂𝑖𝑛 

𝑞 𝑜𝑢𝑡 = 𝑞 𝑖𝑛 

3.2.4 DETERMINAZIONE DEL KS IDEALE 

La calibrazione del coefficiente di Gauckler-Strickler per i diversi modelli numerici, 

non essendo rigorosamente valida l’ipotesi di moto uniforme, dovrebbe condurre alla 

definizione di un valore variabile con il tirante e dunque diverso per ogni prova. 

Questa condizione però non è possibile a meno che non si implementi nel codice dei 

modelli numerici la formulazione di Darcy-Weisbach che consentirebbe di calcolare 

il coefficiente di resistenza 𝜆 (funzione del numero di Reynolds). In questo modo sa-

rebbe possibile effettuare l’analisi di sensibilità sulla scabrezza relativa (𝑒𝑠). 

La calibrazione dunque avviene sotto questa approssimazione ed è effettuata sul pia-

no inclinato attraverso il confronto dei risultati di laboratorio. 

L’analisi di sensibilità ha come obiettivo valutare quanto tiranti e portate siano in-

fluenzati dalla scabrezza, ciò che ci si aspetta è che se il 𝐾𝑠 aumenta, si riduce la sca-

brezza e quindi la resistenza al flusso e il tirante si abbassa, viceversa se il 𝐾𝑠 dimi-

nuisce, aumenta la scabrezza e quindi la resistenza al flusso e il tirante si alza. 

La calibrazione si è svolta confrontando i risultati ottenuti mediante prove con diffe-

renti condizioni di tiranti al bordo e differenti valori del coefficiente di Gauckler-

Strickler. 

Per determinare il 𝐾𝑠 che minimizza lo scarto tra i tiranti ottenuti delle simulazioni 

numeriche e quelli ottenuti dai dati sperimentali si utilizza il Root Mean Square Er-

ror (RMSE) che consiste nell’applicazione della seguente equazione: 

𝑅𝑀𝑆𝐸 = [∑(�̂�(𝑖) − 𝑦(𝑖))
2
𝑁⁄

𝑁

𝑖=1

]

1 2⁄

 

in cui �̂� rappresenta il tirante misurato sperimentalmente, 𝑦 rappresenta il tirante cal-

colato con il modello numerico e interpolato per far riferimento alla medesima porta-

ta di quello sperimentale, 𝑁 è invece il numero di dati. 
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I risultati ottenuti sono: 

1. Modello numerico ISWE 𝐾𝑠 = 66,7 m
1/3

/s; 

2. Modello numerico IDW 𝐾𝑠 = 37,9  m
1/3

/s; 

3. Modello numerico 2DVF 𝐾𝑠 = 43,5 m
1/3

/s. 

 

Figura 19 – Andamento del RMSE in funzione del 𝐾𝑠 e valore ottimale per modello numerico ISWE 

 

Figura 20 - Andamento del RMSE in funzione del 𝐾𝑠 e valore ottimale per modello numerico IDW 
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Figura 21 - Andamento del RMSE in funzione del 𝐾𝑠 e valore ottimale per modello numerico 2DVF 

Il motivo di queste differenze va ricercato nelle equazioni, considerato che 

l’equazione dell'onda diffusiva (o parabolica) e l’equazione del moto uniforme si ri-

cavano dalle SWE per semplificazioni successive, è congruo che mediante le due ap-

prossimazioni si ottengano valori simili di 𝐾𝑠. Se consideriamo, inoltre, la condizione 

di moto stazionario, le due approssimazioni si differenziano solo per pochi termini, il 

che porta ad avere 𝐾𝑠 quasi uguali. Questo è confermato dai risultati ottenuti, vedi 

Figura 16 e Figura 20. 

Per quanto riguarda i modelli ISWE e 2DVF il coefficiente di resistenza risulta di-

verso poiché nel classico solutore delle SWE esso ingloba al suo interno anche altri 

fenomeni, in particolare in questo caso il non aver considerato la distribuzione delle 

pressioni idrostatica sulla normale. Per fondi a forte pendenza come per il piano in-

clinato esaminato (𝑖𝑓 = 0,26), non è più valida l’ipotesi alla base delle equazioni bi-

dimensionali ottenute dall’integrazione lungo la verticale, non considerare infatti la 

distribuzione delle pressioni in direzione normale alla superficie del fondo comporta 

una sottostima dei tiranti, come evidenziato nel prossimo capitolo. 

Essendo il coefficiente di Strickler legato inversamente al tirante (Figura 22), ossia 

all’aumentare del Ks i tiranti diminuiscono e viceversa, al fine di compensare l’errore 

provocato dall’aver trascurato la distribuzione delle pressioni idrostatica lungo la 
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normale, si rende necessario per il modello 2DVF diminuire il Ks. Questo dunque 

spiega la differenza considerevole nel coefficiente di resistenza ottimale calibrato per 

i due modelli numerici. 

Il coefficiente Ks dunque, come detto in precedenza, ingloba al suo interno tutte le 

semplificazioni introdotte, ci si deve pertanto chiedere fino a che punto questo coef-

ficiente sia in grado di sopperire alle semplificazioni introdotte nelle equazioni. 

 

Figura 22 – Risultati della calibrazione del coefficiente 𝐾𝑠 per il modello ISWE sul piano inclinato. 

Questa calibrazione evidenza il legame inversamente proporzionale tra tirante e 𝐾𝑠 

Con l’obiettivo di chiarire il legame che sussiste tra il coefficiente di resistenza e il 

tirante si propone di seguito un’analisi teorica e numerica. 

Considerando l’equazione di Gauckler-Strickler senza correzioni dovute alla forte 

pendenza, si può scrivere che 

𝑌𝑆𝑊𝐸 = (
𝑞

𝐾𝑠
𝑆𝑊𝐸 ∙ √tan 𝜗

)

3
5⁄

 

nella quale 𝑌𝑆𝑊𝐸 rappresenta il tirante calcolato in direzione verticale, 𝐾𝑠
𝑆𝑊𝐸 il coef-

ficiente di Strickler come nel modello 2DVF che implementa le classiche SWE, 𝑞 la 

portata per unità di larghezza, tan 𝜗 la pendenza del fondo. 
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Considerando ora un fondo a forte pendenza, in cui la distribuzione delle pressioni è 

idrostatica in direzione normale al fondo, in cui è possibile approssimare tan 𝜗 con 

sin 𝜗, si può scrivere 

𝑌𝐹𝑃 ∙ cos 𝜗 = (
𝑞

𝐾𝑠𝐹𝑃 ∙ √sin 𝜗
)

3
5⁄

 

in cui 𝑌𝐹𝑃 rappresenta il tirante calcolato in direzione verticale, 𝐾𝑠
𝐹𝑃 il coefficiente di 

Strickler entrambi riferiti alla condizione di forte pendenza. 

Affinché 𝑌𝑆𝑊𝐸 = 𝑌𝐹𝑃 allora dovrà essere 

𝐾𝑠
𝑆𝑊𝐸 = 𝐾𝑠

𝐹𝑃 cos
13

6⁄ 𝜗 

Questa relazione conferma che per avere il medesimo tirante in direzione verticale il 

𝐾𝑠
𝑆𝑊𝐸 utilizzato nel modello 2DVF deve essere inferiore al 𝐾𝑠

𝐹𝑃 teorico, nel caso di 

aver assunto condizioni di forte pendenza. 

Si riporta quindi anche in forma grafica (Figura 23) l’analisi condotta su alcuni piani 

inclinati aventi diversa pendenza. Sono state definite per ogni prova una portata di 

0,50 m
3
/s ed un coefficiente di resistenza 𝐾𝑠

𝑆𝑊𝐸 = 𝐾𝑠
𝐹𝑃 = 50 m

1/3
/s. 

 

Figura 23 – Risultati dell’analisi teorica e numerica che evidenzia la differenza nell’approssimazione 

del tirante considerando una differente distribuzione delle pressioni, per diverse pendenze del fondo 
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4  

VALIDAZIONE NEL PIANO INCLINATO 

Dopo aver determinato il valore del 𝐾𝑠 che meglio approssima i risultati per ogni 

modello numerico si procede analizzando i dati ottenuti, quindi si realizzano le scale 

delle portate (Figura 24) per ogni modello numerico e successivamente si esegue un 

confronto con l’ausilio del RMSE (Figura 25) rispetto ai tiranti misurati. 

 

Figura 24 – Confronto tra le soluzioni migliori per i diversi modelli numerici e i dati sperimentali a 

stato stazionario per ognuna delle prove effettuate 
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Figura 25 – Valori di RMSE, ottenuti dai diversi modelli numerici, per confronto con i tiranti misurati 

È possibile attraverso questi confronti evidenziare la migliore soluzione ottenuta con 

il modello ISWE, è poi opportuno evidenziare come l’approssimazione diffusiva che 

teoricamente non è consistente, ma in pratica fornisce ancora risultati piuttosto accet-

tabili. 

Si fa notare inoltre che i tiranti ottenuti dai modelli numerici ISWE e IDW sono cal-

colati lungo la normale alla superficie, quindi vanno riportati nella direzione verticale 

per un corretto confronto con i dati sperimentali e quelli ottenuti dal modello 2DVF. 

Le portate calcolate per le diverse prove con i modelli ISWE e IDW non risultano al-

lineate a quelle dei dati sperimentali in virtù delle diverse condizioni al contorno ap-

plicate. I tiranti nodali o di edge inseriti infatti vengono preliminarmente proiettati 

dal modello nel nuovo sistema di riferimento locale, perdendo la congruenza. Si con-

ferma comunque che i nuovi modelli ai volumi finiti risultano conservativi avendo 

confrontato le portate calcolate nelle sezioni di monte e di valle. 

La scelta di calibrare il coefficiente di resistenza sulle analisi del piano inclinato è 

stata forzata dall’influenza della geometria del fondo sulla calibrazione stessa.  

Al fine di mostrare la variazione dell’errore al variare del coefficiente 𝐾𝑠 si riporta il 

confronto, eseguito sui modelli numerici ISWE e 2DVF mediante il RMSE, per due 

diversi valori del coefficiente di resistenza (Figura 26 e Figura 28). 
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Figura 26 – Valori di RMSE, ottenuti dai modelli numerici ISWE e 2DVF, per confronto con i tiranti 

misurati 

 

Figura 27 - Confronto tra i modelli numerici ISWE e 2DVF, caratterizzati entrambi da un coefficiente 

di resistenza 43,5 m
1/3

/s, e i dati sperimentali a stato stazionario per ognuna delle prove effettuate 
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Figura 28 - Valori di RMSE, ottenuti dai modelli numerici ISWE e 2DVF, per confronto con i tiranti 

misurati 

 

Figura 29 - Confronto tra i modelli numerici ISWE e 2DVF, caratterizzati entrambi da un coefficiente 

di resistenza 66,5 m
1/3

/s, e i dati sperimentali a stato stazionario per ognuna delle prove effettuate 

Con questa anali si dimostra come il 𝐾𝑠 influenzi i risultati ottenuti e possa dunque 

sopperire al diverso metodo di integrazione. 
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Non considerare la distribuzione delle pressioni idrostatica in direzione normale con-

duce inoltre ad una sottostima dei tiranti, come è possibile notare dalla Figura 27 e 

dalla Figura 29. 

Per concludere l’analisi effettuata sul piano inclinato e dunque validare i dati di input 

e le condizioni al contorno da utilizzare successivamente nella superficie tridimen-

sionale, si riportano anche i confronti eseguiti sulle velocità (Figura 30). 

Le misure di velocità sono misurate mediante il dispositivo ADV, in un punto posto a 

0,38 m dalla sezione di monte come mostrato in Figura 8. 

Per quanto concerne i solutori ISWE e IDW la componente della velocità scritta nel 

sistema di riferimento globale, è ottenuta dividendo i flussi per la depth corrispon-

dente nella cella, ossia 

𝑢𝑥,𝑖 =
𝑞𝑥,𝑖
𝜂𝑖
∙ ℎ(1) 

in cui ℎ(1) è il primo coefficiente della metrica. 

 

Figura 30 - Relazioni portata-velocità per i diversi modelli numerici e i dati sperimentali a stato 

stazionario, con i relativi intervalli di confidenza al 95%, per ognuna delle prove effettuate 

Da quest’ultima analisi si può notare come i modelli numerici ISWE e 2DVF con-

vergano alla medesima soluzione per le portate più alte, questo consente di affermare 

che all’aumentare della portata la differenza nell’integrazione delle equazioni bidi-
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mensionali si fa sempre meno significativa. Si nota però come i risultati sperimentali 

si discostino notevolmente dalle soluzioni numeriche. 

 

Figura 31 - Valori di RMSE, ottenuti dai modelli numerici ISWE e 2DVF, per confronto con le 

velocità misurate 

Dall’analisi quantitativa dell’errore sulle velocità è facile rendersi conto che le diffe-

renze in termini quantitativi nell’utilizzo dei diversi solutori sono minime, pur essen-

do comunque distanti dalle misure sperimentali. 

L’utilizzo dunque nel piano inclinato di una integrazione delle equazioni in direzione 

normale al fondo non porta a migliorie significative nella stima delle velocità. 
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5  

CASO STUDIO 

In questo capitolo sono riportati i risultati delle simulazioni numeriche e sperimentali 

relative ai rispettivi solutori descritti al capitolo 3 e concernenti la superficie tridi-

mensionale. 

Le analisi numeriche sono state svolte solo a moto permanente, in quanto i nuovi 

modelli al momento non consentono una corretta descrizione del fenomeno di dam 

break. Essendo questo un fenomeno impulsivo, non è infatti possibile assumere di 

imporre condizioni di bordo ma è invece necessario definire delle condizioni iniziali 

a monte della superficie stessa. 

Si ritiene comunque opportuno inserire in Appendice i risultati sperimentali relativi 

al tirante misurato in continuo tramite sonde ad ultrasuoni. 

La geometria analizzata è caratterizzata da un fondo con curvatura variabile in en-

trambe le direzioni. La discretizzazione è ottenuta con una triangolazione di Delau-

nay, generando un totale di 1605 nodi e 3068 celle di superficie. 

Le condizioni iniziali considerano una profondità uniforme dell'acqua di 0,03 m su 

tutta la mesh, al fine di minimizzare l'influenza di algoritmi numerici critici, ma non 

rilevanti per gli effetti geometrici, come la transizione asciutto-bagnato. 
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5.1 MOTO STAZIONARIO 

L’analisi svolta riguarda il confronto tra il modello ISWE, il modello approssimato 

IDW e il modello 2DVF. 

I risultati relativi al tirante ottenuti dai modelli numerici e il confronto con i dati spe-

rimentali sono stati eseguiti in otto punti significativi (Figura 32). 

Per quanto riguarda il confronto delle velocità il punto di misura è univoco per limiti 

strumentali e coincide con il punto 3. 

L’obiettivo è quantificare le differenza tra i tiranti e le velocità, calcolati con i tre 

modelli rispetto ai dati sperimentali, in modo oggettivo tramite RMSE. 

Inoltre ci si chiede se alle differenze riscontrate è associato un pattern relativo ad 

esempio alla curvatura locale della superficie. 

 

Figura 32 – Posizione dei punti sperimentali nei quali sono state eseguite le misure di tirante. Il punto 

3 è caratterizzato sia da misure di tirante sia da misure di velocità 

5.1.1 CONDIZIONI AL CONTORNO 

Il tirante da inserire nei modelli numerici IDW e ISWE è ottenuto a partire dai risul-

tati sperimentali raccolti con le sonde acustiche. Non essendo però questo costante al 

di sopra del bordo di monte della superficie in esame, poiché il moto risulta essere 

bidimensionale, ne sono stati ricavati i valori per alcuni punti (Tabella 3) e mediante 

una regressione polinomiale è stato così possibile assegnare ad ogni nodo o edge ri-

spettivamente l’opportuno tirante. 
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Tabella 3 – Dati di tirante sul bordo di monte della superficie tridimensionale 

La portata per unità di larghezza afferente a ciascun edge, da inserire insieme al ti-

rante come condizione di bordo nel modello numerico ISWE, è stata calcolata suddi-

videndo la portata complessiva relativa ad ogni prova sperimentale in modo tale que-

sta fosse pesata dai valori di tirante. 

La relazione utilizzata per pesare la portata è la seguente: 

𝑞𝑖 =
𝑌𝑖
∑𝑌𝑖

𝑄 ∙ 𝑙𝑖 

È stato inoltre eseguito un test inserendo come condizioni al contorno tiranti e portate 

ottenuti dal modello 2DVF, il quale per come è stata realizzata la mesh calcola auto-

nomamente questi valori per ogni volume finito a fronte dell’inserimento di un valo-

re di portata a monte. Il confronto non ha messo in luce particolari differenze tra le 

due soluzioni. 

5.1.2 CONFRONTO DEI TIRANTI 

In questa sezione sono riportati i risultati ottenuti dalle analisi a moto stazionario. 

Nella pagina seguente sono riportate le foto relative agli esperimenti svolti in labora-

torio per ognuna delle prove esaminate. 
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È poco apprezzabile dalle foto il forte carattere bidimensionale della corrente che 

scorre al di sopra della superficie tridimensionale. 

In Figura 33 sono riportate le relazioni portata-tirante ottenute dal confronto con i 

modelli numerici ISWE e 2DVF. 

Non si ritiene opportuno inserire in questo confronto anche i risultati ottenuti con il 

modello IDW in quanto questi si discostano significativamente dai dati sperimentali, 

confermando come le semplificazioni introdotte in questo modello numerico limitino 

la sua applicabilità ai soli casi di fondo piano. 



58 

 

Figura 33 – Relazioni portata-tirante per i diversi modelli numerici e i dati sperimentali a stato 

stazionario per ognuna delle prove effettuate 
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Figura 34 - Valori di RMSE, ottenuti dai modelli numerici ISWE e 2DVF, per confronto con i tiranti 

misurati per ognuno dei punti di misura 

È importante riconoscere le numerose assunzioni fatte nella derivazione delle SWE 

normalmente mediate sul sistema di riferimento locale curvilineo. In particolare, si 

ricordano due importanti semplificazioni. La prima è legata alla scelta di utilizzare la 

direzione normale per approssimare il percorso di integrazione del flusso trasversale. 

L'influenza di questa assunzione è quantificata mediante l’analisi degli errori (Figura 

34), in relazione all'ipotesi di una distribuzione lineare della pressione lungo i diversi 

percorsi di integrazione (lungo le direzioni verticale o normale). Dalla media degli 

errori per i diversi punti esaminati si ottiene: 

- Per il modello ISWE: RMSE medio = 0,0166; 

- Per il modello 2DVF: RMSE medio = 0,0149 

Quantitativamente dunque dal confronto degli errori non sembra esserci un miglio-

ramento dovuto al diverso metodo di integrazione delle equazioni. Qualitativamente, 

invece, guardando i risultati in Figura 33 si può notare come nella quasi totalità dei 

punti esaminati l’andamento dei risultati del modello ISWE sia molto simile a quello 

dei risultati sperimentali a meno di una traslazione lungo l’asse orizzontale. 

La seconda importante semplificazione è legata al fatto di trascurare i termini conte-

nenti le componenti dello sforzo di taglio che comprendono i termini differenziali 

advettivi e le sollecitazioni turbolente e viscose. Questi termini contengono informa-
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zioni geometriche che potrebbero alterare la loro importanza in caso di grandi curva-

ture del fondo. 

Rispetto alle differenze riscontrate tra i due modelli (Figura 33) risulta difficile defi-

nire una relazione con la curvatura locale della superficie. 

Si ritiene utile riportare i risultati in forma grafica, relativi al tirante, di una delle si-

mulazioni, in particolare si fa riferimento alla simulazione numero 6, per i diversi 

modelli numerici. Si evidenzia come per i nuovi modelli numerici i risultati si riferi-

scano al tirante lungo la direzione normale al fondo di ciascuna cella, mentre per il 

modello 2DVF il tirante è considerato in direzione verticale. 

 

Figura 35 - Soluzione grafica dei tiranti per la simulazione 6 in stato stazionario per il modello IDW 

 

 

Figura 36 – Soluzione grafica dei tiranti per la simulazione 6 in stato stazionario per il modello ISWE 



61 

 

Figura 37 - Soluzione grafica dei tiranti per la simulazione 6 in stato stazionario per il modello 2DVF 

È evidente come i risultati del modello IDW si discostino da quelli ottenuti con gli 

altri modelli numerici, a dimostrazione del fatto che questo modello non sia adatto 

all’applicazione in queste condizioni. 

Per quanto riguarda i modelli ISWE e 2DVF si notano invece molte analogie nella 

distribuzione spaziale dei tiranti. 

5.1.3 CONFRONTO DELLE VELOCITÀ 

Si riporta di seguito il confronto delle velocità nel punto di misura 3 (vedi Figura 32) 

al fine di valutare la qualità dei risultati ottenuti. 

 

Figura 38 - Relazioni portata-velocità per i diversi modelli numerici e i dati sperimentali a stato 

stazionario, con i relativi intervalli di confidenza al 95%, nel punto di misura 3, per ognuna delle 

prove effettuate 



62 

È immediato riscontrare come il modello ISWE si avvicini ai dati sperimentali rispet-

to al modello 2DVF, consentendo dunque di valutare positivamente l’utilizzo del di-

verso metodo di integrazione. Risulta inoltre evidente come la distribuzione delle ve-

locità assuma un andamento qualitativamente più simile ai dati sperimentali. Questo 

non accade con il modello 2DVF le cui velocità tendono ad allontanarsi dai risultati 

sperimentali all’aumentare della portata. 

 

Figura 39 - Valori di RMSE, ottenuti dai modelli numerici ISWE e 2DVF, per confronto con le 

velocità misurate nel punto di misura 3 

Dai valori di RMSE è quindi possibile confermare la migliore stima delle velocità e 

quantificare l’errore commesso. 
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6  

CONCLUSIONI E SVILUPPI FUTURI 

6.1 CONCLUSIONI 

Le analisi svolte confermano l'importanza di tenere in considerazione gli effetti geo-

metrici della topografia del fondo e l’impossibilità di poter confondere la normale al 

fondo con la verticale nel caso di fondi a forte pendenza, in particolare per le appli-

cazioni reali, dove i fluidi si muovono su terreni generalmente accidentati, come ac-

cade, ad esempio, nelle aree montuose. 

La presenza delle curvature di fondo inoltre modifica sensibilmente la risposta dei 

modelli numerici. 

Nel piano inclinato, dove le curvature sono nulle, la differenza tra i modelli ISWE e 

2DVF in termini di velocità (Figura 30) e tiranti (Figura 24) è poco significativa, 

questo è dovuto al fatto che la pendenza utilizzata, pur essendo di modesta entità non 

è ancora sufficiente al fine di mettere in luce le differenze di una diversa integrazione 

(Figura 23). Nella superficie tridimensionale invece, dove sono presenti lievi curva-

ture, il nuovo modello ISWE ha un rendimento migliore, sia dal punto di vista quan-

titativo che qualitativo, rispetto ad un classico solutore delle SWE se confrontiamo le 

velocità (Figura 38), mentre per quanto riguarda i tiranti (Figura 33) non vi sono 

grandi differenze dal punto di vista quantitativo. 
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Il nuovo modello numerico basato sulle ISWE presenta delle limitazioni relative ai 

tiranti che si vengono a sviluppare su superfici curvilinee, questo infatti non può es-

sere troppo elevato, in quanto le normali lungo cui è integrata la soluzione non devo-

no intersecarsi (Figura 1) al fine di giungere ad una soluzione corretta. Queste limita-

zioni si risolverebbero implementando un percorso di integrazione ottimale, il per-

corso cross-flow. 

L’obiettivo per cui è stato sviluppato questo nuovo modello, ossia tenere in conside-

razione la geometria del fondo entra quindi in contrasto con la limitazione sopra 

esposta quando si fa riferimento a geometrie che presentano una concavità accentua-

ta. 

Questo solutore risulta in ogni caso più preciso e fornisce una soluzione più vicina 

alla realtà in tutti quei casi di moto supercritico su fondi a forte pendenza (Figura 25) 

o con zone a curvatura convessa, in cui la distribuzione delle pressioni in direzione 

normale alla superficie del fondo non può essere più confusa con la verticale. 

Esempi applicativi in questi campi sono: scivoli di dighe, sfioratori, collettori a forte 

pendenza. 

In merito all’approssimazione diffusiva, come già ribadito in precedenza, le sempli-

ficazioni introdotte sono estremamente forti, in particolare nel caso di geometrie di 

fondo curvilinee. I risultati ottenuti nel piano inclinato in esame confermano però la 

possibilità di utilizzare ancora questa approssimazione senza commettere grandi erro-

ri. 

Alcune delle problematiche riscontrate nell’utilizzo del nuovo modello riguardano la 

sua sensibilità alla variazione delle condizioni al contorno applicate, con riferimento 

particolare alla condizione iniziale e al parametro di CFL. 

Il modello attualmente non è ottimizzato con un algoritmo adattivo che gli consenta 

di modificare il passo di integrazione temporale al variare della dimensione degli 

elementi. 

Nel nuovo modello numerico al momento non è possibile definire i soli tiranti come 

condizione di bordo e questo complica la definizione delle boundary conditions e 

comporta la possibilità di commettere errori nella definizione delle portate. Conside-

rando la notevole sensibilità del modello alle condizioni al contorno questo risulta 

essere un difetto non trascurabile. 
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In questo lavoro sono state utilizzate formule esplicite per descrivere la geometria 

delle superfici, così da ottenere il calcolo esatto del tensore metrico, in quanto queste 

sono state create appositamente per evitare ulteriori errori dati dall’approssimazione 

della geometria. 

6.2 SVILUPPI FUTURI 

La ricerca futura si concentrerà sullo studio degli aspetti critici precedentemente cita-

ti al fine di realizzare un modello numerico stabile e robusto, che possa in futuro con-

tribuire a simulazioni più accurate dei flussi geofisici. Nel prossimo futuro meritano 

quindi attenzione anche gli effetti geometrici della topografia sui letti formati da se-

dimenti erodibili e, quindi, di natura mobile. 

L’applicazione del modello a casi di geometrie costruite a partire da dati reali, come 

mappe altimetriche digitali (DTM), e dunque senza dover definire delle formule 

esplicite per descrivere la geometria delle superfici, è già in fase di studio. Questo 

consentirà in futuro di analizzare la propagazione di onde di piena reali, con partico-

lare riferimento ai bacini montani, e confrontare ancora una volta i risultati con un 

classico solutore delle SWE. Con semplici modifiche al codice sarà inoltre possibile 

definire una variazione spaziale del parametro 𝐾𝑠, al momento non implementata. 

Nel prossimo futuro infine lo sviluppo dovrà concentrarsi anche sulla implementa-

zione delle condizioni al contorno adatte all’analisi delle condizioni di moto vario, 

con particolare riferimento alla condizione di dam break. Al momento le simulazioni 

non risultano infatti attendibili, poiché non è possibile descrivere correttamente il 

processo impulsivo mediante l’utilizzo dell’attuale modello, risultano pertanto neces-

sari degli approfondimenti in questa direzione. Si mostrano in Appendice i risultati 

sperimentali, i quali potrebbero essere utili ad un confronto, non appena le limitazio-

ni del modello saranno superate. 
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APPENDICE 

In questa appendice, vengono presentati i risultati ottenuti delle analisi sperimentali 

condotte per studiare il fenomeno del dam break sulla superficie tridimensionale ap-

positamente modellata per lo studio in oggetto. Tali esperimenti sono stati ideati con 

l'obiettivo di investigare anche in condizione di moto vario le differenze tra i diversi 

solutori e valutare la dipendenza della soluzione dalla geometria del fondo. L'appli-

cazione dei modelli numerici si è rivelata però non adatta per i limiti che ancora ca-

ratterizzano i modelli stessi, con particolare riferimento alle condizioni di input. Per-

tanto, si presentano di seguito esclusivamente i dati sperimentali raccolti, i quali po-

tranno risultare utili per il proseguimento della ricerca. 

Le prove sono state eseguite con diversi carichi idraulici a monte della paratoia, que-

sti sono 0,28 m, 0,31 m, 0,34 m, 0,37 m e 0,40 m. Per ognuna di esse si riportano di 

seguito le misure di tirante nel tempo ottenute dalle sonde 2 e 3 rispettivamente poste 

immediatamente a monte della paratoia e al centro della superficie tridimensionale, 

come mostrato in Figura 13. 

Il segnale è stato adeguatamente filtrato al fine di eliminare il rumore e ottenere dati 

più chiari. 
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Si può notare come la decrescita del livello non sia costante ma siano presenti dei 

picchi, separati dallo stesso intervallo temporale. Questi sono dovuti alla riflessione 

dell’onda negativa, che si viene a generare dall’apertura istantanea della paratoia, 

avente direzione di propagazione inversa a quella del moto. 
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In quest’ultima simulazione è evidente la perdita di segnale che caratterizza la sonda 

3 nei primi istanti del passaggio dell’onda. 

In conclusione si riportano anche i dati sperimentali che riguardano le velocità, misu-

rate con ADV nel punto di misura 3 (vedi Figura 32). Il segnale risulta essere molto 

rumoroso, motivo per cui è stato scelto di sovrapporre il risultato ottenuto 

dall’applicazione di un filtro mediano. 
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