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Sommario

La presente tesi si concentra sullo studio di algoritmi per il calcolo dei cam-
mini per l’instradamento dei messaggi in reti di telecomunicazioni, quale la
rete Internet. In particolare, la struttura della rete e dei nodi costituenti è
modellata tramite grafi caratterizzati da archi per la connessione dei nodi
(anche detti “host”) e dei loro costi di attraversamento. L’obiettivo consiste
nell’ottimizzare la comunicazione di più host connessi in una struttura a gra-
fo, rimanendo fedeli alle caratteristiche della rete. Il contesto, quindi, è quello
di una rete multi-hop, dove gli host inoltrano i messaggi di nodo in nodo,
fino al raggiungimento della destinazione. Gli algoritmi studiati in questo
elaborato di tesi considerano il caso multi-commodity, che corrisponde allo
scenario in cui più sorgenti e destinazioni utilizzano la rete e ne condividono
le risorse. In questo caso, gli algoritmi di instradamento devono considerare
la presenza di diversi flussi e suddividere opportunamente le risorse di comu-
nicazione disponibili (l’utilizzo degli archi del grafo) in modo da minimizzare
una certa funzione costo. Per risolvere questo problema, sono stati imple-
mentati diversi algoritmi, ciascuno con caratteristiche e prestazioni differenti,
basati su due differenti modelli di funzione di costo (lineare e quadratica).
Gli algoritmi sono stati implementati nel linguaggio Python, generando pri-
ma di tutto il grafo della rete, con i relativi nodi e archi, e modellando le
richieste che, se possibile, verranno soddisfatte dagli algoritmi sopra citati.
Successivamente, gli algoritmi proposti verranno confrontati, analizzandone
le proprietà, da cui ne derivano pro e contro.
Il lavoro è suddiviso diversi capitoli: dapprima viene presentato il modello
del problema, successivamente si affronta la spiegazione degli algoritmi, con-
cludendo con l’analisi dei risultati ottenuti in diversi scenari di test e alcune
possibili estensioni future. I risultati confermano l’attualità del problema e
l’utilità di approcci differenziati per scenari di rete diversi.
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Capitolo 1

Introduzione

1.1 Contesto e rilevanza pratica

Negli ultimi anni, con il continuo accrescere di dispositivi interconnessi in

rete che necessitano di comunicare tra loro, lo sviluppo di tecniche mirate

all’ottimizzazione dell’instradamento di flussi di dati nella rete Internet è

diventato cruciale. Nel presente lavoro di tesi, si pone l’attenzione sulle reti

multi-salto (anche dette multi-hop), in cui i dati attraversano una serie di

nodi intermedi, prima di arrivare a destinazione. La scelta è determinata dal

fatto che questo modello costituisce la struttura portante della rete Internet,

dove, per ottimizzare la comunicazione, non è sufficiente trovare il percorso

più breve che colleghi una sorgente con la rispettiva destinazione, bensì la

scelta può essere influenzata, come in questo lavoro, da ulteriori aspetti quali:

la capacità massima di ciascun collegamento (detto anche arco o link), i

ritardi di trasmissione legati al cammino scelto e la condivisione della stessa

rete da parte di più richieste. Nasce quindi il multi-commodity flow problem,

1



2 CAPITOLO 1. INTRODUZIONE

in cui differenti flussi di dati condividono le stesse risorse. Si tratta di risolvere

un problema legato al mondo dell’informatica e delle telecomunicazioni, in

modo da rendere più efficiente possibile la comunicazione tra i dispositivi,

rispettando i vincoli imposti dal modello. Per esempio, le capacità dei link

non possono essere mai superate dai flussi che li attraversano.

1.2 Obiettivi della tesi

L’obiettivo principale di questo lavoro riguarda lo sviluppo e l’analisi di al-

goritmi che mirano all’ottimizzazione dell’instradamento di flussi di dati in

reti multi-salto e multi-commodity. A tale scopo, è stato implementato un

simulatore nel linguaggio Python, atraendo la rete tramite strutture a grafo.

In questo simulatore, sono stati successivamente implementati algoritmi di

natura differente, testati mediante l’utilizzo di diverse topologie di reti, in

modo da garantire una valutazione dettagliata del problema e delle relative

soluzioni.

Gli obiettivi specifici sono:

• Formalizzare il problema attraverso un modello matematico;

• Implementare algoritmi di natura differente;

• Sviluppare un ambiente simulativo per la valutazione sperimentale delle

prestazioni degli algoritmi sviluppati;
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• Analizzare i risultati ottenuti in termini di costo, percentuale di soddi-

sfazione delle richieste e tempi di esecuzione degli algoritmi proposti,

discutendo i punti di forza e i limiti dei vari approcci.

1.3 Stato dell’arte

Lo studio effettuato per questo lavoro prende come riferimento il libro In-

troduction to Algorithms (Cormen, Leiserson, Rivest, Stein) [1]. Quest’ul-

timo fornisce una base teorica per il problema di instradamento dei flussi

di dati in reti rappresentate come grafi, analizzando nel dettaglio il caso di

single-commodity (singlo coppia sorgente e destinazione) su cui si sviluppa

il problema di maximum flow. Per affrontare scenari più complessi, in cui

più flussi coesistono contemporaneamente nella stessa rete, è adottato il li-

bro Data Networks (Bertsekas, Gallager) [2]. Questo infatti presenta modelli

per il caso multi-commodity, analizzando il problema da un punto di vista

matematico e tramite la spiegazione di algoritmi complessi, che puntano alla

convergenza verso una soluzione ottima globale. Tuttavia, viene citata anche

l’importanza degli approcci euristici, i quali non convergono sempre all’otti-

mo, ma trovano una soluzione in tempi ridotti rispetto agli algoritmi ottimi.

Accanto ai testi fondamentali utilizzati come base di studio, è opportuno se-

gnalare alcuni contributi che testimoniano come il problema rimanga tuttora

un ambito attivo di ricerca, date le sue applicazioni in contesti attuali. Per

un approfondimento, si riferisce il lettore alle seguenti fonti:

• Boyd et al., A primal-dual method for multicommodity flows (Stanford,

2007), che presenta un approccio basato su metodi primal-dual [3];
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• Mattioli et al., Recent advances in multicommodity flow problems (Sprin-

ger, 2020), che offre una panoramica sugli sviluppi più moderni [4];

• Ahuja et al., Network Flows (ACM, 1993), che costituisce un testo

classico e di riferimento generale sulle reti di flusso [5].

1.4 Struttura del documento

La tesi è organizzata come segue:

Capitolo 2 - Modello del sistema : offre una panoramica sulla natura

teorica del problema, in cui si definiscono i concetti di rete e grafo,

fornendo un’introduzione al problema di flusso e cammino minimo.

Capitolo 3 - Algoritmi di risoluzione : propone la struttura dei diversi

algoritmi utilizzati, organizzati in base alla funzione di costo che mirano

a ottimizzare. Per ciascun algoritmo, si analizzano lo pseudocodice e

una spiegazione discorsiva del funzionamento.

Capitolo 4 - Analisi delle prestazioni : espone i risultati dei test effet-

tuati, visualizzandoli tramite tabelle e grafici degli algoritmi utilizzati

e un’analisi dettagliata per ciascuno di essi.

Capitolo 5 - Conclusioni : riassume il lavoro svolto e fornisce spunti per

implementazioni future.



Capitolo 2

Modello del sistema

2.1 Scenario di riferimento

Per analizzare nel dettaglio il funzionamento di una rete multi-hop, è pos-

sibile ricorrere a un modello a grafo orientato. In tale rappresentazione, i

nodi sono associati agli apparati o ai dispositivi di rete come, per esempio,

router, switch o pc. Invece gli archi corrispondono ai collegamenti fisici o

logici, tali da garantire il collegamento tra nodi e il conseguente trasferimen-

to delle informazioni. Questi ultimi differiscono per le loro caratteristiche:

ciascun arco, infatti, presenta due parametri fondamentali, quali la capacità

e il ritardo, che influenzano direttamente le prestazioni della rete. Tramite la

modellazione a grafo, quindi, il problema può essere tradotto in un modello

matematico ben definito, dove le richieste tra le diverse sorgenti e destinazio-

ni, le cosiddette “commodity”, devono essere soddisfatte rispettando vincoli

di capacità e minimizzando opportuni costi. In questo modo, uno scena-

rio reale, caratterizzato da nodi e collegamenti, diventa trattabile attraverso

5
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strumenti analitici e algoritmici.

2.2 Definizione a grafo della rete

Il grafo orientato, che rappresenta la rete in analisi, puó essere definito come:

G = (V,E), dove:

• V è l’insieme dei nodi

• E ⊆ V × V è l’insieme degli archi orientati

2.2.1 Nodi e archi

I nodi v ∈ V costituiscono i punti attraverso cui i flussi di dati entrano,

transitano ed escono dalla rete. Infatti, si distinguono in:

• Nodo sorgente (sw ∈ V ): gli apparati che generano i flussi;

• Nodo intermedio (v ∈ V \ {sw, tw}): tipicamente router, con lo scopo

di instradare flussi lungo il cammino;

• Nodo destinazione (tw ∈ V ): il punto in cui il flusso termina.

Gli archi (u, v) ∈ E modellano i collegamenti orientati tra nodi, assumendo

che:

• (u, v) rappresenta un arco orientato dal nodo u al nodo v;

• Non esistono archi bidirezionali nello stesso tempo;

• Non esistono self-loop, ovvero collegamenti di un nodo con se stesso;
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• ∀(u, v) /∈ E, si assume capacità nulla cap(u, v) = 0 e ritardo nullo

delay(u, v) = 0.

2.2.2 Capacità e ritardi

Ad ogni arco (u, v) sono associati due parametri fondamentali:

• Capacità cap(u, v) ≥ 0: la quantità massima di flusso che può attra-

versare l’arco;

• Ritardo delay(u, v) ≥ 0: il tempo necessario alla trasmissione del

flusso attraverso l’arco.

2.2.3 Flusso e commodities

Si definisce flusso la quantità di informazione trasmessa lungo ogni arco. For-

malmente, è indicato come fk(u, v), con k commodities. Il flusso totale che

attraversa l’arco u→ v, quindi, è dato da:

F (u, v) =
∑

k∈K|k passa per (u,v)

fk(u, v), ∀(u, v) ∈ E.

Si definisce K l’insieme di tutte le commodities k, dove ogni elemento k ∈ K

è formalmente descritto dalla tripla (sk, tk, dk). In questo contesto, dk rap-

presenta la quantità di flusso che ciascuna commodity desidera inoltrare dalla

propria sorgente sk alla propria destinazione tk.

Le decisioni prese per ciascun flusso, influenzano le possibilità degli altri:

nasce così la necessità di un’ottimizzazione, che garantisca una corretta par-
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tizione della quantità instradata all’interno della rete. Perchè il modello

risulti consistente, si applicano alcune condizioni fondamentali ai flussi:

• Vincolo di capacità: in ogni (u, v) ∈ E, la somma dei flussi del-

le diverse commodities non può violare la capacità massima dell’arco

stesso.

F (u, v) ≤ cap(u, v), ∀(u, v) ∈ E.

• Vincolo di conservazione: per ogni v ∈ V , diverso dalla sorgente e

dalla destinazione di una commodity k, la quantità di flusso entrante

deve essere uguale a quella uscente.

∑
u∈V

fk(u, v)−
∑
w∈V

fk(v, w) = 0, ∀k ∈ K, v ∈ V \ {sk, tk}.

• Vincolo di domanda: la quantità di flusso che forma la richiesta di

ciascuna commodity k deve essere la stessa consumata a destinazione.

∑
(sk,u)∈E

fk(sk, u) =
∑

(v,tk)∈E

fk(v, tk) = dk, ∀k ∈ K.

• Non negatività: su ogni (u, v) ∈ E, il flusso di ciascuna commodity

k non può mai essere negativo.

fk(u, v) ≥ 0, ∀(u, v) ∈ E, ∀k ∈ K.



2.3. FUNZIONI DI COSTO 9

2.3 Funzioni di costo

Un aspetto cruciale per la modellazione del problema riguarda la definizione

di una funzione di costo associata ad ogni arco della rete. Grazie ad essa, è

possibile attribuire un valore alle possibili soluzioni di instradamento, renden-

do confrontabili approcci diversi. In questo modello, si è scelto di adottare

due diverse formulazioni: una lineare e una quadratica

2.3.1 Funzione lineare

La prima formulazione, utilizzata esclusivamente da algoritmi euristici, as-

socia a ciascun arco (u, v) un costo che dipende da due fattori: la capacità

cap(u, v) e il ritardo delay(u, v). La funzione viene definita come:

γ(u, v) = αdelay(u, v) + β
1

cap(u, v)
,

dove α e β sono due pesi non-negativi atti a bilanciare l’importanza relativa

di ritardo e capacità. Il costo complessivo della rete è quindi:

Clin =
∑

(u,v)∈E

F (u, v) γ(u, v).

L’obiettivo è quello di minimizzare il costo complessivo della rete: tramite

questa formulazione, si può evidenziare che le decisioni prese dagli algoritmi

sono direttamente influenzate dai parametri della funzione. Infatti, si sceglie-

rà un arco in cui il ritardo sia il più piccolo possibile, ma allo stesso tempo

che abbia maggiore capacità possibile, sempre rispettando i vincoli imposti.

Questo approccio mantiene il modello semplice e computazionalmente legge-
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ro, risultando adatto ad algoritmi euristici veloci, pur senza necessariamente

garantire il raggiungimento dell’ottimo globale.

2.3.2 Funzione quadratica

La seconda formulazione considera, invece, un costo quadratico nel flusso.

Per ogni (u, v) ∈ E, si definisce:

φ(F ) = a(u, v) · F (u, v) + d(u, v) · (F (u, v))2

dove:

• a(u, v) rappresenta la componente lineare del costo, legata alla latenza

o al "peso base" dell’arco; nei test si è imposto a(u, v) = delay(u, v).

• d(u, v) misura quanto rapidamente il costo cresce con il flusso, permet-

tendo di stabilire la sensibilità alla congestione.

Il costo complessivo della rete è quindi:

Cquad =
∑

(u,v)∈E

φ(F (u, v)).

L’obiettivo, anche in questo tipo di formulazione, è quello di minimizzare il

costo complessivo della rete, considerando, ora, una componente lineare e una

quadratica. Infatti, il termine auv ·F (u, v) rappresenta la parte proporzionale

al traffico dovuto alla latenza di base dell’arco (u, v), mentre duv · (F (u, v))2

introduce l’effetto della congestione. Questo porterà gli algoritmi a prende-
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re una decisione in grado di bilanciare la quantità di flusso da instradare,

penalizzando gli archi vicini alla saturazione.



12 CAPITOLO 2. MODELLO DEL SISTEMA



Capitolo 3

Algoritmi di risoluzione

In questo capitolo vengono presentati gli algoritmi utilizzati per affrontare

il problema di instradamento multi-commodity descritto nel modello prece-

dente. Per ciascun algoritmo viene fornita una descrizione del principio di

funzionamento e lo pseudocodice corrispondente, così da evidenziarne sia le

caratteristiche sia la struttura.

3.1 Algoritmi basati su funzione di costo linea-

re

Per la realizzazione di questi algoritmi, vengono utilizzate due variabili di

bilanciamento, che permettono di modulare l’importanza dei parametri as-

sociati agli archi:

• α: controlla il peso attribuito al ritardo delay(u, v);

• β: influisce sul contributo della capacità cap(u, v).

13
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Questi parametri sono molto importanti perchè permettono di creare scenari

di test differenti, considerando la stessa topologia di grafo.

3.1.1 Ideal shortest path

Spiegazione

L’algoritmo ideal shortest path funge da punto di riferimento per tutti gli

altri algoritmi. La sua logica, infatti, si basa sulla ricerca del cammino a

costo minimo per ogni commodity k, trascurando, però, qualsiasi vincolo di

capacità presente e la condivisione della stessa rete da parte di tutte le coppie

sorgente-destinazione. Adotta lo schema classico dell’algoritmo di Dijkstra:

per ogni nodo della rete si mantiene un valore di costo, che rappresenta la

distanza minima stimata dalla sorgente, e un nodo predecessore, che indica

da quale vertice si è raggiunto quello corrente. Inizialmente, il costo della

sorgente sk viene posto a zero, mentre tutti gli altri nodi hanno costo iniziale

pari a +∞. Procedendo, si seleziona il nodo con costo minimo e si rilassano i

suoi archi uscenti: se passando attraverso di esso si ottiene un costo inferiore

per un vicino, tale valore viene aggiornato insieme al relativo predecessore.

Questo processo si ripete fino a raggiungere la destinazione tk, momento in cui

il cammino ottimo può essere ricostruito risalendo la catena dei predecessori

dal nodo di arrivo fino alla sorgente. In questo modo, per ciascuna commodity

k = (sk, tk, dk) si individua un percorso a costo minimo secondo la funzione

lineare definita in precedenza. Pur non rispettando le condizioni imposte

dai vincoli di capacità, l’ideal shortest path è utilizzato per valutare quanto

i successivi algoritmi si avvicinino alla soluzione teoricamente ottima.
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Pseudocodice

Algorithm 1 IDEAL_SHORTEST_PATHS(G = (V,E), K, α, β)
1: C ← 0 ▷ costo totale
2: P ← ∅ ▷ cammini trovati: P [k] per ogni commodity k
3: for ogni k = (sk, tk, dk) ∈ K do
4: for ogni v ∈ V do
5: dist[v]← +∞; pred[v]←⊥
6: end for
7: dist[sk]← 0; Q← {sk}
8: while Q ̸= ∅ do
9: u← argminx∈Q dist[x]; Q← Q \ {u}

10: for ogni (u, v) ∈ E con cap(u, v) > 0 do
11: w ← α · delay(u, v) + β/cap(u, v)
12: if dist[u] + w < dist[v] then
13: dist[v]← dist[u] + w
14: pred[v]← u
15: Q← Q ∪ {v}
16: end if
17: end for
18: end while
19: if pred[tk] =⊥ then
20: P [k]← None ▷ nessun cammino trovato
21: else
22: path← ricostruisci da tk a sk tramite pred
23: P [k]← path
24: path_cost←

∑
(u,v)∈path

(
α · delay(u, v) + β/cap(u, v)

)
25: C ← C + dk · path_cost
26: end if
27: end for
28: return (P,C)

3.1.2 Algoritmo shortest path con candidati

Spiegazione

L’algoritmo shortest path con candidati rappresenta una prima estensione

realistica dell’ideal shortest path, poichè introduce esplicitamente il vincolo
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di capacità sugli archi della rete. Per ciascuna commodity k = (sk, tk, dk),

l’idea di base è trovare un cammino a costo minimo secondo la funzione li-

neare, limitando, però, la scelta ai soli archi che possiedono capacità residua

sufficiente a trasportare l’intera domanda dk. Il procedimento segue il me-

todo di Dijkstra [6]: ad ogni nodo è associato un costo pari a +∞, tranne

che per la sorgente, dove il costo è zero. Inoltre gli viene attribuito un pre-

decessore, che consente di ricostruire il cammino ottimo una volta raggiunta

la destinazione. I nodi vengono esplorati progressivamente partendo da un

insieme di candidati, aggiornando i costi dei vicini quando si trova un cam-

mino più conveniente. A differenza dell’algoritmo ideale, però, un arco (u, v)

viene preso in considerazione solo se la sua capacità residua è almeno pari alla

domanda della commodity che si sta allocando. Se la destinazione tk viene

raggiunta, il cammino viene ricostruito risalendo i predecessori, le capacità

residue degli archi vengono ridotte di dk, e il costo complessivo aggiornato

di conseguenza. Nel caso in cui non sia possibile soddisfare la richiesta, la

commodity viene marcata come insoddisfatta. Questo approccio mantiene

la semplicità e l’efficienza tipiche dell’algoritmo di Dijkstra, ma garantisce

anche il rispetto dei vincoli di capacità. Un aspetto caratteristico è che l’in-

sieme dei nodi candidati viene aggiornato dinamicamente durante la ricerca:

ciò lo distingue da altre varianti, come lo shortest path senza candidati, dove

il processo di rilassamento avviene in maniera più sistematica.
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Pseudocodice

Algorithm 2 SHORTEST_WITH_CANDIDATES(G = (V,E), K, α, β)
1: C ← 0 ▷ costo totale
2: P ← ∅ ▷ cammini trovati
3: for ogni k = (sk, tk, dk) ∈ K do
4: for ogni v ∈ V do
5: dist[v]← +∞; pred[v]←⊥
6: end for
7: dist[sk]← 0; Q← {sk}
8: while Q ̸= ∅ do
9: u← argminx∈Q dist[x]; Q← Q \ {u}

10: for ogni (u, v) ∈ E con cap(u, v) ≥ dk do
11: w ← α · delay(u, v) + β/cap(u, v)
12: if dist[u] + w < dist[v] then
13: dist[v]← dist[u] + w
14: pred[v]← u
15: Q← Q ∪ {v}
16: end if
17: end for
18: end while
19: if pred[tk] =⊥ then
20: P [k]← None ▷ nessun cammino trovato
21: else
22: path← ricostruisci da tk a sk tramite pred
23: P [k]← path
24: path_cost←

∑
(u,v)∈path α · delay(u, v) + β/cap(u, v)

25: C ← C + dk · path_cost
26: for ogni (u, v) ∈ path do
27: cap(u, v)← cap(u, v)− dk ▷ aggiorno capacità residua
28: end for
29: end if
30: end for
31: return (P,C)
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3.1.3 Variante shortest path senza candidati

Spiegazione

L’algoritmo shortest without candidates calcola, per ogni commodity k, un

cammino a costo minimo con la stessa metrica lineare (α · delay + β/cap)

e con lo stesso vincolo locale di capacità (cap(u, v) ≥ dk), ma senza mante-

nere un insieme di candidati. Invece di estrarre ogni volta il nodo col costo

minimo (stile Dijkstra), procede per passate successive su tutti i nodi e su

tutti gli archi uscenti (schema tipo Bellman-Ford a numero di iterazioni pre-

fissato). Ad ogni step "propaga" i costi: se passando da u a v si ottiene

un valore migliore, aggiorna dist[v] e pred[v]. Se una passata non produce

aggiornamenti, termina in arresto anticipato. Raggiunta la destinazione, ri-

costruisce il cammino dai predecessori, scala la capacità residua sugli archi

del percorso e accumula il costo totale come nel metodo con candidati. Come

evidenziato, a differenza del shortest path con candidati, non necessita della

struttura dei candidati: scorre tutti i nodi dell’intero grafo in sequenza per

al più max iter iterazioni. Questo lo rende più adattabile, in quanto even-

tuali cambiamenti della rete vengono recepiti ad ogni step, ricalcolando il

cammino se necessario. D’altra parte, la mancata scelta mirata dei nodi può

portare ad un maggior numero di aggiornamenti ridondanti, con un impatto

sulle prestazioni.
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Pseudocodice

Algorithm 3 SHORTEST_WITHOUT_CANDIDATES(G = (V,E),
K, α, β)
1: C ← 0 ▷ costo totale
2: P ← ∅ ▷ cammini trovati: P [k] per ogni commodity k
3: for ogni k = (sk, tk, dk) ∈ K do
4: for ogni v ∈ V do
5: dist[v]← +∞; pred[v]←⊥
6: end for
7: dist[sk]← 0; max_iter ← |V | − 1
8: for it← 1 to max_iter do
9: changed← False

10: for ogni u ∈ V do
11: if dist[u] = +∞ then
12: continue
13: end if
14: for ogni (u, v) ∈ E do
15: if cap(u, v) < dk then
16: continue
17: end if
18: w ← α · delay(u, v) + β/cap(u, v)
19: if dist[u] + w < dist[v] then
20: dist[v]← dist[u] + w
21: pred[v]← u
22: changed← True
23: end if
24: end for
25: end for
26: if not changed then
27: break
28: end if
29: end for
30: if pred[tk] =⊥ then
31: P [k]← None ▷ nessun cammino trovato
32: else
33: path← ricostruisci da tk a sk tramite pred
34: P [k]← path
35: path_cost←

∑
(u,v)∈path

(
α · delay(u, v) + β/cap(u, v)

)
36: C ← C + dk · path_cost
37: for ogni (u, v) ∈ path do
38: cap(u, v)← cap(u, v)− dk ▷ aggiorno capacità residua
39: end for
40: end if
41: end for
42: return (P,C)
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3.1.4 Algoritmo interleaved path routing

Spiegazione

L’algoritmo interleaved routing si differenzia dai precedenti perchè costruisce

i cammini delle diverse commodity facendole avanzare progressivamente in

parallelo lungo la rete. In questo modo, le scelte di una commodity influi-

scono immediatamente sulle possibilità delle altre, poichè la capacità residua

degli archi viene aggiornata man mano che questi vengono utilizzati. Per

ogni commodity k = (sk, tk, dk), al nodo corrente vengono esaminati soltanto

gli archi adiacenti, scegliendo il migliore localmente. Inoltre, ciascun arco

ha un costo definito attraverso la funzione lineare, che può essere ulterior-

mente modificato da un sistema di penalità, introdotto per scoraggiare il

riutilizzo di collegamenti già tentati in precedenza che non hanno portato a

destinazione o che hanno portato ad archi saturi. Quando, invece, un arco

porta direttamente alla destinazione, il suo costo viene ridotto tramite un

bonus, così da favorire la chiusura rapida del percorso. Se per una commodi-

ty non è disponibile alcun arco percorribile, l’algoritmo esegue un rollback: il

cammino parziale costruito fino a quel momento viene annullato, le capacità

utilizzate vengono ripristinate e le penalità sugli archi già provati vengono

incrementate di un fattore penalty factor. La commodity viene quindi ripor-

tata alla sorgente e può riprovare a cercare un cammino alternativo. Questo

processo può ripetersi fino a un numero massimo di tentativi (max retry):

oltre tale soglia, la commodity viene considerata non soddisfatta e non pro-

segue più la ricerca. Il risultato finale è un insieme di cammini, uno per

ciascuna commodity che è riuscita a raggiungere la propria destinazione, e
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un costo totale pari alla somma dei contributi dei singoli archi effettivamen-

te utilizzati. A differenza degli algoritmi basati su shortest path, in questo

caso il costo globale non cresce in maniera monotona: a causa dei rollback,

può subire anche diminuzioni, riflettendo l’annullamento di percorsi parziali

non validi. Questa strategia introduce un comportamento più "dinamico":

le scelte di instradamento non avvengono in blocco, come negli algoritmi

shortest path che aggiornano e confrontano i costi su tutto il grafo per indi-

viduare un cammino minimo, ma sono prese localmente passo dopo passo,

considerando soltanto gli archi adiacenti al nodo corrente. La costruzione del

percorso avviene, quindi, in maniera incrementale e "alla cieca", senza una

visione preventiva del cammino completo. Le decisioni possono essere corret-

te nel tempo grazie al meccanismo di penalità e ripetizione, che consente di

abbandonare percorsi inefficaci e tentare alternative. Ciò rende l’algoritmo

adatto a scenari in cui le commodity competono direttamente per le stesse

risorse, pur senza garantire sempre una soluzione ottima, data la sua natura

euristica.
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Pseudocodice

Algorithm 4 INTERLEAVED_ROUTING(G = (V,E), K, α, β)
1: C ← 0 ▷ costo totale
2: P ← ∅ ▷ cammini per commodity
3: MAX_RETRY ← 15, penalty_factor ← 1.5, target_bonus← 0.8
4: for ogni k = (sk, tk, dk) ∈ K do
5: cur[k]← sk; P [k]← [sk]; V is[k]← ∅; tent[k]← 0; pcost[k]← 0
6: for ogni (u, v) ∈ E do Pen[k](u, v)← 1.0
7: end for
8: end for
9: while esiste k ∈ K con cur[k] ̸= tk do

10: for ogni k ∈ K do
11: if cur[k] = tk then continue
12: end if
13: u← cur[k]; Q← ∅
14: for ogni (u, v) ∈ E do
15: if cap(u, v) < dk or (u, v) ∈ V is[k] then continue
16: end if
17: base← α · delay(u, v) + β/cap(u, v)
18: cost← base · Pen[k](u, v)
19: if v = tk then cost← cost · target_bonus
20: end if
21: Q← Q ∪ {((u, v), cost)}
22: end for
23: if Q = ∅ then ▷ rollback
24: for i = 1 to |P [k]| − 1 do
25: (x, y)← (P [k][i− 1], P [k][i])
26: cap(x, y)← cap(x, y) + dk
27: if tent[k] < MAX_RETRY then Pen[k](x, y) ← Pen[k](x, y) ·

penalty_factor
28: end if
29: end for
30: C ← C − pcost[k]; pcost[k]← 0
31: if tent[k] < MAX_RETRY then
32: cur[k]← sk; P [k]← [sk]; V is[k]← ∅; tent[k]← tent[k] + 1
33: else
34: P [k]← None ▷ si interrompe questa commodity
35: end if
36: continue
37: end if
38: scegli ((u⋆, v⋆),_) ∈ Q con costo minimo
39: base← α · delay(u⋆, v⋆) + β/cap(u⋆, v⋆)
40: appendi v⋆ a P [k]; V is[k]← V is[k] ∪ {(u⋆, v⋆)}
41: cap(u⋆, v⋆)← cap(u⋆, v⋆)− dk
42: edge_cost← dk · base; C ← C + edge_cost; pcost[k]← pcost[k] + edge_cost
43: cur[k]← v⋆

44: if cur[k] = tk then
45: path← cammino costruito iterativamente (lista P [k])
46: P [k]← path
47: end if
48: end for
49: end while
50: return (P,C)
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3.1.5 Algoritmo con splitting dei flussi

Spiegazione

L’algoritmo splittable path rappresenta un’evoluzione rispetto agli approcci

basati su un singolo cammino per ogni commodity. La sua caratteristica di-

stintiva è la possibilità di suddividere la domanda su più percorsi, sfruttando

contemporaneamente archi diversi della rete. In questo modo, anche quando

nessun cammino singolo ha capacità sufficiente a soddisfare l’intera richie-

sta, la commodity può comunque raggiungere la destinazione ripartendo il

proprio flusso tra più soluzioni parziali.

Il funzionamento è il seguente: per ogni commodity k = (sk, tk, dk) si

cerca un cammino minimo, utilizzando la funzione lineare α · delay(u, v) +

β/cap(u, v) e scartando gli archi privi di capacità residua. Una volta indivi-

duato un cammino, si determina la capacità residua minima tra i suoi archi,

che rappresenta il limite superiore del flusso instradabile lungo quel percor-

so. La quantità effettivamente assegnata sarà pari al minimo tra tale valore

e la domanda ancora insoddisfatta della commodity. Le capacità residue

degli archi vengono quindi aggiornate e la domanda residua viene ridotta.

Se la richiesta non è ancora completamente soddisfatta, il processo si ripete

con la ricerca di un nuovo cammino, e così via fino a quando la commodity

raggiunge la destinazione oppure non esistono più percorsi utilizzabili.

Il risultato finale è costituito da un insieme di coppie (cammino, flusso)

che, nel complesso, soddisfano la domanda della commodity. Se invece la

capacità totale della rete non è sufficiente, la commodity viene marcata come

non soddisfatta.
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Questa strategia risulta particolarmente utile in scenari in cui la capacità

è distribuita su percorsi multipli e nessuno di essi, preso singolarmente, è

sufficiente. Rispetto agli algoritmi shortest path e interleaved, che impongono

un unico cammino per commodity, lo splittable path riesce quindi ad adattarsi

meglio a reti congestionate, sfruttando risorse parziali altrimenti inutilizzate.
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Pseudocodice

Algorithm 5 SPLITTABLE_PATH(G = (V,E), K, α, β)
1: C ← 0; P ← ∅
2: for ogni k = (sk, tk, dk) ∈ K do
3: temp_paths← ∅
4: partial_cost← 0
5: while dk > 0 do
6: dist[v]← +∞; pred[v]←⊥ ∀v ∈ V
7: dist[sk]← 0; Q← {sk}
8: while Q ̸= ∅ do
9: u← argminx∈Q dist[x]; Q← Q \ {u}

10: for ogni (u, v) ∈ E con cap(u, v) > 0 do
11: w ← α · delay(u, v) + β/cap(u, v)
12: if dist[u] + w < dist[v] then
13: dist[v]← dist[u] + w
14: pred[v]← u
15: Q← Q ∪ {v}
16: end if
17: end for
18: end while
19: if pred[tk] =⊥ then
20: P [k]← None; break
21: else
22: path← ricostruisci da tk a sk tramite pred
23: b← min{cap(u, v) : (u, v) ∈ path}
24: f ← min{b, dk}
25: temp_paths← temp_paths ∪ {(path, f)}
26: for ogni (u, v) ∈ path do
27: partial_cost ← partial_cost + f · (α · delay(u, v) +

β/cap(u, v))
28: cap(u, v)← cap(u, v)− f
29: end for
30: dk ← dk − f
31: end if
32: end while
33: if dk = 0 then
34: P [k]← temp_paths
35: C ← C + partial_cost
36: else
37: P [k]← None
38: end if
39: end for
40: return (P,C)
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3.2 Algoritmi basati su funzione di costo qua-

dratica

3.2.1 Flow deviation senza vincoli di capacità

Spiegazione

L’algoritmo di Flow Deviation [2] con funzione di costo quadratica si fonda

sull’idea di partire da una soluzione iniziale semplice, per poi deviare pro-

gressivamente i flussi verso configurazioni più convenienti alla luce dei costi

marginali. In una prima fase, per ogni commodity k = (sk, tk, dk) viene

individuato un cammino minimo considerando come pesi dei lati soltanto i

coefficienti lineari auv. Tutta la domanda dk viene instradata su tale cam-

mino, ottenendo così un primo vettore di flusso F = {Fuv}, che costituisce

lo stato corrente della rete. A partire da questa configurazione si calcola-

no i costi marginali: su ciascun arco (u, v) la funzione di costo è data da

Duv(Fuv) = auvFuv + duvF
2
uv, e quindi il costo marginale, cioè la derivata

rispetto al flusso, risulta D′
uv(Fuv) = auv + 2duvFuv. Questi valori marginali

rappresentano il "prezzo" incrementale nell’utilizzare ulteriormente un arco

e rappresentano i nuovi pesi su cui calcolare i cammini minimi. Instradan-

do di nuovo le domande sui percorsi determinati con tali pesi si costruisce

un vettore alternativo F̄ , che indica una possibile riallocazione del traffico.

A questo punto la direzione di spostamento è definita come ∆F = F̄ − F ,

che rappresenta la variazione da applicare ai flussi correnti per avvicinarsi

alla soluzione suggerita dai cammini marginali. Rimane da stabilire quanto

muoversi lungo questa direzione. Qui entra in gioco lo sviluppo di Tay-
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lor: poichè la funzione di costo è quadratica nei flussi, lo sviluppo al secon-

do ordine è esatto e non un’approssimazione. Su ciascun arco vale infatti

Dij(Fij + α∆Fij) = Dij(Fij) + αD′
ij(Fij)∆Fij +

α2

2
D′′

ij(Fij)(∆Fij)
2, e som-

mando su tutti gli archi si ottiene un polinomio quadratico in α. Derivando

questa sommatoria e imponendo la condizione di ottimalità del primo ordine,

si ricava il passo ottimale α⋆ = −
∑

(i,j) D
′
ij(Fij)∆Fij∑

(i,j) D
′′
ij(Fij)(∆Fij)2

, che viene poi proiettato

nell’intervallo [0, 1] per garantire la fattibilità. In questo modo, se α⋆ = 0 la

soluzione non viene modificata e si resta nello stato corrente, se α⋆ = 1 si

adotta interamente la configurazione basata sui cammini marginali, mentre

per valori intermedi si ottiene una combinazione convessa delle due soluzioni,

realizzando un compromesso tra stabilità e discesa del costo. Una volta scelto

α⋆, l’aggiornamento dei flussi avviene con la formula F ← (1−α⋆)F +α⋆F̄ ,

che rappresenta esattamente la transizione verso la nuova configurazione.

Dopo ogni aggiornamento, si calcola il costo totale e si confronta con quello

della fase precedente: se la variazione è sufficientemente piccola, l’algoritmo

si arresta, altrimenti il processo viene ripetuto. In questo modo, il metodo

procede iterativamente riducendo il costo a ogni passo, fino alla convergenza

ottimale.
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Pseudocodice

Algorithm 6 FLOW_DEVIATION_FW_NOCAP(G = (V,E), OD,
demand, a, d, max_iter, ϵ)
1: inizializza F , paths con cammini randomici fattibili (non ottimali),

ignorando le capacità
2: prev_cost←

∑
(u,v)∈E

(
auv Fuv + duv F

2
uv

)
3: for it← 1 to max_iter do
4: graduv ← auv + 2 duv Fuv per ogni (u, v) ∈ E
5: F bar

uv ← 0 per ogni (u, v); pathsbar ← ∅ ▷ direzione FW senza
capacità

6: for ogni w = (s, t) ∈ OD do
7: r ← demand[w]
8: if r ≤ 0 then
9: pathsbar[w]← []; continue

10: end if
11: p← cammino minimo su grad
12: if p = None then
13: pathsbar[w]← []; continue
14: end if
15: for ogni (u, v) ∈ p do F bar

uv ← F bar
uv + r

16: end for
17: pathsbar[w]← [(p, r)]
18: end for

19: α⋆ ← clip [0, 1]

−
∑

(u,v)∈E

(
F bar
uv − Fuv

)(
auv + 2duvFuv

)
∑

(u,v)∈E

2duv
(
F bar
uv − Fuv

)2
 ▷ calcolo

del passo ottimale
20: for ogni (u, v) ∈ E do Fuv ← Fuv + α⋆(F bar

uv − Fuv)
21: end for

//decomposizione cammini
22: for ogni w ∈ OD do
23: mescola vecchi cammini (peso 1− α⋆) e nuovi (peso α⋆)
24: end for
25: cost←

∑
(u,v) auvFuv + duvF

2
uv

26: if
∣∣∣∣cost− prev_cost

prev_cost

∣∣∣∣ < ϵ then break

27: end if
28: prev_cost← cost
29: end for
30: return cammini non nulli da paths



3.2. ALGORITMI BASATI SU FUNZIONE DI COSTO QUADRATICA29

3.2.2 Flow deviation con vincoli di capacità

Spiegazione

Nel caso in cui siano presenti vincoli di capacità sugli archi, l’algoritmo flow

deviation si differenzia dalla versione senza vincoli sia per la fase di inizializ-

zazione sia per la successiva determinazione del passo ammissibile α⋆. Infatti,

qui la costruzione dei cammini di partenza avviene già nel rispetto delle ca-

pacità residue degli archi: le prime soluzioni sono quindi fattibili, anche se

non ottimali, e restano coerenti con i vincoli della rete. La logica di base re-

sta invariata: a partire da questo stato iniziale, si calcolano i costi marginali

cuv(F ) = auv + 2duvFuv, (u, v) ∈ E, che rappresentano la derivata della fun-

zione di costo sull’arco rispetto al flusso. Su questi pesi marginali si ricercano

cammini minimi, per determinare un nuovo flusso candidato F̄ . La differenza

è che la ricerca del cammino minimo non avviene più sulla rete originale, ma

su una rete residua, in cui ogni arco ha capacità limitata dalla disponibilità

residua Cuv − Fuv. In questo modo si garantisce che il nuovo flusso proposto

F̄ sia già di per sè fattibile, cioè non superi le capacità sugli archi. Una

volta costruita la direzione di spostamento ∆F = F̄ −F, bisogna decidere di

quanto ci si può muovere lungo di essa. L’aggiornamento del flusso avviene

infatti con la regola F ← F + α⋆∆F, dove α⋆ ∈ [0, 1] è il parametro di

passo. Rispetto al caso senza vincoli, qui α⋆ non è scelto soltanto per ridurre

il costo, ma deve anche rispettare i limiti di capacità sugli archi. In partico-

lare, si osserva che per ogni arco con ∆Fuv > 0 la condizione di ammissibilità

è Fuv + αcap∆Fuv ≤ Cuv, che implica αcap ≤ Cuv−Fuv

∆Fuv
. Quindi il valore

massimo ammissibile è: αcap = min
{
1, min(u,v):∆Fuv>0

Cuv−Fuv

∆Fuv

}
. Ne segue
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che α⋆ è, quindi, calcolato come α⋆ = min{α̂, αcap}, dove α̂ è calcolato con la

stessa formula usata nel flow deviation senza vincoli per α⋆ e αcap è il passo

massimo compatibile con i vincoli di capacità. L’aggiornamento, quindi, sarà

uguale al flow deviation senza vincoli : F ← (1− α⋆)F + α⋆F̄ .
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Pseudocodice

Algorithm 7 FLOW_DEVIATION_FW(G = (V,E), OD, demand, a,
d, max_iter, ϵ)
1: inizializza F , paths con cammini randomici fattibili (non ottimali), rispettando le

capacità
2: prev_cost←

∑
(u,v)∈E

(
auv Fuv + duv F

2
uv

)
3: for it← 1 to max_iter do
4: graduv ← auv + 2 duv Fuv per ogni (u, v) ∈ E
5: F bar

uv ← 0 per ogni (u, v) ∈ E; pathsbar ← ∅ ▷ LMO fattibile: costruzione di
F bar su rete residua che rispetta le capacità

6: capresuv ← cap(u, v) per ogni (u, v) ∈ E
7: for ogni w = (s, t) ∈ OD do
8: r ← demand[w]; pushed← 0
9: while r − pushed > 0 do

10: p← cammino minimo su pesi grad con capresuv > 0
11: if p = None then break
12: end if
13: b← min{capresuv : (u, v) ∈ p}
14: f ← min{b, r − pushed}
15: for ogni (u, v) ∈ p do
16: F bar

uv ← F bar
uv + f ; capresuv ← capresuv − f

17: end for
18: pathsbar[w]← pathsbar[w] ∪ {(p, f)}; pushed← pushed+ f
19: end while
20: end for

//Calcolo del passo ottimale + clipping di capacità
21: num←

∑
(u,v)(F

bar
uv − Fuv) (auv + 2 duv Fuv)

22: den←
∑

(u,v) 2 duv (F
bar
uv − Fuv)

2

23: αhat ← clip[0,1](−num/den) (se den = 0, poni αhat ← 0)
24: αcap ← 1
25: for ogni (u, v) ∈ E con dFuv = F bar

uv − Fuv > 0 do
26: room← max{ cap(u, v)− Fuv, 0 }
27: αuv ← room/dFuv

28: αcap ← min(αcap, αuv)
29: end for
30: α⋆ ← min(αhat, αcap) ▷ Aggiornamento di F (con clamp numerico a [0, cap])
31: for ogni (u, v) ∈ E do
32: Fuv ← Fuv + α⋆ (F bar

uv − Fuv)
33: Fuv ← min{max{Fuv, 0}, cap(u, v) }
34: end for ▷ Decomposizione dei cammini (mix convesso vecchi/nuovi)
35: for ogni w ∈ OD do
36: combina paths[w] con peso (1 − α⋆) e pathsbar[w] con peso α⋆ (compatta

cammini uguali)
37: end for
38: cost←

∑
(u,v)

(
auvFuv + duvF

2
uv

)
39: if

∣∣∣∣cost− prev_cost

prev_cost

∣∣∣∣ < ϵ then break

40: end if
41: prev_cost← cost
42: end for
43: return cammini non nulli da paths
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3.2.3 Basic

Spiegazione

L’algoritmo basic [7] adotta una logica molto diversa rispetto agli algoritmi

precedenti: invece di ricercare a ogni passo un equilibrio globale tra le scelte

possibili, costruisce i cammini incrementando il flusso a blocchi di dimensione

prefissata ∆. L’idea è quella di procedere per approssimazioni successive: si

parte da blocchi molto grandi, così da ottenere rapidamente una struttura di

cammini di base, e poi si riduce progressivamente la granularità dimezzan-

do ∆, fino ad arrivare a blocchi molto piccoli che perfezionano la soluzione.

Inizialmente il flusso su ogni arco è nullo e la domanda residua di ogni com-

modity k coincide con la richiesta totale. Il valore iniziale di ∆ viene scelto

come una potenza di due maggiore o uguale alla domanda più grande: questo

assicura che, con una sequenza di dimezzamenti, si possa arrivare a soddisfa-

re qualunque richiesta fino a una precisione prefissata ε. Durante una fase

con ∆ fissato, l’algoritmo scorre tutte le commodity che hanno ancora una

quantità di traffico da instradare almeno pari a ∆. Per ciascuna di esse viene

calcolato un cammino minimo dalla sorgente alla destinazione, utilizzando

come pesi gli incrementi marginali di costo che si otterrebbero inviando ∆

unità addizionali di flusso sugli archi. In formule, il costo marginale associa-

to a un arco (u, v) è wuv = auv + 2 duv
(
Fuv + ∆

)
, che deriva direttamente

dalla derivata della funzione quadratica dei costi. In questo modo, ogni com-

modity sceglie il percorso che comporta l’aumento di costo più contenuto se

caricato di un blocco ∆. Una volta individuato il cammino, l’algoritmo vi

invia ∆ unità di flusso, aggiornando di conseguenza le variabili di traffico
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e riducendo la domanda residua della commodity. La fase prosegue finchè

non vi sono più commodity con domanda residua sufficiente a sostenere un

intero blocco ∆. A quel punto il passo viene dimezzato e l’intero processo

ricomincia: i cammini minimi vengono ricalcolati con i nuovi costi marginali

e il flusso aggiunto a blocchi via via più piccoli. La procedura termina quan-

do ∆ scende sotto la soglia ε, che stabilisce la precisione desiderata nella

soddisfazione delle domande. Il risultato finale è una collezione di cammini,

ciascuno con associato il flusso instradato, e un costo complessivo calcolato

sulla configurazione finale dei flussi. La logica di basic è quindi euristica: non

ricerca un bilanciamento ottimo tra tutte le possibili soluzioni, ma sceglie a

ogni fase i percorsi più convenienti in base al costo marginale corrente. L’ap-

proccio a riduzione progressiva di ∆ consente di costruire in modo rapido

una soluzione grossolana e di raffinarla progressivamente, ma non garanti-

sce l’ottimalità globale, restituendo comunque un risultato spesso efficace e

computazionalmente semplice da ottenere.
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Pseudocodice

Algorithm 8 BASIC(G = (V,E), K, a, d, ε)
1: F (e)← 0 ∀ e ∈ E
2: remaining[k]← dk ∀ k ∈ K
3: P ← ∅
4: ∆← 1
5: while ∆ < maxk∈K remaining[k] do
6: ∆← 2 ·∆
7: end while
8: while ∆ > ε do
9: pushed← false

10: repeat
11: pushed← false
12: for ogni k = (sk, tk, dk) ∈ K do
13: if remaining[k] ≥ ∆ then
14: w(u, v) ← deriv_cost

(
a(u, v), d(u, v), F (u, v) +

∆
)
∀(u, v) ∈ E

15: path← IDEAL_SHORTEST_PATH_FW(G, sk, tk, w)
16: if path ̸= None then
17: for ogni arco (u, v) consecutivo in path do
18: F (u, v)← F (u, v) + ∆
19: end for
20: P [k]← P [k] ∪ {(path,∆)}
21: remaining[k]← remaining[k]−∆
22: pushed← true
23: end if
24: end if
25: end for
26: until pushed = false
27: ∆← ∆/2
28: end while
29: return P



Capitolo 4

Analisi delle prestazioni

In questo capitolo vengono presentati i risultati su diverse topologie di grafo,

messi in evidenza da tabelle e grafici che descrivono l’andamento di ciascun

algoritmo. Successivamente, si propone un’analisi delle soluzioni, con alcune

considerazioni finali sulle implicazioni pratiche e possibili scenari applicativi.

35
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4.1 Risultati basati su funzione di costo lineare

4.1.1 Grafi piccoli
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Figura 4.1: Primo grafo piccolo
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Tabella con costi, soddisfazione e tempi di esecuzione

Algoritmo Costo Soddisfazione (%) Tempo (ms)

Ideal 26.92 100 0.1845
Interleaved 11.33 50 0.1086
Con candidati 11.33 50 0.0577
Senza candidati 11.33 50 0.0954
Splitting 34.67 100 0.1527

Tabella 4.1: Tabella delle prestazioni

Grafico costo-tempo

Figura 4.2: Grafo costo-tempo sul primo grafo piccolo.

Osservazioni sui risultati

Shortest Path con e senza candidati: i due approcci mostrano presta-

zioni identiche su questo grafo: basso costo (11.33), tempi molto ridotti e
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comportamento stabile. Tuttavia, soddisfano soltanto il 50% delle richieste,

dimostrando che, pur garantendo rapidità nell’individuazione di una solu-

zione, non sono in grado di assicurare una allocazione completa dei flussi.

Ciò evidenzia il limite intrinseco di questa famiglia di algoritmi: quando la

competizione per le risorse è alta, alcune commodity restano inevase.

Interleaved Routing: condivide con gli Shortest Path i bassi costi e la

soddisfazione parziale (50%), ma introduce un overhead maggiore nei tempi

di esecuzione (0.1086 ms contro 0.0577 ms dello Shortest path con candida-

ti). Questo deriva dalla logica dell’interleaving, che alterna le commodity

per ridurre conflitti locali. Anche in questo caso, però, il compromesso porta

a risultati incompleti.

Splitting Path: è l’algoritmo che mostra i risultati più interessanti tra gli

euristici. Infatti, garantisce la soddisfazione totale delle richieste (100%),

superando nettamente gli Shortest Path e l’Interleaved. Distribuendo i flussi

tra più cammini, il costo (34.67) risulta competitivo, e i tempi (0.1527 ms)

sono contenuti. Dal grafico si nota come la sua curva sia più ripida, riflet-

tendo il maggiore costo cumulato, ma a fronte di una copertura completa

delle commodity. Questo conferma lo splitting come la strategia più effica-

ce tra gli euristici implementati, capace di rispettare la domanda in scenari

congestionati.
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Secondo grafo
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Figura 4.3: Secondo grafo piccolo.

Tabella con costi, soddisfazione e tempi di esecuzione

Algoritmo Costo Soddisfazione (%) Tempo (ms)

Ideal 43.08 100 0.1549
Interleaved 50.62 80 0.2472
Con candidati 49.18 100 0.0634
Senza candidati 49.18 100 0.0993
Splitting 49.18 100 0.0776

Tabella 4.2: Tabella delle prestazioni
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Grafico costo-tempo

Figura 4.4: Grafo costo-tempo sul secondo grafo piccolo.

Osservazioni sui risultati

Shortest Path con candidati: si comporta molto bene, riuscendo a sod-

disfare tutta la domanda. I costi rimangono contenuti (49.18) e i tempi sono

molto bassi (0.0634 ms). Guardando il grafico, la curva cresce in maniera

regolare e senza particolari oscillazioni, segno che l’algoritmo converge rapi-

damente e in modo stabile. È quindi una soluzione che anche in reti un po’

più complesse riesce a mantenere buone prestazioni.

Shortest Path senza candidati: raggiunge gli stessi valori di costo e di

soddisfazione della variante precedente, ma con tempi di esecuzione più ele-

vati (0.0993 ms). L’algoritmo è reso inefficiente dall’assenza dei "candidati",

infatti questo è osservabile tramite il grafico, dove la convergenza impiega

più tempo rispetto alla versione che presenta questa struttura.

Interleaved Routing: si dimostra il meno efficace. In questo caso la soddi-
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sfazione scende all’80%, mentre i costi aumentano (50.62) e i tempi diventano

più alti (0.2472 ms). Nel grafico si nota un andamento meno lineare, con di-

verse oscillazioni che indicano difficoltà nel distribuire correttamente i flussi.

La logica dell’alternanza tra le commodity, che in teoria dovrebbe ridurre i

conflitti, non porta a un miglioramento apprezzabile: il risultato è una co-

pertura solo parziale e un costo finale superiore.

Splitting Path: conferma di essere l’euristico più competitivo. Anche qui

soddisfa il 100% della domanda, mantenendo lo stesso costo degli Shortest

Path (49.18), ma con tempi di esecuzione contenuti (0.0776 ms). Dal gra-

fico la curva appare più regolare e bilanciata, segno che l’algoritmo riesce a

distribuire i flussi su più cammini in maniera efficace. In questo scenario si

dimostra quindi la strategia più affidabile tra quelle considerate.

4.1.2 Grafo grande

In questa sezione si è analizzato un grafo composto da 1000 nodi e 5000 archi,

generato in Python.

Tabelle con costi, soddisfazione e tempi di esecuzione

Algoritmo Costo Soddisfazione (%) Tempo (ms)

Ideal 3635.72 100 8124.0523
Interleaved 8904.86 93 14258.1786
Con candidati 4374.15 96 7502.7420
Senza candidati 4374.15 96 36731.3567
Splitting 3792.67 98 13544.8028

Tabella 4.3: Tabella delle prestazioni
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Grafico costo-tempo

Figura 4.5: Grafico costo-tempo su grafo grande).

Osservazioni sui risultati

Shortest Path con candidati: si comporta bene anche sul grafo gran-

de, soddisfando il 96% della domanda, con costi contenuti (4374.15) e tempi

relativamente bassi (7502 ms). Dal grafico la curva mostra un incremento

regolare e stabile, dimostrando la capacità di questo approccio di adattarsi

a reti più complesse pur mantenendo una buona efficienza.

Shortest Path senza candidati: ottiene prestazioni simili al metodo con

candidati in termini di costo (4374.15) e soddisfazione (96%). Tuttavia, i

tempi risultano decisamente più elevati (36731 ms), rendendolo il più ineffi-

ciente in questo scenario. Dal grafico emerge un andamento molto più lento

e dilatato nel tempo, che lo penalizza in reti di grandi dimensioni.

Interleaved Routing: mostra prestazioni meno convincenti. Infatti la sod-

disfazione scende al 93%, con costi molto elevati (8904.86), i peggiori tra gli
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algoritmi. Anche i tempi (14258 ms) risultano superiori rispetto agli Shor-

test Path con candidati e allo Splitting. Il grafico evidenzia un andamento

irregolare, con oscillazioni che riflettono la difficoltà dell’algoritmo nel gestire

efficacemente la complessità del grafo.

Splitting Path: si conferma l’algoritmo euristico più completo, soddisfan-

do il 98% della domanda, con un costo inferiore sia all’Interleaved sia agli

Shortest Path (3792.67), e tempi intermedi (13544 ms). Dal grafico emerge

un andamento più lineare e bilanciato, che lo rende un compromesso solido

tra efficienza e capacità di copertura. In questo scenario, lo Splitting riesce

a bilanciarsi meglio rispetto agli altri euristici, dimostrandosi la scelta più

efficace quando si ricercano buone prestazioni complessive su reti ampie.
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4.2 Risultati basati con funzione di costo qua-

dratica

4.2.1 Grafi piccoli
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Figura 4.6: Primo grafo piccolo
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Tabella con costi, soddisfazione e tempi di esecuzione

Algoritmo Costo Soddisfazione (%) Tempo (ms)

Flow deviation no cap 64.09 100 3.6391
Flow deviation 67.87 100 0.2346
Basic 65.5 100 0.1234

Tabella 4.4: Tabella delle prestazioni

Grafico costo-tempo

Figura 4.7: Grafico costo-tempo sul primo grafo piccolo.

Osservazioni sui risultati

Flow Deviation senza vincoli di capacità: come previsto dalla sua for-

mulazione, questo algoritmo converge sempre all’ottimo globale. Nel caso del

primo grafo i risultati sono chiari: costo molto basso (64.09) e soddisfazione

completa (100%). Tuttavia, questo avviene solo perchè non considera i limiti

reali di capacità della rete, e quindi la soluzione non sarebbe utilizzabile in
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scenari concreti. Nel grafico si vede bene come la sua curva si collochi sotto a

quella degli altri algoritmi: riduce i costi in maniera significativa, ma sempre

con configurazioni irrealistiche (con vincoli di capacità non rispettati). I tem-

pi di esecuzione (3.6391 ms) sono i più alti, segno che la ricerca dell’ottimo

richiede molte iterazioni e rende il metodo piuttosto pesante.

Flow Deviation con vincoli: raggiunge anch’esso la soddisfazione totale

(100%), con un costo leggermente più alto (67.87). La differenza principale

è che questa volta la soluzione rispetta i vincoli della rete, risultando quindi

molto più credibile in un’ottica applicativa. I tempi si riducono drastica-

mente rispetto alla versione senza vincoli (0.2346 ms), pur restando superiori

al Basic. Nel grafico la curva è regolare e stabile, a dimostrazione di come

l’algoritmo riesca a gestire i vincoli e ad avvicinarsi comunque a soluzioni

vicine all’ottimo.

Basic: si conferma l’algoritmo più veloce, soddisfando il 100% della doman-

da con tempi minimi (0.1234 ms) e un costo (65.5) molto vicino a quello dei

Flow Deviation. Dal grafico si nota come raggiunga rapidamente la soluzio-

ne, senza oscillazioni e con una curva subito piatta. È quindi estremamente

efficiente dal punto di vista computazionale, anche se meno raffinato: non

garantisce la stessa precisione del Flow Deviation, ma compensa con una

rapidità nettamente superiore.
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Figura 4.8: Secondo grafo piccolo.

Tabella con costi, soddisfazione e tempi di esecuzione

Algoritmo Costo Soddisfazione (%) Tempo (ms)

Flow deviation no cap 95.68 100 2.4423
Flow deviation 98.2 100 0.2335
Basic 103 100 0.1117

Tabella 4.5: Tabella delle prestazioni



48 CAPITOLO 4. ANALISI DELLE PRESTAZIONI

Grafico costo-tempo

Figura 4.9: Grafico costo-tempo sul secondo grafo piccolo.

Osservazioni sui risultati

Flow Deviation senza vincoli di capacità: anche su questo grafo l’al-

goritmo converge all’ottimo teorico, con costo molto basso (95.68) e, come

atteso, soddisfazione completa (100%). La sua curva nel grafico resta al di

sotto delle altre, segno della sua capacità di ridurre i costi. Ma, ancora una

volta, questo risultato è ottenuto ignorando i vincoli di capacità, quindi non

può essere considerato realistico. I tempi sono i più alti tra i tre (2.4423 ms),

a testimonianza della complessità del procedimento e del numero di iterazioni

richieste.

Flow Deviation con vincoli: la domanda viene soddisfatta al 100%, con

un costo leggermente maggiore (98.2). In questo caso, però, la soluzione è

realistica. I tempi (0.2335 ms) sono molto più contenuti rispetto alla versio-

ne senza vincoli, e la curva nel grafico appare ben controllata e stabile. Si

tratta quindi di un compromesso solido: pur essendo un algoritmo euristico,
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riesce ad avvicinarsi molto all’ottimo globale, offrendo risultati affidabili e

applicabili.

Basic: ancora una volta è il metodo più rapido, con tempi ridottissimi

(0.1117 ms). Raggiunge la soddisfazione completa della domanda e presenta

un costo (103) solo leggermente più alto rispetto ai Flow Deviation. Dal gra-

fico emerge un andamento immediato e privo di oscillazioni, che conferma la

sua efficienza computazionale. È quindi ideale quando la priorità è la velocità

di calcolo, pur sacrificando in parte la vicinanza all’ottimo.
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4.2.2 Grafo grande

In questa sezione si è analizzato un grafo composto da 1000 nodi e 5000 archi,

generato in Python.

Tabella con costi, soddisfazione e tempi di esecuzione

Algoritmo Costo Soddisfazione (%) Tempo (min)

Flow deviation no cap 5869.58 100 10.5491
Flow deviation 5839.54 98 4.7309
Basic 7799 100 0.98

Tabella 4.6: Tabella delle prestazioni

Grafico costo-tempo

Figura 4.10: Grafico costo-tempo su grafo grande.
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Osservazioni sui risultati

Flow Deviation senza vincoli di capacità: su reti di grandi dimensioni

conferma la sua forza in termini di costo (5869.58). Potrebbe non sembrare

il costo ottimale, ma questo è dovuto dal fatto che l’algoritmo con vincoli di

capacità non soddisfa al 100% le richieste, portando un valore più basso in

questo scenario. Tuttavia, come negli altri test, i tempi di esecuzione (10.5491

minuti) sono i più elevati in assoluto, segno che la complessità dell’algoritmo

cresce molto con la dimensione del grafo.

Flow Deviation con vincoli: in questo scenario ottiene una soddisfazione

leggermente inferiore (98%), mantenendo, però, un costo vicino all’ottimo

(5839.54). I tempi (4.7309 minuti) sono inferiori rispetto alla versione senza

vincoli, ma ancora piuttosto alti rispetto al Basic. Nel grafico la curva è

regolare e stabile. Questo topologia rappresenta uno scenario vicino a contesti

reali, e questi risultati dimostrano come l’algoritmo in analisi, rispettando la

struttura della rete, sia un ottimo compromesso tra efficienza e soddisfazione

delle richieste.

Basic: rimane il più veloce, completando l’elaborazione in meno di un minuto

(0.98 minuti). Soddisfa il 100% della domanda, ma con un costo decisamente

più alto (7799) rispetto ai Flow Deviation. Dal grafico si nota come la sua

curva si posizioni sopra alle altre, evidenziando soluzioni meno efficienti sul

piano dei costi. È quindi una scelta indicata quando il tempo di calcolo è il

vincolo principale, ma meno competitiva se si punta alla minimizzazione dei

costi.
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4.3 Discussione critica dei risultati

4.3.1 Analisi dei punti di forza e dei limiti dei diversi

algoritmi

Algoritmi con funzione di costo lineare

All’interno di questa categoria, il riferimento teorico è rappresentato dall’Ideal

Shortest Paths, che non rispetta i vincoli di capacità. Per questo motivo ot-

tiene sistematicamente una soddisfazione del 100% con costi contenuti, ma

non può essere considerato un algoritmo realmente utilizzabile: il suo ruolo

è quello di modello teorico, utile per confrontare le soluzioni implementabi-

li. Gli algoritmi Shortest Path con e senza candidati hanno fornito risultati

molto simili, sia in termini di costo sia in termini di soddisfazione. Entrambi

raggiungono soluzioni accettabili con tempi di calcolo estremamente ridot-

ti, mostrando una notevole efficienza. L’inserimento dei candidati sembra

influire soprattutto sulla rapidità, rendendo l’approccio "con candidati" più

performante. Tuttavia, la logica euristica con cui selezionano i cammini por-

ta talvolta a trascurare combinazioni alternative che potrebbero migliorare

l’equilibrio globale della rete. L’Interleaved Routing mostra un comporta-

mento peculiare: il costo complessivo oscilla fortemente durante le iterazioni,

come evidente dai grafici. Questa instabilità riflette la logica incrementa-

le con cui l’algoritmo assegna i flussi, alternando le commodity in maniera

rigida. Il risultato è una soluzione che in alcuni casi si avvicina a buoni

compromessi, ma che non riesce a soddisfare sempre tutte le richieste: la

percentuale di soddisfazione è, infatti, sempre inferiore al 100%. È quindi un
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approccio più adatto a contesti dinamici piuttosto che a scenari in cui serve

garantire stabilità e completezza. Lo Splitting Path si distingue nettamente

rispetto agli altri algoritmi euristici basati su funzione lineare. A differenza

degli Shortest Path (con o senza candidati) e dell’Interleaved Routing, è in

grado di suddividere il flusso di una commodity su più cammini, garantendo

così una percentuale di soddisfazione superiore. Ciò che emerge in maniera

sorprendente dai risultati è che questa maggiore flessibilità non comporta un

incremento dei costi: al contrario, come evidenziato dalle soluzioni del grafo

più grande, lo Splitting Path raggiunge costi finali inferiori rispetto a tutti

gli altri algoritmi lineari, pur ottenendo una soddisfazione maggiore. Inoltre,

i tempi di esecuzione risultano competitivi e addirittura inferiori rispetto a

quelli dell’Iterleaved e dello Shortest Path senza candidati. Questo rende lo

Splitting Path il più efficace tra gli euristici implementati: combina bassi co-

sti, alta soddisfazione e tempi contenuti, configurandosi come l’opzione più

bilanciata e prestazionale all’interno della categoria degli algoritmi basati su

funzione lineare.

Algoritmi con funzione di costo quadratica

Passando agli algoritmi con costo quadratico, il riferimento principale è il

Flow Deviation. Nella versione senza vincoli di capacità, dai risultati emerge

che questo algoritmo rappresenta il migliore in termini di costo tra tutti quel-

li testati. Il suo vantaggio è la capacità di convergere sempre verso l’ottimo

globale, garantendo soluzioni che minimizzano in modo efficace il costo com-

plessivo della rete. Tuttavia, la sua applicazione pratica è limitata dal fatto

che non tiene conto delle capacità residue degli archi: il flusso può violare
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i limiti reali della rete, restituendo soluzioni non realistiche. Dal punto di

vista computazionale, l’algoritmo risulta più oneroso rispetto agli approcci:

la complessità del metodo, infatti, si riflette in un elevato tempo necessario

a raggiungere la convergenza. Questo comporta tempi di esecuzione più alti,

soprattutto su grafi di dimensioni maggiori, ma rappresenta lo svantaggio

per avere la garanzia di convergenza all’ottimo globale. Il Basic si colloca al-

l’opposto: estremamente rapido e computazionalmente leggero, fornisce però

soluzioni meno raffinate. Nei grafici si osserva come converga molto veloce-

mente, ma con costi più elevati. È quindi un approccio utile per scenari in cui

la rapidità è più importante della qualità della soluzione. Il Flow Deviation

con vincoli di capacità rappresenta un compromesso tra accuratezza e reali-

smo. Rispetto al Basic, l’algoritmo si distingue per una maggiore precisione e

stabilità, riuscendo ad avvicinarsi in maniera significativa all’ottimo globale.

Dal punto di vista computazionale, però, risulta più oneroso: la natura del

metodo comporta tempi di esecuzione superiori, soprattutto su grafi di gran-

di dimensioni. La differenza principale rispetto alla versione senza vincoli

di capacità è che qui le soluzioni restituite sono sempre realistiche: questo

rende l’algoritmo applicabile in scenari concreti. Solo nel caso del grafo più

grande si osserva una limitazione: non tutte le richieste riescono ad essere

soddisfatte, evidenziando come il rispetto dei vincoli comporti un sacrificio

in termini di soddisfazione della domanda complessiva.



Capitolo 5

Conclusioni

5.1 Riepilogo del lavoro svolto

In questo elaborato è stato affrontato il problema dell’instradamento di flussi

multi-commodity su reti rappresentate come grafi. A partire dalla defini-

zione del modello matematico, sono state analizzate due classi di algoritmi

basate su formulazioni differenti. I test condotti su diverse topologie di rete,

presentati attraverso tabelle e grafici, hanno messo in luce vantaggi e limi-

ti di ciascun metodo, offrendo una visione chiara e completa delle soluzioni

possibili al problema.

5.2 Possibili sviluppi futuri

Il lavoro offre opportunità di sviluppi futuri: è possibile, infatti, estendere

gli ambienti su cui gli algoritmi vengono testati, introducendo scenari ancora

più complessi per evidenziare ulteriormente le potenzialità in scenari ancor
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più simili alla realtà. Inoltre, si potrebbero introdurre ulteriori vincoli, come

politiche di priorità tra commodity, o scenari in cui alcuni nodi della rete

possano guastarsi, rendendoli irraggiungibili. In questo modo, lo scenario

diventerebbe ancor più realistico, rendendo più accurata l’analisi in termini

di qualità della soluzione.
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