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INTRODUZIONE

Introduzione

Nell’ultimo secolo il mondo in cui viviamo € diventato un sistema sempre
piu grande ed interconnesso: cio ha portato ad un aumento sostanziale della
massa dei problemi e campioni da studiare. Di conseguenza, per avere una
comprensione maggiore del mondo, delle strutture e dei meccanismi al suo
interno, non sono piu sufficienti delle semplici modellizzazioni, ma risultano
necessarie tecniche matematiche e computazionali pitt avanzate.

I real-world networks, ovvero le reti di grandi dimensioni, o large net-
works, che caratterizzano il mondo, sono quindi diventati oggetti di studio di
particolare importanza. Esempi di queste reti sono la popolazione di alcuni
stati, o addirittura l'intera popolazione mondiale, e le relative connessioni
sociali, le reti stradali, elettriche e delle telecomunicazioni, le collaborazioni
e le citazioni in articoli scientifici, o ancora il World Wide Web e 1’ Internet.
Una complicazione risulta pero evidente, i real-world networks sono molto
grandi e una descrizione globale diventa alquanto impossibile. Risulta quin-
di piu conveniente affrontare prima il problema da un punto di vista locale,
per poi generalizzarlo: si studiano cioé delle reti di piccole dimensioni per
poi aumentarne la dimensione, in alcuni casi fino ad un numero infinito di
elementi.

La teoria della probabilita offre un approccio efficace per gestire la com-
plessita delle reti e porta a considerare i grafi aleatori. I grafi aleatori sono
grafi in cui le connessioni fra i vertici seguono leggi probabilistiche, cio per-
mette di riflettere nel modello matematico la difficolta nel conoscere tutte le
connessioni che sono presenti nelle reti reali, fornendo cosi una piu accurata
rappresentazione della rete. Esistono vari modelli di grafi aleatori, ma il piu
semplice, nonché quello trattato in questo elaborato, é il grafo aleatorio di
Erdés-Rényi, nel quale sono presenti n elementi che vengono connessi 1'uno
con I’altro con una probabilita fissata p e in maniera indipendente una coppia
dall’altra.

L’obiettivo di questa tesi ¢ lo studio del modello di grafo aleatorio di
Erdés-Rényi, in particolare delle transizioni di fase che lo caratterizzano. Si
analizzera prima la connessione del grafo, mostrando che, nel limite n — +oo,
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il fatto di essere, quasi certamente, connesso o meno dipende unicamente da
un parametro presente nella definizione della probabilita che caratterizza il
modello. Il risultato principale riguardera pero la formazione di una compo-
nente connessa gigante: si provera l’esistenza di due regioni dette subcritica e
supercritica. Nella prima regione, la pitt grande componente connessa ha una
cardinalita molto piccola (O(logn)), di conseguenza i vertici del grafo saran-
no raggruppati in piccoli gruppi sparsi; nella regione supercritica compare,
invece, una componente connessa gigante, con taglia maggiore di r\n con
ry > 0. Per dimostrare questi risultati si utilizzeranno nozioni di probabilita,
come la funzione generatrice di una variabile aleatoria, la disuguaglianza di
Chernov e il binomiale condizionale, ma anche i processi di diramazione, in
particolare il processo di Galton-Watson e il processo di esplorazione.

Nel capitolo 1 verranno introdotti alcuni preliminari di teoria dei grafi
e richiamati alcuni risultati di teoria della probabilitd che saranno utili nei
calcoli seguenti. Si definira, successivamente, il processo di Galton-Watson e
si provera un teorema sulla probabilita di estinzione della popolazione. Infine
si analizzera il processo di esplorazione, provando due risultati riguardanti le
distribuzioni delle variabili aleatorie che definiscono il processo. Nel capitolo
2 si definira il modello di grafo aleatorio di Erdds-Rényi e verra dimostrato
il teorema sulla connessione del grafo. Infine nel capitolo 3 si studiera il
problema della piu grande componente connessa nella regione subcritica e la
comparsa della componente connessa gigante nella regione supercritica.
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CAPITOLO 1. PROCESSI DI DIRAMAZIONE

Capitolo 1

Processi di diramazione

Nella prima sezione di questo capitolo verranno introdotti i grafi, in quanto
struttura matematica centrale di questo elaborato, e si elencheranno delle
nozioni di probabilita necessarie per affrontare le dimostrazioni trattate. Si
definiranno nomenclatura e notazioni necessarie che verranno date per note
da questo punto in avanti. Dalla seconda sezione, si iniziano ad analizzare i
processt di diramazione. 11 primo modello, presentato nella seconda sezione,
sara quello di Galton-Watson ed in particolare verra dimostrata la transi-
zione di fase che caratterizza la probabilita di estinzione nel modello. Nella
terza sezione verra indagato il processo di esplorazione, sia nella definizione
standard che in una modificata, e si proveranno delle proprieta importanti
anche per i capitoli successivi.

1.1 Preliminari

Per definire un grafo, indicato con la lettera G, ¢ necessario definire due
insiemi:
e il primo é I'insieme dei vertici V. Questo insieme puo essere sia finito, e

in questo caso la cardinalita viene indicata con n € N, oppure infinito,
anche se in questo elaborato verranno trattati solamente grafi finiti.

e il secondo ¢ l'insieme degli archi E, dove la E ¢ l'iniziale della parola
inglese edges, costituito da coppie di elementi dell’insieme V, ovvero di
vertici.

In un grafo G = (V,E), i vertici rappresentano gli individui (o entita)
che costituiscono la rete che si vuole studiare, mentre gli archi rappresentano
le relazioni, fra essi, che vengono studiate. Poiché non tutte le relazioni che
si possono studiare sono uguali, vi sono due tipologie di grafi:

Proprieta e transizione di fase del grafo aleatorio di Erdgs-Rényi 1



1.1. PRELIMINARI

1. un grafo é detto semplice se gli archi non sono orientati, ovvero se é in-
differente quale sia il primo fra i due elementi della coppia che definisce
un arco. Questi grafi permettono di modellizzare relazioni a "doppio
senso" ovvero in cui, dati due vertici v,u € V, se v & direttamente
connesso a u, allora anche u ¢ direttamente connesso a v. Un esempio &
I'Internet, dove i vertici rappresentano i router e un arco é presente se
due router sono collegati da un cavo fisico, e dal momento che il cavo
che connette due router puo essere usato in entrambe le direzioni, il
grafo relativo all’Internet sara semplice.

2. al contrario, un grafo ¢ detto orientato se gli archi sono coppie ordinate
di vertici, ovvero dove le coppie (v,u) e (u,v) rappresentano archi diversi
e l'esistenza di una non garantisce l'esistenza dell’altra. Ad esempio se
si pensa agli archi come alle strade di una citta e ai vertici come alle
intersezioni fra esse, la presenza di strade a senso unico determina che
il grafo sara orientato.

Un concetto fondamentale nello studio dei grafi ¢ la connessione. Un
grafo si dice connesso se presi due qualsiasi vertici, essi sono collegati da un
cammino, che sarebbe un insieme di archi adiacenti. Anche se un grafo non é
connesso globalmente puo avere comunque comportamenti simili a grafi con-
nessi, infatti é possibile partizionare I'insieme dei vertici di un grafo in modo
da ottenere dei sottografi connessi internamente, ma non fra loro. Questi sot-
tografi connessi vengono detti componenti connesse, piu sinteticamente c.c..
Poiché nel seguito saranno di centrale importanza, si porta una definizione
pit formale di componente connessa: dato un grafo G = (V, F) e un vertice
v € V, la componente connessa contenente v ¢ il sottografo S, = (5, F') dove

VoS={ueV:(v,u)e E}U{v} ¢ EDF={(u,w) € E:uweS}
Preso un vertice v € V' si definisce il grado del vertice come
dyn=#{ueV: (v,u) € E}

o anche piu semplicemente con d se specificare il vertice non ¢ necessario,
che prende in [0,n-1]. Un esempio classico di grafo ¢ il grafo completo K,,, in
cui ogni vertice ha grado massimo e quindi ¢ direttamente collegato ad ogni
altro vertice; la caratteristica del grafo completo é che ¢ il grafo pit connesso
possibile. Lo studio dei gradi dei vertici ¢ molto importante e permette di
dedurre dei risultati principalmente sulla connessione del grafo. Nei grafi si
possono definire anche le distanze: dati due vertici v,u € V si definisce la
distanza tra u e v, distg(v,u) come il numero minimo di archi che servono per
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CAPITOLO 1. PROCESSI DI DIRAMAZIONE

connettere i due vertici. Per convenzione, se i vertici scelti non appartengono
alla stessa componente connessa, ovvero non esiste alcuna scelta di archi del
grafo tale da connettere i due vertici, si dice che la dist(v,u) = co. Si puo
inoltre introdurre la definizione di diametro del grafo come semplicemente

diam(G) = max distg(v, u).
v,ueV

Questo oggetto perd non € molto vantaggioso, perché non permette di trar-
re molte informazioni rispetto alla struttura del grafo ed inoltre ¢ soggetta
a grandi variazioni rispetto a minimi cambiamenti nel grafo. Risulta piu
efficace introdurre un diverso elemento, ovvero la distanza tipica. Scelti
uniformemente a caso due vertici vy,v9 € V, la distanza tipica del grafo
¢ Hg = distg (v, v9), cid rappresenta, considerando i casi in cui Hg < oo,
il numero tipico di archi che é presente fra una coppia di vertici scelti uni-
formemente, da cui il nome. Questa grandezza, inoltre, risulta essere una
variabile aleatoria anche se il grafo G é deterministico, quindi la sua distri-
buzione fornisce informazioni riguardanti tutte le distanze, permettendo una
maggiore comprensione della struttura del grafo.

In questo paragrafo si enunciano, solo a scopo conoscitivo, delle carat-
teristiche che accomunano i real-world networks. Oltre ad essere di grandi
dimensioni, le reti reali sono caratterizzate da dei fenomeni, anche sorpren-
denti e contro intuitivi, come ad esempio lo small-world phenomenon e la
proprieta di essere scale-free. In una rete reale, come puo essere la popola-
zione mondiale e le relative relazioni sociali, la grande quantita di individui
porta a pensare che vi sia una grande distanza, in media, fra essi. In realta
accade, in un certo senso, il contrario; infatti le reti reali sono degli small-
world, ovvero dei piccoli mondi. Cio significa che in genere la distanza fra
due vertici € piccola e cio garantisce la presenza di una componente connessa
che contiene la maggior parte degli individui. Per esempio nel modello del-
la popolazione, dove due individui sono "vicini" se si conoscono di persona,
accade che prese due persone a caso, esse sono separate da al piu 6 altre
persone, ovvero esistono sei gradi di separazione. Un’altra particolarita delle
reti reali ¢ il fatto che sono scale-free, ovvero non si riesce ad individuare
una scala tipica per la loro descrizione. Ovvero, scegliendo di raggruppare
i vertici per la quantita di vicini che possiedono, pur variando la scala di
raggruppamento dei vertici, ad esempio passando dalle decine, alle centinaia
o migliaia di vicini per vertice (ovviamente tenendo a mente il numero totale
di vertici), non sara possibile trovare un valore per cui, in un suo intorno,
vi & una concentrazione di vertici. Questo fenomeno ¢ causato dal fatto che
la distribuzione dei gradi segue una legge di potenza, detta power law, e che
quindi non decade abbastanza velocemente da poter trovare una scala tipica,
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1.1. PRELIMINARI

perché appunto presenteranno una coda troppo grande da renderla trascura-
bile. Cio si contrappone a leggi che decadono esponenzialmente come quella
gaussiana, la cui proprieta forse pitt nota & che il 68% dei dati che seguono la
legge differisce dalla media meno della deviazione standard e il 95% a meno
di due.

In alcune delle dimostrazioni affrontate in questo elaborato, la funzione
generatrice di una variabile aleatoria e le relative proprieta svolgono un ruolo
importante. Si ricorda di seguito la definizione e le proprieta che verranno
utilizzate.

Definizione 1.1.1 (Funzione generatrice di una variabile aleatoria in Ny).
Data la variabile aleatoria X in Ny, con densita discreta px, la funzione
Gx: [—1,+00) — [0, +00] definita da

Gx(s) ==Y px(k)s" = E[s] (1.1)

keNy
(con la convenzione 0° = 1) ¢ detta funzione generatrice di X.

Proposizione 1.1.2. Sia X una variabile aleatoria a valori in Ny. La sua
funzione generatrice Gx ¢é infinitamente derivabile (almeno) nell’intervallo
(—1,1). Indicando con Gg?) la derivata n-esima di Gx, valgono le sequent:
proprieta:

1. la derivata n-esima in 0 vale Gg?)(O) =nlpx(n);
2. per ognin € N si ha

lim G (s) = E[X(X —1)--- (X —n+1)] €[0,+o0).

s—1-

3. X ammette momento di ordine n € N finito se e solo se

E“X\"} <o & GWAT) = lim GW(s) < +oo.

s—1—

Dimostrazione. La serie (1.1) converge assolutamente per ogni s € [—1,1],
quindi il raggio di convergenza R della serie di potenze vale almeno 1. Segue
allora dal teorema di derivazione delle serie di potenza che G'x € infinitamente
derivabile nell'intervallo (—R, R) (quindi in particolare in (—1,1)) e la sua
derivata n-esima, per ogni s € (—R, R), ¢ data da

GR(&) = > k(b= 1) (k=n+Dpx ()" = 3 sy f’n)!px<k>sk-n.
o o (1.2)
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CAPITOLO 1. PROCESSI DI DIRAMAZIONE

Ponendo s = 0 in (1.2) si vede che tutti i termini sono nulli ad eccezione
del termine k = n che vale nlpx(n). Cido mostra che Gg?)(O) = nlpx(n), di
conseguenza vale il punto (1).

Per il punto (2), se il raggio di convergenza ¢ R > 1 allora si pud sem-
plicemente applicare (1.2) al punto s = 1. Se R = 1, bisogna utilizzare un
risultato piu fine sulla convergenza delle serie di potenze in prossimita del
raggio di convergenza. Di seguito si viene enunciato una versione del teorema
della convergenza radiale di Abel per serie di potenze con coefficienti positivi.

Lemma 1.1.3. Sia (a,)n>0 una successione di numeri positivi e sia f: RT —
[0, +00] definita da f(x) = ::8 anx™. Allora f e crescente e per ogniy > 0
si ha limg,,~ f(z) = f(y) € [0, +o0].

Questo risultato mostra che per ogni n € N, grazie a (1.2), si ha

s—1—

lim GP(s) = fk;(k — 1) (k—n+1)px(k)
k=n
=E[X(X-1)--- (X —n+1)] €0,+00],

dove si usa il fatto che X(X —1)--- (X —n+ 1) > 0 perché X ¢ a valori in
Np, quindi il valor medio é ben definito, ma puo valere 4o0.

Per il punto (3), si considerino i polinomi P,(z) == z(z —1)---(x —n +
1) per n € N. Si osserva che 0 < P,(X) < X" perché X ¢ a valori in
Npy: di conseguenza, se X ammette momento di ordine n finito, segue che
E[P,(X)] < co. Viceversa, si mostra per induzione su n € N affermazione
seguente: "se E[P,(X)] < oo, allora E[X"| < oo". Il cason = 1 & immediato,
perché P(X) = X = X'. Sia ora vera laffermazione per ogni 1 < k < n.
Se E[P,41(X)] < oo, una prima osservazione ¢ che E[P,(X) < oo per ogni
1 <k <n:infattisi ha 0 < P(X) < P,11(X)+n! perché P (X) < P,11(X)
se X > n+ 1, mentre Py(X) < nlse 0 < X < mn. Sideduce quindi dal
passo induttivo che E[(X*)] < co per ogni 0 < k < n. Si osserva ora che
¢ possibile scrivere X" = P, 1(X) + Q,(X), dove @, ¢ un polinomio di
grado n: @ noto che @,(X) ammette valor medio finito, perché X ammette
momento di ordine k finito per ogni 1 < k < n; inoltre anche P,,1(X) ha
valor medio finito, per ipotesi. Si deduce che F[X"| < oo, completando cosi
la dimostrazione della proposizione. ]

Dalla proposizione (1.1.2), segue direttamente il seguente risultato.

Proposizione 1.1.4. Siano X e Y due variabili aleatorio indipendenti a
valori in Ny. Allora

Gxiy(s) = Gx(s)Gy(s), Vse€[—1,+00).

Proprieta e transizione di fase del grafo aleatorio di Erdgs-Rényi )



1.1. PRELIMINARI

Un altro strumento che sara utilizzato é la disuguaglianza di Chernov.

Proposizione 1.1.5 (Disuguaglianza di Chernov). Sia X una variabile alea-
toria reale. Per ognit € R e a > 0 valgono le disuguaglianze

P(X >t) <e ™E[e™], P(X <t)<e"Ele™¥].

Dimostrazione. Innanzitutto si nota che le variabili aleatorio e*X e e=*X sono

positive, quindi ammettono valor medio, che perod puo valere +oc.

Per la prima disuguaglianza, si osserva che per a > 0 la funzione x — e**
¢ strettamente crescente e biunivoca da R in (0, +00). Di conseguenza si ha
la seguente uguaglianza di eventi, per ogni t € R:

{X >t} = {e™ > e},

Applicando ora la disuguaglianza di Markov! alla variabile aleatoria positiva

e si ottiene

P(X >1t) = P(e™* > ") < — E[e"*].

- eat

Per la seconda disuguaglianza, si osserva che la funzione x — e % ¢é
strettamente decrescente e biunivoca da R in (0, +00), quindi si ha 1'ugua-
glianza di eventi {X < t} = {e7 %% > e¢79} da cui segue che P(X <
t) = P(e7** > e9). Applicando la disuguaglianza di Markov alla variabile
aleatorio positiva e %X si ottiene la disuguaglianza cercata. O]

Infine, é utile introdurre una notazione particolare: il Binomiale condi-
zionale.

Definizione 1.1.6 (Binomiale condizionale). Siano V, Z variabili aleatorie
a valori in Ng. Per p € [0, 1], si scrive

Z ~ Bin(V, p)

per dire che, condizionatamente a ogni valore fissato V = k, la variabile
aleatoria Z ha distribuzione Bin(k, p), intendendo che per k = 0 si ha Z = 0.
Esplicitamente: Z ~ Bin(V,p) se, per ogni k € Ny tale che P(V = k) > 0,
vale

P(Z=1|V=k)= (I;>pl(1—p)’” vie{0o,... k}.

Il Binomiale condizionale presenta delle proprieta che derivano dalla di-
stribuzione Binomiale:

1Dis. di Markov: data la v.a. X >0, Ve > 0 vale P(X >¢) < ZX.

€
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CAPITOLO 1. PROCESSI DI DIRAMAZIONE

e Data una successione (X,,),>1 di v.a. indipendenti con distribuzione
Ber(p), e indipendenti da V', allora

> X~ Bin(V,p), (1.3)

m=1
dove per convenzione la somma vale 0 se V' = 0.

e La seconda proprieta e
Z ~Bin(V,p) = V —Z~Bin(V,1-p). (1.4)

Dimostrazione. Innanzitutto, datim € Neq € [0,1], se Z ~ Bin(m, q),
allora m — Z ~ Bin(m, 1 — ¢): infatti, vista Z come somma di m v.a.
X; ~ Ber(q) indipendenti, allora m — Z si scrive come somma di v.a.
1—X; ~ Ber(1—¢q) indipendenti e il resto segue dalla proprieta che lega
la distribuzione di Bernoulli e quella Binomiale. Ora la dimostrazione €
finita perché condizionatamente a V' = k, Z ha legge Bin(k, ¢) e dunque
V — Z =k — Z ha legge Bin(k, 1 — q). ]

Un’ultima proprieta che viene sfruttata in una dimostrazione ¢ la seguente.

Lemma 1.1.7. Sia X una v.a. a valori in Ny e sia Y una v.a. a valori in
Ny con legge Bin(X,p), dove p € [0,1].

Se X ~ Bin(n,q) conn € N, ¢ € [0,1] =Y ~ Bin(n,pq).

Dimostrazione. Sia 0 <[ < k, per la formula delle probabilita totali e per la
definizione di Binomiale condizionale, si ha che

P(Y = 1) :Zn:P(Y:HX:k)P(X:k)

Ot Qoo

A questo punto, esplicitando i coefficienti binomiali, si raccolgono i termini
indipendenti da k e si aggiunge il termine (n —[)!/(n — [)! cosi da ottenere
la formula

n! a (n—1)!

(= 1) (h9)' 3 = i = k)!qk’l(l —p) (L —g)" "

k=l

Proprieta e transizione di fase del grafo aleatorio di Erdgs-Rényi 7



1.2. IL PROCESSO DI GALTON-WATSON

Infine, applicando la sostituzione k — [ — 7, si riconosce che in realta la
sommatoria € un binomio di Newton e riscrivendolo si ha che la probabilita
cercata vale

P(Y =1)= “(nn—il)!(pq)’(q —pg+1—q) = “(%il)!(pq)l(l —pg)" 7,

ovvero ¢ la densita di una legge Bin(n, pg), come volevasi dimostrare. ]

1.2 1l processo di Galton-Watson

Il processo di diramazione di Galton-Watson, introdotto da Bienaymé [2] ed
indipendentemente da Galton e Watson [5], ¢ un semplice modello nato per
studiare I’estinzione di un cognome in una popolazione. Questo processo pero
puo essere applicato a vari ambiti, come all’evoluzione di una popolazione,
per studiare ad esempio la probabilitd che essa si estingua nel tempo in
funzione del numero medio di figli pro capite.

Il modello presenta tre ipotesi:

e si prende in considerazione una popolazione di tipo aploide, ovvero dove
ogni individuo si riproduce in modo autonomo dagli altri individui (&
presente un solo genitore),

e il numero di figli, sono una variabile aleatoria X a valori in Ny =
{0,1,2,...} e con distribuzione px detta legge di riproduzione,

e il numero di figli di ogni individuo sono variabili aleatorie indipendenti
ed identicamente distribuite con distribuzione .

Si definisce, per n > 0, la variabile aleatoria Z,, a valori in Ny che tiene conto
del numero di individui appartenenti all’'n-esima generazione. Partendo dalla
"0-esima generazione", dove per ipotesi & presente un unico individuo, questa
variabile aleatoria é definita per ricorsione in questo modo:

Zn
Zy=1, Znp1=0 se Zy=0, Zya:=> X" se Z,>1, (L5)
=1

dove la variabile aleatoria Xi(”) indica il numero di figli dell’i-esimo indi-
viduo della n-esima generazione. Come da ipotesi, l'insieme numerabile
(Xf”)ieN, jen, € un insieme di variabili aleatorie indipendenti ed identica-
mente distribuite con distribuzione px.
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CAPITOLO 1. PROCESSI DI DIRAMAZIONE

Definizione 1.2.1 (Processo di diramazione di Galton-Watson). La suc-
cessione di variabili aleatorie (Z,),>o definita in (1.5) & detta processo di
Galton-Watson o processo di diramazione.

Osservazione 1.2.1. Si nota che Z, ¢ funzione per ricorsione delle v.a.
(variabili aleatorie) XZ-(J) con j =1,...,n — 1, dunque, per indipendenza a
blocchi, essa ¢ indipendente dalla famiglia (Xi("))izl.

La domanda che viene posta riguarda 1’estinzione della popolazione, ov-

vero quando Z, = 0. In particolare si vuole studiare la seguente probabilita
lim P(Z, =0).
n—-+00

Infatti nello spazio di probabilita in cui sono definite le Z,, si considera
Pevento J,5o{Zn = 0} come l'evento ad un certo punto la popolazione si
estingue. Quindi, visto che la successione ({Z,, = 0}),>0 ¢ crescente (Z,, =
0 = Z,11 = 0), per continuita dal basso si puo interpretare il limite sopra
citato come
P(U{Zn =0}) = lim P(Z, = 0) = probabilita di estinzione della popolazione.

n——+00
n>0
Sia ora X una v.a. con la stessa distribuzione delle v.a. Xim, ossia la
legge px, e sia px la sua densita discreta. Si possono subito analizzare due
casi semplici:

e se px(0) =0 = quasi certamente ogni individuo ha almeno un figlio,
cio¢ Zp1 > Zy > --- > Zy =1 = la popolazione non si estingue mai:
P(Z,=0)=0Vn> 1.

e se px(0) >0 A px(0) +px(1) =1 = quasi certamente ogni individuo
ha al piw un figlio un figlio, cioé Z,.1 < Z, < --- < Zy=1 = Z, €
{0,1} inoltre Z,, = 1 < tutti gli individui dalla generazione 0 alla
generazione n hanno esattamente 1 figlio, allora P(Z,, = 1) = (px(1))™.
Ora, per ipotesi, si ha che px(1) =1 —px(0) < 1, quindi si ottiene che

lim P(Z,=0)=1- lim P(Z, =1)=1

n——+00 n——+00

ovvero la popolazione si estingue.

D’ora in avanti si pud quindi supporre che px(0) > 0 A px(0) + px(1) < 1.
Prima di dimostrare il risultato principale di questa sezione, si mostra un
primo risultato importante che definisce la funzione generatrice di Z,,, ossia

Gz, (s) = iP(Zn = k)s" = E[s?"], Vs € [~1,+o0),
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1.2. IL PROCESSO DI GALTON-WATSON

in funzione della funzione generatrice del numero di figli X, che verra chia-
mata G:

s) =Y px(k)s* = E[s"]. (1.6)

Proposizione 1.2.2. La funzione generatrice di Z, ¢ data da

G, (s)=G™"(s):==Go---0G(s), Vse[0,1],¥n> 1.

n volte

Dzmostmzzone La dlmostrazwne ¢ per induzione su n. Per n = 1 si ha
ZZO X = xl , e dato che X( ) ha la stessa legge di X segue che

21 = Xl(o) ha la funzione generatrice di X, dunque Gz, = G.

Si procede per induzione su n. Basta mostrare che Vn > 1 si ha
Gz,..(s) = Gz,(G(s))pers € [0,1]. Si osservi che vale G(s) € [0,1] per
ogni s € [0,1]. Si puod quindi esprimere la funzione generatrice di 7,1 come

segue:
Zn, X(n)]

GZn+1( ) E[Sznﬂ] = E[SZZ e
dove per convenzione si pone ZZ" X( "= 0 se Z, = 0, oltre che 0° := 1. Si
noti che il numero di termini che compongono la sommatoria & aleatorio. La
probabilitd P(Z, 1 = j) si puo scrivere nel modo seguente

P(Zpiy = j) = ZX ipz =k ZX("
k=0
00 k

I
=
N

I
=
|
S

=

I
=

k=0 =1

dove 'ultima uguaglianza é giustificata dall’indipendenza a blocchi. Allora si
puo riscrivere la funzione generatrice dei momenti di Z,,, 1, per ogni s € [0, 1]
come:

GZn+1(S) = E[Szn+1] = Z S'P(Zn-&-l - ])
j=0

[e's) 00 k

=N "> Pz, =k)P>_ X" =)
j=0 k=0 i=1
[e's) o) k

=Y " P(Z,=k)>_ P> x" =),
k=0 7=0 =1
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CAPITOLO 1. PROCESSI DI DIRAMAZIONE

dove si possono scambiare le somme per il teorema di Fubini-Tonelli. Per
concludere serve riconoscere la funzione generatrice di ) ., XZ-(n), applicando
la proposizione 1.1.4 si ottiene:

k k

2P X" =5) = Gy o (s) = [[ Gxon () = GL)"
j=0

=1 i=1

avendo usato il fatto che le ngn) hanno la stessa distribuzione di X ovvero

hanno la sua stessa funzione generatrice. Si conclude quindi la dimostrazione
applicando la definizione di funzione generatrice:

Gz, (s) =Y _P(Z, = k)G(s)* = Gz,(G(s)), Vs €[0,1]. O
keN

La proposizione 1.2.2 esprime la funzione generatrice di Z,, in funzione
di quella di X, dunque della legge di riproduzione px. Inoltre grazie alla
proposizione 1.1.2 si possono ottenere i momenti di Z,, (se esistono) a partire
da Gz, . In particolare se X ha momento secondo finito, allora il valore medio
e varianza di Z,, sono dati da

nVar(X se B X| =1,
E[Z,] = E[X])", Var(Z,) = {E[X]”—(IE>[X]nlvaT(X) se E{X} £ 1.

EX]-1

La cosa pero pitl interessante € che € possibile esprimere la probabilita oggetto
di studio in funzione della funzione generatrice di Z, attraverso la formula
P(Z, =0) = Gg,(0), sempre come conseguenza della proposizione 1.1.2. Ora
é possibile affrontare il risultato principale, ricordando che i casi semplici sono
gia stati analizzati.

Teorema 1.2.3 (Probabilita di estinzione). Sia (Z,)n>10 il processo di dira-
mazione definito in (1.5). Assumiamo che la v.a. numero di figi X soddisfi
px(0) >0 e px(0) + px(1) < 1 e sia G(s) := E[s*] la sua funzione genera-
trice. Allora, detto q := min{s € [0,1]: G(s) = s} il pit piccolo punto fisso
della funzione G nell’intervallo [0,1], la probabilita di estinzione vale

=1 EFX| <1
lim P(Z,=0)=gq dove 1 se BIX] <1,
5400 g€ (0,1) seE[X]>1.

Dimostrazione. Si definisca u,, := P(Z, = 0) = Gg,(0) per ogni n > 0 e si
osservi che u; = p,(0) > 0, dal momento che Z; ha la stessa distribuzione di
X. Per la proposizione 2.1.3, la successione (uy,)n>o soddisfa la relazione di
ricorrenza

Upt1 = G(u,) Vn € N,. (1.7)
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1.2. IL PROCESSO DI GALTON-WATSON

Per prima cosa si mostra che (u,),>0 ¢ una successione crescente. Dato che
ug = 0, perché Zy, = 1, si ha chiaramente u; > ug; procedendo per induzione,
assumendo che u, > u,_1 per qualche n € N, dal fatto che G: [0,1] — [0, 1]
¢ una funzione crescente si deduce che u, 1 = G(u,) > G(Up—1) = Uy,

Dato che ogni successione crescente ha limite, possiamo definire

q:= ngrfm Uy = ml_l)rilooP(Zn =0) € (0,1].
Prendendo il limite n +— +o00 nella relazione (1.7) si ottiene ¢ = G(§), perché
G ¢ una funzione continua, quindi ¢ = lim,, ., u, ¢ un punto fisso della
funzione G.

Mostriamo ora che ¢ ¢ il piu piccolo punto fisso di G nell’intervallo [0,1],
ossia coincide con ¢ := min{s € [0,1]: G(s) = s} ('esistenza di questo
minimo é garantita dal fatto che G € una funzione continua, dunque I'insieme
dei punti fissi & chiuso e limitato). Per prima cosa si osserva che u, < ¢
per ogni n € Ny: infatti ug = 0 < ¢ e, per induzione, se u, < ¢ allora
Unr1 = G(u,) < G(q) = q (poiché G & crescente e q ¢ un punto fisso).
Passando al limite n +— 400, si ottiene ¢ = lim,,, , u, < ¢ e dunque ¢ = q,
perché ¢ é un punto fisso.

Si & dunque mostrato che P(Z, = 0) converge a ¢. Resta solo da capire
quando ¢ = 1 e quando ¢ < 1. Ora, grazie la teorema di derivazione delle
serie di potenze, la funzione G, definita in (1.6), & derivabile infinite volte in
(0,1) e in particolare la sua derivata seconda vale

oo

G'(s) = k(k—1)s"2px(k), Vse(0,1).

k=0

In questa somma i termini £ = 0 e & = 1 sono nulli, ma Iipotesi p,(0) +
px (1) < 1 garantisce che esiste k > 2 per cui px(k) > 0. Di conseguenza
G"(s) > 0 per ogni s € (0,1) e dunque la funzione G ¢é strettamente convessa
in (0,1).

Dato che X ¢ una v.a. positiva, essa ammette valore medio e grazie alla
proposizione 1.1.2 si puod scrivere

G'(17) := lim G'(s) = E[X].

s—1-

Per concludere la dimostrazione si mostra che ¢ = 1 se E[X] < 1, mentre
qg<lseF[X]>1

e Sisupponga che E[S] < 1. Grazie alla convessita stretta, il grafico della
funzione G é strettamente al di sopra della retta tangente nel punto 1,

12 Matteo Dalla Corte



CAPITOLO 1. PROCESSI DI DIRAMAZIONE

cioe G(s) > G(1)+G'(17)(s—1) per ogni s € [0,1). Dato che G(1) =1
e G'(17) = E[X] < 1, ne consegue che G(s) > s per ogni s € [0,1) e
dunque "unico punto fisso di G nell’intervallo [0,1] & ¢ = 1.

e Sisupponga ora che E[X] € (1,400) esifissie € (0, E[X]—1) # (). Per
continuita di G’ in (0,1) esiste so € (0, 1) tale che per ogni s € [sg, 1) si
ha G’(s) > 1+ ¢. Di conseguenza si ottiene

G(1) =12>G(so) + (1 +¢)(1 = s0),

da cui segue che G(sg) < sop — (e(1 — s9) < s9. Dato che G(0) =
px(0) > 0 e G(sg) < s, il teorema degli zeri applicato alla funzione
G(s) — s assicura che G(s) = s per qualche s € (0, s9) e dunque ¢ :=
min{s: G(s) = s} < 59 < 1.

]

Questo risultato mostra che nel modello di Galton-Watson la popolazio-
ne ha una probabilita di sopravvivenza mon nulla, ovvero una probabilita di
estinzione ¢ < 1 se e solo se il numero medio di figli E[X] ¢ strettamente
maggiore di 1; cid & un primo esempio di transizione di fase in un processo
aleatorio.

1.3 1l processo di Esplorazione

Un altro strumento necessario per dimostrare alcuni risultati nello studio dei
grafi é il processo di esplorazione, che ¢ una rappresentazione del processo
di diramazione come una passeggiata aleatoria. Come si evince dal nome,
¢ un processo che esplora la componente connessa (c.c.) di un grafo che
contiene un vertice fissato in modo algoritmico, vertice dopo vertice. Durante
I’esplorazione i vertici verranno divisi in tre diverse categorie:

vertici estinti cioe che sono gia stati visitati e di cui si hanno gia esplorato
i collegamenti;

vertici attivi cioe che sono gia stati visitati ma di cui bisogna ancora esplo-
rare i collegamenti;

vertici tnattive tutti gli altri vertici che non sono ancora stati visitati.

Si suppone inoltre che l'insieme dei vertici V del grafo G sia indicizzato,
dunque si associa ad ogni vertice un numero da 1 a n = #V. Il processo
segue la seguente idea: si fissa un vertice ¢ € V,, := {1,...,n}, all'inizio c¢’¢
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1.3. IL PROCESSO DI ESPLORAZIONE

solo un vertice attivo, il vertice scelto 4, mentre tutti gli altri sono inattivi.
Ad ogni passo dell’esplorazione, a meno dell’esistenza di almeno un vertice
attivo, si seguono questi tre punti:

1. si sceglie un vertice u fra quelli attivi (in modo arbitrario);

2. si visitano tutti i vertici vicini (ovvero direttamente collegati) di u che
sono inattivi e li rendiamo attivi (se non ci sono vertici inattivi si salta
questo punto);

3. il vertice v da attivo diventa estinto.

Quindi ad ogni passo il numero di vertici estinti aumenta di 1 (solo quello
scelto all’inizio passa da attivo ad estinto) fino al primo istante T in cui
non ci sono piu vertici attivi. Raggiunto questo istante, 1’esplorazione si
arresta perché la c.c. del vertice ¢ ¢ stata completamente esplorata e tutti
i suoi vertici sono estinti. In particolare si nota che T' é la taglia, ovvero la
dimensione, della componente connessa del vertice i.

Segue ora una formalizzazione del processo. Si definiscono tre oggetti

e per j> 0 si indica con }A/] il numero di vertici attivi dopo j passi;

e per j> 1 si indica con 27- il numero di vertici visitati durante il j-esimo
passo (cioé quelli resi attivi, punto (2));

e infine 7' := min{j: ¥; = 0} che coincide con la taglia della c.c. del
vertice 1 scelto.

Si osserva che ?{) =1 e che per j> 0 se }A/} > 1 (cioeé se ci sono ancora vertici
attivi dopo j passi) = Y41 =Y; + Z;41 — 1, mentre se Y; =0 = Y4 = 0.

Definizione 1.3.1 (Processo di esplorazione). Con abuso di notazione, la

~

successione (Y;);>0 € detta processo di esplorazione.

Si osserva inoltre che se }A/J > 1, cioé se ¢’¢ almeno un vertice attivo dopo
il j-esimo passo, il numero di vertici estinti € j e il numero di vertici inattivi
¢ V; =n—(Y;+ 7). Con questa notazione, scelto un vertice attivo u, nel
passo (7 + 1)-esimo vengono esaminate ‘//\} coppie di vertici {u,v} (dove v
¢ inattivo), che differiscono da quelle visitate fino a quell’istante (le coppie
{w,v} dove w & un vertice estinto). Di queste coppie non tutte verranno
visitate, solo quelle in cui la coppia esaminata forma un arco della c.c.. Se
per ipotesi, la regola secondo cui una coppia di vertici, indipendentemente
dalle altre coppie, formi un arco é aleatoria, in particolare segue una legge
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©) 13

Passo 0: Yy =1 Passo I: ¥} =2, Z; =2
1 1 1
c\ " \‘\ i\
\\ \\ ‘.\
\\\ . % : \\\ .-. ’;_.: \\‘_
\ - \\ . '\ \\
\-. -, \ \..
.4 Y L6 N
S P S Y Y P
Passo3: Y3=1.Z3=1 Passo4: Py=1, Z4=1 Passo5: Y5 =0, Zs =0

Figura 1.1: Processo di esplorazione per il grafo G = (V, E) definito da
V = {1,2,3,4,5,6,7,8} ed £ = {(1,4),(1,5),(2,3),(4,5),(5,7),(6,7)}, a
partire dal vertice 1. In ogni passo j = 1,2, 3,4, 5 sono evidenziati in grassetto
1 vertici attivi, il cui numero ¢ Y}, e gli archi visitati, il cui numero ¢ Zj;
1 vertici estinti sono tratteggiati. Il primo istante in cui non ci sono piu
vertici attivi ¢ T' = 5, che coincide con la taglia della componente connessa
Cy ={1,4,5,6,7} del vertice 1.

di Bernoulli di parametro p,,, si trova, ricordando la definizione di Binomiale
condizionale 1.1.6, una relazione interessante:

Zi1 ~Bin(Vj,p,) se ¥ > 1. (1.8)

Infatti, /Z\jﬂ si scrive come somma di 17] v.a. (X;)m>1 indipendenti e con
legge Ber(p,,), indipendenti da V}, allora grazie alla proprieta (1.3) si ha (1.8).

Il perché dell’ultima ipotesi e la relativa notazione, sara chiaro nel prossi-
mo capitolo, quando si introdurra il grafo aleatorio di Erdés-Rényi. Questa
ipotesi pero varra anche nel seguito della sezione, dunque ¢ opportuno ripe-
terla: scelta a caso una coppia di vertici del grafo, questa forma un arco con
probabilita p, indipendentemente dalle altre coppie; ovvero essa appartiene o
meno all’insieme degli archi secondo una legge di Bernoulli di parametro p,
indipendentemente dalle altre coppre.

Si introduce ora una nuova successione (Y;);>o di v.a. chiamata processo
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ausiliario:

Yo =1,
Yisr =Y+ Zj — 1 (1.9)

con Zjy1 ~ Bin(V;,p), per j > 1, dove V; := n —Y; — j. Piu precisa-
mente, ricordando la proprieta (1.3), si definisce Z;1; := Z,‘:f:l XU dove
(X},{))m,,eN ¢ una famiglia di v.a. indipendenti con distribuzione Ber(p). La
legge Bin(V},p) in (1.9) ¢ ben definita perché si mostra per induzione che
V; > 0 per ogni j > 0. Il passo base ¢ immediato, infatti Vo =n —Y; — 0=
n — 1 > 0. Supponendo sia vero per j > 0, il passo induttivo é

Vim=n—-Yu-(+)=n-Y;—-Zj+1-j-1
=n—Y;—Zjn—j=V;—Z;+1=>0,

dove I'ultima disuguaglianza é verificata perché il numero di vertici visitati
al j + 1-esimo passo dev’essere minore o uguale del numero di vertici inattivi
dopo il j-esimo passo.

Osservazione 1.3.1. Il processo ausiliario Y in (1.9), a differenza del pro-
cesso di esplorazione Y in (1.3.1), puo diventare strettamente negativo (se
Y;=0e Zj;1 =0=Y;4; = —1). Di conseguenza, dopo il primo istante in
cui Y; = 0, si perde 'interpretazione di (Y;);>¢ come processo di esplorazio-
ne. Pero é cruciale osservare che il processo ausiliario ha la stessa evoluzione
del processo di esplorazione, almeno fino al primo istante in cui ¥; = 0.
In particolare la v.a. T := min{j: ¥; = 0} ha la stessa distribuzione di

~

T :=min{j: Y; = 0}, che ¢ la taglia della c.c. del vertice i.

La relazione ricorsiva (1.9) permette di determinare esattamente la distri-
buzione di Yj.

Lemma 1.3.2. Sia (Y;);>0 la successione definita in (1.9), e sia V; =n —
Y; — j. Allora per ogni j € Ny, si ha che V; ~ Bin(n —1,(1 —p,)?); in modo
equivalente, Y; + j — 1 ~ Bin(n — 1,1 — (1 — p,)?).

Dimostrazione. Si mostra per induzione su j € Ny che V; ~ Bin(n — 1, (1 —
pn)?). Per j = 0si ha Vj =n — 1, perché al passo 0 ho un vertice attivo e gli
altri sono inattivi, e dato che (1—p,)° = 1 si ha che Bin(n—1,1) = n—1 (quasi
certamente). Si fissi ora j > 0, e assumendo che V; ~ Bin(n — 1, (1 — p,)?) si
prova che Vj,; ~ Bin(n — 1, (1 — p,)’*!). Dalla relazione (1.9) si evince che

Vien =V — Zj,
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dove Z;11 ~ Bin(V;, p,), per cui V; — Z;41 ~ Bin(V;, 1 — p,); questo perché
vale la proprieta (1.4). Si applica ora il lemma 1.1.7:

se V ~ Bin(m,r) = Bin(V,q) ~ Bin(m, qr),

aV =V;~Bin(n—1,(1—-p,)),q=1—p, er = (1—p,)’, quindi segue
facilmente che V; 1 ~ Bin(n — 1, (1 — p,)’ ).
L’ultima affermazione segue dalla proprieta (1.4),infatti:

Yi+j—1=(n—1)—V;doveV; ~ Bin(n — 1, (1 — p,)’). =

Questo processo di esplorazione dopo aver esplorato tutta la componen-
te connessa del vertice 7 fissato si arresta, ma per studiare un grafo nella
sua interezza € necessario esplorare tutte le sue componenti connesse. Si
introduce quindi una modifica al processo di esplorazione, detto processo di
esplorazione che "ricomincia”. L’idea di base ¢ la medesima del processo di
esplorazione, ovvero si fissa un vertice i € V,, := {1,...,n} e ne si esplora
la componente connessa. Quando perd non ci sono piu vertici attivi, ovve-
ro quando si ha finito di esplorare tutta la c.c. del vertice i, se rimangono
vertici tnattivi del grafo, ne viene scelto uno qualsiasi, lo si rende estinto e
contemporaneamente tutti i suoi vicini li si rende attivi. Si prosegue ora con
il processo di esplorazione standard, ovvero si seguono i punti (1), (2), (3),
finché non c¢’é piu alcun vertice attivo. A questo punto si ripete la procedura
appena descritta e si sceglie un vertice fra quelli inattivi e cosi via. In questa
maniera, dopo j passi, il numero di vertici estinti ¢ sempre uguale a j. L’e-
splorazione si ferma dopo n-passi con tutti i vertici estinti, dato che tutto il
grafo é stato visitato e trovate tutte le componenti connesse.

Questo processo modificato si pud formalizzare come segue: per ogni
7 =0,1,...,n, sia 57] il numero di vertici attivi dopo j passi del processo di
esplorazione modificato sopra descritto. Si ha allora

Yo =1,
=Y, +Z -1, perj=0,...,n—1, (1.10)

dove la v.a. ZjH rappresenta il numero di vertici visitati al passo 7 + 1. Di
conseguenza, ricordando 'ipotesi secondo cui una coppia di vertici, scelta a
caso, appartiene o meno all’insieme degli archi con probabilita p,,, cioé segue
una legge Ber(p,), si ha che

v

se }7] 1,
3> P . (1.11)
1+ Bin(V; — 1,p,) seY; :

~ Bin \7, "
Zj+1N{ ( J p)
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dove \7] =n— }N/J — 7 indica il numero di vertici inattivi dopo j passi; si nota
cheseffj :()sihaf/j—lzn—j—l > 0 per ogni 7 = 0,...,n, per tanto
la v.a. Bin(V; — 1,p,) in (1.11) ¢ ben definita. Si definisce la successione
(ﬁ)ogjgn come processo di esplorazione modificato.

Osservazione 1.3.2. E importante osservare che il processo di esplorazione
modificato (Y})o<j<n non ¢ molto diverso dal processo ausiliario (Y;);>o de-
finito in (1.9). Infatti, quando Y; > 1, il processo di esplorazione modificato
evolve secondo la stessa Telazwne ricorsiva (1.9) del processo ausiliario; inve-
ce, quando Y 0, la relazione Z]H ~ 1—|—B1n(Y 1,p,) & diversa da Z;1 ~
Bm(VJ, Dn)- Rlcordando la proprieta (1.3), & ovvio che si debba avere

1+ Bin(V —1,p) > Bin(V, p),
percio risulta naturale pensare che f@ sia "piu grande" di Y}, Vj =0,...,n

Nel seguente lemma ¢ contenuta una formulazione piu precisa di quanto
appena osservato.

Lemma 1.3.3. E possibile definire sullo stesso spazio di probabilita due suc-
cessioni (Yj)o<j<n € (Yj)o<j<n che verificano rispettivamente (1.9) e (1.10)-
(1.11) per ogni 0 < j < mn, in modo che si abbia Y; >Y;, Vj € {0,...,n}.

Dimostrazione. Si fissi uno spazio di probabilita in cui ¢ definita una famiglia
di v.a. (XZ'(]))i,jZO indipendenti con legge Ber(p). Queste v.a. saranno usate,
a loro volta, per costruire le variabili Z; e Zj che compaiono al j-esimo passo.
Si definiscono quindi le successioni (Y})o<j<n € (Yj)o<j<n in modo iterativo,

ponendo Yy = Yy = 1, e quindi, per 0 <j<n-1

n—Y;—j
Yijin=y;— 1+ 21 con Zjq:= XZ,(JH)’
i=1
Yip1=Y;— 1+ Z; con Zj, = X+ (1= XP )Ly gy
=1

Si nota che Y verifica la relazione di ricorrenza (1.9). Invece per quanto
riguarda Y, vedendo separatamente i due casi Y # 0, dove I'ultimo termine
vale 0, e Y = 0. In particolare, nel secondo caso, si ha

~ R n—f@-—j ' n— 57] -7
Yipn=—-1+Z;,,=-1+ Z Xi(JH) +1- jH) Z X, G+,
=1

ovvero una somma di n —Y; — j — 1 = V; — 1 v.a. di Ber(p) indipendenti.
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CAPITOLO 1. PROCESSI DI DIRAMAZIONE

Rimane da mostrare che f/] >Y; V0 < j < n. Siprocede per induzione:
il caso base j = 0 ¢ immediato perché per definizione Yy = Yy = 1. Per 7 >0,
assumendo che n — Y/j —J < n =Y, — j per ipotesi induttiva, si ha che la
somma in Zjﬂ contiene meno addendi di quella in Z;,;, pertanto

n—Y;—j
Yipn =Y =Y, =Y+ 2 —-Zj+12Y; =Y, — Z XUt
i=n—Y;—j+1
n— j—j
= Y. -x7
i=n—Y;—j+1

dove per la prima disuguaglianza si usa il fatto che (1 — Xl(jﬂ))]l{?jzo} >0,
e per l'ultima uguaglianza il fatto che la somma contiene }73 — Y termini.
Dato che Xi(]ﬂ) < 1 segue subito che }7j+1 —-Y;1 >0. ]

Proprieta e transizione di fase del grafo aleatorio di Erdgs-Rényi 19



1.3. IL PROCESSO DI ESPLORAZIONE
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CAPITOLO 2. IL GRAFO ALEATORIO DI ERDOS-RENYT

Capitolo 2

Il grafo aleatorio di Erdés-Rényi

In questo capitolo si introducono brevemente i grafi aleatori, in partico-
lare una variazione al modello di Erdgs-Rényi [3]. Nella seconda sezione
si indaghera la transizione di fase riguardante la connettivita nel grafo di
Erdés-Rényi.

2.1 1l modello di Erdés-Rényi

Per studiare reti di grandi dimensioni, ’approccio piti conveniente risulta
essere 1'utilizzo dei grafi aleatori. I grafi aleatori sono dei grafi in cui la
struttura si basa su una costruz<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>