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Prima Legge: 1 pianeti descrivono Seconda Legge: il vettore posizione relativa dei
orbite ellittiche di cui il Sole occupa pianeti rispetto al Sole descrive aree uguali in tempi
uno dei due fuochi. uguali.
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Equazione di Keplero: mette in relazione il
’ tempo e la posizione del corpo lungo I’orbita.

Terza Legge: 1l quadrato del periodo di M ’
rivoluzione di ogni pianeta ¢ proporzionale al n(t—tg) =M =§£ —esiné
cubo del semiasse maggiore della sua orbita. | |
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La legge di Titius-Bode (1772) suggerisce William Herschel scopre Urano nel 1781.
I’esistenza di un pianeta tra Marte ¢ Giove. Cio avvalora ulteriormente 1’ipotesi che
Si tratta di una legge empirica, oggi priva di esista veramente un pianeta che completi
un’ effettiva dimostrazione fisica. la serie di Titius-Bode.

a; =04+03 x 2
i=—-00,0,1,2,3, ...

Giuseppe Piazzi osserva per la prima Carl Friedrich Gauss lo stesso anno

volta Cerere 1’1 gennaio 1801, ma con le sviluppa I’omonimo metodo per il

poche osservazioni disponibili non ¢ in calcolo orbitale, riuscendo percio a In seguito viene scoperta 1’esistenza della
grado di rintracciarlo. determinare 1’orbita di Cerere. Fascia di Asteroidi, di cui Cerere fa parte. Nel

DELLA SCOPERTA

2006 viene riclassificato come pianeta nano,
I’unico del sistema solare interno.

DEL NUOYO FIANETA

CERERE FERDINANDEA

QA0 TEA § MIAAY PIL NOSTAQ SHTEA
JULARE:

PALERMO
s¥o0n

MILLA STAMPERIL AEALE,
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K Momento angolare specifico: 5 = r x 7
Z € - .
] N Lineadeinodi: N =k x h
e 2
1 \4 O R II 9
'y Parametro dell’orbita: p=——— =a(l — ¢
h " Gm?2mg
7 - E
Eccentricita: ¢=4/1— 7
; v Ne
Argomento di perielio: w = arccos (\—)
Ye
Q V.
T N Longitudine del nodo ascendente: () = arccos (" 1{-;'1)

/i

L’insieme di questi parametri definisce
univocamente un’orbita nello spazio

tridimensionale. 9

Anomalia media: M = ?t =& —esiné

o L] - h . I]:
Inclinazione: i = arccos | _,|
h
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q q N . . . . .
P = Qa; + Pibi : vettori posizione eliocentrica del corpo osservato.

\}

(1; : vettori posizione della Terra rispetto al Sole. Essendo complanari,
se si adotta come sistema di riferimento il piano dell’eclittica, essi
sono noti dalle tavole delle effemeridi tramite due soli dati, ovvero la
distanza Terra-Sole e la longitudine eclittica /.

b : versori che indicano la direzione Terra-corpo al momento
dell’osservazione al tempo ¢, .Sono determinati da due misure
angolari, la longitudine A e la latitudine B eclittiche geocentriche.

pi : moduli delle distanze Terra-corpo incognite.

Si vogliono trovare le grandezze p, tali che 1 vettori r; siano complanari e definiscano una conica C su cui I’evoluzione del moto del corpo m
secondo le leggi di Keplero porga 7 (t;) = 1; . Per questo metodo sono necessarie tre sole osservazioni, le quali per ipotesi d’ora in poi si

considerano ordinate in senso antiorario.
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Si impone la complanarita degli r; scrivendoli come combinazione lineare I'uno degli altri due ro = ary + [rs
Dalla definizione del prodotto vettoriale si ottengono ni; = |13 X 73| = ryrjsin(f; — 6;) = ryr ;s 0,
.o . . . . . Ttag ) 119
Si ricava che 1 coefficienti o e f si scrivono come an=— g =—
T3 13
h

Ricordando che dal punto di vista geometrico il prodotto vettoriale da
come risultato ’area del parallelogramma compreso tra due vettori, 1 due
coefficienti sono rapporti tra aree di triangoli interni all’orbita.

La condizione di complanarita si riscrive come  «(ady + ;3151} — (@ + pggg] + B(ag + pgf)g) =0
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, , B bo % by B hg % by B b1 x by
Introducendo 1 vettori 0] = = — Co = = — Cy — 3 —
EJ'] X bg . EJ';'g EJ'] X Ei'g . Ei'_fg EJ'] X h‘g . Ei'fg
= —F - d1 + =0 - @y — 26 - @
. . . 1- do . . . P] o . ] ] f-'t . ] - f..t - ] l\.g
s1 puo scrivere un sistema lineare di equazioni per 1 p, — = — = P
P q pertp; 9 = (xCy - @y — Co - da + ¢y - ay

— — 1 — — —_ —
p3 = —':—:ff.‘;; -1 + 5C3 - dy — C3 - d3

Risulta necessario imporre due condizioni:
1) Iversori b; devono essere linearmente indipendenti by ¢ by - by # 0

2) I vettori r; devono essere complanari non paralleli afd #£ 0

Ca - @inag + Co - AzN12 N12M23

Sostituendo le definizioni di « e /8 si ottiene in particolare P2 = —Ca - da
ny2 + N3 113
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Si definiscono ora i parametri di Gauss P = 2 _ P Q= 2r: (M _ 1) — Q.rg{ﬂ. +8-1)
a3 ¥ - nq3

dove si indica ro = || = \/a% + 2ay - bypoy + p%

G 1 Q s P (1. @
1 pud quindi riscrivere in funzione dei parametri di Gauss a = = ——
puod P 1+P\ 273 1y r\U T 23
. L . . Cy-ap+cy-azbP Q : . :
¢ soprattutto si ottiene un’equazione implicita per py = —Co - ag + Prl 1+ 2,3 detta proprio equazione di Gauss.
ra
. P+1_ L.
Allo stesso modo per le altre equazioni del sistema si scrive p1 = —C1-ai + e, 1 -dap — Pcy - az
23
1. P+1 . . . .
pP3 = —F5C3- a1+ C3 0y —C3- a3
P Q
an
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A
Si introducono 1 rapporti 75 = ni dove con 4;; si indica I’area del settore ellittico compreso tra 1 vettori 7; e 7; .
C . : : t12 123 \ . : 119 )
Si puo riscrivere grazie alla seconda legge di Keplero P = Pa— che puo essere quindi approssimato come P’ = = + o(€”)
23 112 23
_ . o ta3 0w o b12 9
avendo definito  t;; = t; —t; Di conseguenza si ottiene anche o = - +o(e”) B = . + o(€”)
13 13
o(e) = o(ti — t;)
Dalla prima legge di Keplero si puo scrivere il p= 1 13 ni2ma3 fi = 0.
. . . — 2
parametro p in funzione degli n; 717973 N2 + Nag — Ny 2cos fiacos fagcos fi3 )
: . Q) t1atas Da cui si puo ottenere la
Cio permette di scrivere a + f — 1 = — = ‘ @ Ol S1puo OUAete 9
2ry  rirarsdniones2cos fiacos foscos fis seguente approssimazione per () = #;9t93 + o(€”)

Queste approssimazioni dei parametri di Gauss verranno utilizzate come punto di partenza per le iterazioni del metodo al fine di ottenere un
risultato per p, approssimato fino all’ordine o(¢).



cJ M :i====  TERz0 PASSO: LA MAPPA DI GAUSS

Il metodo consiste ora nel risolvere il seguente algoritmo:

1. Usare come valori iniziali quelli ricavati dalle approssimazioni 0™ a3

Qo = tiatoy

spiegate precedentemente

Cy-ay + Cy - ashy

0 -
2. Risolvere I’equazione di Gauss PE@ ) = p2(Fo; Q0, ©) = —cy - dg +

0 0

3. Caleolare 7" =&, + p{"b, i) = |7
: : : ) - F+1
4. Risolvere il resto del sistema  py = —C1 - ai + 1—I-—O” c1 - ag — Focy -
~0) H0) . :
5. Analogamente calcolare 7y .73 in modo da ottenere i tre
vettori complanari dell’orbita

6. Calcolare i parametri orbitali (Quarto passo) o® = (p© 0 0 QO 4

(1_'_@_%) © = (a1, dy, d3, by, bo, b3)
2]12
1. . hR+1 - - . .
p%m:—?c'g-al—l— C3-dgp — C3-0Asg
0 Pﬂ(l n Qo)

o) ? JI{D} (fﬁjj

10
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7. In generale, data la k-esima iterazione, agli stessi istanti di tempo ¢, si calcolano
-F‘ém = 7k ( t;) da utilizzare per I’iterazione successiva

k) k k
8. Calcolare 'n-i |_“ _j,-} |

9. Calcolare i parametri di Gauss tramite le definizioni e ripetere i passaggi precedenti

(k) 0.2
pleet) _ Mo _ 112723 QU+ — 9,3 2ryt19tas
(k)

) (”12 + IrL,..3 1)
nyy  ta3mio % rirgdniatns2cos figcos fazcos fis

l“:-"f

In questo modo si & costruita la mappa di Gauss F' : ( PR Q¥ — (P QUF+1) una successione per (P.Q) che auguratamente
converge verso un punto fisso (P* (*), a cui sara associata la conica C, ovvero I’orbita del corpo osservato, o almeno una sua approssimazione
fino all’ordine o(¢).

Osservazione: anche 1’orbita terrestre ¢ una soluzione del metodo
di Gauss associata al punto fisso banale (P, Q;), tale per cui vale
p~=0¢ quindi r;= a;

11
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Le seguenti operazioni vanno svolte per ogni iterazione fino alla convergenza del metodo.

Si puo dimostrare che una volta trovati 1 vettori r;, la conica passante per essi con fuoco nel loro origine esiste ed ¢
unica se e solo se 7119 + nog — 1113 # 0, ovvero se gli r; non rappresentano tre punti allineati.

ry =p—erycos(f] —w)
Tramite la prima legge di Keplero si puo scrivere il seguente sistema ro = p — erg cos(fy — w)

rq = p — ergcos(fy — w)

re — T4 cos(f3 — w) — cos(fy — w)
Dalla prima e dalla terza equazione si ottengono € = — _ D =TT
rycos(fy —w) — rycos(fy —w)

rycos(fly3 —w) — rycos(f; — w)

e inserendole nella seconda si ottiene un’equazione per 1’argomento di perielio ®

A ri(ro — r3) cos o + ro(rs — r1) + r3(ry — ro) cos fy:
tan(fy — w) = — 2 = _ 1(re —73) 12 + a(rs — 1) + 73( 5 2) 23 se B #0
B ri(rg — rg) sinfyg — r3(ry — rg) sin fag

cos(fa —w) =10 se B=10

12
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ri(ra—rz)sinfia—r3(r1—ra)sinflag :
.. €= — se B # 0
Si puo quindi ricavare anche le equazioni per I’eccentricita e cos(f2—w)(n12+n23—n13) 7
ra(ra—ry)+ri(ra—ra) cosfya+ra(ry—ra) cosfoa ,
_ T1r2—rs, ‘ ) se B =0
sin(f2—w)(n12+naz—mi3)

sIn fyo + sin fyg — sin 45

e per il parametro dell’orbitap  p = rirary
nyg + Ng3 — M3

—rq(ro—rq) sin Bya—rq(ry—ra) sin By
1(ro—r3) 12—Ta(r1—r2) 2..!) SE‘B#O
niz4+nai—nis
ra(ra—ry)Lri(ra—rs) cos B2 Lra(ry—ra) cos fa: )
2(ra—r1)+ri(ra—r3 12 Jlﬂbﬂ) se B =0
nia+noaz—Tq2

Dal momento che per definizione vale ¢ = 0 Sgn( cos(fy — ..u]) = Sg-n.(
I’ambiguita sul segno di o € risolta nel seguente modo | ¢ gn( sin(fy — :J.:)) — s gn(

Non potendo conoscere la velocita del corpo al momento dell’osservazione, si ricorre alla iy — ry Xry  TeXTy Ty XTy

complanarita degli r; per definire il vettore parallelo al momento angolare dell’orbita. X Ta| |y x 7| |7 % T
: : o : L X kExm
Si definisce quindi anche la linea dei nodi come 7 = ———
k x m

In questo modo sono stati calcolati tutti 1 parametri dell’orbita, che risulta percid completamente definita.

13
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Se si verifica by X by - b3 = 0 significa che i versori sono complanari e non viene rispettata una delle condizioni di esistenza del sistema
dei p; . Ci0 puo avvenire nei seguenti casi:

-se ’orbita del corpo osservato ¢ perfettamente complanare a quella terrestre ¢ necessario usare un metodo diverso da quello di Gauss,
specifico per orbite in questa condizione

-se le osservazioni compiute porgono casualmente dei versori complanari € sufficiente compiere ulteriori osservazioni in tempi diversi

-se le osservazioni vengono svolte in intervalli di tempo troppo corti i versori risultano quasi complanari e possono rendere instabile la
convergenza del metodo fino a portare a soluzioni del tutto errate.

Nel corso del tempo gli astronomi hanno da un lato sviluppato metodi alternativi per trovare

b

) _____;i-er—_%-—““‘__ +—6—— _‘“"--:-.;@3,.-__________ valori iniziali che garantiscano la convergenza del metodo di Gauss, e dall’altro individuato
AL Orbita 11;1'-(;1]'111]'11&1‘6  degli intervalli di tempo ottimali per svolgere le osservazioni a seconda della geometria e della
distanza del corpo.
| In generale, se le osservazioni vengono svolte nelle condizioni ideali, anche considerando
R g -@’ eventuali errori di misura il metodo converge alla soluzione per un ampio intervallo di valori
S — e S con una buona approssimazione /.

Orbita reale Dopo aver individuato una prima approssimazione dell’orbita tramite il metodo di Gauss, si
possono compiere ulteriori osservazioni e affinare I’approssimazione anche tramite il metodo dei

minimi quadrati, anch’esso sviluppato da Gauss proprio in occasione della scoperta di Cerere.

'Celletti Alessandra e Pinzari Gabriella,Four Classical Methods for Determining Planetary
Elliptic Elements: a Comparison,13 Giugno 2005, pp.19-24 14
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