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Capitolo 1

Introduzione

Lo scopo di questi tesi è quello di studiare il modello di Bose-Hubbard a due siti per un sistema di
N bosoni e di proporre un estensione di tale modello al caso di un sistema di N anyons. Nel caso in
esame si parte dallo studio di un sistema di N bosoni interagenti tra loro e soggetti ad un potenziale
simmetrico a doppia buca ricavando la hamiltoniana di Bose-Hubbard valida sotto approssimazione di
campo medio con alto numero di particelle debolmente interagenti. Sotto tali approssimazioni è pos-
sibile trattare il sistema facendo uso degli stati coerenti, noti anche come stati di Glauber, introdotti
dal ősico americano Roy J. Glauber nel 1963 [1]. Vennero applicati, dapprima, nel campo dell’ottica
quantistica come stati quantistici dell’oscillatore armonico quantistico, con la particolarità di descrivere
una dinamica simile a quella dell’oscillatore armonico classico. Tuttavia, il loro signiőcato venne molto
presto esteso ad altre aree della ősica, in particolare nel campo della ősica della materia condensata, in
cui vennero applicati nello studio del fenomeno di condensato di Bose-Einstein e nello studio di regimi
di superŕuidità e superconduttività (vedi [2], [3], [4]). Nel caso, oggetto di studio, di bosoni in un
potenziale a doppia buca si vedrà come l’applicazione degli stati coerenti all’evoluzione temporale del
sistema porta a ricavare delle equazioni che predicono il passaggio di corrente tra due superconduttori
separati da un sottile strato isolante, senza l’applicazione di alcun potenziale. Tali equazioni sono note
come equazioni di Josephson [5] e valsero il premio nobel al ősico gallese Brian David Josephson nel
1962.

Partendo da tali risultati, si studierà poi un sistema simile a quello descritto dalla hamiltoniana di
Bose-Hubbard a due siti sostituendo alle particelle bosoniche anyons. La hamiltoniana che descrive
questo sistema ha una forma particolare ed possibile ottenerla dalla hamiltoniana di Bose-Hubbard a
due siti per un sistema di N bosoni tramite una particolare trasformazione di Jordan-Wigner fraziona-
ria [6], che mappa operatori di creazione e annichilazione anyonici nei corrispettivi operatori bosonici.
Supponendo che tale trasformazione non comprometta le condizioni di validità del modello di Bose-
Hubbard, si procederà ad analizzare il sistema con una metodologia analoga a quella usata nel caso
bosonico. In particolare, si farà uso, ancora una volta, degli stati coerenti bosonici nell’evoluzione
temporale per poter ottenere la dinamica quantistica del sistema.
Per studiare più in dettaglio la statica e la dinamica, verranno proposte le soluzioni per il sistema li-
nearizzato dell’hamiltoniana e i punti critici del sistema non-linearizzato. Inőne, per validare i risultati
analitici e per ottenere maggiori informazioni, verrà eseguita un’analisi numerica della dinamica quan-
tistica del sistema variando i parametri di controllo delle equazioni differenziali che lo caratterizzano e
andando a studiare la risposta del sistema a tali variazioni.
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Capitolo 2

Modello di Bose-Hubbard per un sistema

di N bosoni

2.1 Hamiltoniana di Bose-Hubbard

Nel formalismo della seconda quantizzazione, la hamiltoniana di un sistema a molti bosoni può essere
scritta, in funzione delle coordinate spaziali, come [7]

Ĥ =

∫︂

d3r Ψ̂
†
(r)

[︃

− ℏ
2

2m
∇2 + U(r)

]︃

Ψ̂(r) +
1

2

∫︂

d3rd3r’ Ψ̂
†
(r)Ψ̂

†
(r’)V (r − r’)Ψ̂(r’)Ψ̂(r), (2.1)

dove Ψ̂(r) descrive l’operatore di campo bosonico. In particolare si è interessati a trattare un sistema
di N bosoni interagenti immersi in un potenziale a doppia buca nella direzione assiale x e armonico nel
piano trasverso (y, z). L’espressione analitca del potenziale richiesto può essere vista come:

U(r) = Vdb(x) +
1

2
mω2(y2 + z2). (2.2)

Inoltre, si assuma che il sistema si trovi a temperatura nulla, quindi nel suo stato fondamentale, e
con potenziale di interazione intra-particellare lo pseudo-potenziale di Fermi a contatto: V (r − r’) =
g δ(3)(r − r’), dove g rappresenta la forza dell’interazione.
Se la frequenza di conőnameto armonico nel piano trasverso, ω, è sufficientemente ampia, il sistema può
essere approssimato come quasi-unidimensionale ed è possibile riscrivere l’operatore bosonico come:

Ψ̂(r) = φ̂(x)
1√
π I

e
−(y2+z2)

2I2 , (2.3)

dove φ̂(x) è l’operatore di campo bosonico unidimensionale nella direzione assiale x, mentre il termine
restante è dato dal prodotto di funzioni d’onda dello stato fondamentale di oscillatore armonico, in cui

I =
√︂

ℏ

mω
è la lunghezza di conőnamento caratteristica.

È possibile sempliőcare ulteriormente l’espressione dell’operatore di campo bosonico. L’operatore
Ψ̂(r) è tale per cui distrugge un bosone con coordinata r e segue le regole di commutazione cano-

niche: [Ψ̂(r), Ψ̂
†
(r’)] = δ(3)(r − r’) e [Ψ̂(r), Ψ̂(r’)] = [Ψ̂

†
(r), Ψ̂

†
(r’)] = 0. Confrontando tali pro-

prietà con l’espressione trovata prima per Ψ̂(r) (2.3), si vede che esse vengono vengono ereditate da
φ̂(x), per cui φ̂(x) distrugge un bosone in posizione x e segue le regole di commutazione canoniche:

[φ̂(x), φ̂
†
(x′)] = δ(x−x′) e [φ̂(x), φ̂(x′)] = [φ̂

†
(x), φ̂

†
(x′)] = 0. Si assuma, ora, che il potenziale a doppia

buca Vdb(x) abbia massimo in zero e che le particelle nelle due buche possano occupare solamente
lo stato fondamentale di singola particella e il primo stato eccitato di singola particella. Sotto tali
assunzioni è possibile operare l’approssimazione a due modi [8] e scrivere, quindi, l’operatore bosonico
unidimensionale come

φ̂(x) = âLφL(x) + âRφR(x), (2.4)
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4 CAPITOLO 2. MODELLO DI BOSE-HUBBARD PER UN SISTEMA DI N BOSONI

dove âj con j = L,R è l’operatore di annichilazione bosonico nella buca j-esima, mentre φj(x) è la
funzione d’onda di singola particella, che si assume strettamente localizzata nella buca j-esima1.
Inserendo (2.2), (2.3) e l’approssimazione a due modi nella hamiltoniana (2.1) si ottiene la hamilto-

niana di Bose-Hubbard a due siti

Ĥ = ELn̂L + ERn̂R − JLRâ
†
LâR − JRLâ

†
RâL +

UL

2
n̂L(n̂L − 1) +

UR

2
n̂R(n̂R − 1), (2.5)

dove n̂j = â†j âj è l’operatore numero della buca j-esima, Ej è la somma dell’energia cinetica e
dell’energia potenziale della buca j-esima, data da

Ej =

∫︂

dx φj(x)

[︃

− ℏ
2

2m

d2

dx2
+ Vdb(x) + ℏω

]︃

φj(x), (2.6)

Jij è l’energia di tunneling tra la buca i-esima e la buca j-esima, data da

Jij =

∫︂

dx φi(x)

[︃

− ℏ
2

2m

d2

dx2
+ Vdb(x) + ℏω

]︃

φj(x), (2.7)

e Uj è l’energia di interazione intra-particellare nella buca j-esima, data da

Uj =
g

2πI2

∫︂

dx |φj(x)|4, (2.8)

con j = L,R. Se la doppia buca di potenziale è completamente simmetrica allora EL = ER = E,
JLR = JRL = J e UL = UR. Sapendo che il termne n̂ = n̂L + n̂R non inŕuisce sulle proprietà
dinamiche del sistema dato che è costante, si può riscrivere la hamiltoniana di Bose-Hubbard a due
siti, nel caso in cui Vdb(x) sia simmetrico, come:

Ĥ = −J
(︂

â†LâR + â†RâL

)︂

+
U

2
[n̂L(n̂L − 1) + n̂R(n̂R − 1)] . (2.9)

Si conclude ricordando che sebbene la hamiltoniana di Bose-Hubbard dia una descrizione abbastanza
esaustiva del sistema in esame, nel ricavarla si sono fatte diverse ipotesi che ne determinano la validità.
Si è assunto che il sistema si trovi a temperatura nulla, tralasciando quindi lo studio degli stati eccitati,
e si è tenuto conto delle sole interazioni a contatto tra le particelle, trascurando quindi possibili inte-
razioni a distanza. Inoltre, si sono assunte le funzioni d’onda strettamente localizzate e il potenziale
perfettamente simmetrico.

2.2 Stati coerenti bosonici ed equazioni di Josephson

Gli stati coerenti vennero introdotti da Roy Glauber nel 1963 [1]. Essi sono deőniti come gli autostati
dell’operatore di annichilazione, cioè

â |α⟩ = α(t) |α⟩ (2.10)

⟨α| â† = α∗(t) ⟨α| , (2.11)

con αj ∈ C. Per deőnizione essi non sono autostati dell’operatore numero n̂ = â†â. Si può, quindi,
trovare un espansione degli stati coerenti nella base di Fock degli autostati dell’operatore numero |n⟩.
Si trova che tale espansione è la seguente:

|α⟩ = e−
|α|2

2

∞
∑︂

n=0

αn

√
n!

|n⟩ . (2.12)

1 Le funzioni d’onda delle singole buche sono combinazioni lineari della funzione d’onda dello stato fondamentale,

φ0(x), e della funzione d’onda del primo stato eccitato, φ1(x). In particolare: φL(x) = 1
2
[φ0(x) + φ1(x)] e φR(x) =

1
2
[φ0(x)− φ1(x)]
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Inoltre, dalle equazioni (2.10) e (2.11) si trova che ⟨α|â†â|α⟩ = ⟨α|n̂|α⟩ = |α|2. Allora, essendo α un
numero complesso è possibile scriverlo in rappresentazione di Eulero come segue:

α =
√︁

N̄ eiφ, (2.13)

dove N̄ = |α|2 è il numero medio di particelle nello stato coerente, mentre φ è la fase dello stato coerente.

Alla luce di tali risultati, si calcola il valore di aspettazione della hamiltoniana di Bose-Hubbard nello
stato coerente |αLαR⟩ = |αL⟩ ⊗ |αR⟩ dato dal prodotto tensore tra lo stato coerente nella buca di
sinistra e lo stato coerente nella buca di destra. Il risultato di tale valore di aspettazione è:

⟨αLαR|Ĥ|αLαR⟩ = −J (α∗
LαR + α∗

RαL ) +
U

2

[︂

|αL|4 + |αR|4
]︂

. (2.14)

Come mostreremo in maniera più dettagliata nella Sezione (3.2) per il caso anyonico, dall’hamiltoniana
mediata sugli stati coerenti è possibile ottenere le equazioni del moto per la differenza di fase tra gli
stati coerenti della buca di destra e dell buca di sinistra φ(t), e per lo squilibrio di popolazione z(t),
che in termini matematici può essere visto come il momento generalizzato di φ(t). Le espressioni per
φ(t) e per z(t) sono:

φ(t) := φR(t)− φL(t) (2.15)

z(t) :=
N̄L(t)− N̄R(t)

N
, (2.16)

dove N = N̄L(t) + N̄R(t) è il numero totale di particelle nel sistema. La hamiltoniana (2.14) riscritta
in queste nuove coordinate diventa:

H =
⟨︂

Ĥ
⟩︂

= −JN
√︁

1− z(t)2 cos (φ(t)) +
UN2

4
z2(t) (2.17)

Ricavando le equazioni del moto di φ(t) e z(t) si trovano le equazioni di Josephson [5]:

ℏφ̇ = J
z(t)

√︁

1− z2(t)
cos (φ(t)) +

UN

2
z(t) (2.18)

ℏż = −J
√︁

1− z2(t) sin (φ(t)) . (2.19)

Per quanto riguarda il sistema bosonico si scenderà più in dettaglio di così, in quanto esso è ampiamente
trattato in vari articoli come [9]. Inoltre, nel prossimo capitolo vedremo che il sistema bosonico appare
come caso particolare del sistema anyonico ed è quindi possibile ricavare da quest’ultimo i risultati per
il sistema bosonico.
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Capitolo 3

Modello di Bose-Hubbard per un sistema

di N anyons

In dimensione 3 il concetto di indistinguibilità della meccanica quantistica porta alla creazione di due
settori di superselezione: uno relativo a particelle le cui funzioni d’onda sono simmetriche per scambio
(bosoni) e uno relativo a particelle le cui funzioni d’onda sono anti-simmetriche per scambio (fermioni).
Ciò deriva dal fatto che in 3D, le particelle sono una rappresentazione del gruppo delle permutazioni
i cui autovalori possibili sono: ±1. Tuttavia, negli anni ‘70 venne congetturata per la prima volta
l’esistenza, in dimensioni minori di quella ősica, di quasi-particelle, ossia enti, presenti solo in sistemi
con determinate condizioni, i quali si comportano come particelle elementari all’interno di tali sistemi.
Il primo esempio concreto dell’esistenza degli anyons si ebbe negli anni ‘80 in un sistema di elettroni
bidimensionale con effetto Hall quantistico frazionario [10].
In dimensione 2 si trova che il gruppo che regola gli scambi è il gruppo delle trecce le cui rappresenta-

zioni sono operatori che non presentano il vincolo Ô
2
= 1 e ammettono quindi come autovalori tutti i

numeri complessi di modulo uno: eiθ. Ciò porta ad avere che per due quasi-particelle in 2D, le quali
furono chiamate da Frank Wilczeck con il nome di anyons [11], la funzione d’onda acquista una fase
frazionaria eiθ per scambio di particelle, con θ ∈ [0, π]. È possibile notare che per θ = 0 si ottiene
la regola di scambio bosonica, mentre per θ = π si ottiene la regola di scambio fermionica. La ősica
degli anyons rimase conőnata al caso bidimensionale őno al 1991 quando, il ősico britannico Frederick
Duncan Haldane propose un modello di statistica frazionaria in dimensione arbitraria che generalizza
il principio di Pauli [12]. Alla luce di tale risultato diventa possibile considerare l’esistenza di anyons
anche nel caso unidimensionale, dei quali si farà uso nelle sezioni seguenti.

3.1 Trasformazioni di Jordan-Wigner e Hamiltoniana di Bose-Hubbard

“anyonica”

Si vuole, ora, provare ad estendere il modello appena illustrato al caso di N anyons interagenti immersi
in un potenziale a doppia buca nella direzione assiale x e armonico nel piano trasverso (y, z).
Nel caso unidimensionale, gli operatori di creazione e annichilazione anyonici, â†i e âi , in cui l’indice i
si riferisce al sito sul quale agiscono, sono deőniti dalla seguenti regole di commutazione [13]:

âiâ
†
j − e−iθsgn(i−j)â†j âi = δij (3.1)

âiâj − eiθsgn(i−j)âj âi = 0, (3.2)

con sgn(i− j) = 0 e θ ∈ [0, π] parametro statistico anyonico.
Attraverso una trasformazione di Jordan-Wigner frazionaria, è possibile mappare operatori anyonici in

7



8 CAPITOLO 3. MODELLO DI BOSE-HUBBARD PER UN SISTEMA DI N ANYONS

operatori bosonici, e viceversa. Si deőnisce tale trasformazione come [14]:

âi = b̂iexp

(︄

iθ

i−1
∑︂

k=1

n̂k

)︄

, (3.3)

dove i b̂i sono appunto gli operatori bosonici caratterizzati dalle regole di commutazione canoniche:

[b̂i, b̂
†

j ] = δij e [b̂i, b̂j ] = [b̂
†

i , b̂
†

j ] = 0. L’operatore deőnito come n̂i = b̂
†

i b̂i è l’operatore numero del sito
i-esimo.

Si vuole veriőcare che, effettivamente gli operatori âi, scritti nella forma (3.3), seguano le regole di
commutazione anyoniche. Si suppone, senza perdita di generalità, che i < j. Si trovano, quindi, le
seguenti relazioni:

âiâ
†
j = b̂i e

−iθ
∑︁

i≤k<j n̂k b̂
†

j

= e−iθ
∑︁

i<k<j n̂k b̂ib̂
†

je
−iθn̂i (3.4)

f(θ)â†j âi = e−iθ
∑︁

i<k<j n̂ke−iθn̂if(θ)b̂
†

j b̂i

= e−iθ
∑︁

i<k<j n̂kf(θ)b̂
†

j b̂i. (3.5)

Si prenda f(θ) = eiθsgn(i−j) in modo tale che, nel caso considerato in cui i < j, f(θ) = e−iθ. È possibile,
allora, riottenere le regole di commutazione anyoniche per gli âi ,â†i :

âiâ
†
j − f(θ)â†j âi = e−iθ

∑︁
i<k<j n̂k(b̂ib̂

†

je
−iθn̂i − e−iθ(n̂i+1)b̂

†

j b̂i)

= e−iθ
∑︁

i<k<j n̂ke−iθ(n̂i+1)[b̂i, b̂
†

j ]

= 0. (3.6)

È facile vedere che, in maniera analoga, si ottegono risulatati in accordo con le regole di commutaione

anyonica anche per i casi i > j e i = j, notando per quest’ultimo che, â†i âi = b̂
†

i b̂i e che f(θ) = 1.

Usando la relazione tra operatori anyonici e operatori bosonici, è possibile, quindi, scrivere un analogo
del hamiltoniana di Bose-Hubbarb per il caso anyonico in termini degli usuali operatori bosonici b̂i. Se
si considera un sistema di N anyons e K siti si trova la seguente espressione per la nuova hamiltoniana,
chiamata hamiltoniana Anyon-Hubbard [15]:

Ĥ = −J
K−1
∑︂

j

(e−iθn̂j b̂
†

j+1b̂j + b̂
†

j b̂j+1e
iθn̂j ) +

U

2

K
∑︂

j

n̂j(n̂j − 1), (3.7)

in cui si è assunto che l’energia di Tunneling Jj,j+1 = J , ∀j con j = 1, ...,K, e che l’energia di interzione
tra particelle all’interno del singolo sito Uj = U , ∀j con j = 1, ...,K.
Nel caso in cui i siti siano 2 (L,R), l’hamiltoniana Anyon-Hubbard diventa:

Ĥ = −J(e−iθn̂R b̂
†

Lb̂R + b̂
†

Rb̂Le
iθn̂R) +

U

2
[n̂L(n̂L − 1) + n̂R(n̂R − 1)] . (3.8)

3.2 Trattazione con gli stati coerenti

Ci si focalizza, ora, sull’evoluzione temporale del sistema anyonico descritto dall’hamiltoniana di Anyon-
Hubbard appena descritta. L’evoluzione temporale di un generico stato quantistico |ψ(t)⟩ del sistema
descritto dalla hamiltoniana è data dall’equazione di Schrödinger

iℏ
∂

∂t
|ψ(t)⟩ = Ĥ |ψ(t)⟩ . (3.9)
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Le equazioni di evoluzione temporale possono essere derivate trovando gli estremi dell’azione

S =

∫︂

dt ⟨ψ(t)|
(︃

iℏ
∂

∂t
− Ĥ

)︃

|ψ(t)⟩ , (3.10)

caratterizzata dalla Lagrangiana

L = ⟨ψ(t)| iℏ ∂
∂t

|ψ(t)⟩ − ⟨ψ(t)| Ĥ |ψ(t)⟩ . (3.11)

Si studia, ora, il sistema descritto da (3.8) con il metodo degli stati coerenti. Gli stati coerenti, come
si è visto in (2.2), sono deőniti come autofunzioni dell’operatore di annichilazione bosonico

b̂j |βj⟩ = βj |βj⟩ (3.12)

⟨βj | b̂
†

j = β∗j ⟨βj | , (3.13)

dove j = L,R e βj ∈ C.

Dalla deőnizione data è possibile vedere che ⟨βj |b̂
†

j b̂j |βj⟩ = ⟨βj |n̂j |βj⟩ = |βj |2. A questo punto si
calcola il valore di aspettazione dell’Hamiltoniana nello stato coerente composito dei due siti: |βLβR⟩ =
|βL⟩ ⊗ |βR⟩:

⟨βLβR|Ĥ|βLβR⟩ =− J
(︂

e−iθ|βR|2 β∗LβR + β∗RβL eiθ|βR|2
)︂

+
U

2

[︂

|βL|4 + |βR|4
]︂

. (3.14)

Scrivendo l’autovalore βj in rappresentazione di Eulero come

βj =
√︂

N̄ j(t) e
iφj(t), (3.15)

in cui N̄ j(t) = |βj |2 è il numero medio di particelle nel sito j al tempo t e φj(t) la fase bosonica nel sito
j al tempo t, si può riscrivere il valore di aspettazione per Ĥ nello stato coerente |βLβR⟩ nella seguente
forma:

⟨︂

Ĥ(t)
⟩︂

= −2J
√︂

N̄L(t)N̄R(t) cos
(︁

φR(t)− φL(t)− N̄R(t)θ
)︁

+
U

2

[︂

N̄
2
L(t) + N̄

2
R(t)

]︂

. (3.16)

Si introducono, nuovamente, le variabili differenza di fase φ(t), e squilibrio di popolazione z(t), deőnite
come:

φ(t) := φR(t)− φL(t) (3.17)

z(t) :=
N̄L(t)− N̄R(t)

N
, (3.18)

dove N = N̄L(t) + N̄R(t) è ősso e rappresenta il numero totale di particelle del sistema. È possibile
allora riscrivere la (3.16) in funzione delle nuove variabili introdotte,

H(t) =
⟨︂

Ĥ(t)
⟩︂

= −NJ
√︁

1− z2(t) cos

[︃

φ(t)− N(1− z(t))

2
θ

]︃

+
N2U

4
z2(t). (3.19)

Ci si concentra, ora, a trovare un espressione, in termini di φ(t) e z(t), del primo termine della la-
grangiana (3.11). Usando la deőnizione di stato coerente (3.12-3.13) e le regole di commutazione
degli operatori di creazione e annichilazione si arriva a scrivere lo stato coerente |βj(t)⟩ nella forma di
Glauber:

|βj(t)⟩ = e−
1
2
|βj(t)|

2

eβj(t)b̂
†
j |0⟩ . (3.20)

Sfruttando, allora, il risultato appena ottenuto e la rappresentazione di Eulero (3.15) dell’autovalore
βj(t) si trova che

iℏ ⟨βLβR|
∂

∂t
|βLβR⟩ = Nℏz(t)φ̇(t). (3.21)
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Unendo i risultati trovati si ottiene

L(t) = Nℏz(t)φ̇(t) +NJ
√︁

1− z2(t) cos

[︃

φ(t)− N(1− z(t))

2
θ

]︃

− N2U

4
z2(t). (3.22)

Nella Lagrangiana (3.22), la coordinata dinamica è φ(t), mentre z(t) può essere interpretato come il
momento generalizzato associato alla coordinata φ(t). Trovando gli estremi dell’azione S, si ricavano,
quindi, le equazioni di Eulero-Lagrange per la Lagrangiana (3.22), che esplicitate diventano le seguenti:

ℏφ̇(t) = J
z(t)

√︁

1− z2(t)
cos [φ(t)− θz(t)] + J

√︄

1 + z(t)

1− z(t)
θz(t) sin [φ(t)− θz(t)] +

NU

2
z(t) (3.23)

ℏż(t) = −J
√︁

1− z2(t) sin [φ(t)− θz(t)] , (3.24)

dove θz(t) := N(1− z(t))θ/2. È facile notare che per θ = 0 riottengono le equazioni di Josephson (2.18
- 2.19).

3.3 Sistema linearizzato della hamiltoniana anyonica

Si vuole trattare, ora, il caso delle ‘piccole oscillazioni ’. In particolare si è interessati alle oscillazioni
del sistema intorno all’origine (φ, z) = (0, 0). È possibile vedere che valutando le equazioni del moto
(20-21) in (0,0) si ottiene:

0 = −Jθ0sin(θ0) (3.25)

0 = Jsin(θ0), (3.26)

con θ0 := Nθ/2. Quindi, affinché (φ, z) = (0, 0) sia punto stazionario si deve imporre una condizione
su θ, cioè

θ =
2π

N
k k ∈ Z (3.27)

e dato che per deőnizione θ ∈ [0, π], allora k ∈ [0, N/2].

Si vorrebbe studiare il sistema linearizzato. Si nota che se z → 0 allora θz = N(1 − z(t))θ/2 → πk e
quindi sono valide le espansioni

cosθz = (−1)k
(︃

1− 1

2
π2k2z2

)︃

+ o(z3) (3.28)

sinθz = (−1)k+1πkz + o(z3). (3.29)

Andando a sviluppare la hamiltoniana (3.19) al secondo ordine nell’intorno del punto stazionario tenen-
do conto delle espansioni per cosθz e sinθz appena ottenute, si trova che l’espressione per la hamiltonia
del sistema linearizzato è:

H(t) ≃ (−1)kNJ

(︃

1

2
z2 +

1

2
π2k2z2 +

1

2
φ2 + πkzφ

)︃

+
N2U

4
z2. (3.30)

Con lo stesso procedimento usato nella sezione precedente (3.2) si trovano le equazioni del moto per il
sistema linearizzato:

ℏφ̇(t) ≃ (−1)kπkJφ+

[︃

(−1)kJ(1 + π2k2) +
UN

2

]︃

z (3.31)

ℏż(t) ≃ (−1)k+1Jφ− (−1)kπkJz. (3.32)

La (3.31) è un’equazione differenziale lineare a coefficienti costanti ẏ = Ay, le cui soluzioni sono della
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forma: y(t) = y0e
At, con y0 = y(0). Nel caso in esame A ∈ M2(C) e y ∈ R2. Riscrivendo le equazioni

differenziali in forma matriciale si ottenie:
(︃

φ̇
ż

)︃

=

(︃

a b
c −a

)︃(︃

φ
z

)︃

, (3.33)

dove si è preso y = (φ, z)T e A la matrice le cui entrate sono: a = (−1)kπkJ/ℏ, b = [(−1)kJ(1 +
π2k2) + UN

2 ]/ℏ e c = (−1)k+1J/ℏ. Per studiare la (3.33) è necessario trattare separatamente i 3 casi:

(i) ∆ > 0 : due radici reali distinte,

(ii) ∆ < 0 : due radici complesse coniugate,

(iii) ∆ = 0 : due radici reali e coincidenti,

dove

∆ = (TrA)2 − 4 detA =
4

ℏ2
J2
[︂

(−1)k+1Λ− 1
]︂

(3.34)

rappresenta il discriminante dell’equazione secolare associata a (3.33). È possibile riscrivere le condi-
zioni per i casi (i),(ii) e (iii) in termini di quantità più familiari per il sistema oggetto di studio. In
particolare, si nota che il discriminante ∆ è funzione dell’energia adimensionale Λ e del numero intero
k = N

2πθ che discretizza, in funzione di θ, i casi in cui (φ, z) = (0, 0) è punto stazionario. Si riscrivono,
quindi, i casi (i), (ii) e (iii) nel seguente modo:

(i) ∆ > 0 ⇐⇒
{︄

Λ < −1, se k è pari

Λ > 1, se k è dispari
=⇒ due radici reali distinte;

(ii) ∆ < 0 ⇐⇒
{︄

Λ > −1, se k è pari

Λ < 1, se k è dispari
=⇒ due radici complesse coniugate;

(iii) ∆ = 0 ⇐⇒
{︄

Λ = −1, se k è pari

Λ = 1, se k è dispari
=⇒ due radici reali e coincidenti;

Si supponga, dapprima, soddisfatta (i); si deőnisca, allora, la pulsazione

Ω+ :=

√
∆

2
=

1

ℏ
|J |
√︂

(−1)k+1Λ− 1, (3.35)

dove si è introdotta la forza adimensionale Λ come

Λ :=
NU

2J
. (3.36)

Dato che la traccia della matrice A è nella gli autovalori si possono trovare come: λ± = ±
√
∆/2 = ±Ω+.

Con queste informazioni è possibile farsi un’idea riguardo l’evoluzione temporale del sistema.
Sapendo che λ− < 0 < λ+, si deduce che il punto stazionario (φ, z) = (0, 0) è un punto di sella. Ciò
signiőca che per t → ∞ si avrà che la coordinata dinamica tende a 0, φ → 0, indipendentemente dal
dato inziale (φ0, z0), mentre il momento coniugato z tende a +1 se z0 > 0 oppure −1 se z0 < 0.
Il sistema non è più simmetrico perchè si ha che, dopo un tempo sufficientemente lungo, tutte le
particelle del sistema si troveranno nella sola buca di destra o nella sola buca di sinistra, in base alle
condizioni iniziali. Si procede, ora, a risolvere analiticamente l’equazione differenziale (3.33).
Si nota che A è diagonalizzabile, cioè ∃ una matrice P invertibile, data da:

P =

(︃

a−Ω+
c

a+Ω+

c

1 1

)︃

, (3.37)

tale per cui A = PDP−1, dove D è la matrice diagonale con gli autovalori λ± sulla diagonale. Si ha,
allora, che eA = ePDP−1

= PeDP−1.
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anche per questo caso, in maniera analoga al caso (i), si ottengono le seguenti soluzioni:

φ(t) = φ0

[︃

cos (Ω− t) +
(−1)k

Ω−

πkJ

ℏ
sin (Ω− t)

]︃

+ z0
(−1)k(1 + π2k2) + Λ

Ω−

J

ℏ
sin (Ω− t) (3.41)

z(t) = φ0
(−1)k+1

Ω−

J

ℏ
sin (Ω− t) + z0

[︃

cos (Ω− t)− (−1)k

Ω−

πkJ

ℏ
sin (Ω− t)

]︃

. (3.42)

Se, inőne, si considera il caso (iii), la matrice A ha solo un autovalore di molteplicità 2, il cui va-
lore è λ0 = 0. Le orbite sono rette parallele all’asse φ percorse con momento z(0).
Per risolvere analiticamente anche questo caso si nota che, se (iii) è vera, A è nilpotente e per matrici
nilpotenti si ha che eAt = 1 + At. Le soluzioni dell’equazione differenziale (3.33) nel caso (iii) sono
quindi:

φ(t) = φ0

[︃

1 + (−1)k
πkJ

ℏ
t

]︃

+ z0

[︂

(−1)k(1 + π2k2) + Λ
]︂ J

ℏ
t (3.43)

z(t) = φ0 (−1)k+1J

ℏ
t+ z0

[︃

1− (−1)k
πkJ

ℏ
t

]︃

. (3.44)

3.4 Punti critici del sistema non-linearizzato

Tornando al sistema non-linearizzato (3.19) se ne studiano le soluzioni stazionarie. Si trova una prima
classe di soluzioni simmetriche

(z̃−, φ̃n) =

(︃

0, 2nπ +
N

2
θ

)︃

(3.45)

(z̃+, φ̃n) =

(︃

0, (2n+ 1)π +
N

2
θ

)︃

, (3.46)

con n ∈ Z, nelle quali il sistema ha energia, rispettivamente, Ẽ− = −JN e Ẽ+ = JN . Si nota che la
presenza del θ anyonico modiőca i punti di equilibrio del sistema, come visto in (3.27).
Inoltre, a causa delle interazioni intraparticellari non-lineari, si trova una seconda classe di punti
stazionari i quali rompono la z-simmetria del sistema:

φn,± = (2n+ 1)π +
N

2

(︄

1∓
√︃

1− 1

Λ2

)︄

θ (3.47)

z± = ±
√︃

1− 1

Λ2
se Λ > 0 (3.48)

e

φn,± = 2nπ +
N

2

(︄

1∓
√︃

1− 1

Λ2

)︄

θ (3.49)

z± = ±
√︃

1− 1

Λ2
se Λ < 0, (3.50)

con n ∈ Z e |Λ| > 1. L’energia del sistema in questi stati è ESSB = 1
2(Λ + 1/Λ).

Per un sitema caratterizzato da dato inziale (φ(0), z(0)) e Λ > 0, si possono ricavare, allora, i valori
critici di Λ e θ che caratterizzano il punto di rottura spontanea della simmetria (Spontaneus Symmetry
Breaking). Si chiamano tali valori ΛSSB e θSSB ed hanno le seguenti espressioni:

ΛSSB =
1

√︁

1− z2(0)
(3.51)

θSSB =
φ(0)− (2n+ 1)π

N
2 (1− z(0))

, (3.52)
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Capitolo 4

Conclusioni

Si è ricavata la hamiltoniana del modello di Bose-Hubbard a due siti e se ne sono discusse le ipotesi
di validità e le condizioni per le quali la sua applicazione è sensata. Si è fatto uso degli stati coerenti
per ricavare dalla hamiltoniana del modello informazioni sulla dinamica del sistema e si sono trovate,
quindi, le equazioni di Josephson.

Si è proposta, poi, una nuova conőgurazione con la stesse caratteristiche della precedente, fuorché
per la natura delle particelle coinvolte che, nel nuovo caso, sono anyons. Si sono introdotte delle tra-
sformazioni che mappano operatori anyonici in operatori bosonici, grazie alla quali è stato possibile
descrivere il nuovo sistema con gli stessi strumenti matematici usati in precedenza per particelle boso-
niche.
Si è visto come la presenza del parametro statistico anyonico θ modiőchi il comportameto del si-
stema. In particolare, si è sottolineato come θ vada ad inŕuenzare le condizioni per cui avviene
l’auto-intrappolamento del sistema e di come ne modiőchi la condizione di rottura della z-simmetria.
Tuttavia, si è visto che, per variazioni di θ lontante dai valori critici di auto-intrappolamento e di
rottura della z-simmetria, la risposta del sistema a tali variazioni è pressoché lineare. Si è notato,
inoltre, la presenza, per determinati valori di θ, di stati con la particolarità di seguire, in termini dello
squilibrio di popolazione, la stessa identica dinamica degli stati bosonici.
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