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INTRODUZIONE

~

Il metodo delle copule € una strumento relativameeicente che permette di
manipolare in maniera flessibile i fattori di risghed altre variabili rilevanti
studiate in finanza. Sebbene gli strumenti di cuesetodologia siano adottate
dalla statistica , essi sono stati fatti proprirdalti addetti ai lavori nel campo
della finanza per far fronte ai problemi legati :
» alla volatilita;
» alla non-normalita della distribuzione dei renditnelegli asset finanziari
(in particolare per il problema delle “code-pesanti
« alla dipendenza tra gli asset, spesso diversa dhagoormale (spiegata
solamente dalla correlazione lineare).
In particolare, quando ci si trova a lavorare inb@ammultidimensionali, dove
sono presenti piu fattori di rischio, I'assunziode una distribuzione normale
multivariata per essi porta a conclusioni nelleliahavolte che sono distanti da
quelle riscontrate empiricamente.
La ricerca di nuove distribuzioni multivariate cheeglio si adattino al reale
comportamento dei fattori di rischio, ha portatomatodologia delle copule ad
essere uno strumento utile per la risoluzione destg problematiche. La
caratteristica che meglio definisce questo nuomanstnto di analisi finanziaria e
il fatto di poter scindere le questioni legatealhlisi univariata delle marginali ,

da quelle che si riferiscono alla struttura di digenza.

La presente tesi ha lo scopo di presentare questearmetodologia e di fornirne
un’applicazione all'analisi finanziaria. Nel contoegli obiettivi che ci si propone

di ottenere sono:

» Raccogliere le proprieta matematiche delle funzempula ed evidenziare
le basi su cui si fonda la loro teoria.

» Dare una definizione di copula dal punto di vistababilistico, e di
procedere quindi ad affrontare i problemi di natunéerenziale sui
parametri che caratterizzano la funzione copula.

» Definire le piu importanti famiglie di copule



Applicare la metodologia delle copule al rischianircato e precisamente
al calcolo del Value at Risk, per vedere come la-mormalita della
distribuzione multivariata cambi la “consistenzajdesta misura.

Implementare in un linguaggio informatico i precetii€ue punti
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1. COPULE MULTIVARIATE

In questo primo capitolo vengono presentate le ndefini e le proprieta
matematiche che stanno alla base del concettoplil@@® che consentono alla
stessa di essere una funzione di distribuzione.

Da questa caratterizzazione si arriva poi ad emaw@di teorema di Sklar (il
risultato maggiore della teoria delle copule) cloasente di scrivere la copula

come funzione delle marginali e viceversa.

1.1 DEFINIZIONE E PROPRIETA’' BASE

Per dare una definizione di copula , abbiamo bisogih 2 proprieta che
consentono alla copula di rispettare le propriettundzione di distribuzione. Le

proprieta dicrescita e consistenza.

Definizione 1.1 Sia la funzione G 0" - O con dominio Dom G =A

X x An, dove gli insiemi non vuoti Ahanno come valore piu piccolo il
valore a. La funzione G é detta essarensistentese e solo se si annulla in
corrispondenza di un valore;v\J Dom G, tale che y = a, . In simboli

G(V) =G(W, ...\ W1 8KV ks, ----,V)=0.

In pratica, una funzione e consistente, se si dnoulando uno solo degli insiemi

A j assume il suo valore piu piccolo nel suo dominio.

Per mostrare la proprieta di n-crescita si devéirpadlal considerare un generico
n-intervallo A. Esso é definito come il prodottateaiano di n intervalli chiusi:

A =[ui1, tig X ... X% [Un1, Ung]
cony <up i=172,..,n
Denotiamo inoltre con w un generico vertice di Aom ver(A) I'insieme di tutti i
vertici di A: allora, wll ver(A) se e solo se la sua i-esima componentecan
i=1,...,n, € uguale a0 uy.

Si consideri il prodotto
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I_j SgN@W, — U, =~ Uj,)
Poiché ciascun fattore del prodotto € -wse-u, <u,,, 0 sew, =u, =u,, e +1
sew, =u, >u,, abbiamo che:

] -1 seu, Zu, 00, #[i:w, =u,]=2m+1
|_1|sgnvii -u,-Uu,)= {0 seli:u, =u, mON
- +1 seu, zu,,0i,#[i:w, =u,]=2m

Se ver(A)J Dom G, definiamo il G-volume di A come la somma

Z G(W)ﬁ sgn(2w-u;; —U,)

wver(A)

(1.2)
La (1.1) misura il volume dell’'n-scatola A ed atst introdotta per spiegare il
concetto di funziona-crescente.

Definizione 1.2La funzione G: AX...Xx A, - O €& n-crescente se il G-volume di
A é non negativo per ogni n-scatola A per la quai€A) [1 Dom G:

S GW)[]sgn@w-u, ~4,) 20

wlver(A)

Adesso che abbiamo definito le proprieta di coeszd e di funzione n-crescente,
possiamo presentare alcune definizioni che valgeeole funzioni con queste
proprieta.

Teorema 1.1La funzione G: A X...Xx A, —» O consistente ed n-crescente , € non

decrescente in ogni suo argomento.

Dimostrazione: Dobbiamodimostrare che se (u...,U.1,X,U+1,...,U, ) [ Dom G
e X<y, allora
G( U, e U, X Ui dy ey n ) S G (U, wony Ui, Y Uit dyeeestn ) (1.2)
Per questo scopo consideriamo la n-scatola :
A=[ag,uy] X...% [a.1,U1] X [X,Y] X[@1,Ui+1] --. X [@n,Un].
Dalla definizione di consistenza , il G-volume deA

G( U, .U YU, U )- G( U, ---au-l,XM+1,---,Un)

12



Inoltre , poiché G é n-crescente , il G-volume & negativo e ne segue quindi la
(1.2).

Definiamo ora il concetto di marginali k-dimensitsa 1-dimensionale.

Definizione 1.3 Se tutti i sottoinsiemi Asono non vuoti, le marginali k-

dimensionali della funzione G : Ax........ xA,- O , sono le funzioni

Ci1..ik(Uiz,...,Uk) - Aip X...x Ax - O,con KEk<n, kDN, definite da
Gir..ik(Uit,- - Uk) = G(@y .., lh, ., Uzyeeoy Ukyeons @) (1.3)

dove E e l'elemento piu grande del generico sottoinsieteed k,...,ik €

ciascuna selezione di k indici tra gli originali n.

In particolare , abbiamo che:

Definizione 1.4 Se ciascun £é non vuoto e sii il suo elemento piu grande,

allora la i-esima marginale 1-dimensionale dellszfane G: A x...x A, - [0,

e la funzione @u) : A - [ definita da

G (u)= G(a,...,a,u, Qg reeey Ay ).

Una funzione consistente e n-crescente con mardinrdimensionali soddisfa i

seguenti lemmi, che sono usati nella dimostrazawiéeorema di Sklar.

Lemma 1.1 :Una funzione G : A x...x A, - [ consistente , n-crescente,

con marginali 1-dimensionale , € tale che
G(W)-G(U) = Gi(y)- Gi(x)

per ogni I<i<n, x<y e con

w=(u, ...,U1,Y,Us1,...,Un ) O DOM G €

u=( U, ...,U-1,X,Us1,...,ln ) 0 Dom G.

Lemma 1.2 :Per ogni funzione G del precedente lemma,
IG(U)-G(2)k D, IG(W)-Gi(u)]
i=1

perogniu=(y ...,h) eu=(u, ...,u,) b Dom G.
13



Una volta assunta questa terminologia si arrivara dna definizione di copula e

subcopula n-dimensionale:

Definizione 1.5Una subcopula n-dimensionale & una funzione €xA.x A,

- O ,conA U [0,1] per ogni i, tale che

i. C e consistente
ii. Le sue marginali 1-dimensionale sono le funeoidentita in [0,1] :
Ci(uw=u,i=1,...,n

ii. C e n-crescente.

Nel caso in cui £=[0,1], per ogni i, una subcopula n-dimensionalkedta una
copula C.

In particolare,

Teorema 1.2Per n>2 , 1<k<n , le marginali k-dimensionali disGnho copule k-

dimensionali.

Dimostrazione:Si devemostrare che, quandq-#0,1] per ogni i, per la funzione
Cir..ik(Uig,.., ) : ¥ = O
definita come (1.3) , valgono le 3 caratteristidiedia definizione 1.5

La (i) vale se per almeno un indigéale che =g , abbiamo
Cir..ik(Uit,-..,Ui) = C(3y ..., U1,.... Uit » 8.Ujs1,..-, Uk, @, )=0,

Dato che il vettore G ,...,Us,.. Uj1 , &,Ujs1,...,Uk, &, ) ha la caratteristica di v

nella definizione 1.1, la (i) € dimostrata
La (ii) deriva dal fatto che le marginali 1-dimemsali di C, sono anche marginali
1-dimensionali per le loro marginali k-dimensionali

La (iii) € una conseguenza del fatto che;il ¢-volume di ciascuna k-scatola
[Ug, U ] XX [0 Uy

e la C-colonna della n-scatola

[a,a]x[U,, U,] x.x [u, u,]x...x[a,,a,]
14



che & non negativa perché n-crescente.

Dal teorema 1.2 segue che la copula C & una fuaezodistribuzione in [0,1] ,
con marginali uniformemente distribuite in [0,1Jof8e conseguenza di questo, la

copula C

= E non decrescente in ogni suo argomento (teoreia 1.
» & uniformemente crescente (conseguenza del lenftha 1.

|IC(u)-C()|< i|ui — ],

per ogni u,u U [0,1]".
= ammette derivate parziali miste conl<ne

9% C(u)
oy, ...0u,

0<

<1

1.2 LIMITI DI FRECHET E ORDINE DI CONCORDANZA:

Introduciamo nei seguenti teoremimiti di Frechet, che consentono di porre dei
limiti superiori ed inferiori alle copule e pernmatb di ordinarle secondrdine

di concordanza.

Teorema 1.3ogni copula soddisfa la disuguaglianza:
max (u+...+Uy.1-1,0)< C(u)< min (u,...,Un)

per ogni ul 1",

Il limite superiore & denotato comé € soddisfa la definizione di copula, mentre

il limite inferiore non la rispetta per n > 2.

Teorema 1.4 Per n>2 , per ogni bl I" esiste una copula,Gale che
Cu(u) = max (y+...+un1-1, 0)

Si veda Nelsen (1999) per la dimostrazione
Introduciamo ora la nozione dunzione di sopravvivenza per vettori n-

dimensionali di variabili uniformi.
15



Definizione 1.6La funzione di sopravvivenza congiunta per i vet{bl,...,Uy)
di variabili casuali uniformi con copula C, denotabmeC , rappresenta, quando
e valutato in (y...,U), la probabilitd congiunta che {(J..,U,) sia piu grande di
Uz, ..., Un:

C (uy,...,U) = Pr(U>uy,...U>up).

Definizione 1.7 Diamo ora la definizione diordine di concordanza
(Nelsen,1999).
La copula G é piu piccola della copula;,Ge e solo se

Cy(u) < Cy(u)

C1(u) < C 2(u)

per ogni ull 1", dove con | denotiamo il dominio [0,1]

1.3 IL TEOREMA DI SKLAR E LINTERPRETAZIONE
PROBABILISTICA DI BASE

Il teorema di Sklar é il prodotto piu rilevante di tutta la teoriaaalbase del
metodo delle copule, poiché fornisce il fondamegreo I'uso della copula in tutte
le sue possibili applicazioni.

Il teorema garantisce che non solo ogni copula & funzione di distribuzione
congiunta, se i suoi argomenti sono funzioni diriiszione marginali, ma lo e
anche l'opposto. Ogni funzione di distribuzione gioimta pud essere estesa a

copula ed inoltre, se le marginali sono contifiestensione € unica.

Teorema 1.5(SKLAR,1959) Siano date le funzioni di distribuzione marginali

F1(X1), ..., Fn(Xn). Quindi per ogni x= (%...,x,) 0O " :

i. Se C e una copulail cui dominio contiene RarxE..x Ran R,
C(Fa(X1), -+, Fn(Xn))
e una funzione di distribuzione congiunta con mraalyiF(Xy),..., F(Xn).
ii. Al contrario, se H e una funzione di distrilimze congiunta con marginali
F1(X1),..., F(Xn)
esiste un’unica copula C , con dominio RarxF.. x Ran F, tale che

H(X)= C(R(X1),..., Fn(Xn)) (1.4)
16



Se k(Xi),..., F(Xn) sono continue , la copula € unica; altrimentcégpula C é

unicamente determinata in Ran¥... x Ran F.
Per una dimostrazione completa si veda Sklar (1996)

Per definire il corollario al teorema di Sklar adiio bisogno di definire  come

la funzione inversa generalizzata di una data fumezzidi distribuzione univariata

F. F*(®)=inf{x O O] F(x)>t}, per ognitin[0,1].

Corollario 1.1 Sia H una funzione di distribuzione n-dimensior@a marginali

F1(X1),..., F(Xn) continue e copula C, allora per ognill" vale che
C(ul) e !Lh)zH(Fl-l(ul)l rry Fn-l(un)),

In altre parole una funzione di distribuzione nudtiata H, con marginali
Fi(X1),..., Fa(Xn) continue, si lega alla corrispondente copula G swolo se gli
argomenti di H sono le funzioni inverse delle fumidi distribuzione marginali
univariate.
Il teorema di Sklar assicura che la probabilitagionta cumulativa pud essere
scritta come funzione delle marginali cumulativaeaeversa

H(X)= C(R(X1),---, Fn(Xn)).
Questa possibilita (cioe di scrivere la probabititngiunta cumulata in funzione
delle marginali) viene chiamataterpretazione probabilistica di base delle
copule ed permette alle copule di avere due importantppeta che saranno

discusse di seguito:

1) Sia X = (%
funzioni di distribuzione univariate. E noto cheviriabili casuali del vettore

Xn) un vettore casuale e siano kE)(X., F(X,) le rispettive

casuale X sono indipendenti se e solo se F(X)=)F(XF(Xy)

Definiamda copula prodotto come
C’(u)=u,..u,.
con u= F(Xy),..., = F(Xy)
Il teorema di Sklar implica che:

17



Teorema 1.6.1 vettori casuali in X sono indipendenti se hanhprodotto della

copula dentro Ia|_1| RanF.

2) Un’altra proprieta delle copule € di esserarianti rispetto a trasformazioni

strettamente monotone.

Teorema 1.7(Schweizer e Wolff, 1976) Siant,

con funzioni di distribuzione F(@X..., F(X;) e con copula C. Se,..., a, SONO

X, variabili casuali continue

.....

trasformazioni crescenti im: Ran F —» ", le variabili casualii;(X4),..., an(Xn)

con marginali
G]_:Fl((xil) yeeey G]_:Fl(()(:)
e distribuzione congiunta G , hanno pure la cofula
CoyXp)a, ) (W=Cx . x,, (U)

per ogni u=(y,... uy) 01 "o equivalentemente
G(u)=C(G(uy),...,Gn(un)).

DimostrazioneSia C la copula di (X...,X»)" e G, quella di ¢1(X1),..., on(Xn)".

Poiché ax € strettamente crescente per ogni kG, (x) = Pr{ak(xk) < x}

= Pr{Xk < al'l(x)} =F, (a*(x)) per ognix in R, quindi

Ca(Gi(),-++Gy (%)) = PRAL(X1) < %,,..0.1(X,) < X}
Fa{xl <a;'(%),... X, < an’l(xn)}
CR(A,H (X))o o (0%, )
€(G,(%),--G, (%, )).
Poiché X,...,Xn sono continue, Ran:&...=Ran G =[0,1] , Ne deriva che C=C

in [0,1]".

Le copule sono quindi invarianti rispetto a trasfazioni strettamente monotone.

Il teorema di Sklar consente di separare nelle iumzdi distribuzione
multivariate le marginali univariate e la struttutiadipendenza multivariata, e la
struttura di dipendenza pu0 essere rappresentiddacdaula.

18



1.4 DISTRIBUZIONE CONDIZIONALE VIA COPULA

Il concetto di distribuzione condizionale via copulasara utile quando si
applichera il metodo delle copule al calcolo deliéaat Risk (vedi capitolo 4)
SiancC, (u,...,u,) = C(u,,...,u, 1,...,7, con k=2,...,n-1, le marginali k-
dimensionali di C€,_(u,,...,u, ¥C(u,,...,u,).
C , inoltre , sia la funzione di distribuzione camga delle variabili casuali
Ui, ...,Un. Allora la distribuzione condizionaledi Uy dati i valori di U,...,Ux1 €
data da:
C.(u, [U,...u_)=PqU, <u, |U,=u,..U_, =u_]}
0“'C, (u,,...,u.)
ou,...0u, ,

B 0“'C,,(u,,...,u_,)
ou,...0u,_,

dato che il numeratore e il denominatore esistocmmé conseguenza della
caratterizzazione della copula come funzione dribiszione congiunta) e che il
denominatore € diverso da zero.

Questa proprieta e utile nel caso si vogliano gaeevariabili casuali @...,U,)
dalla copula C ed é usata in esempi di simulazideka dipendenza di una

copula.

Osservazione 1.1Conseguenze della proprieta precedente, per r#®y: s

Pr(X < x,Y > y) = F,(x) = C(F,(x), F,(y))

Pr(X > x,Y <y) = F,(y) - C(F,(x), F,(y))

Pr(X < x|Y <y) = C(F,(x), F,(¥)) / F,(y)

Pr(X < x,Y >y) = F,(X) = C(F,(x), F, () /1= F,(y))
oC

Pr(X < x,Y = y) = C,(F,(x), Fp(y)) = (\;’ 2) v =F.(x),z=F,(y)

0

19



1.5 COPULA DI SOPRAVVIVENZA E FUNZIONE DI
SOPRAVVIVENZA CONGIUNTA

In questo paragrafo introduciamo la nozionecdpula di sopravvivenzae la
confrontiamo cora funzione di sopravvivenza congiuntache abbiamo definito
precedentemente (definizione 1.6). Successivanteragplicheremo la prima alla
valutazione delle funzioni di distribuzione dellenkzioni massimoe minimo per

n>2.

Consideriamo la probabilita

F (X) = PriX> Xa,..., Xn> Xo) (1.5)
e la denotiamo come probabilita di sopravvivenzagamta o funzione di
sopravvivenza di n componenti,X.e funzioni di sopravvivenza (probabilita di

sopravvivenza marginali) sono invece definite camgue:
Fi (X)) = Pr(X > x).
La copula che rappresenta la probabilita di sopvanza congiunta degli n

componenti e definitaopula di sopravvivenza.

Definizione 1.8l teorema di Sklar garantisce I'esistenza di uoputa C , unica
suRanF; x...x RanF,, tale che

F (x) =C( F1(X1),..., F, (Xn). (1.6)

E’ consuetudine distinguere la copula sopravviverdalla funzione di
sopravvivenza di n variabili uniformi. In questosoatE (x) e:

F (X)= € (Fa(X),..., Fu(Xn).
Ricordando che le trasformate integrali di proh#bilsono uniformemente
distribuite e denotando con Lennesima trasformata:

Ui=F(Xj),

Si puo scrivere Ex;)=u; e 1-F, X)=u.
Con questa notazione e facile trovare la relaztomeopula di sopravvivenza e la

funzione di sopravvivenza per variabili uniformioi€hé e possibile esprimere

F (x) rispettivamente come

20



C(F1(X2),..., F, (Xn))

C (F1(X1),-.., Fa(Xn))
abbiamo che

C(F1(X1),..., F, (X)) = € (Fo(Xa),..., Fu(Xn)) = € (1-F1(Xa),..., 1-F, (Xn)).

Definita questa relazione , siamo ora interessatiare la relazione tra la copula

di sopravvivenzeC e la corrispondente copula C

Teorema 1.8La copula di sopravvivenz& pud essere scritta in termini della

corrispondente copula C come segue:

C(Uy,...,tn)= C(1-W,...,1-u)= i {(—1)i Y c@- W)}

w(u)dJZ(n=i,n 1)

dove Z(n-i,n,1) & l'insieme deﬁnj possibili vettori con n-i componenti uguali a
|
1, iuguali ad pe

1-w=(1-wy,...,1-W)

Simmetricamente , la copula C puo0 essere scrittarmini della corrispondente

copula di sopravvivenz& come segue:

C(ul,...,uh)=i -)' Y c@a-w

w(u)dZ (n-i,n 1)

Per concludere la discussione sulla copula sopramga , presentiamo il
seguente teorema , che permette di ottenere ladasppravvivenza per alcune

trasformazioni delle componenti di un vettore césua
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Teorema 1.9 Siano X,...,X, n variabili aleatorie continue con funzioni di
distribuzione F;...,R, e copula C. Consideriamo n funzioni di distribungo
continue G,...,G, e denotiamo con;Te variabili casuali EG;*(1-F(X))) .

Di conseguenza, le marginali e la copula del vettcasuale (f...,T,) sono

rispettivamente G...,G, e C, owvero la copula di sopravvivenza di C.

Dimostrazione
Pr(Ti< t)=Pr (G (1 - F(X))) <)
=1-Pr (1-KXj) = Gi(t;))
= 1-Pr((X)) = 1-G(t)))
= 1465(1-G)(1)))= G ().

Il fatto che la copula del vettore casuale, (T,T,) & C dipende dal teorema di
Schweizer e Wolff, perché ;& e 1-F sono rispettivamente funzioni crescenti e

decrescenti.

Vediamo ora come le funzioni di distribuzione déll@zioni massimo e minimo
di n variabili casuali, definite rispettivamentd nedo seguente:

m=min(X,...,Xn)

M=max(Xy,...,Xn)

siano esprimibili nei termini della loro copula ella loro copula di sopravvivenza

Per la funzionenassimabbiamo
Fu(@) =Pr(M<a)=Pr (X<a,....%<a)=F (a,...,a)=C (ffa),..., R(a)).

Per la funzioneninimo:

Fn(@ =Pr(m<a)=1-Pr(m>a)
=1-Pr(%X>a,....%>a)
=1- C (Fi(a),...,R(a))
= 1C(Fi(a)...., F, (a)).
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1.6 DENSITA’ E RAPPRESENTAZIONE CANONICA DI UNA
COPULA MULTIDIMENSIONALE

Questo paragrafo introduce la nozioneleinsitae dirappresentazione canonica
di una copula, insieme a quelle di componenti asaoiente continue e singolari.

Definizione 1.9La densita c(y...,U,) associata ad una copula ¢(u,uw,) €:

0"C(uy,...,u,)

Ol )= du,..ou
.. 0U,

Essa esiste quasi ovunque n |
La densita pud essere usata per definire le conmpoassolutamente continue e
singolare di C, denotate comg &S, come segue:
tf [9"C(sy-nS))
AC(U]_,,Lh) ds ds
R e
Sc ((U,...,un)= C(w,...,U) — Ac (Ug,..., W)

n

Una copula per cui C =Asu I" & chiamatassolutamente continuamentre e
chiamatasingolarese C = g su I". una copula & detta avere sia gobanponente
singolare che unaassolutamente continuase non appartiene né all'una , né
all’altra classe.

Infine per concludere la discussione sul conceitalehsita per una copula,
diciamo che , per variabili casuali continue, lagl& della copula e collegata alla

densita della distribuzione F, denominata f , def@resentazione canonica
f (Ug,....U)=C(R(X0),..., Fa(Xn)) E]" fi(x;),
j=

con

_ 9" (C(R(x,),-- Fi (%,))
c(Fu(xa), ..., Fa(xn))= OF, (x,)..0F . (x.) , (1.7)
mentref ; sono le densita delle marginali
dF,
f, o= )

]
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2. MISURE DI DIPENDENZA E FAMIGLIE DI
COPULE

Le copule rappresentano una maniera “naturale” gtediare e misurare la
dipendenza tra variabili casuali, dato che esssstsono funzioni di dipendenza.
Inoltre, separando il comportamento marginale dellgudi dipendenza , sono
invarianti rispetto a trasformazioni monotone deiégiabili casuali continue che
le caratterizzano.

In questo capitolo saranno studiati alcuni condegiati a quello di dipendenza e
verranno presentate alcune misure ad essi associati

Il primo paragrafo sara , tuttavia, dedicato apesizione di alcune definizioni

che verranno riprese piu avanti.

2.1 LE COPULE COME FUNZIONI DI DIPENDENZA:

Le definizioni presentate di seguito riguardananézioni d’'indipendenza e di

comonotonicita. | teoremi e le definizioni espaséttano un contesto bivariato.

2.1.1 Indipendenza

Siano X e Y due variabili casuali continue i Poiché X e Y sono indipendenti

se e solo se F(x,y)=1&)F2(y), dal teorema di Sklar scaturisce che X e Y sono

indipendenti se e solo se possiedono la copulaop@" .

Teorema 2.1Siano X e Y due variabili casuali continue i, tali da ammettere
almeno una tra Ce C. Allora esistono due funzioni monotome 8: 0 - 0 e
una variabile casuale Z tale che

(X,Y)=(a(2).B(2)),
con a crescente 3 decrescente nel caso di @d entrambe crescenti nel caso

di C*. Vale anche il contrario di questo risultato. Redimostrazione , si veda
Embrechts (1999).
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2.1.2 Comonotonicita

Due variabili casuali sonocomonotone o contromonotong e quindi
perfettamente dipendenti, se e solo se le loro leopcorrispondono

rispettivamente ai limiti superiore ed inferioreFdtechét (teorema 1.3).

Definizione 2.1L’insieme A 00 0° & detto essere comonotono se e solo se , per

ogni (%,Y1), (X2,¥2) in A, vale

{xlsyl

X5,

>
oppure{x1 Y
X, >

2 = J2

Definizione 2.2 Un vettore casuale (X,Y) € comonotono o perfettamen

dipendente positivo se e solo se esiste un instem®notono AL (% tale che
Pr((X,Y)OA) =1

In altre parole , una coppia di variabili casualimonotone X e Y e tale che a

realizzazioni di X piu grandi corrispondano readizioni di Y anch’esse piu

grandi.

Il seguente teorema € un’ulteriore caratterizzazidella proprieta comonotona
Teorema 2.2Un vettore casuale (X,Y) , con funzioni di distrdone k,F e
distribuzione congiunta F(x,y) € comonotono se B s8 soddisfa i seguenti

argomenti:

1) (X,Y) ha supporto comonotono
2) per ogni (x,y)d 0?2
F(x,y)=min(R(x),F(y))
3) C(v,2)=C(v,2)
4) (X,Y) é distribuito come (F (U), F,'(U)), dove U & la variabile casuale
uniforme standardizzata

5) (X,Y) é distribuito come (F (F(y)), F3' (F1(X))),

Dal teorema 2.2 deriva il seguente corollario:
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Corollario 2.1 Se R=F, , allora X e Y sono comonotone se e solo se sgoalu

Per introdurre la definizione di contromonotoniatai dipendenza perfettamente
negativa, si puo procedere simmetricamente allainidefne data per

comonotonicita

Definizione 2.3L'insieme A [0 [0? & detto essere contromonotono se e solo se ,
per ogni (%,y1), (X2,y2) in A, vale
{xl <Yy,

X2,

X <Y,
X2,

oppure{

Definizione 2.4 Un vettore casuale (X,Y) € contromonotono o peafadnte

dipendente negativo se e solo se esiste un ingiemenotono A *tale che
Pr((X,Y)OA) =1

Per simmetria rispetto al concetto di comonotoaicdle il seguente teorema

Teorema 2.3Un vettore casuale (X,Y) , con funzioni di distrdone k,F e
distribuzione congiunta F(x,y) & contromonoton@s®lo se soddisfa le seguenti

asserzioni:

1) (X,Y) ha supporto contromonotono
2) per ogni (x,y)d00?
F(x,y)=max(k(x)+F(y)-1,0)
3) C(v,2)=C (v,2)
4) (X,Y) e distribuito come (F (U), 1-F,*(U)), dove U & la variabile casuale
uniforme standardizzata

5) (X,Y) é distribuito come (F (1-Fx(Y)), F;' (1-Fi(x))).

2.2 MISURE DI ASSOCIAZIONE

Questo paragrafo tratta le relazioni tra funziompua e le misure di
associaziondra coppie di variabili casuali.
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Generalmente, le variabili casuali X e Y sono deteereassociatequando non
sono indipendenti ,ovvero quando la funzione damigione congiunta bivariata
FOX, Y} Fa(X)F(x).
Nel seguito saranno presentati alcuni concettsgoeiazione:
= Concordanza (diversa da dipendenza), correlazimeark, dipendenza
delle code, dipendenza positiva di quadrante
e alcune misure associate ad esse
» |aT di Kendall, lap di Spearman, il coefficiente di correlazione lireea
gli indici di dipendenza delle code.
Tutte queste misure sono legate alle copule, ppioké mettere insieme una
distribuzione congiunta con le sue marginali ,dawda “cattura certi aspetti della
relazione tra le variabili e di conseguenza i cttnck dipendenza sono proprieta

della copula” (Nelsen,1991).

2.2.1 CONCORDANZA

Il concetto diconcordanzaha il compito di mettere in mostra il fatto che la
probabilita di avere grandi (piccoli) valori delthie variabili € alta, mentre la
probabilita di avere valori grandi per una varialsl bassa per I'altra (o viceversa)
e piccola.

D’ora in poi assumeremo che X e Y siano varial@Buali continue.

Una misura di concordanza tra due variabili caguadi essere denotata corx M

0 Mc ed ha le seguenti proprieta assiomatiche:

Definizione 2.5Mx vy € una misura di concordanza tra due variabili da3ua Y

se e solo se:

1) E definita per ogni paio di variabili casualoapletezza)

2) E una misura relativa: ¢4 0[-1,1]

3y E simmetrica: Mvy= Myx

4) Se X e Y sono indipendenti , allorg«V=0

55 M .xy=My.x=-Mxy

6) Converge quando lo fa anche la copula {(ée],Yn)} € una sequenza di

variabili casuali continue con copula Ce

28



lim C,(v,2) =C(v,2) perogni (v,z)1?

allora

lim Mxn,Yn =M,

n- +oo

7) Rispetta I'ordine di concordanza : se{;, allora Mc, < Mc,

Questa definizione implica invarianza rispetto astormazioni crescenti e
I'esistenza di limiti per M in corrispondenza di neonotonicita e

contromonotonicita. | seguenti teoremi ne sonmlaerma:

Teorema 2.4Se a;,, i=1,2, sono funzioni crescenti su Ran,FRallora Mcy =

M

a(X).ax(Y)

Teorema 2.5Se X e Y sono comonotone ,)(M:l; se sono contromonotone ,
Mx,Y:-l

Scarsini (1984) ha provato che vale la seguentpreapntazione, dalla quale si

possono ottenere diverse misure di associazione

Teorema 2.6Data una funzioné limitata , debolmente monotona e dispari, con

Dom f :[-l,i], allora
22

1 1
k”l f(v—E)f(z—E)dC(v, 7) (2.1)

Dove k™ =J'| f2(u —%)du & una misura di concordanza

Dalla specificazione dif , si possono ottenere diverse misure di concordakda
esempio, perf (u) = u si ottiene Ig di Spearman (che definiamo dopo); per

f (u) = sgn(u) otteniamo I di Blomqvist, definita come
11
=4C(=,5) -1 2.2
q (2 2) (2.2)
Tuttavia altre misure di concordanza non possonseres ottenute dalla

rappresentazione precedente: € il caso detlaKendall o del coefficientey di

Gini, definito come
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y:ZHIZ(|V+z—1|—|v—z|)dC(v,z) (2.3)

Prima di passare in rassegna alcune delle piu ipmisure di concordanza,
forniamo altre due caratteristiche proprie di qeesisure:

= Affinché una misura di concordanza sia pari a ibdipendenza e una
condizione sufficiente, ma non necessaria

= Esse Sono diverse dalle misure di dipendenza, @oieh seconde
assumono il valore piu basso quando le due variagaiuali sono

indipendenti, non quando sono contromonotone

Considereremo ora due misure di concordanzai Kendall ep di Spearman) che
sono valide alternative al coefficiente di corrgdae lineare per misurare la
dipendenza in distribuzioni non ellittiche, per tpuali il coefficiente di

correlazione lineare e inappropriato e fuorviante.

2.2.2 = DI KENDALL

Questa misura, riscoperta da Kendall (1938) . & stérodotta da Fechner intorno
al 1900.

Definizione 2.6La tau di Kendall per le variabili casuali X e Y con copula C e

denotata come o t¢ €:
7= 4j f. _C(v,2)dC(v,2) -1 (2.4)

Si puo dimostrare che essa misura la differenzkatpaobabilita di concordanza e
quella di discordanza tra 2 vettori casuali indigemti, (X,Y1) € (Xz,Y2) , ognuno
con la stessa funzione di distribuzione congiuntmgula C. | vettori sono detti
essere concordanti se;X, mentre ¥>Y,, e X<X; mentre ¥<Y,; discordanti

nel caso opposto. Da questo segue che:

Teorema 2.7Dati (X1,Y1) € (X,Y?2) i.i.d. con copula C
r= Pr((xl - XZ)(Yl _Yz) >0) - Pr((xl - XZ)(Yl _Yz) <0) (2.5)
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Per una dimostrazione del fatto che la tau di Kérealdisfa gli assiomi i e vii
per una misura di concordanza , si veda Scarsd@4)L

Questa misura di concordanza, inoltre, € compresal e 1 (¥ t <1) e se
consideriamo variabili casuali continue , vale che:

1 =-1 se e solo se C=C

1 =1 se e solo se C=C

Vediamo ora il legame tra la tau di Kendall e lagi& di una copula.
Quando la copula € assolutamente continua , gdifiziale

0°C

0voz

dC= dvdz

puo essere sostituito nella definizione dequazione 2.4) .
Se invece C ha una componente assolutamente carginuna singolare, o solo

singolare, vale il seguente teorema:

Teorema 2.8La 1 di Kendall puo essere calcolata come

r=1- 4j jl , acg\//’ 2) 60((3\2/, 2) dvdz (2.6

'equivalenza frala 2.4 e la 2.6 segue dal segulemhma (Nelsen,1991)

Lemma 2.1Se C € una copula

j jl _C(v,2)dC(v, 2) + j jl 2

0C(v,2) 0C(v,2) dvdz= 1
ov 0z 2

Usando la 2.6 & semplice dimostrare che

Teorema 2.9La tau di Kendall di una copula e quella della agsociata copula
di sopravvivenza coincidono.

T =T

c

Per stimara da un campione casuale di n copf},Y, , i91,...,n, si definisce

il seguente indicatore
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A =sgn(X; = X)(Y -Y))
dal quale si puo notare che
E(A) = (D Pr((X; = X))(Y; =Y;) >0) + (=) PrPr((X; = X;)(Y; -Y)<0) =7
Segue che uno stimatore non distorto e consisparté coefficiente di Kendall &
il cosiddettor campionario di Kendall:

n

2
n(n—l)ZZAj 2.1

i=1 j>i

2.2.3 p DI SPEARMAN

Definizione 2.7La rho di Spearmanper le variabili casuali X e Y con copula C

,denotata comps 0 psc, €

Ds = 12j jl _C(v, z)dvdz—3:12j jl vzdQv,z) -3 (2.8)

Anche questa misura sfrutta le probabilitd di codanza e discordanza. Essa
parte  dal considerare tre coppie di vettori  casuali.i.d.
[(X,.Y,),(X,.Y,), (X5, Y5) ], con copula C.

La rho di Spearman e un multiplo della differenza ta probabilita di
concordanza e discordanza tra i vettori,¥X) , (X2,Y3) , con X% e Y3 variabili
casuali tra lorandipendenti. Percio , le probabilita di concordamzdiscordanza
sono misurate in un caso d’indipendenza.

Abbiamo, quindi, che:

Teorema 2.10Dati (X1,Y1),(X2,Y2), (X3,Y3) i.i.d. con copula C , allora
Ps =3Pr((X, = X,)(Y; =Y;) > 0) = Pr((X; = X,)(Y, —Y;) <0) (2.9)
Sostituendo nella 2.8, si puo scrivere

Ps = 12J' jl , [C(v, 2) - vz]dvdz

La seguente osservazione permette di scrivere résspne per la rho di

Spearman in una maniera piu semplice.
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Osservazione 2.1Poiché le trasformate integrali£F;(X), U,=F;(X) sono
uniformi standardizzate , con funzione di distrilmme congiunta C, l'integrale

precedente puo essere visto come;BEfll Di conseguenza
1
E[UlUZ] - Z

ps =12EV U, -3=—7

1 1 . . ) )
Inoltre, dato cheé e e sono la media e la varianza delle uniformi staddae

segue che
_ cov(F(X), F(Y)
Jvar(F, (X)) var(F,(Y))

(2.10)

S

La rho di Spearman €, dunque, la correlazionerdjoacioe la correlazione delle
trasformazioni integrali, di X e Y.

Inoltre ps soddisfa la definizione di misura di concordanzeaggiunge i suoi
limiti se e solo se X e Y sono rispettivamente aliti casuali contromonotone e
comonotone:

ps =-1 se e solo se C=C

ps =1 se e solo se C=C

Usando la 2.9 per definire la rho di Spearman,

Teorema 2.11E’ facile dimostrare, che lpsdi una copula e quella della copula

sopravvivenza coincidono

Psc = P

Per stimargs partendo da un campione casuale di n coppi&’{)X con i=1,...,n
ricordando cheps € la correlazione di rango, secondo la 2.10, siceue
considerando i ranghi delle variate campionarie:

Ri=rango(X), $=rango(Y)
dove il rango deve essere fatto in ordine ascerdent
Cosi facendo , si ottiene il seguente risultato gae che prende il nome gis

campionario.
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(R -R)S -9)
TR -RTL(S -5

Tenendo in considerazione il fatto che i ranghndiati sono i primi n numeri

interi, si semplifica 'espressione precedente @tstne

122:1(R -R)(S -9)
n(n® -1)

1—621=1(F§ ~3) (2.11)
n(n“ -1

Questo stimatore campionario € non distorto rispetjuello della popolazione.

Presenteremo ora il concetto di correlazione liaeene e la misura di dipendenza
piu usata nella pratica.

Tuttavia, poiché la correlazione lineare non € mmsura di dipendenza basata
sulla copula, spesso porta a risultati fuorviardi eonseguenza non é considerata

come una misura di dipendenza canonica.

2.2.4 CORRELAZIONE LINEARE

Per variabili casuali con momenti secondi finita toncordanza puo essere
spiegata anche dallaovarianza Poiché la covarianza non €& una misura
normalizzata normalizzata, né relativa, & statgodutto il coefficiente di

correlazione lineare

Definizione 2.8Per variabili casuali non degeneri X e Y con momseatondi
finiti, il coefficiente di correlazione lineaggy €
_ cov(X,Y)

Jvar(X) var(Y)

XY

Teorema 2.12Il coefficiente di correlazione lineare soddisfaagsiomi da (i) a

(v) e (vii) della definizione di misura di concorda

Dimostrazionef{i) &€ sempre verificato , con I'esclusione delleiakili degeneri.
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L'assioma (i) segue dal fatto ceov(X,Y)| < y/var(X) var(Y) , mentre I'assioma
(i) dipende dalla simmetria della covarianza, ¢&yY)=cov (Y,X).

La proprieta (iv) segue dal fatto che I'indipend&ta X e Y implica cov(X;Y)=0
La (v) € una conseguenza del fatto che se Y=aXetn,alOO \{0}, b O,
allora pxy| =1 e viceversa.

Per quanto riguarda la proprieta (vii) , si deveomiere all’espressione di
Hoeffding (1940) per la covarianza:

Cov(X,Y)=[ [ (F(x,y) = R()F,(y))dxdy (2.12)

con D =Dom kx Dom F.
Da questa espressione e dalla disuguaglianza dn&réegue che , sq €C; , e

denotiamo com; ep; le corrispondenti correlazioni lineari, allora da

[ L CLRIF, () ~ Fu(x)F,())dxdly

< [ (CoROIF(y)) = Fi(X)F,(y))dxdy

si ottiene che; < p».
Ciononostante , il coefficiente di correlazione smaldisfa I'assioma (vi) e quindi
non & una misura di concordanza, tuttavia essdiogete proprieta seguenti, che

violano i teoremi 2.4 e 2.5.

Proprieta 2.1 pxy € invariante sotto trasformazioni lineari crescemik non sotto

trasformazioni crescenti non lineari.

DimostrazionePer dimostrare il primo fatto, si consideri che

Paxspeysa = SOn(ac)p,, pera,cdd {0}b,d OO
Trasformazioni lineari crescenti producono sgh(=1 e quindio ,y ,p oy +q =

PXY -

Proprieta 2.2 pxy € limitata
P S Pxy S Py
dove i limiti p, e p, sono definiti come
- [], (€ (R0, Fo(v)) = F()F,(y))dxdy
=
Vo K= EXPZAROIL (v =EY)*dR(y)
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- [[ (€ (F,(9. F.(y) ~ F,(F,(y))dxdy
i wmmﬁ(x— EX) AR (], (y~EV)*dR,(y)

(2.14)

Questi limiti sono raggiunti quando rispettivameKte Y sono contromonotoni e

comonotoni.

Dimostrazione: | limiti per pxy possono essere ottenuti dall’espressione di
Hoeffding (1940) per la covarianza (3.12), insiegun la disuguaglianza di

Fréchet:
[], (€ (R0, Fo(y)) = Fu(X)F,(y))dxdys cov(X,Y)
cov(X,Y) < [[ (C"(R(x), Fo(¥)) = F()F,(y))dxdy
Dividendo per la radice quadrata delle varianzept@@ngono rispettivamente i
limitiC~ e C".
Proprieta 2.3 pxy per variabili casuali comonotone puo essere divdesl (-1)

Dimostrazionesi consideri un esempio di comonotonicita

Proprieta 2.4 pxy=0 non implica indipendenza tra X e Y, a meno wha& non sia

Gaussiana.

Dimostrazione:Se X e Y sono Gaussiangxy=0 implica F(x,y)=k(X)Fx(y).
Questo puo essere controllato sostituepde=0 nell’espressione della funzione
di distribuzione congiunta della Gaussiana: ad esenton pxy=0 , la

distribuzione congiunta di due variabili casualimali standardizzate diventa:

x ey 1 -s?—t?
F(xy) = —exp ——— |(dsdt
( y) -[—oo j—oo 2]7' { 2 j
Poiché le marginali song#¢ , si dimostra che F(x,y)z)F(y).

Per altre funzioni di distribuzione questa progrieon e dimostrabile.

Proprieta 2.5 Sepxy=0, non significa che una variabile casuale nossp@ssere

funzione dell’altra.
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Dimostrazione:Per la dimostrazione, si considéi seguente copula definita da
Nelsen (1999)

v O<sv<1z/2<1/2
zl2 0<z/2<sv<l-2/2
v+z-1 1/2<1-z/2<v<]
Data questa copula , cov{U,) =0, ma
Pru, =1-2u, -1) =1

Le variabili casuali e U, sono incorrelate, ma una e funzione dell’altra.

Come abbiamo visto il coefficiente di correlaziolireare non soddisfa la
definizione di misura di concordanza: esso porfattina risultati fuorvianti per

distribuzioni congiunte non ellittiche e talvoltache per quelle ellittiche.

2.2.5 DIPENDENZA DI CODA

La dipendenza di codabivariata guarda alla concordanza dei valori ¢nda”
alle variabili X e Y.

Geometricamente parlando si concentra l'attenzienke code , inferiore e
superiore, della funzione di distribuzione congaunt

E’ un concetto rilevante per lo studio della dipenzia tra valori estremi.

La dipendenza di coda tra due variabili casualh@ proprieta della copula ed e

percio invariante per trasformazioni crescentiedetriabili casuali

Una volta definita la funzione di sopravvivenza giomta per variabili

uniformi,C , abbiamo la seguente definizione:

Definizione 2.9Sia il

lim M = AU
v-1 1-v

finito. C si dice averalipendenza di coda superiorese e solo say LI(0,1], e

non avere dipendenza di coda superiore se e splg=6e Analogamente , sia

lim SV
v-0" Vv

AL
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finito. C e detto averdipendenza di coda inferiorese e solo sg, [1(0,1], € non
avere dipendenza di coda inferiore se e so|q s6.

Per capire la corrispondenza tra questa definizienéntuizione di base , si
ricordi che

C(v,v) =PrU, >v,u, >v)
Cosicché il rapporte(v,v /J1-v) e la seguente probabilita condizionale:

C(v,v) _

1 PrU, >v|U,>v)=PrU, >v|U, >v)
-V
Percio

A, = Iirrl1_ PrU,>v|U,>v) = Iirrl1_ PrU, >v|U, >v)

Il valore py rappresenta il limite della probabilita condiziomahe la funzione di
distribuzione di X ecceda la soglia v, data dalarispondente funzione di Y,

quando v tende a 1. Analogamente valeuper

Introduciamo ora i coefficienti di dipendenza dideo per la copula di

sopravvivenzeC e vediamo come essi si relazionano ai coefficidindipendenza

di coda della copula C calcolati prima:

im 1-2v+C(v,v) Y
Vo1 1-v

jim V) _ 3

v- 0" V

Se questi limiti sono finiti , allora vale la prigta seguente:

Teorema 2.13Se C & la copula di sopravvivenza associata a C ,aallor
/TU = A

L= Ay

A

dimostrazione:

lim 1-2v+C(v,v) — lim Cl-vl-v)
Vo1 1-v Vo1 1-v

implica A, = A_. Simmetricamente
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lim C(v,v) — lim 2v-1+C(l-v1-v)
Vo0t Y V-0 V

. 1-2w+C(w,w)

lim

Vol 1-w

2.2.6 DIPENDENZA POSITIVA DI QUADRANTE

Introduciamo ora un altro concetto di dipendenzadipendenza positiva di
guadrante (PDQ), che puo essere espressa in termini di eopella maniera

seguente.

Definizione 2.10 Le variabili casuali X e Y hanno dipendenza poaitigi
guadrante se e solo se

C(v,2)=2vz

Per ogni (v,z)J I2.

In alternativa , usando I'ordine di concordanzadoaule, X e Y sono PDQ se e
solo se la loro copula é piu grande di quella pttado
C>C"

In termini di funzioni di distribuzione , la PDQ pessere formalizzata come

F(x,y) = F,(X)F,(y) per ogni (x,y)JO?
La probabilita congiunta in ogni punto non deveeesgiu piccola del prodotto
delle 2 funzioni di distribuzione.
La PDQ implica la non negativita della tau di Kelhddella rho di Spearman e del
coefficiente di correlazione lineare, dato che dgiabili casuali indipendenti, per
cui C=C", rendono questi coefficienti pari a zero e i cioafhti stessi rispettano

I'ordine di concordanza.

Applicando la regola di Bayes , la disuguaglianedadPDQ pu0 essere riscritta
come:

Pr(X < x|Y <y)=Pr(X £x) (2.15)
Percio la condizione di PDQ di Lehmann (1966) psgeee rinforzata ponendo la

probabilita condizionale come funzione non creseeahty. Questo implica che,
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ponendo ad esempio (X;) il vettore casuale bivariato dei rendimenti deditoli
X e Y al tempo t, la probabilita che il rendimenpprenda un valore basso non
cresce col valore preso dall’altro rendiment@ Questo corrisponde ad una

particolare monotonicita nelle code.

Analogamente , si puo dire che una variabile cas¥aha unacoda sinistra
decrescenten Y , denotata come LTD(X]|Y), se

Pr(X < x|Y < y) e una funzione non decrescente di y per ogni X.
Questo é equivalente alla condizione che , per ®gm |0,1], C(v,z)/z € una
funzione non decrescente in z, o:

0C(v,2) < C(v,2)
0z =z

per quasi tutti gli z. (2)16

Per n>2 come generalizzazione del quadrante abdianente.

Definizione 2.11 (dipendenza positiva dell’'ortantg. Sia X=(X,...,Xp) un

vettore casuale n-dimensionale.

1) X é detto avere la piu bassa dipendenza poditdlicortante se per ogni

(X1,...,%Xn) in 0",
Pr(X;<Xi,..., Xn< xn)zﬂ Pr(X; < x).
1=1

Ne segue che € C".

2) X e detto avere la piu alta dipendenza positefi'ortante se per ogni

(X1,...,%n) in 0",

Pr(Xy> Xg,..., Xn> xn)zrj Pr(X, > x).

ne segue ch@ - C"
3) X e detta avere dipendenza positiva dell’ortasgeper ogni (%...,Xn) in

0", possiede le due proprieta precedenti.

Si possono definire anche dgpendenze negative d’ortanteinvertendo il senso

delle precedenti disuguaglianze.
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2.3 FAMIGLIE PARAMETRICHE DI COPULE n-
DIMENSIONALI

In questa sezione presenteremo alcune famigli@ssictli copule. Ogni famiglia
di copule € caratterizzato dall’avere un parametom vettore di parametri.

Per ogni famiglia, daremo la definizione e I'esgiese della densita.

Le classi di copule che tratteremo si distinguonmgpalmente incopule
ellittiche e non ellittiche e per le seconde in particolare vedremo di defilare
cosiddettecopule archimediane

La classe delle copule ellittiche forniscono malistribuzioni multivariate, fra
queste definiremo la copula Gaussiana e la copfudent. Le copule ellittiche,
in quanto simmetriche, hanno il difetto di non mitate bene i valori estremi
delle distribuzioni multivariate.

Le copule archimediane, invece (che verranno defmieglio nella sezione 2.3.4)
trattano meglio il problema dell’asimmetria deltede che si presenta spesso nelle
applicazioni pratiche. Questa famiglia di copul@ inoltre la caratteristica di
dipendere da un parametro solamente. In segaitietemo, per questa classe di
copul, la Franck copula e la Gumbel copula.

Da ultimo vedremo una famiglia di copule (Placke#yatterizzata da proprieta

desiderabili.

2.3.1 COPULA GAUSSIANA MULTIVARIATA (M.G.C)

Diamo la definizione decopula Gaussiana

Definizione 2.12Sia R una matrice simmetrica e definita positican diag(R) =
(1,...,1). Sia®dx la distribuzione normale multivariata standardiazaon matrice
di correlazione R.
La M.G.C. e definita come

Cr(u)= DR(O(uy),..., D™ (un))

doved™ & l'inversa della funzione di distribuzione normahivariatab.

Proprieta 2.6 La copula gaussiana genera la funzione la distidimezcongiunta

normale, se le marginali sono normali standardezzat
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Usando la rappresentazione canonica , la densita depula & facilmente
determinabile:

1 1 _
——[&X ——XTR 1X =
(Zﬂ)n/Z |R|1/2 F{ 2 j

8 (@), ) %[ ] (%exp{—%x,?jj

dove |R| e il determinante della matrice di corieliae.

Di conseguenza:
n/g- 7z LeXQ - } X"R™X
2m" |R| 2

1 et2%)

Siano = O(x), tale che x CD'l(u,-). La densita, allora. puo essere riscritta come

CRA(P%), A%, ) =

segue

1 _
Crt (Un.., W)= — 5 |R[2 @X{ ECT(R l_l)Cj

dOVGC:((D_l(Ul) ,,,,, (D_l(un))T

2.3.2 COPULA T-STUDENT MULTIVARIATA (MTC)

Un’altra appartenente alla classe delle copuléietie e lacopula t-student.

Definizione 2.13Sia R definita come sopra, e sig, la distribuzione t-student

standardizzata multivariata con matrice di corrielag R e v gradi di liberta:

(v+nj|R| v
X % % —
tR'V(Xi’m’Xn):_L_L L ( )7 (1+%XTR_1XJ 2dxl...dxn
(2) V7T)2

La MTC é quindi definita come segue:
TR,V(ull e 1l-h)= tR,V(tV-l(ul)) ey tv-l(un))
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v+n) -t
tv‘ljuo t;l(jua r;l(juo r(z)' ik ( 2

e | = 1+1xTR’1Xj i dx,...dx,
Vv n
oo e F[Zj(vn)z

v
dove t'é linversa della funzione di distribuzione di utastudent con v gradi di

liberta.

Ne scaturisce che la densita della copula per I€MT

v+n

A 2 [ftemd”
- v
Cr(Us,...,Un)= |R 2

v+l

G U2 )

j=1

cong; = t, ™ (u)

2.3.3 COPULA DI DISPERSIONE MULTIVARIATA (MDC)

Di seguito presentiamo una famiglia di copule a@edratteristiche della classe di
copule ellittiche

Definizione 2.14Siap=( p1,..., tn) un parametro di posizione’=( 6%,..., %) un
parametro di dispersione e R una matrice di carahe. Diciamo che
X~MDC(y, 6% R) se

1 1. n
f (y;u, >, R)= EeX;{——CT(R 1-')() f(y,;u,0%)
|R|1/2 2 |J_:l I\ J J

dove
G, = (F (Vi . 05)  perj=l,..,n e

oF, (yj;,uj,ajz)

£ (ypm,07) = dy.
J

per ogni insieme di funzioni di distribuziongyg; p;, 6%).
Vediamo ora un esempio di applicazione della codutiispersione multivariata:

Esempio 2.1Costruiamo una MDC assumendo delle marginali dastrilduzione
Weibull.
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In questo caso abbiamo

e

tramite la quale otteniamo la densita della MDC

a;-1 a;
l 1 ~ n g X X,

f(Xl,...,Xn) ::W @XF{_ECT(R]-_I)C)” ]ﬁj EX[{—J—J
j= j i

dove

x4
§=o 7 (1- exp(—

))-

I

2.3.4 COPULE DI ARCHIMEDE

Le copulearchimediane hanno il vantaggio dal punto di vista computazierch
avere pochi parametri (di solito 1 o 2) per rappnégre la struttura di dipendenza,
ma dall’altro lato cid provoca una poca flessibildella copula nell’adattarsi ai
dati, soprattutto nei casi di grandi dimensioni.

La loro trattazione in questa sezione riguarder@ngralcune definizioni e
proprieta e successivamente la presentazione drti@ari famiglie(Gumbel ,

Franck)

La famiglia delle copule di Archimede, per essesstmita ha bisogno di una

funzione generatriceo generatoreg .

Questa funzione viene formulata dalle seguentndaéni:

La funzione¢ e definitadd — 0" , essa e continua e decrescente.

Nelsen (1999) ha dimostrato che tale funzione dessere convessa e tale che

¢ (1)=0. Il generatore si definisce stretto quarg@)=-+w

In simboli
¢ (u):[0,1] [0, +0]

Definiamo ora la funzione pseudoeirsa della funzione generatrice:

Definizione 2.15La pseudo-inversadi ¢ e definita come segue:

44



¢F(v)= {Cﬂ_l(v) 0<v=¢(0)
0 @(0) SV <+

Questa funzione pseudo-inversa e tale che, compobktgeneratore , da l'identita,

come fanno le inverse ordinarie con dominio e ramgo

¢ M (¢ (v)) = v per ogni VL.

Teorema 2.14(Kimberling(1974) Sia data, la funzione generatrice, e la sua
pseudo-inversa. La funzione C:[0}1} [0,1] definita da

C(t, -, W)= ¢ (g (U)+...+ ¢ ()
& una copula se e solo g€ & completamente monotona in [Gg]+

Come conseguenza del teorema precedente , possitar® la seguente

definizione:

Definizione 2.16Sia ¢ un generatore stretto, capi® completamente monotona
in [0, +oo].
Segue che la copula archimediana n-variata é lEdoa

C(U, -, h)= @7 (@(Un)+... + ¢(Un)).

Un’importante fonte di generatori per le n-copukehamediane consiste nelle
inverse delldrasformazioni di Laplace di funzioni di distribuzione. La prova é
data dal teorema 2.15.

Prima pero diamo la definizione di trasformazionkeaplace,

Definizione 2.17La trasformazione di Laplace di una variabile césya, con

funzione di distribuzione [, e definita come:

r(s)=E, ()= jo“” e dF, () (2.17)
Teorema 2.15(Feller 1971)Una funzioneg¢ in [0, +o] € la trasformazione di
Laplace di una funzione di distribuzione, se e ssdo¢ € completamente

monotona ez (0)=1.
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Le copule archimediane sono simmetriche; nel seheq ad esempio per n=2;
C*(v,2) =C*(zv) per ogni (v,z)] 12
Inoltre, esse possiedono la proprieta associdfigmpre come esempio, per n=3
C*(C*(v,2),u) =C*(v,C?*(z,u)) perogni (v,z,udl?
Che implica entrambi i lati del’'uguaglianza preeste pari ag (¢ (V)+ ¢ (2)+

¢ (u)).

Definizione 2.18Definiamo ora la formula generale della densitarth copula di

Archimede nel caso bivariato, utile per i nostitcod successivi:

Chv 2 =~ WD) 218
| (#(C(v.2)° |

Allo stesso risultato, per la densita di una couthimediana, si arriva usando la
1.7, con n=2
E’ relativamente semplice a partire dalla definmE02.17 generare copule di

Archimede multivariate. Di seguito ne definiremouaie:

copula di Gumbel

1
Il generatore & dato dgu) = (-In(u))” , percioe™(t) = exp(-t);

essa e completamente monotona’sk

La n-copula di Gumbel e quindi
C(uy,...,u)=ex —{Z(—In ui)"}a cor>1.
i=1

Per n=2 la copula di Gumbel diventa:
1
C(ul,uz)=exp{— [(=1nu)” +(=1n uz)"]a} (2.19)

con u e W funzioni di ripartizione di due variabili casualor@inue e pertanto
0[o1].

La corrispondente densita bivariata , calcolatanpezzo della 2.18 e:
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(ex;{—{[—logw]"}i} a -3 flog(s) log(,) E{{[—Iogoz)]” +[-logw)]} *"‘1B

ou,u,) = 1 1 [ﬂ }
——— |12-| = | |§]-log()]|” +[~logW,)]”
[ e (Srmtr s
(2.20)
copula di Frank
. _ . [exp(-au) -1
Il generatore é dato dgu) = In| ————— |,
exp-a)-1
percio
¢l O=- S In(L+ & (e ~1);
a
essa e completamente monotona’se.
La n-copula di Frank & data quindi da
L (e™ -1
C(u,...,n)= —=Inq1+-=———"" conou>0 quando R3.
a (e -1"
Per n=2 la copula di Frank diventa:
C(Ul,uz) - _lln 1+ (exp(_aul) _1)(exp(_au2) _1) (221)
a (exp(-a) -2

con u e W funzioni di ripartizione di due variabili casualor@inue e pertanto
0[o1].
La corrispondente densita, calcolata tramite |18 2:1

(~atfi-expta)))
2[expta Ly, -al,) fi-expta) - [1-expta m)] fi-expta,)])

(2.22)

o(u,u,) = (

2.3.5 PLACKETT COPULA

Presentiamo ora una famiglia di copule non archiamel(in quanto non derivate
da alcuna funzione generatrice) , ma molto utilelpesue proprieta: la famiglia
dellecopule di Plackett(1965).
Nel caso bivariato la copula di Plackett & defimédla maniera seguente: siano X
e Y , due variabili casuali continue e u=F(x) , WgH[0,1] le rispettive funzioni
di distribuzione. Allora
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1
C(u,v)=<2(6-1
uv

1+ (0 -1)(u+Vv) —/[L+ (6 -1)(u+V)]* - 4uv6(6 -1) | sed #1
sed =1

(2.23)
Con 6>0.
Questo tipo di copula é stata costruita in modawdare correlazione positiva e
quindi dipendenza positiva peé# >1 e ,viceversa, correlazione e dipendenza
negativa peid <1.

La conseguente funzione di densita ricavata meeligggpressione 2.18 é:

3

o) = 81+ (0-1) + (u+v-2m+v)] 1+ (@-1) Qu+v)f -4B -9 W2
(2.24)

La famiglia di Plackett € simmetrica e positivangemrdinata; inoltre e

assolutamente continua ed ammette i limiti di Fééclome casi estremi.
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3. INFERENZA STATISTICA PER LE COPULE

Da un punto di vista statistico, come abbiamo vikab teorema di Sklar , una
funzione copula & un’espressione di un modello irariato. E come per molti

modelli multivariati le teorie inferenziali claskie non sono applicabili. L’'unico

metodo utilizzabile & quello della massima veroglranza asintotica.

Le metodologie inferenziali proposte per le comd@o lo stimatore di massima
verosimiglianza (esatto) propriamente inteso e sna versione , detta IFM
method (inference for the margins).

Entrambi i metodi di stima richiedono un’ottimizeaze numerica della funzione
obiettivo, in quanto un modello multivariato (qualuna copula) richiede il

calcolo di derivate miste.

Come prima cosa presentiamo i due metodi di stifhareettiamo a confronto.

Successivamente applichiamo il metodo IFM ad uriesta di serie storiche

3.1 METODO DI MASSIMA VEROSIMIGLIANZA ESATTA

Per introdurre i due metodi basati sulla massimasmniglianza alle copule,

riprendiamo la rappresentazione canonica per laitdedi una copula
F (X Xo) = SR (%) B OO T (%)) (3.1)
=1

dove

an(C(Fl(Xl)"F”(Xn))) (3 2)
OF,(x,)..0F (X,) |

e la n-sima derivata parziale mista della copula € la densita della copula e f &

C(Fl(xl)""’Fn(Xn)) =

la funzione di densita univariata.
Questa rappresentazione per la densita multivadapermette di scomporre in
due parti il modello statistico per le copule:

1. identificazione delle distribuzioni marginali

2. definizione di un’appropriata funzione copula

Siall :{xlt,...,xm}tT:1 la matrice dei dati campionari. L’espressionelpdunzione

di log-verosimiglianza diventa:
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T T n
() = ZIn C(F (%), F (X)) + ZZIn f, (%) (3.3)
t=1 t=1 j=1
dove @ € l'insieme di tutti i parametri del modello ( glalle marginali, che della
copula).
Massimizzando I'espressione precedente rispettinsaséime dei parametri |,

otteniamo lo stimatore di massima verosimiglianza:

A

B = maxi(6)

Assumiamo che valgano le condizioni di regolarid@dlad teoria della massima
verosimiglianza asintotica per i modelli multivdariae per le marginali

(Serfling,1980, Shao,1999) .

Sotto queste condizioni di regolarita lo stimataiemassima verosimiglianza
esiste ed e consistente e asintoticamente effeciémbltre e verificata la proprieta

di normalita asintotica:

VT e =6) - NOQ.OH&)) (3.4)
con O l'usuale matrice d’informazione di Fisher & il valore esatto del
parametro.

La matrice di covarianza i puo essere stimata tramite I'inversa della matrice

hessiana della funzione di verosimiglianza.
3.2 METODO IFM

Il metodo di massima verosimiglianza puo esserepctazionalmente difficile ,
specie nei casi di grandi dimensioni, poiché é s&a#o stimare congiuntamente i
parametri delle marginali e quelli della struttdiadipendenza rappresentata dalla
copula.
Joe e Xu (1996) hanno proposto di stimare quegiims di parametri in due
passi:

1. il primo passo consiste nel stimare i parancitie marginali , a partire

dalle distribuzioni marginali univariate

~ T n
6, = ArgMax; > > In f;(x,;6,) (3.5)
t=1 j=1

2. in un secondo tempo, daég, si procede alla stima del parametro della

copulag, :
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~ T ~
8, = ArgMas, Y INC(F,(%,),--..F, (X,)6,, 6) (3.6)
t=1

Questo metodo e chiamato inferenza per le margiodkM. Lo stimatore IFM é

definito come il vettore :

O =(6,,6,)

Chiamiamo | I'intera funzione di log-verosimigliaanz | la log-verosimiglianza
per la j-esima marginale gla log-verosimiglianza per la copula stessa.

Lo stimatore IFM e la soluzione di:
ol, o, adl.)_ 0
06, ""’aeln ’092
mentre lo stimatore MLE deriva dalla soluzione di:

al a_ ) _,
06,06, 06, )

L’equivalenza tra i due stimatori di solito nonnsantiene. Tuttavia le stime IFM

sono un buon punto di partenza per ottenere le esttiLE (massima
verosimiglianza esatta).

Per quanto riguarda l'efficienza asintotica dellamatore IFM, si deve
considerare la matrice di covarianza asintotica.

Joe (1997) ha provato che sotto condizioni regolarstimatore IFM verifica la

proprieta di normalita asintotica che vale
ﬁ(éu:M - 90) - NG, 2_1(90)) (3.7)

Con Z(6, ) matrice d’informazione di Godambe, definita come

$0,)DV (D) (3.8)
Con
_ | 9s(6) _ :
D—E[ 5 }ev E[s(8)s(8)]
e con
8(0):( al, ol ,a|cj
06,96, ' 96,

Abbiamo cosi diviso la log-verosimiglianza in dueartp :l,...,I, per ogni

marginale edper la copula.
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%(0,)assume la forma dello stimatore di White per larimatdi varianza e

covarianza dei parametri stimati col metodo deiimirquadrati ordinari in caso
di eteroschedasticita.

La stima di questa matrice di covarianza richiédalcolo di molte derivate.

Joe (1997) ha definito il metodo IFM piu efficientel metodo di massima
verosimiglianza esatta (MLE).

Di seguito faremo sempre riferimento al metodo Ip& l'inferenza sui parametri

e per il calcolo degli standard error asintotici.
3.3 1L METODO IFM APPLICATO AD UN CASO PRATICO

Vediamo nel seguito come il metodo IFM per linfeza sui parametri delle
copule si applica a dati di tipo finanziario edparticolare alle serie storiche di
indici azionari.

Per semplicita di calcolo si e scelto di lavoraom @ati bivariati, cosa che ha
permesso di valutare con relativa facilita le neatdi varianze e covarianze dei

parametri delle copule. La matrice dei dati camaiompertanto € la seguente
O :{xlt,xm}f:l, dove 1 e 2 rappresentano le serie storiche mesmsiderazione,

mentre t si riferisce alla numerosita di entramésdrie (nel nostro caso T=550).

Si sono stimati i parametri di 5 copule (Gaussiatagent-t, Plackett, Gumbel e
Franck) col metodo IFM, e successivamente per pgrametro e stata calcolata
la matrice d’informazione di Godambe, la quale rappnta la matrice di varianze

asintotiche del parametro secondo la distribuzasietotica descritta nella 3.7.

3.3.1 1 DATI

| dati utilizzati riguardano i valori settimanali due indici azionari (il Dow-Jones
americano e il DAX30 tedesco) , presi in considienaz a partire da ottobre 1994,
fino ad aprile 2005, per un totale di 550 osseazi

Successivamente , a partire dai valori di entraghbindici, sono stati calcolati i
rendimenti logaritmici.

Poiché siamo interessati alla distribuzione malgirtelle serie dei rendimenti,
“depurate” della dipendenza temporale, si & prowedufiltrare le due serie,
ipotizzando per esse un andamento descritto daaoegso GARCH(1,1).
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Notiamo dai grafici del’ACF e del PACF per i regice per i residui al quadrato
delle 2 serie dei rendimenti che non ci sono ‘“ditasignificativamente diversi da
0 e che quindi il modello Garch(1,1) elimina I'dffedi dipendenza temporale.
Di seguito vengono riportati, per entrambi gli icichzionari, i grafici delle serie:

= dei valori degli indici,

= dei rendimenti degli indici:

= delle funzioni di autocorrelazione e autocorrelagigparziale per i residui

del Garch(1,1)

12000
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4000
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Time
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I I I I I I
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Figura 1 Serie storica dei valori degli indici azionari Dawnes e DAX30
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3.3.2 STIMA DEI PARAMETRI DELLE MARGINALI

Il metodo IFM ci permette, come abbiamo visto, timare i parametri delle
marginali e delle copule in 2 momenti diversi.

Vediamo ora di stimare la distribuzione marginadé eksidui standardizzati del
Garch(1,1) per entrambe le serie dei rendimenti.

Ipotizziamo per le 2 marginali una distribuzionstadent con v gradi di liberta ,

con funzione di densita:

(g
£ (%) :%[ﬁu’ﬂ (3.9)

dove v e il parametro d’interesse.

Questa distribuzione ha la proprieta di tener catgtia curtosi, presente nei
residui di molte serie storiche

Col tendere di v verso l'infinito la funzione dim&ta della t-student si avvicina a

quella di una normale di media O e varianza um@itadfiertanto prima di passare
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alla stima del parametro v , si e verificata I'ipsit H, di normalita della

distribuzione marginale, applicando, ai dati debidai standardizzati del

Garch(1,1), il test di Jarque-Bera.

ot . —asimmetri rtosi— 3)2
La statistica test @ [Forme a, ,leurtosi-3)

, che sottoH  si distribuisce

come unys;.

Tabella 1 Test di Jarque-Bera per i rendimenti dei due inaztbnari

Indici Dow-
. . Jones DAX30
Azionari
Curtosi 5.06 3.89

Asimmetria 0.33 0.25
Statistica 127.58| 40.89
Jarque-Bera

p-value 0.0000| 0.0000
Jarque-Bera

Per entrambi gli indici si rifiuta I'ipotesi di noralita, pertanto possiamo applicare
la 3.5 per il calcolo del parametro v della disid@lone t-student ipotizzata per le

marginali. La tabella seguente riporta i paranmsttmati per v.

Tabella 2 stima col metodo IFM dei gradi di liberta delle iaali t-student

STIMA IFM Dow-Jones DAX30
v 18.94 34.07

| parametri, per avere senso, dovrebbero esseoengagnati dai relativi standard
error asintotici, che permettono di fare verifiatigpotesi e test di significativita

su di essi, approfittando della distribuzione ndenasintotica dei parametri.

Nel metodo della massima verosimiglianza le vaeaazintotiche dei parametri
stimati corrispondono agli elementi sulla diagondkdl'inversa della matrice

d’'informazione (cambiata di segno). Il metodo IFMbBene basato sulla
verosimiglianza non fornisce stime efficienti pex Varianze dei parametri
semplicemente invertendo la matrice d’informazioRertanto, bisogna ricorrere
ad uno stimatore di esse piu complesso che saserieto successivamente.
Inoltre saranno confrontati i risultati di quest@todo con quelli ottenuti dalla

semplice inversione della matrice d’'informazione.
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3.3.3 STIMA DEI PARAMETRI DELLA COPULA

Prima di stimare i parametri delle copule per meznsdla 3.6, si devono
trasformare le serie dei residui standardizzati @afch(1,1) a seconda della
distribuzione di probabilita che si € ipotizzata pssi.
In sostanza i valori dei residui standardizzaticsoquantili % della funzione di
distribuzione trovata e in base ad essa vengorsfotraati nelle rispettive
probabilita y .

Yi=F(x)
Questa operazione deriva direttamente dalla defimz di copula. Infatti la
copula € uno strumento mediante il quale si dasindtura di dipendenza alle

funzioni di distribuzione di variabili casuali.

Sono state considerate 5 copule: la gaussianatulderg-t, due copule di
Archimede (Franck e Gumbel) e la copula di Plackett

Di queste, 4 sono caratterizzate dall’avere solpamametro da stimare , mentre
la copula student ne ha 2.

La tabella che segue riporta le stime per i paranf@bme per i parametri delle
marginali, anche per le copule gli standard er@calati dall'inversione della
matrice d’informazione non sono efficienti. Rinviaral paragrafo successivo |l
calcolo delle devianze asintotiche mediante la iewtrd'informazione di

Godambe.

Tabella 3 stima col metodo IFM dei parametri delle copule

COPULA D v a
Gaussian 0.31
Student 0.32 8.07
Franck 1.99
Gumbel 1.26
Plackett 2.79

3.3.4 STIMA DELLA MATRICE DI VARIANZA E COVARIANZA

Come abbiamo gia detto la stima dei parametri catiooho IFM, impropriamente
detto “verosimiglianza a due passi”, non portasaltati efficienti per il calcolo
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degli standard error asintotici, se si consideravérsa cambiata di segno della
matrice d’informazione di Fisher.

Per arrivare a risultati che siano efficienti sliz¢a I'espressione 3.8, dove V e D,
definite sopra, non sono altro che, rispettivamelstanatrice attesa dei prodotti
delle funzioni punteggio (derivate prime rispetioparametri delle funzioni di
verosimiglianza delle marginali e della copulajaematrice attesa delle derivate
seconde e delle derivate seconde miste delle fandiaverosimiglianza.

Nel nostro caso pratico consideriamo due distrismiznarginali, che implicano 2
funzioni di verosimiglianza e quindi 2 parametrn@uper marginale) da stimare.
Inoltre ogni copula comporta un’ulteriore funziotieverosimiglianza e 1 o 2 (nel
caso della copula t-student) parametri in piu daaste.

Pertanto nel caso della copula student (viene prese esempio poiché, avendo

un parametro in piu delle altre, e la piu complédsamatrici V e D diventano :

al,
30,
al,
V=BG, o, a1, a1, ol (3-9)
al, (a_eaTaTGTJ
26,
al.
26,
a, ol al, al,
0606, 0606, 0606, 0606,
al, al, al, al,
06,068 06,068, 06,06 06,06
o= (0000 0000, 0604, 2005\ (3
26,06, 96,06, 06,06, 020,00,
a, ol al, l,
96,00, 20,00, 06,6, 20,90,

dove con,,l,,I. denotiamo le funzioni di log-verosimiglianza, e$fivamente,

della prima e della seconda marginale e delfaula. Inoltred, é il parametro

della prima marginaled, della seconda é,,, 6,,sono 2 i parametri della copula.
Poichél,ed |, dipendono solo dai propri parametlie &,, le derivate di esse
rispetto a qualsiasi altra variabile el0. invece, dipende da tutti i parametri.

Per questo motivo la matrice D pud essere risardtae segue:
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o, 0 0 0
9608,
A
— 2 2
D=El a. . . (3.11)
26,06, 96,06, 26,08, 96,00,
a.al i .
06,06, 00,00, 06,06, 06,00,

| valori attesi valgono a livello di “popolazion&’ possono essere sostituiti da
stime a livello campionario.

Avremmo percio:

ol
26,
o1 || 9
V=T |oe) (oo, 01, a1, a1, (3.12)
) ol, 06,006,006, 36,
26,
al,
06,
e
06,06,
1o | O g 00
N — + V0,
D‘T§ al,, al,, al al,, (3.13)
06,06, 06,06, 06,08, 06,00,
ol al, al, al,
06,06, 00,00, 06,06, 06,00,

dove il pedice t indica la log-verosimiglianza dynd singola osservazione.
Sappiamo infatti che la log-verosimiglianza é digdira partire dalla somma di
guelle di tutte le osservazioni
Sostituendo le 3.12 e 3.13 nella 3.8, troviamo che

5(8,) =D VD) (3.14)
Che rappresenta lo stimatore della matrice di Gddam di conseguenza della

matrice di varianze e covarianze asintotiche deapatri.
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Possiamo, a questo punto, calcolare in manieraiaftie gli standard error dei
parametri e confrontarli con quelli ottenuti seropinente invertendo “I'hessiano”
delle funzioni di verosimiglianza (quelle delle Zamginali e quella della copula).

| risultati sono raccolti nella tabelle seguenti:

Tabellap&rametri stimati ed errori standard ottenuti dalkrice di Godambe

COPULA
1°marginale [2°marginale P v a

18.94 34.07 | 0.31
(10.87) | (31.57) |(0.046

18.94 34.07 0.32 | 8.07
Student | (10.18) (32.06) [(0.045)(4.16)

Gaussian

1894 | 34.07 1.99
Frank (10.76) (32.60) (0.310
1894 | 34.07 106
Gumbel | (10.78) | (32.62) (0.054
1894 | 34.07 79
Plackett (10.70) (32.20) (0.424

Tabellaparametri stimati ed errori standard ottenuti dalkrice d'informazione

COPULA
1°marginale [2°marginale P v A

18.94 34.07 | 0.31
(7.77) | (24.87) |(0.040

18.94 34,07 0.32 | 8.07
Student| (7.77) | (24.87) |(0.044)(3.48)

Gaussiar

18.94 34.07 1.99
18.94 34.07 1.26
Gumbel| (7.77) (24.87) (0.045
18.94 34.07 2.79
Plackett| (7.77) (24.87) (0.378

Come si nota gli standard error calcolati nelleeti@l a partire dalla matrice di
Godambe sono piu grandi rispetto al caso in cubsmaicolati con la semplice
inversione della matrice d’informazione. Questadasta ad indicare come il

primo metodo tenga in maggiore considerazionerbsthedasticita.

Sfruttando la distribuzione asintotica dei paramsetrsono calcolati i valori dei t-

test dei parametri ed i rispettivi p-value mediarélizzo degli standard error
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stimati dalla matrice di Godambe. | p-value sondcadati secondo la

distribuzione normale standardizzata.

TabellaT@st di significativita dei parametri e rispettpAvalue

COPULA 1°marginale [2°marginale P v A
1.74 1.08 6.74
Gaussiarl (0.041) | (0.140) |(0.000
1.86 1.06 7.11 | 1.94
Student | (0.031) | (0.145) |(0.000)(0.026
1.76 1.05 6.42
Frank | (0.039) | (0.147) (0.000
1.76 1.04 23.33
Gumbel | (0.039) | (0.149) (0.000
1.77 1.06 6.59
Plackett | (0.038) | (0.145) (0.000

Si noti come ad un livello di significativita de¥& i parametri che non risultano
significativi sono quelli riferiti ai gradi di lib#a della distribuzione t-student delle

marginali.
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4. APPLICAZIONE DELLE COPULE AL
CALCOLO DEL Value at Risk (VaR)

Vediamo ora una delle possibili applicazioni deltode delle copule in finanza:
la misurazione del rischio di mercato , o piu psagiente il calcolo del Value at
Risk

Scopo di questo studio € vedere se l'uso di copliverse porta a risultati
significativamente differenti nel calcolo del VaR.

In sostanza vogliamo capire come varia questa miduperformance al variare
delle strutture di dipendenza e delle assunzionic@me si distribuiscono le
marginali (ricordiamo che una copula si puo sciadat analizzare in due parti: le
marginali e la struttura di dipendenza tra di esse)

Inoltre, si desidera studiare anche come variaalR\al mutare del peso dato alle
singole componenti del portafoglio.

Gli esiti della misura del VaR per copule diversene infine confrontato col
risultato che si avrebbe calcolando il Value atkRiglla maniera usuale, cioé

assumendo una distribuzione normale multivariatdepesservazioni.
4.1 DEFINIZIONE DI VaR

Come prima cosa diamo una definizione di Valueisk R

Il VaR e una stima della massima perdita potenatkesa su di un portafoglio di
strumenti finanziari, in un arco temporale definjtmlding period), con un certo
grado di probabilita, a seguito del verificarscdindizioni di mercato sfavorevoli.
Attraverso il VaR si definisce un indicatore siigetche consente il confronto tra
diverse tipologie di strumenti presenti all'interdoun portafoglio, sulla base di
un’unica unita di misura che é la perdita potemrzidlVaR esprime quale sara la
perdita massima che si potra avere sulla posiziaperta al rischio nelle
successive 24 ore 0 nei giorni seguenti, a front@chbiamenti nelle variabili di
riferimento ovvero una perdita che puo essere gémela un movimento avverso
di un prezzo, un cambio, un tasso, in altre pattolen “fattore di rischio”.

Il VaR indica quindi qual & 'ammontare di capitaldeguato a coprire le perdite

inattese del portafoglio.
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La metodologia VaR ¢ in grado di calcolare il riscbomplessivo del portafoglio
tenendo conto delle dipendenze esistenti tra irgiviattori di rischio e quindi
dell’effetto diversificazione.

E’ qui che le copule hanno un ruolo chiave, in dqaassendo ognuna costruita
con una struttura di dipendenza diversa dalle,alreonseguenza determinano i
legami tra i fattori di rischio all'interno del pafoglio, portando a risultati a volte
molto discordanti.

Il valore del VaR complessivo di un portafoglionderiore alla somma dei singoli
VaR.

In termini matematici il Value at Risk pu0 esseappresentato come segue; sia
“X” una variabile casuale che rappresenta la disrime dei profitti e delle
perdite di un portafoglio di strumenti finanziativVaR a livello di confidenz41-

a) puo essere definito come:
VaR(X ) = —inf {x | P(X < x) > a}

La metodologia VaR considera la distribuzione digfrenza dei rendimenti che
un portafoglio di strumenti finanziari pud posseder un determinato orizzonte
temporale e focalizza l'attenzione solamente spencentile, I'a -esimo, di tale
distribuzione.

Tradizionalmente il Value at Risk viene calcolags@mendo una distribuzione
normale multivariata dei fattori di rischio, codiécla dipendenza tra di essi sia
spiegabile semplicemente dalla correlazione.

Ad esempio , consideriamo un portafoglio di duedndzionari e indichiamo con
X e Y le variabili casuali dei rispettivi rendimenBianopyx e py le medie asi ,
05 le varianze dei rendimenti dei due titoli.
Il portafoglio composto dai due titoR ;= w, X -+ WY -, dove con con we w
indichiamo i pesi dei due titoli nel portafoglioatuna distribuzione normale
bivariata N (ip, 6 5).
Hp= Wx Hx + Wy py
Géz Wy GX+ W Gy+ P,y Gy Gy Wy Wy,

Wx+WY:1
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La formula per il calcolo del VaR di questo porglfo ad un livello di confidenza
a del 5% diventa:

VaRysy,(Rp) = - pp - Q0505
= HUp- OD.05(W>2< Gi"' W$ 6\2("' Pxy Ox Oy Wx Wy)

== (WxVaRg, (X) + WeVaR,, (Y) + Wy Wy 01VaRg, (X)VaRg, (Y)) ™
4.2 CALCOLO DEL VaR CON IL METODO DELLE COPULE

Abbiamo visto come usualmente viene misurato il \feR un portafoglio di due
titoli. Cerchiamo ora una maniera per applicammétodo delle copule al calcolo
di questo indicatore.
Dato un livello di confidenzd , il VaR € la soglia sotto la quale i rendimenti
cadono solamente con probabilita
Se indichiamo con Z il rendimento del portafoglioud dato orizzonte di tempo
T, il VaR e il valore per cui:

Pr(Z<VaRz)=6.
Equivalentemente , usando la funzione di distriboeidi Z,&(z) , il Value at Risk
pud essere definito come la soluzioneell'equazion&(z’) = 6.
La funzione di distribuzion& puo essere scritta in termini di copule nella raemi
seguente :
consideriamo un portafoglio di due titoli e sian@X i rendimenti in un uguale
orizzonte di tempo T. Si@ [ (0,1) il peso di allocazione. Il rendimento del

portafoglio &€ Z43X + (1-B)Y, con funzione di distribuzione
&(z)=Pr(Z< 2)=PrX + (1-B)Y < 2)

o LBy
:I_W{Ei A C(F1(X)lFz(y))fl(x)dx}fz(y)dy 4.1

- TPr(X s%z—%y,Y = yj f,(y)dy

:jcm[p{%z-% j Fz(y)sz(y)dy

dove é stata usata la probabilita condizionalesfula (vedi paragrafo 1.4)
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Nel calcolo del VaR col metodo delle copule nonrarta serie storica dei
rendimenti azionari, i quali entrano nella funzichel VaR solo tramite la loro

distribuzione.

4.3 ESEMPIO PRATICO DI CALCOLO DEL VaR CON LE
COPULE

Mettendo in pratica I'espressione precedente, léolato il Value at Risk di 4
portafogli, composti ognuno da coppie di indicicamtri.
In particolare si e misurato il VaR al livello slignificativita dell’1% e del 5%
per i seguenti abbinamenti di indici: Mibtel-CaCMiptel-DAX30, Mibtel-Dow-
Jones e Mibtel-FTSE100.
Il VaR é stato calcolato facendo uso della copuasSiana, di quella Student-t,
di due copule archimediane (Franck e Gumbel) eadelpula di Pluckett.
Per quanto riguarda le marginali, si & consideuat@rimo caso in cui Si assume
che esse siano distribuite come student-t con di glidiberta. Successivamente le
marginali sono state valutate come normali di meeéiro e varianza unitaria
| parametri utilizzati:

= per la copule vere e proprie (cioé le struttureligendenza), sono quelli

stimati col metodo IFM per ogni coppia di indicecaario.
= per le marginali sono i gradi di liberta della distizione t-student, sempre
stimati col metodo IFM
Si é proceduto inoltre a calcolare il VaR per ogortafoglio nella maniera
tradizionale , ovvero supponendo una distribuzioonagiunta dei rendimenti
normale bivariata.
| dati usati si riferiscono alle serie storichetisgnali dei rendimenti dei 5 indici
menzionati sopra , a partire da ottobre 1994 fifoltamo dato a disposizione che
si riferiva ad Aprile 2005, per un totale di 55Gewsrazioni.
Per ogni portafoglio & pX + (1- B)Y;, con i=1,...,4 e X e Yche rappresentano
le variabili casuali dei rendimenti degli indiciiezari, si & fatto variar@, cioe il
peso di ogni indice dentro al portafoglio ,Zper studiare come cambia il VaR
rispetto alla variabilg.
L’analisi del VaR per ognuno dei 4 portafogli, coeme e stata impostata , ha il
duplice scopo di:
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= esaminare come la struttura di dipendenza tra te ki rendimenti
influisce sulla misura del VaR
» analizzare l'andamento della misura del rischio \ariare della
composizione dei pesi all'interno del portafoglio.
L’indagine viene replicata per tutti i portafogkepvedere se i risultati si ripetono

0 meno in tutte e 4 le circostanze.

Di seguito riportiamo le tabelle che raccolgonsultati del calcolo del VaR per i

portafogli e per le diverse combinazioni di copellmarginali.

Tabella #aR calcolati con livello di confidenza del 5% eivaesip per il portafoglio Mibtel-

CaC40. Si considerano marginafribuite come student-t. (tra parentesi gli stadaaror)

Vmibtel=18.92(10.62), Vcaca=130.72(122.69)
Stima del parametro| Bmibtel | Bmibtel | Bmibtel | Pmibtel | Bmibter | Pmibtel
COPULA della copula 0.1 03| 05| 07 ] 09 1
Gaussian p=0.30 (0.044) -1.51 -1.291.21|-1.33|-1.46| -1.58
Student-t p =0.30 (0.046) -0.51 | -0.47,-0.45|-0.47| -0.52]| -0.55
v=8.11 (4.014)
Gumbel p=1.22 (0.054) -1.54 -1.371.32|-1.40|-1.60 -1.73
Franck p=1.95 (0.321) -1.55 -1.401.36|-1.43|-1.61| -1.73
Plackett p=2.84 (0.470) -1.55 -1.411.38|-1.45|-1.62| -1.73
Tradizionale p=0.27 -2.38| -1.81-1.64|-1.87|-2.51| -2.98

Tabella 8/aR calcolati con livello di confidenza del 5% eivgesip per il portafoglio Mibtel-

CaC40. Si considerano marginafribuite come N(0,1). (tra parentesi gli standznrdr)

Stima del parametro | Bmibtel | Pmibtel | Bmibter | Pmibtel | Bmibtel | Pmibtel

COPULA della copula 01| 03| 05| 07| 09 1
Gaussian p =0.30 (0.044) -1.50-1.27|-1.18| -1.27| -1.50| -1.66
Gumbel p =1.22 (0.054) -1.54-1.41|-1.36|-1.41| -1.55| -1.64
Franck p=1.95 (0.321) -1.531.38|-1.32| -1.38| -1.54| -1.64
Plackett p=2.84 (0.470) | -1.521.34|-1.28|-1.34]-152|-1.64
Tradizionale p=0.27 -2.38 -1.81|-1.64| -1.87| -2.51| -2.98
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Tabella &aR calcolati con livello di confidenza del 1% eivgesip per il portafoglio Mibtel-

CaC40. Si considerano marginafriiuite come student-t. (tra parentesi gli stadaaror)

Vimibte=18.92(10.62), Veacar=130.72(122.69)

Stima del parametro| Bmibtel | Bmibtel | Bmibtel | Bmibtel | Bmibtel | Pmibtel
COPULA della copula 01| 03 | 05| 0.7 | 0.9 1

Gaussian p =0.30 (0.044) -2.15-1.82 | -1.73/ -1.92| -2.31| -2.55

Studentt | p=0.30 (0.046) |-1.17| -1.05| -1.01| -1.05| -1.17] -1.25
v=8.11 (4.014)

Gumbel p=1.22 (0.054) | -2.26-2.15| -2.14 -2.24| -2.42| -2.54
Franck p=1.95 (0.321) | -2.19-1.95| -1.89] -2.04| -2.35| -2.54
Plackett p=2.84 (0.470) | -2.17-1.91| -1.85 -2.00| -2.33| -2.54
Tradizionald p=0.27 -4.63 -3.54| -3.20 -3.64| -4.87| -5.77

Tabella 1&aR calcolati con livello di confidenza del 1% eivaesip per il portafoglio Mibtel-

CaC40. Si considerano marginairiiuite come N(0,1). (tra parentesi gli standanrdr)

Stima del parametro | Bmivtel | Bmibtel | Pmibtel | Bmibtel | Pmibtel | Bmibtel

COPULA della copula 01| 03] 05| 0.7 ] 09 1
Gaussian p =0.30 (0.044) -2.12-1.78| -1.66| -1.78| -2.12| -2.34
Gumbel p =1.22 (0.054) -2.22-2.10| -2.06| -2.10| -2.23| -2.33
Franck p=1.95 (0.321) -2.151.90|-1.81|-1.90| -2.16| -2.33
Plackett p=2.84 (0.470) -2.141.87|-1.77|-1.87| -2.14| -2.33
Tradizionale p=0.27 -4.63 -3.54| -3.20| -3.64| -4.87| -5.77
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Tabella 1¥aR calcolati con livello di confidenza del 5% eaivyaesip per il portafoglio Mibtel-

DAX30. Si considerano marginaBtdbuite come student-t. (tra parentesi gli stadastror)
Vimibtel=18.92(10.62), Vbax30=34.06(32.71)

Stima del parametro | Bmivtel | Bmibtel | Bmibtel | Bmibtel | Bmibtel | Bmibtel

COPULA della copula 01| 03| 05| 07 ] 0.9 1

Gaussian p =0.34 (0.044) -1.55-1.32| -1.23| -1.34| -1.59| -1.75

Student-t p =0.36 (0.045) |-0.48|-0.45|-0.43|-0.45|-0.52| -0.55

v=7.76 (3.831)

Gumbel p=1.29 (0.061) | -1.57-1.41]-1.36|-1.43|-1.61]-1.73
Franck p=2.41(0.335) | -1.591.45|-1.40|-1.47|-1.62]-1.73
Plackett p=3.49 (0.528) | -1.591.46|-1.42|-1.48]-1.63]-1.73
Tradizionale p=0.31 -2.43-1.86| -1.68[ -1.90| -2.52| -2.98

Tabella 12/aR calcolati con livello di confidenza del 5% eiv@esip per il portafoglio Mibtel-DAX30.

Si considerano marginali distribuiatame N(0,1). (tra parentesi gli standard error)

Stima del parametro|  Bmibtel | Bmibtel | Bmibtel | Bmibtel | Bmibtel | Bmibte!

COPULA della copula 0.1 03| 05| 07| 09 1
Gaussian p =0.34 (0.044) -1.51 -1.2[7-1.18| -1.27| -1.51| -1.67
Gumbel p=1.29 (0.061) -1.55 -1.431.39|-1.43| -1.55| -1.64
Franck p=2.41 (0.335) -1.54 -1.401.35|-1.40| -1.54| -1.64
Plackett p=3.49 (0.528) 153 -1.871.31|-1.37|-153|-1.64
Tradizionale p=0.31 -2.43 -1.86-1.68| -1.90| -2.52| -2.98
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Tabella 1¥aR calcolati con livello di confidenza del 1% eaivaesip per il portafoglio Mibtel-

DAX30. Si considerano marginaBtdbuite come student-t. (tra parentesi gli stadastror)

Vmibe=18.92(10.62), Vpaxao=34.06(32.71)

Stima del parametro | Bmivtel | Bmivtel | Bmivtel | Bmivtel | Bmivtel | Bmibtel

COPULA della copula 01| 03| 05| 07 ] 0.9 1
Gaussian p =0.34 (0.044) -2.23-1.88| -1.76| -1.93| -2.32| -2.56
Student-t p =0.36 (0.045) -1.17|-1.06| -1.03| -1.06| -1.17| -1.25

v=7.76 (3.831)

Gumbel p=1.29 (0.061) -2.37-2.27| -2.26| -2.32| -2.45| -2.54
Franck p=2.41 (0.335) -2.27-2.03| -1.95| -2.08| -2.36| -2.54
Plackett p=3.49 (0.528) | -2.062.00|-1.92| -2.05| -2.35| -2.54
Tradizionale p=0.31 -4.71) -3.60| -3.27| -3.70| -4.89| -5.78

Tabella 14/aR calcolati con livello di confidenza del 1% eivgesip per il portafoglio Mibtel-
DAX30. Si considerano margirdisitribuite come N(0,1). (tra parentesi gli stamdarror)

Stima del parametro| Bmivtel | Bmibtel | Bmibtel | Bmibtel | Bmibtel | Bmivte!

COPULA della copula 01| 03| 05| 07| 09 1
Gaussian p =0.34 (0.044) -2.12-1.79| -1.66| -1.79| -2.12| -2.34
Gumbel p=1.29 (0.061) -2.2F2.17|-2.15|-2.17| -2.26| -2.33
Franck p=2.41 (0.335) -2.471.93|-1.84|-1.93| -2.17| -2.33
Plackett p=3.49 (0.528) | -2.151.90| -1.81|-1.90| -2.15| -2.33
Tradizionale p=0.31 -4.71 -3.60| -3.27| -3.70| -4.89| -5.78
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Tabella 1%aR calcolati con livello di confidenza del 5% eiv@esip per il portafoglio Mibtel-

Dow-Jones. Si considerano margutatribuite come student-t. (tra parentesi ghinstard error)

Vmibte| =18 . 92(10 . 62) y VDow—.]ones_‘34- 06(32 . 71)

Stima del parametro | Bmiotel | Bmibtel | Bmibter | Bmibter | Bmibter | Bmibter

COPULA della copula 01| 03| 05| 07| 09 1
Gaussian p =0.59 (0.029) -1.64-1.39| -1.30| -1.39| -1.64| -1.80
Student-t p =0.58 (0.029) -0.52| -0.49| -0.48| -0.49| -0.52| -0.54

v=8.87 (4.259)

Gumbel p=1.62 (0.077) -1.701.69| -1.68| -1.69| -1.71| -1.73
Franck p=4.14 (0.320) -1.651.55|-1.51| -1.55| -1.65| -1.73
Plackett p=6.31 (0.718) | -1.631.51|-1.46|-151|-1.64|-1.73
Tradizionale p=0.56 -2.72/-2.16| -1.95| -2.09| -2.59| -2.97

Tabella 1&/aR calcolati con livello di confidenza del 5% eaiyaesip per il portafoglio Mibtel-

Dow-Jones. Si considerano margidistribuite come N(0,1). (tra parentesi gli stanaderror)

Stima del parametro | Bmiotel | Pmibtel | Bmibtel | Bmibtel | Bmibtel | Bmibtel

COPULA della copula 01| 03| 05| 07| 09 1
Gaussian p =0.59 (0.029) -1.55-1.32| -1.23| -1.32| -1.55| -1.71
Gumbel p=1.62 (0.077) | -1.621.60|-1.59|-1.61|-1.63|-1.64
Franck p=4.14 (0.320) -1.571.47|-1.43|-1.47| -1.57| -1.64
Plackett p=6.31 (0.718) -1.551.43|-1.39| -1.43| -1.56| -1.64
Tradizionale p=0.56 -2.72 -2.16| -1.95| -2.09| -2.59| -2.97
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Tabella 1¥aR calcolati con livello di confidenza del 1% eaivyaesip per il portafoglio Mibtel-

Dow-Jones. Si considerano margufiatribuite come student-t (tra parentesi glnstard error)

Vmibte| =18 . 92(10 . 62) y VDow—.]ones_‘34- 06(32 . 71)

Stima del parametro | Bmitel | Bmibtel | Pmibtel | Pmivtel | Bmivtel | Bmibtel

COPULA della copula 01| 03| 05| 07| 0.9 1
Gaussian p =0.59 (0.029) -3.14-2.61|-2.40| -2.61| -3.15| -3.48
Studentt | p=0.58 (0.029) |-1.23|-1.15| -1.13| -1.15| -1.22| -1.26

v=8.87 (4.250)

Gumbel p=1.62 (0.077) -3.31-:3.24| -3.22| -3.24| -3.31| -3.36
Franck p=4.14 (0.320) -3.142.84| -2.73| -2.84| -3.16| -3.36
Plackett p=6.31(0.718) | -3.122.80| -2.68| -2.80| -3.14| -3.36
Tradizionale p =0.56 -5.20 -4.13| -3.76| -4.05| -5.03| -5.78

Tabella 18aR calcolati con livello di confidenza del 1% eaiyaesip per il portafoglio Mibtel-

Dow-Jones. Si considerano margutatribuite come N(0,1). (tra parentesi gli stardierror)

Stima del parametro | Bmiotel | Bmibtel | Bmibtel | Bmibtel | Bmibter | Bmibtel

COPULA della copula 01| 03] 05| 07| 0.9 1
Gaussian p =0.59 (0.029) -2.16-1.82|-1.70| -1.82| -2.16| -2.37
Gumbel p=1.62 (0.077) -2.362.26 | -2.25| -2.26| -2.30| -2.33
Franck p=4.14 (0.320) -2.192.00| -1.93| -2.00| -2.20| -2.33
Plackett p=6.31(0.718) | -2.181.97|-1.90| -1.97| -2.18| -2.33
Tradizionale p =0.56 -5.20 -4.13| -3.76| -4.05| -5.03| -5.78
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Tabella 1¥aR calcolati con livello di confidenza del 5% eiv@esip per il portafoglio Mibtel-

FTSE100. Si considerano margidasliribuite come student-t (tra parentesi gli d&d error)

Ve =18.92(10.62), Versero=27.27(18.03)
Stima del Brivtel | Bmibter | Bmibtel | Bmivtel | Bmibter | Pmibtel
COPULA parametro della 01| 03| 05| 07| 0.9 1
copula
Gaussian p =0.27 (0.049) -1.56-1.31|-1.23|-1.33|-1.58| -1.74
Student-t p =0.27 (0.049) |-0.48|-0.41|-0.39|-0.41| -0.46| -0.49
v=5.91 (1.956)
Gumbel p=1.21 (0.052) -1.621.53|-1.50| -1.54| -1.65| -1.73
Franck p=1.77 (0.336) | -1.991.42|-1.37|-1.43|-1.61|-1.73
Plackett p=2.62 (0.439) -1.571.38| -1.32| -1.40| -1.59| -1.73
Tradizionale p =0.24 -2.43 -1.86| -1.68| -1.90| -2.52| -2.98

Tabella 20VaR calcolati con livello di confidenza del 5% arivpesip per il portafoglio Mibtel-

FTSE100. Si considerano marginali distribuite cowi@,1) (tra parentesi gli standard error)

Stima del parametro | Bmivtel | Bmibtet | Pmivtel | Bmibtet | Pmibtel | Bmibter

COPULA della copula 01| 03| 05| 07| 0.9 1
Gaussian p =0.27 (0.049) -1.50-1.26| -1.18| -1.26| -1.50| -1.66
Gumbel p=1.21(0.052) | -1.561.48|-1.44|-158|-1.57|-1.64
Franck p=1.77 (0.336) -1.531.37|-1.31| -1.37| -1.53| -1.64
Plackett p=2.62 (0.439) | -1.911.33|-1.26|-1.33|-1.52 -1.64
Tradizionale p =0.24 -2.43 -1.86| -1.68| -1.90| -2.52| -2.98

73




Tabella 21VaR calcolati con livello di confidenza del 1% arivpesip per il portafoglio Mibtel-

FTSE100. Si considerano marginali distribuite catuglent-t (tra parentesi gli standard error)

Vimibe=18.92(10.62), Vrrsero=27.27(18.03)

Stima del Bmiotel | Pmibtel | Pmibter | Pmibtel | Bmibtel | Bmibtel
COPULA parametro della 01| 03| 05| 07| 0.9 1
copula

Gaussian | p =0.27 (0.049) | -3.05-2.53[-2.32|-2.53| -3.06] -3.39
Student-t | p =0.27 (0.049) |-1.09|-1.00|-0.96-1.00|-1.12] -1.20
v=5.91 (1.956)

Gumbel p=1.21(0.052) | -3.182.93]-2.83|-2.93] -3.19| -3.36
Franck p=1.77 (0.336) | -3.082.68|-2.52| -2.68| -3.10| -3.36
Plackett p=2.62 (0.439) | -3.072.63| -2.46| -2.63| -3.08] -3.36

Tradizionald p =0.24 -4.76 -3.58| -3.20| -3.63| -4.86| -5.78

Tabella 22 VaR calcolati con livello di confidenza del 1% arivpesip per il portafoglio Mibtel-

FTSE100. Si considerano marginali distribuite cowi@,1) (tra parentesi gli standard error)

Stima del parametro | Bmiotel | Bmibtel | Pmibtel | Pmibtel | Bmibter | Pmibtel

COPULA della copula 01| 03| 05| 07| 09 1
Gaussian p =0.27 (0.049) -2.12-1.78| -1.66| -1.78| -2.12| -2.34
Gumbel p=1.21 (0.052) | -2.052.14| 2.11| -2.14| -2.24| -2.33
Franck p=1.77 (0.336) -2.151.89| -1.80| -1.89| -2.15]| -2.33
Plackett p=2.62 (0.439) | -2.131.85|-1.75|-1.86| -2.14| -2.33
Tradizionale P =0.24 -4.76 -3.58| -3.20| -3.63| -4.86| -5.78

74



Come si puo notare, manca la misura del VaR peopalla Student-t nei casi in
cui le marginali siano considerate distribuite coN(@,1), in quanto la funzione
usata per misurare il VaR con il software R noiugaita a calcolarlo.
Naturalmente ad un livello di significativita piaso , aumenta in valore assoluto
il valore della misura del rischio di perdita, puécconsideriamo valori della
distribuzione sempre piu lontani dal centro deitdrtbuzione.

Per ogni portafoglio e per entrambi i livelli dgsificativita , laddove si valutano
marginali “studentizzate” , la copula Student-turavalore del VaR minore in
valore assoluto rispetto alle altre copule. Si mliee quindi che tale copula
sottovaluta la perdita di capitale che potrebberesfn caso di sorte avversa.

Le altre copule considerate hanno valori che sicavano tra loro anche se la
copula Gumbel (una delle 2 copule archimedianepsarmvere, in tutti i casi,
valori maggiori in termini assoluti delle altre ade.

Rispetto alla variabile rappresentata dal p&ssi nota in ogni caso come il VaR
diminuisca man mano che ci si avvicina ad un vattai pari a 0.5 (50%). Cio
sta ad indicare che quanto piu il portafoglio @mdiato tra i 2 titoli azionari, tanto
e minore il rischio di incorrere in perdite, poice@amo nel caso di massima
diversificazione.

Al contrario man mano che i pesi sono squilibrai ¢he tende a 0 o a 1) , il
rischio di incorrere in perdita di capitale aumemaiché “investendo” tutto in un
unico indice , entra in gioco il rischio specifidell’indice in cui puntiamo tutto.
L’aumento del rischio & abbastanza simmetrico neas? contrapposti che si pesi
di piu un indice del portafoglio rispetto all’altmviceversa. Tuttavia il VaR sara
maggiore, nei casi estremi B0 o =1, per quellindice con volatilita (standard
error) maggiore.

Sempre rispetto al variare della composizione detabogli, si riscontra nella
copula Gaussiana la variazione piu elevata dellsurai del Value at Risk tra
valori estremi e centrali del paramefro

Da notare inoltre che le copule considerate (adusieme di quella student)
tendono a coincidere per i vaori estremgdi

Se confrontiamo i risultati ottenuti assumendo ridigzioni diverse per le

marginali , si nota come:
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» per il livello di confidenza del 5% i valori nei dicasi siano abbastanza
vicini, anche se nel caso di marginali “studentieza valore del VaR in
termini assoluti € maggiore.

» Per il livello di confidenza del 1% , la differenga i due casi aumenta ,
perché si sente maggiormente il fatto che le maliifistribuite come una
student t hanno code piu pesanti. Questa differenz@ grande nel caso
in cui si stimi un valore basso dei gradi di liBeger la marginale T-
student, perché al variare del parametro dei gtatiberta all'infinito la
marginale ha un comportamento sempre piu simileuall@ di una

normale.

Se confrontiamo il VaR calcolato nella maniera izmshale (ultima riga di ogni
tabella) , cioé supponendo una distribuzione carigidelle osservazioni normale
multivariata, con quello valutato dalle copule,accorgiamo come in ogni caso
considerato la misura della perdita potenzialeagitale sia “sovrastimata”.

Ad una banca che calcoli il VaR per informare enti circa il rischio di perdita
potenziale di capitale di un portafoglio di titomon consigliamo di usare |l
metodo tradizionale di misurazione del VaR.

Tra i vari portafogli quelli che hanno la maggiqueobabilitd di incorrere in
perdite sono quelli composti dall'indice Mibtel cdindice Dow-Jones e dal
Mibtel con il FTSE100 inglese. Questi portafoghfatti, hanno valori del VaR in

ogni caso maggiori rispetto agli altri 2 portafogli
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5. IMPLEMENTAZIONE IN R: La funzione

copula.

Il programma, scritto col software R , ha lo scajparadurre in pratica il metodo
di stima IFM (spiegato nel capitolo 3) per i paraninelelle copule e delle

marginali. Inoltre vengono calcolati gli standardoe dei parametri a partire dalla
matrice d’informazione di Godambe (3.8).

Da ultimo viene presentata la procedura tecnicalmaicolo del VaR per mezzo
delle copule.

Questo capitolo raccoglie i comandi piu importagél programma che viene

riportato per intero nell'appendice.

Le librerie d'interesse per il programma sono:

library(ts)

library(tseries)

Il loro uso € limitato alla fase di analisi dellerie di input, alla stima del modello
Garch(1,1) e al calcolo dei residui standardizadetimodello.

| dati di input sono le osservazioni di due settgishe di indici azionari.

serie<-read.table("C:\\WINNT\\Profiles\\zilio\\Desk top\\

serietutte.txt", header=T)

copula<-function(dati,pesi)

{

La funzionecopula , che dipende dalle variabdati (dati di input) epesi (pesi

del portafoglio bivariato su cui & calcolato il VaRha al suo interno tutte le
procedure per analizzare e stimare un modello Ghith per le serie dei
rendimenti degli indici azionari dati come inpugrpstimare i parametri delle
copule e i relativi standard error , per calcolaréest di significativita sui
parametri (e i p-value) e per valutare numericamenht/aR per il portafoglio

formato dai 2 indici azionari considerati.
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In conclusione, basta assegnare, alla funzempela , i dati di input e i pesi del

portafoglio, per ottenere in output cio che si deg studiare.

Iserie<-log(dati)
rserie<-matrix(0,549,2)
rserie[,1]<-diff(Iserie[,1],1)
rserie[,2]<-diff(Iserie[,2],1)

Questi comandi calcolano i rendimenti logaritmicér pentrambe gli indici
azionari.

Successivamente per le serie dei rendimenti viema® un modello Garch(1,1)

unigarch=function(y)

{

garch.y=garch(y,order=c(1,1),trace=F)
resid.stand=residuals(garch.y,standardize=T)
return(resid.stand)

}

parg<-array(0,c(2,3))

se.g<-array(0,c(2,3))
rgserie<-array(0,c(549,2))

for (iin 1:2)

{

pargli,]J<-garch(rserie[,i],order=c(1,1))$coef
se.g[i,]J<-garch(rserie[,i],order=c(1,1))$asy.se.coe f

test.g<-parg/se.g

p.value.g<-pnorm(test.g)
rgserie[,i]<-unigarch(rserie[,i])

rgserie[1,]<-0

}

Per i 2 modelli Garch(1,1) (uno per serie) , vermstimati con il metodo della
massima verosimiglianza, mediante il coma@doch , i parametri del modello e
I relativi standard error. A partire da queste infazioni si ottengono i test di
significativita dei parametri e i rispettivi p-vau
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La funzioneunigarch restituisce, per entrambe le serie, i residuiddaizzati

del modello.

par(mfrow = ¢c(2, 1))

hist(rgserie[,1],freq=F,right=F,main="Residui stand ardizzati
del Garch(1,1) della 1° serie",ylab="Density"

xlab="quantili")

hist(rgserie[,2],freq=F,right=F,main="Residui stand ardizzati
del Garch(1,1) della 2° serie",ylab="Density" ,

xlab="quantili")

Col comandahist vengono disegnati gli istogrammi dei residui staddzzati
del Garch(1,1) per le due serie. Si vuole vederetae residui hanno
un’andamento della distribuzione normale (N(O,kfwiche sono standardizzati) o
se, data la pesantezza delle cose, € preferibibarg per essi una distribuzione t-

student.

jbt<-rep(0,2)

p.val<-rep(0,2)

for (iin 1:2)

{
jjbt<-jarque.bera.test(rgseriel,i])
jbt[i]<-jjbt$statistic
p.val[i]<-(1-pchisq(jbt[i],2))

}

Con il comandojarque.bera.test si testa lipotesi di normalita (tramite
'omonimo test) della distribuzione dei residuirsiardizzati delle due serie. La
statistica test sotto I'ipotesi di normalita hatdizizione x2. Il comandap.val

restituisce i p.value del test.

Si procede ora alla stima dei gradi di libertatigzcando per le 2 serie dei residui

una distribuzione t-student.

pr<-array(0,2)
stderr.t<-c(0,0)
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for (iin 1:2)
{

tstudent<-function(p)

sum(log(dt(rgseriel[,i],p)))

pri<-

optim(p=210,tstudent,gr=NULL,method=c("BFGS"),contro I=list(fn
scale=-1),hessian=TRUE)

prli]<-pri$par

stderr.t[i]<-sgrt(-solve(pri$hessian))

}

Il comando optim calcola il valore della variabile p , per cui lantione

(funzione di verosimiglianza della distribuzionestttdent) ammette valore
massimo. Inoltre viene restituito il valore delldséano, il quale invertito e
cambiato di segno rappresenta la matrice d’inforomez osservata, che e una
stima della varianza del parametro stimato col d®todella massima

verosimiglianza. Come abbiamo visto questa stintaenefficiente.

se<-array(0,c(549,2))

for (iin 1:2)

{
sel,i]<-pt(rgseriel,i],prli])
}

Le due serie dei residui vengono trasformate colarwdopt nelle rispettive serie
delle probabilita cumulate delle funzioni di dibtrizione student-t stimate.

D’ora in poi queste serie rappresenteranno le “mahd delle funzioni copula.

parametri<-function(datil,dati?)

{

La funzioneparametri  raccoglie i comandi per la stima dei parametriedel
copule e dei corrispondenti standard error nel minddizionale (non efficiente
nel nostro caso) e mediante il calcolo della matdc Godambe . Inoltre questa
funzione restituisce i valori del VaR calcolato clencopule per il portafoglio
formato dai due indici azionari.
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n<-length(datil)

cor<-¢(0,0)

stderr.stud<-c(0,0)

{

studcopbiv<-function(p)
(-(n/2)*log(1-p[1]*2)+n*lgamma((p[2]+2)/2)+n*Igamma (p[2]/2)-
2*n*lgamma((p[2]+1)/2)-((p[2]+2)/2)*sum(log(1+
(gt(datil,p[2])*2+qt(dati2,p[2])"2-2*p[1]*gt(datil, pi2])*
qt(dati2,p[2]))/(p[2]*(1-p[1]"2))))+((p[2]+1)/2)*su m
(log((1+(qt(datil,p[2])*2)/p[2])*(1+(qt(dati2,p[2]) "2)/Ip[2])
)

cor<-optim(p=c(0.5,3),studcopbiv,gr=NULL,method=c(" BFGS"),

control=list(fnscale=-1),hessian=TRUE)
par<-cor$par
stderr.stud[1]<-sqrt(-solve(cor$hessian[1,1]))
stderr.stud[2]<-sqrt(-solve(cor$hessian[2,2]))

}

Come prima cosa mediantgtim calcoliamo i parametri della copula e il loro
hessiano, che serve per stimare le rispettive wzgia La funzione da
massimizzare € quella di verosimiglianza della taplinteresse.

Nel seguito, per comodita, riportiamo i comandospér la copula t-student, ma le

stesse procedure devono essere svolte ancheaieeleopule.

La funzioneparametri  ha al suo interno anche i comandi per il calcab\MBR
del portafoglio composto dai due indici azionarss& pud essere calcolato per
diverse composizioni del portafoglio, date dallanbinazioni di pesi assegnati a
ciascun indice (per vari valori della variabile pe®a notare che per il calcolo

del VaR siricorre ad un doppiategrate , come suggerito dall'espressione 4.1.

ro <-par[1]
v<-pr[1]
v1<-pr[2]
v2<-par[2]

prob<-function(z)

81



{
f3 <- function(y)

{
integrate(function(x)(1/sqrt(1-

ro"2))*gammaf((v2+2)/2)*gamma(v2/2)/ gamma

((v2+21)/2)72*((1+(gt(pt(x,v),v2)"2+qt(pt(y,v1),v2)" 2-
2*ro*qt(pt(x,v),v2)*qt(pt(y,v1),v2))/(v2*(1-ro.s"2) N
(v2+2)/2)I(((1+(qt(pt(x,v),v2)"2)N2)N(-(v2+1)/2))* ((a+
(qt(pt(y,v1),v2)"2)Nv2)N-(v2+1)/2)))*dt(x,v),lower =-Inf,
upper=(1/pesi)*z-((1-pesi)/pesi)*y)$value

}

integrate(function(y) sapply(y,f3)* dt(y,v1),lower =-
Inf,upper=Inf)$value-0.01

}
st<-uniroot(prob,0,-4)

Poiché la funzione che definisce il VaR dipendeudaparametro (z) , si deve
trovare il valore di questo parametro per il gualéunzione valga 0. il comando

uniroot serve a tale proposito.

Il passo successivo fatto dalla funzione parametquello di determinare in
maniera efficiente gli standard error , partenddladaappresentazione della
matrice di Godambe (3.8)

Si definisce per prima la matrice V, ovvero la ntatrattesa dei prodotti delle
funzioni punteggio (una per la copula e due pendeginali). Al posto del valore
atteso che definisce V, usiamo una stima per essoe nella 3.12

Di seguito vengono calcolate le derivate prime “pamarie” delle funzioni di
verosimiglianza delle marginali e della copula (eogia detto, riportiamo solo
quella della copula t-student). Le derivate sondcatate a partire dalla
definizione di derivata come rapporto incrementdie una data funzione.

L’aprossimazione datafs ) varia da 1¢ a 10°.

Derivata prima della funzione di verosimiglianzallaemarginale rispetto al

parametro dei gradi di liberta.

f=function(p) log(dt(rgserie[,1],p))
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dermargl <- function(p,eps=1e-5) (f(p+eps)-f(p))/ep S
margl<-(dermargl(pr[1]))

f=function(p) log(dt(rgserie[,2],p))
dermarg?2 <- function(p,eps=1e-5) (f(p+eps)-f(p))/ep S
marg2<-(dermarg2(pr[2]))

Derivata prima della funzione di verosimiglianzdlaleopula rispetto ai parametri

della copula

f=function(ro)

(-(2/2)*log(1-ro"2)+lgamma((v+2)/2) +lgamma(v/2)-
2*lgamma((v+1)/2)-((v+2)/2)*(log(1+
(qt(se[,1],v)*2+qt(se[,1+1],v)"2-2*ro*qt(se[,1],v)*
qt(se[,1+1],v))/(v*(1-r0"2)))) +((v+1)/2)*(log((1+( qt
(se[,1].v)"2)v)*(1+(at(se[,1+1],v)"2)/V))))
dersturol<-function(p,eps=2e-5) (f(p+eps)-f(p))/eps
student<-dersturol(par[1])

ro<-par[1]

f=function(v)

(-(2/2)*log(1-ro"2)+lgamma((v+2)/2)+lgamma(v/2)-
2*Ilgamma((v+21)/2)-((v+2)/2)*(log(1+(gt(se[,1],v)"2
+qt(se[,1+1],v)"2-2*ro*qt(se[,1],v)*qt(se[,1+1],v)) /(v*(1-
ro"2)))) +((v+1)/2)*(log((1+(qt(se[, 1].v)"2)/v)*

(1+(at(se[,1+1],v)"2)/V))))

dersturol<-function(p,eps=2e-5) (f(p+eps)-f(p))/eps
studentl<-dersturol(par[2])

Il secondo passo € il calcolo della matrice D, oovia matrice delle derivate
seconde e delle derivate seconde miste delle fandioverosimiglianza rispetto a
tutti i parametri.

Come prima, al posto del valore atteso si e pracedlla stima della matrice delle
derivate seconde “campionarie” (3.13).

Derivata seconda della funzione di verosimigliamedla marginale rispetto al

parametro dei gradi di liberta.
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f=function(p) log(dt(rgserie[,1],p))
dermargl1 <- function(p,eps=1e-4)1{
derivl <- function(y) (f(y+eps)-f(y))/eps
deriv <- (derivl(p+eps)-derivl(p))/eps
deriv

}
margll<-dermargl1(pr[1])

f=function(p) log(dt(rgserie[,2],p))
dermarg22 <- function(p,eps=1e-4)

{

derivl <- function(y) (f(y+eps)-f(y))/eps
deriv <- (derivl(p+eps)-derivi(p))/eps
deriv

}
marg22<-dermarg22(pr[2])

Derivata seconda della funzione di verosimigliardella copula rispetto ai

parametri della copula

f=function(v)

(-(1/2)*log(1-ro"2)+lgamma((v+2)/2)+lgamma(v/2)-2*1 gamma
((v+1)/2)-((v+2)/2)*(log(1+(qt(pt(rgserie[,1],p1),v "2
+qt(pt(rgserie[,2],p2),v)*2-2*ro*qt(pt(rgserie[,1], pl),v)*
qt(pt(rgserie[,2],p2),v))/(v*(1-r0"2))))+((v+1)/2)* (log((1+
(gt(pt(rgserie[,1],p1),v)2)IV)*(1+(qt(pt(rgserie], 2],p2),v)
"2)IV))))

der2 <- function(p,eps=1e-5)

{

derivl <- function(y) (f(y+eps)-f(y))/eps
deriv <- (derivl(p+eps)-derivli(p))/eps
deriv

}
student3<-(der2(par[2]))

f=function(ro)
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(-(2/2)*log(1-ro"2)+lgamma((v+2)/2)+lgamma(v/2)-

2*lgammay((v+1)/2)-((v+2)/2)*(log(1+(qt(pt(rgserie], 1],p1)
V) 2+qt(pt(rgserie[,2],p2),v)*2-2*ro*qt(pt(rgserie [1],p1)
V)*qt(pt(rgserie[,2],p2),v))/(v*(1-r0"2))))+((v+1) 12)
*(log((1+(qt(pt(rgserie[,1],p1),v)*2)/v)*(1+(qt(pt( rgserie[,

2],p2),v)"2)IV))))

der2 <- function(p,eps=1e-5){

derivl <- function(y) (f(y+eps)-f(y))/eps
deriv <- (derivl(p+eps)-derivli(p))/eps
deriv

}
student7<-(der2(par[1]))

Derivata seconda mista della funzione di verosimaigla della copula rispetto a

ciascun parametro della copula

p1<-pr(i]

p2<-pr[2]

f=function(v,ro)
(-(1/2)*log(1-ro"2)+lgamma((v+2)/2)+lgamma(v/2)-

2*lgamma((v+1)/2)-((v+2)/2)*(log(1+(qt(pt(rgserie], 1],p1

), v)"2+qt(pt(rgserie[,2],p2),v)"2-2*ro*qt(pt(rgseri e[,1],p1)
V)*qt(pt(rgserie[,2],p2),v))/(v*(1-ro"2))))+((v+1) 12)*
(log((1+(qt(pt(rgserie[,1],p1),v)"2)V)*(1+(qt(pt(r gserie[,2

1,p2),v)"2)IV))))

der2 <- function(p,pl,eps=1e-4)

{

derivl <- function(y) (f(p+eps,y)-f(p.y))/eps
deriv <- (derivl(pl+eps)-derivi(pl))/eps
deriv

}
student2<-(der2(par[2],par[1]))

f=function(v,p1)
(-(2/2)*log(1-ro"2)+lgamma((v+2)/2)+lgamma(v/2)-

2*lgammay((v+1)/2)-((v+2)/2)*(log(1+(qt(pt(rgserie], 1],p1),
v)"2+qt(pt(rgserie[,2],p2),v)*2-2*ro*qt(pt(rgserie[ ,1],p1)
V)*qt(pt(rgserie[,2],p2),v))/(v*(1-ro"2))))+((v+1) 12)*
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(log((1+(at(pt(rgserie[,1],p1),v)"2)/v)*(1+(qt(pt(r
1,p2),v)"2)IV))))

der2 <- function(p,pl,eps=1e-4)

{

derivl <- function(y) (f(p+eps,y)-f(p.y))/eps
deriv <- (derivl(pl+eps)-derivi(pl))/eps

deriv

}
student4<-(der2(par[2],pr[1]))

f=function(v,p2)

(-(1/2)*log(1-ro"2)+lgamma((v+2)/2)+lgamma(v/2)-
2*lgamma((v+1)/2)-((v+2)/2)*(log(1+(qt(pt(rgserie[,

V)"2+qt(pt(rgserie[,2],p2),v)"2-2*ro*qt(pt(rgserie
V)*qt(pt(rgserie[,2],p2),v))/(v*(1-r0"2))))+((v+1)
(log((1+(qgt(pt(rgserie[,1],p1),v)"2)IV)*(1+(qt(pt(r
1,p2),v)"2)IV))))

der2 <- function(p,pl,eps=1e-4)

{

derivl <- function(y) (f(p+eps,y)-f(p,y))/eps
deriv <- (derivl(pl+eps)-derivl(pl))/eps

deriv

}
student5<-(der2(par[2],pr[2]))

f=function(ro,v)

(-(2/2)*log(1-ro"2)+lgamma((v+2)/2)+lgamma(v/2)-
2*Ilgamma((v+1)/2)-((v+2)/2)*(log(1+(qt(pt(rgserie[,

v)"2+qt(pt(rgserie[,2],p2),v)*2-2*ro*qt(pt(rgserie[
v)*qt(pt(rgserie[,2],p2),v))/(v*(1-ro"2))))+((v+1)/
(log((1+(qt(pt(rgserie[,1],p1),v)"2)/V)*(1+(at(pt(r
1.p2),v)"2)IV))))

der2 <- function(p,pl,eps=1e-4)

{

derivl <- function(y) (f(p+eps,y)-f(p.y))/eps

deriv <- (derivl(pl+eps)-derivi(pl))/eps

deriv

}
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student6<-(der2(par[1],par[2]))

f=function(ro,pl)

(-(1/2)*log(1-ro"2)+lgamma((v+2)/2)+lgamma(v/2)-
2*lgamma((v+1)/2)-((v+2)/2)*(log(1+(gt(pt(rgserie[,

v)"2+qt(pt(rgserie[,2],p2),v)*2-2*ro*qt(pt(rgserie[
v)*at(pt(rgserie[,2],p2),v))/(v*(1-ro"2))))+((v+1)/
(log((1+(at(pt(rgserie[,1],p1),v)"2)/v)*(1+(qt(pt(r
1,p2),v)"2)IV))))

der2 <- function(p,pl,eps=1e-4)

{

derivl <- function(y) (f(p+eps,y)-f(p.y))/eps

deriv <- (derivl(pl+eps)-derivi(pl))/eps

deriv

}
student8<-(der2(par[1],pr[1]))

f=function(ro,pl)

(-(2/2)*log(1-ro"2)+lgamma((v+2)/2)+lgamma(v/2)-
2*Ilgamma((v+1)/2)-((v+2)/2)*(log(1+(qgt(pt(rgserie[,

v)"2+qt(pt(rgserie[,2],p2),v)*2-2*ro*qt(pt(rgserie[
v)*qt(pt(rgserie[,2],p2),v))/(v*(1-ro"2))))+((v+1)/
(log((1+(qt(pt(rgserie[,1],p1),v)"2)/V)*(1+(at(pt(r
1.p2),v)"2)IV))))

der2 <- function(p,pl,eps=1e-4)

{

derivl <- function(y) (f(p+eps,y)-f(p.y))/eps

deriv <- (derivl(pl+eps)-derivi(pl))/eps

deriv

}
student9<-(der2(par[1],pr[2]))
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Il passo finale e ricomporre le due matrici secolad®.14 in maniera da trovare la

matrice di Godambe per il calcolo degli errori stam efficienti per i parametri

stimati.

vstudent<-0

for (iin 1:n)
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{

dstudent<-

dstudent+(rbind(margl[i],marg?2[i],student][i],studen t1[i)%*%
cbind(margl[i],marg2]i],student[i],studentl1][i]))/n

}

0<-0; p<-0;9<-0;r<-0

for (iin 1:n)

{

0<-o+(cbind(marg11[i],0,0,0))/n

p<-p+(cbind(0,marg22][i],0,0))/n

q<-

g+(cbind(student8][i],student9Ji],student7[i],studen te[i]))/n
r<-

r+(cbind(student4]i],student5[i],student2[i],studen t3[i]))/n
}

dstudent<-rbind(o,p,q,r)

gstudent<-

sqrt((solve(dstudent%*%solve(vstudent)%*%t(dstudent ))/n))

Infine si sono usati gli standard error efficiespipena stimati per calcolare test di
significativita sui parametri della copula e defterginali, calcolando anche il
rispettivo p-value facendo leva sulla distribuzioc@mpionaria dei parametri
(3.7).

t.Studentl<-par[1]/gstudent[3,3]
t.Student2<-par[2])/gstudent[4,4]
t.margl<-pr[1]/gstudent[1,1]
t.marg2<-pr[2]/gstudent[2,2]
p.Studentl<-1-pnorm(t.Studentl)
p.Student2<-1-pnorm(t.Student2)
p.margl<-1-pnorm(t.margl)
p.marg2<-1-pnorm(t.marg2)

}

}
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6. CONCLUSIONI

Il presente lavoro ha tra i suoi scopi quello digantare il concetto di copula , la
quale possiede la proprieta di legare tra loro dadunzioni di distribuzione

marginali, secondo una struttura di dipendenza, fpenare una funzione di

distribuzione multivariata. E’ una peculiarita priapdelle copule quella di essere
“scomponibile” in queste due parti.

Dopo averne dato una definizione dal punto di vistarico-matematico , ed

averne considerato i legami con le misure di asgomme , si € proceduto
all'analisi inferenziale della copula, che pu0 essgista come un modello

multivariato.

Successivamente la nozione di copula & stata apglial campo dell'analisi

finanziaria ed in particolare al calcolo del VahteRisk.

L’analisi svolta dal punto di vista inferenzialeper la misura del VaR e stata

implementata con il software statistico R.

Il risultato piu importante della teoria delle cépeé senz’altro il teorema di Sklar
il quale garantisce che ogni copula € una funzatirgistribuzione congiunta, se i
suoi argomenti sono funzioni di distribuzione magdi, e vale anche I'opposto,
cioé ogni funzione di distribuzione congiunta psseare estesa a copula e se le
marginali sono continue I'estensione € unica.
Il teorema di Sklar permette di scrivere la prob&bicongiunta come funzione
delle marginali cumulative e viceversa :

F(X)= C(R(X1),..., F(Xy)).
Questa possibilita viene chiamdtderpretazione probabilistica di base delle
copule.
Un’implicazione del teorema € quella di permetialta copula di essere trattata
come un modello multivariato e di ottenere quiradrélativa funzione di densita,
che puo essere scritta in forma canonica,come segparando la densita della

copula vera e propria (struttura di dipendenzdedi#nsita marginali

f (X, X,) = C(F(X%,),....F,(X,)) EIL_I f,(x))
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Le principali famiglie di copule sono : la Gaussiata student-t (che derivano
dalle omonime distribuzioni multivariate) , le cdpuarchimediane (Franch,

Gumbel) e la copula di Plackett.

Dal punto di vista inferenziale esistono due methiditima per i parametri delle
copule : il classico metodo di verosimiglianza {deinche esatta) ed il metodo
IFM (inference for the margins).

Il secondo metodo parte dalla rappresentazionentzanoe stima (col metodo
della verosimiglianza) prima i parametri delle maadj e successivamente quelli
della struttura di dipendenza. Questo metodo pséredefinito, impropriamente,
come verosimiglianza “a due passi”.

I metodo IFM e preferibile al primo perché é congaionalmente piu semplice
specie nei casi di grandi dimensiordato che non €& necessario stimare
congiuntamente i parametri delle marginali e quddlia struttura di dipendenza.
Tuttavia gli standard error calcolati come sempliogersione della matrice
d’'informazione di Fisher (hessiano della funziongatosimiglianza calcolato nel
punto di stima del parametro) non sono efficiensi @leve ricorrere al calcolo
della matrice di Godambe (3.8).

Gli standard error cosi ottenuti possono esserdi yma calcolare test di
significativita sui parametri delle copule e dellarginali sfruttando la
distribuzione asintotica 3.7 dei parametri.

Il metodo IFM e la stima della matrice di Godambenfrontata con l'inversione
dell’ hessiano della funzione di verosimiglianzane stati applicati ai dati
settimanali di due indici azionari (DAX30 e Dow-&m).

Si nota come nel secondo caso gli standard emaltino sottostimati rispetto al

primo caso.

I metodo delle copule viene applicato alla misded Value at Risk tramite il
concetto di distribuzione condizionale via copug (u, |u,,...,u_, € in
particolare tramite I'espressione 4.1.

L’utilizzo delle copule per il calcolo del VaR etémessante per vedere come la
struttura di dipendenza, scelta per “legare” le gmali, influenzi il valore del
Value at Risk. Allo stesso modo si puo studiare edenipotesi sulla distribuzione

marginale influenzi tale misura.
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L’analisi e stata svolta per 4 portafogli di ind&dionari (Mibtel-Cac, Mibtel-Dax,
Mibtel-Dow-Jones e Mibtel-FTSE) su dati settimanedin livelli di significativita
dell'l e del 5%, facendo uso delle 5 principali fgie di copule.

Le marginali sono state considerate, in un primspcaistribuite come student-t
con v gradi di liberta, successivamente distribadee normali con media zero e
varianza unitaria.

Da ultimo, sono stati fatti variare i pesi attritbuai portafogli per misurare la
sensibilita del valore del VaR a tale parametro.

La copula Student-t é risultata avere un valoreMd® minore in valore assoluto
rispetto alle altre copule, mentre dal punto dtavidei pesi attribuiti ai portafogli
si nota come il VaR diminuisca man mano che civsicgna ad un valore del

pari a 0.5, poiché siamo nel caso di massima sifi@zione.

91



93



APPENDICE

library(ts)
library(tseries)

library(sn)

serie<-read.table("A:\\ seriedati.txt",header=T)

seriel<-chind(serie[,3],serie[,11])

copula<-function(dati,pesi)

{

Iserie<-log(dati)

rserie<-matrix(0,549,2)
rserie[,1]<-diff(Iserie[,1],1)
rserie[,2]<-diff(Iserie[,2],1)
unigarch=function(y)

{

garch.y=garch(y,order=c(1,1),trace=F)
resid.stand=residuals(garch.y,standardize=T)
return(resid.stand)

}

parg<-array(0,c(2,3))

se.g<-array(0,c(2,3))
rgserie<-array(0,c(549,2))

for (iin 1:2)

{
pargli,]<-garch(rserie[,i],order=c(1,1))$coef

se.g[i,]J<-garch(rserie[,i],order=c(1,1))$asy.se.coe

test.g<-parg/se.g

p.value.g<-pnorm(test.g)
rgserie[,i]<-unigarch(rserie[,i])
rgserie[1,]<-0

}

par(mfrow = c(2, 1))
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hist(rgserie[,1],freq=F,right=F,main="Residui stand
del Garch(1,1) della
serie",ylab="Density" xlab="quantili")
hist(rgserie[,2],freq=F,right=F,main="Residui stand
del Garch(1,1) della

serie",ylab="Density" xlab="quantili")

jbt<-rep(0,2)

p.val<-rep(0,2)

for (iin 1:2)

{
jibt<-jarque.bera.test(rgseriel,i])
jbt[i]<-jjbt$statistic
p.val[i]<-(1-pchisq(jbt[i],2))

}

pr<-array(0,2)

stderr.t<-c(0,0)

for (iin 1:2)

{

tstudent<-function(p)
sum(log(dt(rgseriel[,i],p)))

pri<-
optim(p=10,tstudent,gr=NULL,method=c("BFGS"),contro
scale=-1), hessian=TRUE)
prli]<-pri$par
stderr.t[i]<-sgrt(-solve(pri$hessian))

}

se<-array(0,c(549,2))

for (iin 1:2)

{
sel,i]<-pt(rgseriel[,i],prli])
}

parametri<-function(datil,dati2)

{
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n<-length(datil)

cor<-¢(0,0)

stderr.stud<-c(0,0)

studcopbiv<-function(p)
(-(n/2)*log(1-p[1]"2)+n*Igamma((p[2]+2)/2)+n*Igamma
2*n* lgamma((p[2]+1)/2)-((p[2]+2)/2)*sum(log(1+
(gt(datil,p[2])2+qt(dati2,p[2])"2-2*p[1]*qt(datil,
(dati2,p[2]))/(p[2]*(1-p[1]"2))))+((p[2]+1)/2)* sum
(qt(dati1,p[2])*2)/p[2])*(1+(qt(dati2,p[2])"2)/p[2]

cor<-optim(p=c(0.5,3),studcopbiv,gr=NULL,method=c("

control=list(fnscale=-1),hessian=TRUE)
par<-cor$par
stderr.stud[1]<-sqrt(-solve(cor$hessian[1,1]))
stderr.stud[2]<-sqrt(-solve(cor$hessian[2,2]))

gaussbiv<-function(p)
(-n/2*log(1-p”2)+sum((gnorm(datil)*2+gnorm(dati2)*
(2*p*gnorm(datil) *gnorm(dati2)-gnorm(dati2)"2-
gnorm(datil)"2)/(2*(1-p”"2))))

corr<-optim(p=0.1,gaussbiv,gr=NULL,method=c("BFGS")

control=list(fnscale=-1),hessian=TRUE)
parl<-corr$par

stderr.gauss<-sqrt(-solve(corr$hessian))

plackett<-function(p)
(n*log(p)+sum(log(1+(datil-2*datil*dati2+dati2)*(p-
1.5*sum(log((1+(p-1)*(datil+dati2))"2-4*datil*dati2
D))
pl<-optim(p=0.1,plackett,gr=NULL,method=c("BFGS"),
control=list(fnscale=-1),hessian=TRUE)

par2<-pl$par

stderr.pl<-sgrt(-solve(pl$hessian))

Franck<-function(p)
sum(log(-((1/p)*((exp(-p*datil))*p*(exp(-p*dati2)*p

p)-1)/(1+((exp(-p*datil))-1)*(exp(-p*dati2)-1)/(exp

((exp(-p*datil))*p*(exp(-p*dati2)-1)/(exp(-p)-1))*(
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p*datil))-1)*(exp(-p*dati2)*p)/(exp(-p)-1))/((1+((e
p*datil))-1)*(exp(-p*dati2)-1)/(exp(-p)-1))*2)))))

fr<-optim(p=0.1,Franck,gr=NULL,method=c("BFGS"),

control=list(fnscale=-1),hessian=TRUE)
par3<-fr$par

stderr.fr<-sqrt(-solve(fr$hessian))

gumbel<-function(p)
(sum(-((-log(datil))*p+(-log(dati2))*p)*(1/p))-sum(
*dati2))+(p-1)*sum(log(-log(datil)))+(p-1)*sum(log(
(dati2)))+((1-2*p)/p)*sum(log((-log(datil))*p+(-log
))"p))+sum(log(((-log(dati1))"p+(-log(dati2))"p)*(1
)

gm<-optim(p=1,gumbel,gr=NULL,method=c("BFGS"),

control=list(fnscale=-1),hessian=TRUE)
pard<-gm$par

stderr.gm<-sqrt(-solve(gm$hessian))

p<-pard

v<-pr[1]

v1<-pr[2]

prob<-function(z)

{

f3 <- function(y)

{

integrate(function(x) exp(-((-log(pt(x,v)))*p+(-
log(pt(y,v1)))*p)"*(1/p)) *(1/pt(x,v))*(1/pt(y,v1))*
log(pt(x,v)))"(p-1)*(-log(pt(y,v1)))*(p-1)* ((-
log(pt(x,v)))"p+(-log(pt(y,v1)))"p)*((1-2*p)/p) *((
log(pt(x,v)))"p+(-log(pt(y,v1)))"p)*(1/p)+p-1)* di(
Jower=-Inf,upper=(1/pesi)*z-((1-pesi)/pesi)*y)$val
}

integrate(function(y) sapply(y,f3)*dt(y,v1) ,lower
Inf,upper=Inf)$value-0.01

}
gu<-uniroot(prob,0,-4)

p<-par2
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prob<-function(z)

{

f3 <- function(y)

{

integrate(function(x) p*(1+(pt(x,v)-
2*pt(x,v)*pt(y,v1)+pt(y,v1))*(p-1))/ ((1+(p-
1)*(pt(x,v)+pt(y,v1)))"2-4*pt(x,v)*pt(y,v1)*p*(p-1)
dt(x,v),lower=-Inf,upper=(1/pesi)*z-((1-pesi)/pesi)
}

integrate(function(y) sapply(y,f3)*dt(y,v1),lower=-
Inf,upper=Inf)$value-0.01

}
pl<-uniroot(prob,0,-4)

p<-par3

prob<-function(z)

{

f3 <- function(y)

{

integrate(function(x) dt(x,v)*-( (1/p) * ((exp(-p *
pt(x,v))) * p * (exp(-p * pt(y,v1)) * p)/(exp(-p
+((exp(-p * pt(x,v))) - 1) * (exp(-p * pt(y,v1
1i(exp(-p ) - 1))- ((exp(-p * pt(x,v))) *p * (e
pt(y,v1)) - 1)/(exp(-p) - 1)) * (((exp(-p * pt(x
1) * (exp(-p * pt(y,v1)) * p)/(exp(-p ) - 1))/((1
exp(-p * pt(x,v))) - 1) * (exp(-p *pt(y,v1)) -1

) - 1))*2))),lower=-Inf,upper=(1/pesi)*z-((1-
pesi)/pesi)*y)$value

}

integrate(function(y) sapply(y,f3)*dt(y,v1),lower=
Inf,upper=Inf)$value-0.01

}
fr<-uniroot(prob,0,-4)

ro.s<-par[1]
v2<-par[2]
prob<-function(z)

{
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f3 <- function(y)
{

integrate(function(x) (1/sqrt(1-ro.s"2))*gammaf((v2

gamma(v2/2) /gamma((v2+21)/2)"2*((1+(qt(pt(x,v),v2)"

qt(pt(y,vl1),v2)"2-2*ro.s* qt(pt(x,v),v2)*qt(pt(y,v1
v2))/(v2*(1-ro.s"2)-(v2+2)/2)/(((1+(gt(pt(x,V),v
N2)N-(v2+1)/2))*((1+(qt(pt(y,v1),v2) " 2)N2) (-
(v2+1)/2)))*dt(x,v),lower=-Inf,upper=(1/pesi)*z-((1
pesi)/pesi)*y)$value

}

integrate(function(y) sapply(y,f3)* dt(y,v1),lower
Inf,upper=Inf)$value-0.01

}
st<-uniroot(prob,0,-4)

ro<-parl

prob<-function(z)

{

f3 <- function(y)

{

integrate(function(x) 1/sqrt(1-ro”2)*exp(((gnorm(pt
+ (gnorm(pt(y,v1)))"2)/2+(2*ro*(gnorm(pt(x,v)))

*(anorm(pt(y,v1)))-(@norm(pt(y,v1)))"2-(qnorm(pt(x,

1(2*(1-ro”2)))*dt(x,v),lower=-Inf, upper=(1/pesi)*z
pesi)/ pesi)*y)$value

}

integrate(function(y) sapply(y,f3)* dt(y,v1),lower
Inf,upper=Inf)$value-0.01

}
ga<-uniroot(prob,0,-4)

a<-chind(0,0)
b<-cbind(0,0)

for (iin 1:2)

{

alil<-mean(rgseriel,i])
bli]<-sqrt(var(rgseriel,i]))
}
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rot<-cor(rgserie)[1,2]
vartrad<--(pesi*2*(-a[1]-gnorm(0.99,a[1],b[1]"2)*b[
pesi)*2*(-a[2]-gnorm(0.99,a[2],b[2]"2)*b[2])*2+pesi
pesi)*ro[1,2]*(-a[1]-gnorm(0.99,a[1],b[1]*2)*b[1])*
gnorm(0.99,a[2],b[2]*2)*b[2]))

f=function(p) log(dt(rgserie[,1],p))
dermargl <- function(p,eps=1e-5) (f(p+eps)-f(p))/ep
margl<-(dermargl(pr[1]))

f=function(p) log(dt(rgserie[,2],p))
dermarg?2 <- function(p,eps=1e-5) (f(p+eps)-f(p))/ep
marg2<-(dermarg2(pr[2]))

f=function(p) log(dt(rgserie[,1],p))
dermargl1 <- function(p,eps=1e-4)

{

derivl <- function(y) (f(y+eps)-f(y))/eps
deriv <- (derivl(p+eps)-derivl(p))/eps
deriv

}

margll<-dermargll(pr[1])
f=function(p) log(dt(rgserie[,2],p))
dermarg22 <- function(p,eps=1e-4)

{

derivl <- function(y) (f(y+eps)-f(y))/eps
deriv <- (derivl(p+eps)-derivli(p))/eps
deriv

}
marg22<-dermarg22(pr[2])

f=function(p)

log(-( (1/p) * ((exp(-p * se[,1])) * p * (exp(-p

* p)(exp(-p ) - 1)/ + (( exp(-p * se[1])) - 1)
exp(-p *se[,2]) - 1)/(exp(-p ) - 1))- ((exp(-p *
*p*(exp(-p *se[2]) - 1)/(exp(-p ) - 1)) * ((

*se[1]) - 1) * ( exp(-p * se[2]) * p)/(exp(-p )
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(A + ((exp(-p *se[,1])) - 1) * (exp(-p *
1)/(exp(-p) - 1))"2))))
derfral<-function(p,eps=1e-5) (f(p+eps)-f(p))/eps
franckl<-(derfral(par3))

f=function(p)
log(-( (1/p) * ((exp(-p * se[1])) * p * ( exp(-p
se[,1+1]) * p)/(exp(-p ) - 1)/(1 + ((exp(-p * se]
1) * (exp(-p *se[,1+1]) - 1)/(exp(-p) - 1))- ((
se[,1])) *p * (exp(-p * se[,1+1]) - 1)/(exp(-p )
((C exp(-p * se[1])) - 1) * ( exp(-p * se[,1+1])
p)(exp(-p ) - (A + (( exp(-p * se[1])) - 1)
exp(-p * se[,1+1]) - 1)/(exp(-p ) - 1))"2))))
derfra2 <- function(p,eps=1e-4)
{
derivl <- function(y) (f(y+eps)-f(y))/eps
deriv <- (derivl(p+eps)-derivi(p))/eps
deriv

}
franck2<-derfra2(par3)

p2<-pr[2]

f=function(p,pl) log(-( (1/p) * ((exp(-p

pt(rgserie[,1],p1))) * p * (exp(-p * pt(rgserie[,
p)(exp(-p ) - 1)/(1 + (( exp(-p * pt(rgserie[,1],

1) * (exp(-p * pt(rgserie[,2],p2)) - 1)/(exp(-p )

(( exp(-p * pt(rgserie[,1],p1))) * p * ( exp(-p
pt(rgserie[,2],p2)) - 1)/(exp(-p ) - 1)) * ((( exp(
pt(rgserie[,1],p1))) - 1) * ( exp(-p * pt(rgserie[,
p)/(exp(-p ) - Y((1 + ((exp(-p * pt(rgserie[,1

1) * ( exp(-p * pt(rgserie[,2],p2)) - 1)/(exp(-p )
1D)*2)))

derfrapl <- function(p,pl,eps=1e-4)1{

derivl <- function(y) (f(pteps.,y)-f(p.y))/eps

deriv <- (derivl(pl+eps)-derivi(pl))/eps

deriv

}
franckpl<-derfrapl(par3,pr[1])
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p2<-pr[1]
f=function(p,pl)

log(-( (1/p) * ((exp(-p * pt(rgserie[,1],p1))) * p * (exp(-
p * pt(rgserie[,2],p2)) * p)/(exp(-p ) - /(1 + ( (exp(-p
*  pt(rgserie[,1],p1))) - 1) * ( exp(-p *
pt(rgserie[,2],p2)) - 1)/(exp(-p ) - 1))- (( exp(-p

pt(rgserie[,1],p1))) * p * (exp(-p * pt(rgserie], 2],p2)) -
1)i(exp(-p ) - 1)) * (((exp(-p * pt(rgserie[,1],p 1)) -1)
* ((exp(-p * pt(rgserie[,2],p2)) * p)/(exp(-p ) - 1 NI+

(( exp(-p * pt(rgserie[,1],p1))) - 1) * ( exp(-p
pt(rgserie[,2],p2)) - 1)/(exp(-p ) - 1))"2))))

derfrap2 <- function(p,pl,eps=1e-4)

{

derivl <- function(y) (f(pteps.,y)-f(p.y))/eps

deriv <- (derivl(pl+eps)-derivi(pl))/eps

deriv

}
franckp2<-derfrap2(par3,pr[2])

f=function(p)
log(p)+(log(1+(se[,1]-2*se[, 1+1]*se[, 1]+se[, 1+1])*( p-1)))-
1.5*(log((1+(p-1)*(se[,1]+se[,1+1]))"2-
4*se[,1]*se[,1+1]*p*(p-1)))
derplal<-function(p,eps=1e-5) (f(p+eps)-f(p))/eps
plackettl<-derplal(par2)

f=function(p)

log(p)+(log(1+(se[,1]-2*se[,1+1]*se[, 1]+se[,1+1])*( p-1)))-
1.5*(log((1+(p-1)*(se[,1]+se[,1+1]))"2-

4*se[,1]*se[,1+1]*p*(p-1)))

derpla2 <- function(p,eps=1e-4)

{

derivl <- function(y) (f(y+eps)-f(y))/eps

deriv <- (derivl(p+eps)-derivli(p))/eps

deriv

}
plackett2<-derpla2(par2)
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p2<-pr[2]

f=function(p,pl)
log(p)+(log(1+(pt(rgserie[,1],p1)-2*pt(rgserie[,2],
pt(rgserie[,1],p1) +pt(rgserie[,2],p2))*(p-1)))-
1.5*(log((1+(p-1)*(pt(rgserie[,1],p1)+ pt(rgserie],
N2-4*pt(rgserie[,1],pl)*pt(rgserie[,2],p2)*p*(p-1
derplapl <- function(p,pl,eps=1e-4)

{

derivl <- function(y) (f(pteps,y)-f(p.y))/eps
deriv <- (derivl(pl+eps)-derivl(pl))/eps

deriv

}
plackettpl<-derplapl(par2,pr[1])

p1<-pr(i]

f=function(p,pl)
log(p)+(log(1+(pt(rgserie[,1],p1)-2*pt(rgserie[,2]
pt(rgserie[,1],p1) +pt(rgserie[,2],p2))*(p-1)))-
1.5*(log((1+(p-1)*(pt(rgserie[,1],p1)+ pt(rgserie],
)"2-4*pt(rgserie[,1],pl)*pt(rgserie[,2],p2)*p*(p-1
derplap2 <- function(p,pl,eps=1e-4)

{

derivl <- function(y) (f(p+eps,y)-f(p.y))/eps
deriv <- (derivl(pl+eps)-derivl(pl))/eps

deriv

}
plackettp2<-derplap2(par2,pr[2])

f=function(p)
(-((-log(se[,1]))"p+(-log(se[,1+1]))"p)*(1/p))-
(log(se[,1]*se[,1+1]))+(p-1)*(log(-log(se[,1])))+(p
1)*(log(-log(se[,1+1])))+((1-2*p)/p)*(log((-
log(se[,1]))"p+(-log(se[,1+1]))"p))+(log(((-
log(se[,1]))"p+(-log(se[,1+1]))"p)*(1/p)+p-1))

derguml<-function(p,eps=1e-4) (f(p+eps)-f(p))/eps

gumbell<-derguml(par2)
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f=function(p)
(-((-log(se[,1]))"p+(-log(se[,1+1]))"p)"(1/p))-

(log(se[,1]*se[,1+1]))+(p-1)*(log(-log(se[,1])))+(p

1)*(log(-log(se[,1+1])))+((1-2*p)/p)*(log((-

log(se[,1]))"p+(-log(se[,1+1]))"p))+(log(((-

log(se[,1]))"p+(-log(se[,1+1]))"p)"(1/p)+p-1))

dergum2 <- function(p,eps=1e-5)

{

derivl <- function(y) (f(y+eps)-f(y))/eps

deriv <- (derivl(p+eps)-derivi(p))/eps

deriv

}
gumbel2<-(dergum2(par4))

p2<-pr[2]

f=function(p,pl)
(-((-log(pt(rgserie[,1],p1)))"p+(-log(pt(rgserie[,2

p2)))"p)"(1/p))-(log(pt(rgserie[,1],p1)*pt(rgserie[

))+(p-1)*(log(-log(pt(rgserie[,1],p1))))+(p-1)*(log

log(pt(rgserie[,2],p2))))+((1-2*p)/p)*(log((-log(pt

(rgserie[,1],p1)))"p+(-log(pt(rgserie[,2],p2)))"p))

log(pt(rgserie[,1],p1))) p+(-log(pt(rgserie[,2],

p2)))"p)"(1/p)+p-1))

dergumpl <- function(p,pl,eps=1e-4)

{

derivl <- function(y) (f(pteps.,y)-f(p.y))/eps

deriv <- (derivl(pl+eps)-derivi(pl))/eps

deriv

}
gumbelpl<-dergumpl(par4,pr[1])

pl<-pr[i]

f=function(p,pl)
(-((-log(pt(rgserie[,1],p1)))"p+(-log(pt(rgserie[,2
p2)))"*p)*(1/p))-(log(pt(rgserie[,1],p1)*pt(rgserie[
p2)))+(p-1)*(log(-log(pt(rgserie[,1],p1))))+(p-1)*(
log(pt(rgserie[,2],p2))))+ ((1-2*p)/p)*(log((-log(p
(rgserie[,1],p1)))"p +(-log(pt(rgserie[,2],p2)))"p)
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(log(((-log(pt(rgserie[,1],p1)))p+(-log(pt(rgserie
p2)))"p)"(1/p)+p-1))

dergump?2 <- function(p,pl,eps=1e-4)

{

derivl <- function(y) (f(p+eps,y)-f(p.y))/eps
deriv <- (derivl(pl+eps)-derivi(pl))/eps

deriv

}
gumbelp2<-dergumpl(par4,pr[2])

f=function(p)

-1/2*log(1- p"2)+((gnorm(se[,1])*2+gnorm(se[,2])"2)
*gnorm(sel[,1])* gnorm(se[,2])-gnorm(sel[,2])"2-
gnorm(se[,1])"2)/(2*(1-p"2)))
dergaul<-function(p,eps=1e-5) (f(p+eps)-f(p))/eps

gaussianl<-dergaul(parl)

f=function(p)
-1/2*log(1-p"2)+((gnorm(se[,1])*2+gnorm(se[,2])"2)
gnorm(se[,1])* gnorm(se[,2])-gnorm(se[,2])"2-
gnorm(se[,1])"2)/(2*(1-p"2)))

dergau?2 <- function(p,eps=1e-5)

{

derivl <- function(y) (f(y+eps)-f(y))/eps

deriv <- (derivl(p+eps)-derivl(p))/eps

deriv

}
gaussian2<-(dergau2(parl))

p2<-pr(2]

f=function(p,pl)
-1/2*log(1-p"2)+((gnorm(pt(rgserie[,1],p1))*2+qgno

(rgserie[,2],p2))2) 12+(2*p*gnorm(pt(rgserie[,1],p

gnorm(pt(rgserie[,2],p2))-gnorm(pt(rgserie[,2],p2))

gnorm(pt(rgserie[,1],p1))"2)/(2*(1-p"2)))

dergaupl <- function(p,pl,eps=1e-4)

{

derivl <- function(y) (f(p+eps,y)-f(p.y))/eps
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deriv <- (derivl(pl+eps)-derivl(pl))/eps
deriv

}
gaussianpl<-dergumpl(parl,pr[1])

p1<-pr[1]

f=function(p,p1)
-1/2*log(1-p~2)+((gnorm(pt(rgserie[,1],p1))*2+gnorm
(pt(rgserie[,2],p2))"2)/2 +(2*p*gnorm(pt(rgserie[,1
gnorm(pt(rgserie[,2],p2))-gnorm(pt(rgserie[,2],p2))
gnorm(pt(rgserie[,1],p1))"2)/(2*(1-p"2)))
dergaup2 <- function(p,pl,eps=1e-4)

{

derivl <- function(y) (f(p+eps,y)-f(p.y))/eps

deriv <- (derivl(pl+eps)-derivl(pl))/eps

deriv

}
gaussianp2<-dergaup2(parl,pr[2])

v<-par[2]

f=function(ro)
(-(1/2)*log(1-ro"2)+lgamma((v+2)/2)+lgamma(v/2)-
2*Ilgamma((v+1)/2)-((v+2)/2)*(log(1+(qgt(se[,1],v)"2+
gt(se[,1+1],v)*2-2*ro*qt(se[,1],v)* gt(se[,1+1],v))
ro”2))))+((v+1)/2)*(log((1+(at(se[.1],v)*2)/v)
*(1+(at(se[,1+1].v)*2)/v))))
dersturol<-function(p,eps=2e-5) (f(p+eps)-f(p))/eps
student<-dersturol(par[1])

ro<-par[1]

f=function(v)
(-(2/2)*log(1-ro"2)+lgamma((v+2)/2)+lgamma(v/2)-
2*lgamma((v+1)/2)-((v+2)/2)*(log(1+(qt(se[,1],v)"2+
gt(se[,1+1],v)*2-2*ro*qt(se[,1],v)* gt(se[,1+1],v))
ro”2))))+((v+1)/2)*(log((1+(at(se[.1],v)*2)/v)*
(1+(at(se[,1+1],v)"2)/v))))
dersturol<-function(p,eps=2e-5) (f(p+eps)-f(p))/eps
studentl<-dersturol(par[2])
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pl<-pr(1]
p2<-pr[2]

f=function(v,ro)

(-(172)*log(1-ro"2)+lgamma((v+2)/2)+lgamma(v/2)-
2*Ilgamma((v+1)/2)-((v+2)/2)*(log(1+(qgt(pt(rgserie[,

v)"2+qt(pt(rgserie[,2],p2),v)*2-2*ro*qt(pt(rgserie[
pl1).v)*qt(pt(rgserie[,2],p2),v))/(v*(1-ro"2))))+((v
(log((1+(at(pt(rgserie[,1],p1),v)"2)/v)*(1+(qt(pt(r
1,p2),v)"2)IV))))

der2 <- function(p,pl,eps=1e-4)

{

derivl <- function(y) (f(p+eps,y)-f(p.y))/eps

deriv <- (derivl(pl+eps)-derivi(pl))/eps

deriv

}
student2<-(der2(par[2],par[1]))

ro<-par[1]

f=function(v)

(-(1/2)*log(1-ro"2)+lgamma((v+2)/2)+lgamma(v/2)-
2*Ilgamma((v+1)/2)-((v+2)/2)*(log(1+(qt(pt(rgserie[,

V)2+qt(pt(rgserie[,2],p2),v)"2-2*ro*qt(pt(rgserie
v)*qt(pt(rgserie[,2],p2),v))/(v¥(1-ro"2))))+((v+1)/
(log((1+(qt(pt(rgserie[,1],p1),v)"2)IV)*(1+(qt(pt(r
1,p2),v)"2)Iv))))

der2 <- function(p,eps=1e-5)

{

derivl <- function(y) (f(y+eps)-f(y))/eps

deriv <- (derivl(p+eps)-derivli(p))/eps

deriv

}
student3<-(der2(par[2]))

f=function(v,p1)

(-(1/2)*log(1-ro"2)+lgamma((v+2)/2)+lgamma(v/2)-2*

lgamma((v+1)/2)-((v+2)/2)*(log(1+(qgt(pt(rgserie[,1]
v)"2+qt(pt(rgserie[,2],p2),v)*2-2*ro*qt(pt(rgserie[
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V)*qt(pt(rgserie[,2],p2),v))/(v*(1-r0"2))))+((v+1)
(log((1+(at(pt(rgserie[,1],p1),v)"2)/v)*(1+(qt(pt(r
1,p2),v)"2)IV))))

der2 <- function(p,pl,eps=1e-4)

{

derivl <- function(y) (f(p+eps,y)-f(p,y))/eps
deriv <- (derivl(pl+eps)-derivl(pl))/eps

deriv

}
student4<-(der2(par[2],pr[1]))

f=function(v,p2)

(-(1/2)*log(1-ro"2)+lgamma((v+2)/2)+lgamma(v/2)-
2*Ilgamma((v+1)/2)-((v+2)/2)*(log(1+(gt(pt(rgserie[,

v)"2+qt(pt(rgserie[,2],p2),v)*2-2*ro*qt(pt(rgserie[
v)*qt(pt(rgserie[,2],p2),v))/(v*¥(1-ro"2))))+((v+1)/
(log((1+(qt(pt(rgserie[,1],p1),v)"2)IV)*(1+(qt(pt(r
1,p2),v)"2)IV))))

der2 <- function(p,pl,eps=1e-4)

{

derivl <- function(y) (f(p+eps,y)-f(p,y))/eps

deriv <- (derivl(pl+eps)-derivl(pl))/eps

deriv

}
student5<-(der2(par[2],pr[2]))

f=function(ro,v)

(-(1/2)*log(1-ro"2)+lgamma((v+2)/2)+lgamma(v/2)-
2*Ilgamma((v+1)/2)-((v+2)/2)*(log(1+(qgt(pt(rgserie[,

pl),v)*2+qt(pt(rgserie[,2],p2),v)2-2*ro*qt
(pt(rgserie[,1],p1),v)*qt(pt(rgserie[,2],p2),v))/(v
ro”2)))+((v+1)/2)* (log((1+(qt(pt(rgserie[,1],p1),
V)*2)v)*(1+(qt(pt(rgserie[,2],p2),v)"2)/V))))
der2 <- function(p,pl,eps=1e-4)

{

derivl <- function(y) (f(p+eps,y)-f(p.y))/eps
deriv <- (derivl(pl+eps)-derivi(pl))/eps

deriv
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}
student6<-(der2(par[1],par[2]))

f=function(ro)
(-(1/2)*log(1-ro"2)+lgamma((v+2)/2)+Ilgamma(v/2)-
2*Ilgamma((v+1)/2)-((v+2)/2)*(log(1+(qgt(pt(rgserie[,
V)" 2+qt(pt(rgserie[,2],p2),v)*2-2*ro*qt(pt(rgserie
p1),v)*qt(pt(rgserie[,2],p2),v))/(v*(1-r0"2))))+((
(log((1+(at(pt(rgserie[,1],p1),v)"2)/v)*(1+(qt(pt(r
1,p2),v)"2)IV))))

der2 <- function(p,eps=1e-5)

{

derivl <- function(y) (f(y+eps)-f(y))/eps

deriv <- (derivl(p+eps)-derivi(p))/eps

deriv

}
student7<-(der2(par[1]))

f=function(ro,pl)
(-(1/2)*log(1-ro"2)+lgamma((v+2)/2)+lgamma(v/2)-
2*Ilgamma((v+1)/2)-((v+2)/2)*(log(1+(qt(pt(rgserie[,
v)"2+qt(pt(rgserie[,2],p2),v)*2-2*ro*qt(pt(rgserie[
p1).v)*qt(pt(rgserie[,2],p2),v))/(v*(1-r0"2))))+((
(log((1+(at(pt(rgserie[,1],p1),v)"2)/v)*(1+(qt(pt(r
1,p2),v)"2)Iv))))

der2 <- function(p,pl,eps=1e-4)

{

derivl <- function(y) (f(p+eps,y)-f(p.y))/eps

deriv <- (derivl(pl+eps)-derivi(pl))/eps

deriv

}
student8<-(der2(par[1],pr[1]))

f=function(ro,pl)
(-(2/2)*log(1-ro"2)+lgamma((v+2)/2)+lgamma(v/2)-
2*lgamma((v+1)/2)-((v+2)/2)*(log(1+(qgt(pt(rgserie[,
pl),v)*2+qt(pt(rgserie[,2],p2),v)"2-
2*ro*qt(pt(rgserie[,1],p1),v)*qt(pt(rgserie[,2],p2)
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1-ro"2))))+((v+1)/2)* (log((1+(qt(pt(rgserie[,1],pl
V)" 2)v)*(1+(qt(pt(rgserie[,2],p2),v)"2)/V))))

der2 <- function(p,pl,eps=1e-4)

{

derivl <- function(y) (f(p+eps,y)-f(p,y))/eps
deriv <- (derivl(pl+eps)-derivl(pl))/eps

deriv

}
student9<-(der2(par[1],pr[2]))

vgaussian<-0;vfranck<-0;vplackett<-0;vgumbel<-0;vst
for (iin 1: n)

{
vgaussian<-vgaussian+(rbind(margl[i],marg2[i],gauss
%*%cbind (margl[i],marg2[i],gaussianil[i]))/n
viranck<-vfranck+(rbind(margl[i],marg2[i],franckl]i
%*%cbind (margl[i],marg2[i],franckl[i]))/ n
vplackett<-vplackett+(rbind(margl[i],margZ2][i],plack
%*%cbind (margl[i],marg2[i],plackettl[i]))/ n
vgumbel<-vgumbel+(rbind(margl[i],marg2[i],gumbell]i
%*%chind (margl[i],marg2[i],gumbell][i]))/ n
vstudent<-
vstudent+rbind(margl[i],marg?2[i],student][i],student
bind(margl[i],marg2[i],student[i],studentl[i]))/n

}

a<-0; b<-0;c<-0;d<-0; e<-0;f<-0;9<-0; h<-0;i1<-0;l<
0;n<-0;0<-0; p<-0 ;g<-0;r<-0

for (iin 1: n)

{

a<-a+(cbind(marg11[i],0,0))/ n
b<-b+(cbind(0,marg22[i],0))/ n
c<-c+(cbind(franckpl[i],franckpZ2[i],franck2[i]))/ n
d<-d+(cbind(marg11[i],0,0))/ n
e<-e+(cbind(0,marg22[i],0))/ n
f<-f+(cbind(gumbelpl[i],gumbelp2[i],gumbel2[i]))/ n
g<-g+(cbind(marg11[i],0,0))/ n
h<-h+(cbind(0,marg22[i],0))/ n
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i1<-i1+(cbind(plackettpl[i],plackettp2][i],plackett2
I<-I+(cbind(marg11[i],0,0))/ n
m<-m-+(cbind(0,marg22][i],0))/ n
nl<-nl+(cbind(gaussianpl[i],gaussianp2[i],gaussian2
0<-0+(cbind(marg11[i],0,0,0))/ n
p<-p+(cbind(0,marg22][i],0,0))/ n
g<-g+(cbind(student8][i],student9[i],student7]i]
,Student8[i]))/n
r<-r+(cbind(student4][i],student5][i],student2][i]
,Student3][i]))/ n

}

dfranck<-rbind(a,b,c)

dgumbel<-rbind(d,e,f)

dplackett<-rbind(g,h,i1)
dgaussian<-rbind(l,m,n1)

dstudent<-rbind(o,p,q,r)

gstudent<-
sqrt((solve(dstudent%*%solve(dstudent)%*%t(dstudent
ggaussian<-sqgrt((solve(dgaussian%*%solve(vgaussian)
%*%t(dgaussian))/ n))
gfranck<-sqgrt((solve(dfranck%*%solve(vfranck)%*%t(d

n))

gplackett<-sqrt((solve(dplackett%*%solve(vplackett)
%*%t(dplackett))/ n))
ggumbel<-sqgrt((solve(dgumbel%*%solve(vgumbel)%*%:t(d

n))

t.Gaussian<-parl/ggaussian[3,3]
t.Studentl<-par[1])/gstudent[3,3]
t.Student2<-par[2])/gstudent[4,4]
t.Franck<-par3/gfranck([3,3]
t.Gumbel<-par4/ggumbel[3,3]
t.Plackett<-par2/gplackett[3,3]
t.margl<-pr[1])/ggaussian[1,1]
t.marg2<-pr[2]/ggaussian[2,2]
p.Gaussian<-1-pnorm(t.Gaussian)
p.Studentl<-1-pnorm(t.Studentl)
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p.Student2<-1-pnorm(t.Student?2)
p.Franck<-1-pnorm(t.Franck)
p.Gumbel<-1-pnorm(t. Gumbel)
p.Plackett<-1-pnorm(t.Plackett)
p.margl<-1-pnorm(t.margl)

p.marg2<-1-pnorm(t.marg2)

print("stime e standard error dei parametri delle c
print(paste(" Gaussian ",round(parl,2),"
" round(stderr.gauss[1],4)))

print(paste(" Studentl "round(par[1],2),"
" round(stderr.stud[1],4)))

print(paste(" Student2 " round(par[2],2),"
" round(stderr.stud[2],4)))

print(paste(" Franck ",round(par3,2),"

" round(stderr.fr,4)))

print(paste(" Gumbel " ,round(par4,2),"
" round(stderr.gm,4)))

print(paste(" Plackett ",round(par2,2),"

" round(stderr.pl,4)))

print(" ")

print("stime e nuovi standard error dei parametri d
copule e delle marginali™)

print(paste(" Gaussian ",round(parl,2),"
" round(ggaussian[3,3],4)))

print(paste(" Studentl ",round(par[1],2),"
" round(gstudent[3,3],4)))

print(paste(" Student2 " round(par[2],2),"
" round(gstudent[4,4],4)))

print(paste(" Franck ",round(par3,2),"

" round(gfranck[3,3],4)))

print(paste(" Gumbel ",round(par4,2),"
" round(ggumbel[3,3],4)))

print(paste(" Plackett ",round(par2,2),"

" round(gplackett[3,3],4)))

print(paste(" 1° marginale ",round(pr[1],2),"
" round(ggaussian[1,1],4)))
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print(paste(" 2° marginale ",round(pr[2],2),"

" round(ggaussian[2,2],4)))

print(" ")

print("Test di significativita e relativi p-value p
parametri delle copule e delle marginali®)
print(paste(" Gaussian ",round(t.Gaussian,2),"
" round(p.Gaussian,)))

print(paste(" Studentl ",round(t.Studentl,2),"
" round(p.Studentl,2)))

print(paste(" Student2 ",round(t.Student2,2),"
" round(p.Student2,2)))

print(paste(" Franck ",round(t.Franck,2),"

" round(p.Franck,2)))

print(paste(" Gumbel ",round(t.Gumbel,2),"
" round(p.Gumbel,2)))

print(paste(" Plackett ",round(t.Plackett,2),"
" round(p.Plackett,2)))

print(paste(" 1° marginale ",round(t.margl,2),"
" round(p.margl,2)))

print(paste(" 2° marginale ",round(t.margl,2),"
",round(p.margl,2)))

print(" ")

print(paste(" Calcolo del VaR per le diverse copule
peso”,round(pesi,3)))

print(paste(" Gaussian ",round(ga$root,3)))
print(paste(" Student ", round(st$root,3)))
print(paste(" Franck ",round(fr$root,3)))
print(paste(" Gumbel ",round(gu$root,3)))
print(paste(" Pluckett ",round(pl$root,3)))
print(paste("Tradizionale ",round(vartrad,3),"
coeff.correlazione ",round(rot,2)))

}

print(paste(" Stima e standard error per i parametr
Garch(1,1) della 1° serie "))

print(paste(" alfa0 ",round(parg[1,1],3),"

" round(se.g[1,1],6)," ",round(test.g[1,1],2),"
",round(p.value.g[1,1],2)))
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print(paste(" alfal ",round(parg[1,2],3),"

" round(se.g[1,2],6)," ",round(test.g[1,2],2),"
",round(p.value.g[1,2],2)))

print(paste(" betal ",round(parg[l,3],3),"

" round(se.g[1,3],6)," ",round(test.g[1,3],2),"
",round(p.value.g[1,3],2)))

print(paste(" "))

print(paste(" Stima e standard error per i parametr
Garch(1,1) della 2° serie "))

print(paste(" alfa0 ",round(parg[2,1],3),"

" round(se.g[2,1],6)," ",round(test.g[2,1],2),"

" round(p.value.g[2,1],2)))

print(paste(" alfal ",round(parg[2,2],3),"

" round(se.g[2,2],6)," ",round(test.g[2,2],2),"

" round(p.value.g[2,2],2)))

print(paste(" betal ",round(parg[2,3],3),"

" round(se.g[2,3],6)," ",round(test.g[2,3],2),"

" round(p.value.g[2,3],2)))

print(paste(" "))

print(paste("Risultati del test di Jarque-Bera sui
del Garch(1,1)")

print(paste(" 1° serie "," statistica di Jarque-
" round(jbt[1],6)," p-value ",round(p.val[1],6)))
print(paste(" 2° serie "," statistica di Jarque-
" round(jbt[2],6)," p-value ",;round(p.val[2],6)))
print(paste(" "))

print(paste("Stima e standard error per i gradi di
delle 2 marginali))

print(paste(" 1° marginale "," vl " ;round(pr[1],
" round(stderr.t[1],6)))

print(paste(" 2° marginale "," v2 " ;round(pr[2],
" round(stderr.t[2],6)))

print(paste(" "))

parametri(se[,1],se[,2])

print(paste(" "))

}
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