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Abstract

Verrà presentato il vincolo di Lieb-Robinson. Si eseguirà uno studio della diffusione di una
particella quantistica su un reticolo unidimensionale soggetta a diversi potenziali a corto raggio.
Verrà studiata in particolare la propagazione della probabilità. Si sfrutterà la scrittura di pro-
grammi. Verrà esposto un metodo per stimare la regione causale in potenziali a lungo raggio in
cui l’interazione varia con una potenza dell’inverso della distanza. Si eseguirà uno studio di tali
potenziali tramite simulazione.
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1 INTRODUZIONE

1 Introduzione

Abbiamo presentato innanzitutto una dimostrazione del vincolo di Lieb-Robinson, che dimostra come
in un reticolo con interazione a corto raggio la velocità di trasmissione dell’informazione sia finita,
creando un cosiddetto ”cono luce”. Tale fenomeno è di particolare interesse ed è stato osservato sper-
imentalmente in reticoli ottici.
Abbiamo poi studiato la diffusione di una particella quantistica in un reticolo unidimensionale soggetta
a una serie di potenziali a corto raggio modellizzati tramite l’hamiltoniana H. Il sistema in rappre-
sentazione di Schrodinger evolve in questo modo:

|ψ(t)⟩ = e−iHt|ψ(0)⟩ (1)

Se consideriamo un reticolo finito, cioé con N posizioni possibili della particella, H può essere descritta
tramite una matrice N × N , mentre |ψ(t)⟩ può essere rappresentata con un vettore N-dimensionale
ψ⃗(t).
Abbiamo selezionato alcuni potenziali particolarmente significativi e ne abbiamo studiato le proprietà,
assumendo che la particella fosse inizialmente localizzata in una posizione x. In tal modo ψ⃗(0) = e⃗x.
Gran parte di questi studi sono stati eseguiti tramite programmi scritti appositamente in linguaggio
Python. Essi si sono concentrati essenzialmente sull’analisi della velocità di propagazione della prob-
abilità nel sistema.
Abbiamo poi esposto un’analisi teorica della velocità massima di propagazione dell’informazione in
reticoli unidimensionali in cui l’interazione è del tipo 1

rk
, in cui mostriamo come fino a certo valore di

r, dipendente da k, il modello possa essere approssimato con un potenziale a corto raggio.
Abbiamo infine studiato un potenziale di questo genere in un reticolo unidimensionale finito tramite
simulazione. Abbiamo sfruttato anche in questo caso una posizione iniziale x della particella e con-
siderato l’evoluzione data dall’equazione (1).
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2 VELOCITÀ MASSIMA PER POTENZIALI A CORTO RAGGIO

2 Velocità massima per potenziali a corto raggio

2.1 Notazione

Consideriamo un sistema quantistico ristretto a un reticolo n-dimenzioneale Zn. Studieremo la velocità
massima di propagazione dell’informazione in tale sistema. Associamo ad ogni punto x⃗ in Zn uno spazio
di Hilbert M-dimensionale Hx⃗ e a ogni insieme finito Λ ⊂ Zn HΛ =

∏⊗
x⃗∈ΛHx⃗, in cui con ⊗ intendiamo

il prodotto tensoriale fra gli spazi di Hilbert. Chiamiamo AΛ l’algebra delle matrici che agiscono su
Λ, cioè l’algebra delle osservabili strettamente locali su Λ. Se Λ1 ⊂ Λ2 possiamo identificare AΛ1 che
agisce su HΛ1 con AΛ1 ⊗1Λ2\Λ1

che agisce su HΛ2 (dove con 1Λ2\Λ1
intendiamo l’operatore identità su

HΛ2\Λ1
, cioè lo spazio di Hilbert su HΛ2 complementare a HΛ1). Possiamo dunque dire AΛ1 ⊂ AΛ2 .

Tramite questa relazione A =
⋃

Λ⊂Zn AΛ è una *-algebra normata. A costituisce nel suo complesso
l’algebra delle osservabili semi-locali del sistema.
Definiamo dunque il gruppo delle traslazioni Tn. Denoteremo l’azione di questo gruppo tramite
A ∈ AΛ → τx⃗A ∈ AΛ+x⃗ per x⃗ ∈ Zn.
Introduciamo l’interazione Φ, funzione da insiemi finiti X ⊂ Zn a elementi Φ(X) ⊂ AX . Da tale
interazione richiediamo che:

• Φ(X) è hermitiano per X ⊂ Zn, cioè Φ(X) corrisponde a un’osservabile fisica;

• Φ(X + a) = τaΦ(X) per X ⊂ Zn e a ∈ Zn;

• l’unione RΦ di tutti gli X tali che X ∋ 0 e Φ(X) ̸= 0 è un sottoinsieme finito di Zn

Quest’ultima condizione corrisponde al caso di potenziale a corto raggio, a cui ci restringiamo. Fisi-
camente significa che solo particelle situate in posizione x⃗ ∈ RΦ hanno un’interazione diversa da 0 con
una particella situata nell’origine. Tali particelle sono dunque in numero finito.
L’hamiltoniana di un sistema limitato Λ con interazione Φ è definito dalla relazioneHΦ(Λ) =

∑
X⊂ΛΦ(X).

Abbiamo quindi che, in un sistema illimitato, esiste in gruppo di automorfismi a un parametro τΦt su
A, tale che per ogni A ∈ A e t ∈ R esiste un elemento τΦt (A) ∈ A che rispetta le seguenti proprietà:

lim
Λ→∞

∣∣∣∣∣∣τΦt (A)− eitHΦ(Λ)Ae−itHΦ(Λ)
∣∣∣∣∣∣ = 0 (2)

lim
t→0

∣∣∣∣τΦt (A)−A
∣∣∣∣ = 0

Da ciò segue naturalmente che:
τΦt (AB) = τΦt (A)τΦt (B) (3)

La funzione t→ τΦt (A) con A ∈ AΛ è analitica per t ∈ R, per cui:

lim
Λ→∞

∣∣∣∣∣∣∣∣ ddtτΦt (A)− d

dt
(eitHΦ(Λ)Ae−itHΦ(Λ))

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0 (4)

2.2 Commutatori locali

Vogliamo studiare, per A,B ∈ AΛ (cioe A e B strettamente locali) il comportamento del commutatore:

CA,B(x, t) = [τΦt τx⃗(A), B] (5)

In particolare vogliamo analizzare tale commutatore per |x⃗| → ∞ e |t| → ∞ e da ciò dedurre che
l’informazione si propaga con una velocità di gruppo finita VΦ. In particolare dimostreremo la seguente
proprietà:

Per ogni interazione a corto raggio Φ esiste una velocità VΦ e una funzione crescente strettamente
positiva µ tale che per |v⃗| > VΦ:

lim
|t|→∞|x⃗|→|v⃗|t

eµ(|v⃗|)|t|
∣∣∣∣[τΦt τx⃗(A), B]

∣∣∣∣ = 0 (6)

per ogni A e B strettamente locali.
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2.2 Commutatori locali 2 VELOCITÀ MASSIMA PER POTENZIALI A CORTO RAGGIO

Ci limiteremo a studiare il caso in cui A,B ∈ A{0}. Ciò ci è sufficiente perché, per A,B ∈ AΛ,
possiamo riscrivere A e B come un polinomio di elementi A{x⃗} con x⃗ ∈ Λ. ||CA,B(x⃗, t)|| è limitato
dalla somma finita del modulo di commutatori fra A ∈ A{x⃗} e B ∈ A{y⃗} con x⃗, y⃗ ∈ Λ. Per invarianza
per traslazioni possiamo porre ogni singolo commutatore come commutatore fra A,B ∈ A{0} .
Inoltre per la seguente dimostrazione considereremo t > 0. Il caso per cui t < 0 si può dedurre
facilmente notando che τΦ−t = τ−Φ

t . Come vedremo la dimostrazione che seguirà è indipendente dal
segno dell’interazione Φ.

2.2.1 Dimostrazione

Sappiamo che H{0} ha dimensione finita M. Possiamo dunque scegliere una base a1, ..., aM2 di A{0}
chiusa per commutazione tale che ||ai|| = 1. Possiamo dunque riscrivere ogni osservabile A ∈ A{0}
tramite:

A =
M2∑
i=1

Pi(A)ai (7)

con Pi(A) ∈ C. Tale decomposizione è unica e può essere estesa anche per A ∈ A{x⃗1,...,x⃗L} tramite la
relazione:

A =

M2∑
i1=1

· · ·
M2∑
iL

e(i1, ..., iL;A)

L∏
j=1

τxj (aij ) (8)

Con e ∈ C.
Consideriamo, per B ∈ A{0} fissato:

Cj(x⃗, t) = [τΦt τx⃗(aj), B] (9)

Fj(x⃗, t) = ||Cj(x⃗, t)||

Tramite le relazioni descritte nella sezione precedente possiamo ottenere la seguente equazione:

d

dt
Cj(x⃗, t) = i

∑
X∋0

[τΦt τx⃗([Φ(X), aj ]), B] (10)

Per ogni insiemeX nella somma il corrispondente Φ(X) può essere riscritto come polinomio di elementi
τy⃗(aj), y⃗ ∈ X, j = 1, ..,M2 (come qualsiasi altra matrice A ∈ AX). Abbiamo dunque che il singolo
commutatore Dj(X) = [Φ(X), aj ] è dunque un polinomio dello stesso tipo, poiché aj commuta con
tutti i τy⃗(ak) per y⃗ ̸= 0⃗ e [ak, ay] è ancora elemento della base a1, ..., aM2 . Ogni singolo monomio S in
Dj(X) è quindi della forma:

S =
∏
y⃗∈X

τy⃗(aj(y⃗)) (11)

Abbiamo dunque:

τΦt τx⃗(S) =
∏
y⃗∈X

τΦt τx⃗+y⃗(aj(y⃗)) (12)

Il commutatore [τΦt τx⃗(S), B] sarà quindi somma di N(X) termini (N(X) è il numero di punti apparte-
nenti a X). Ciascun termine è composto [τΦt τx⃗+y⃗(ai(y⃗)), B], con gli altri elementi τΦt τx⃗+y⃗(ai(z⃗)) (con
z⃗ ̸= y⃗ e z⃗ ∈ X) lasciati come coefficienti. Tali coefficienti hanno norma uno (poiché i singoli aj hanno
norma uno e automorfismi preservano la norma). Di conseguenza:

||[τΦt τx⃗(S), B]|| ≤
∑
y∈X

||[τΦt τx⃗+y⃗(aj(y⃗)), B]|| (13)

e ∣∣∣∣∣∣∣∣dCi(x⃗, t)

dt

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ ∑
y⃗∈RΦ

M2∑
j=1

dj,i(Φ, y⃗)Fj(x⃗+ y⃗, t) ≤
∑
y⃗∈RΦ

M2∑
j=1

di,j(Φ)Fj(x⃗+ y⃗, t) =: (14)
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2.2 Commutatori locali 2 VELOCITÀ MASSIMA PER POTENZIALI A CORTO RAGGIO

=: (LF )i(x⃗, t)

dove dj,i(Φ, y⃗) è un coefficiente non negativo che dipende dall’interazione Φ e dal punto y⃗. Abbiamo
definito inoltre dj,i(Φ) = maxy⃗∈RΦ

dj,i(Φ, y⃗). Ci è possibile definire tale massimo in virtù del fatto che
l’interazione sia a corto raggio e che dunque RΦ sia finito.
Inoltre, definita Dt la derivata superiore in t, per disuguaglianza triangolare abbiamo:∣∣∣∣∣∣∣∣dCi(x⃗, t)

dt

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≥ DtFi(x⃗, t) (15)

Troviamo quindi la diseguaglianza:

DtFi(x⃗, t) ≤ (LF )i(x⃗, t) (16)

Abbiamo inoltre condizione iniziale:
Fi(x⃗, 0) = ωiδx⃗,⃗0 (17)

dove δx⃗,⃗0 è la delta di Kronecker e ωi = ||[ai, B]||.
Difiniamo ora la funzione di Green Gk

i (x⃗, t) tramite le equazioni:

∂Gk
i (x⃗, t)

∂t
= (LGk)i(x⃗, t) (18)

Gk
j (x⃗, 0) = δx⃗,0δj,k

dove L è l’aggiunto di L.
Detta G(x⃗, t) la matrice il cui elemento i, j è Gi

j(x⃗, t) e D la matrice il cui elemento i, j è di,j , le
equazioni appena presentate ci portano alla seguente espressione esplicita:

G(x⃗, t) =
1

(2π)n

∫ 2π

0
dθ1

∫ 2π

0
dθ2...

∫ 2π

0
dθne

iθ⃗·x⃗etα(θ⃗)D (19)

Dove α(θ) =
∑

y⃗∈RΦ
eiθ⃗·y⃗. Da tale formula segue l’analiticità di Gi

j(x⃗, t). Possiamo invece dedurre

dalle equazione (18) che Gi
j(x⃗, t) ≥ 0. Da esse deriva infatti:

Gi
j(x⃗, 0) ≥ 0,

dGi
j

dt
≥ 0,

d2Gi
j

dt2
≥ 0, ... (20)

Ora notiamo che per ogni y⃗ ∈ Zn abbiamo γ⃗ tale che:

|α(θ⃗ + iγ⃗)| ≤ α(iγ⃗) =
∑
y⃗∈RΦ

e−γ⃗·y⃗ (21)

Inoltre è facile notare che G(x⃗, t) può essere riscritto tramite:

G(x⃗, t) =
1

(2π)n

∫ 2π

0
dθ1

∫ 2π

0
dθ2...

∫ 2π

0
dθne

i(θ⃗+iγ⃗)·x⃗etα(θ⃗+iγ⃗)D (22)

Tale equazione soddisfa infatti la condizione al contorno e l’equazione differenziale (18). Otteniamo
quindi:

||G(v⃗t, t)|| ≤ e−γ⃗·v⃗t 1

(2π)n

∣∣∣∣∫ 2π

0
dθ1

∫ 2π

0
dθ2...

∫ 2π

0
dθne

iθ⃗·x⃗etα(iγ⃗)||D||
∣∣∣∣ = e(−γ⃗·v⃗+α(iγ⃗)||D||)t (23)

Di conseguenza per |v⃗| sufficientemente grande c’è sicuramente γ⃗ tale che:

||D||α(iγ⃗)− γ⃗ · v⃗ ≤ 0 (24)
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Da tale relazione troviamo troviamo che esiste VΦ > 0 e una funzione crescente µ(|v⃗|) > 0 tale che,
per |v⃗| > VΦ:

lim
t→∞|x⃗|>|v⃗|t

eµ(|v⃗|)tGi
j(x⃗, t) = 0 (25)

Ora, recuperando l’equazione (17) e la non negatività di Gk
i (x⃗, t) possiamo impostare la seguente

uguaglianza:

M2∑
i=1

∑
x⃗∈Zn

∫ t′

0
dtGk

i (y⃗ − x⃗, t′ − t)(LF )i(x⃗, t) ≥
M2∑
i=1

∑
x⃗∈Zn

∫ t′

0
dtGk

i (y⃗ − x⃗, t′ − t)(DtF )i(x⃗, t) = (26)

=

M2∑
i=1

∑
x⃗∈Zn

[Gk
i (y⃗ − x⃗, t′ − t)Fi(x⃗, t)]

t=t′
t=0 −

M2∑
i=1

∑
x⃗∈Zn

∫ t′

0
dt(DtG

k
i )(y⃗ − x⃗, t′ − t)Fi(x⃗, t) =

= Fk(y⃗, t)−
M2∑
i=1

Gk
i (y⃗, t)ωi +

M2∑
i=1

∑
x⃗∈Zn

∫ t′

0
dtGk

i (y⃗ − x⃗, t′ − t)(LF )i(x⃗, t)

Dove abbiamo integrato per parti e sfruttato le condizioni al contorno precedentemente presentate.
Da ciò deduciamo:

0 ≤ Fk(x⃗, t) ≤
M2∑
i=1

Gk
i (x⃗, t)ωi (27)

Ciò, date le proprietà già presentate di Gk
i (x⃗, t), conclude la dimostrazione.
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3 STUDIO DI POTENZIALI

3 Studio di potenziali

3.1 Potenziale di hopping costante

Affrontiamo ora lo studio di un potenziale di hopping costante, cioè la cui hamiltoniana è descritta
da una matrice H(s) (s ∈ R costante caratteristica del sistema) in cui H(s)i,j = s · (δi,j−1 + δi,j+1).
Abbiamo dunque:

H(s) =


0 s 0 0 0 · · · 0 0
s 0 s 0 0 · · · 0 0
0 s 0 s 0 · · · 0 0
...

...
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 0 0 · · · s 0


Detta T la matrice definita tamite Ti,j = δi,j−1 + δi,j+1 risulta evidente che |ψs(t)⟩ = e−iH(s)t|ψ(0)⟩ =
e−iT ·st|ψ(0)⟩. Otteniamo dunque che |ψs(t)⟩ = |ψ1(ts)⟩. Ci è quindi sufficiente studiare il caso in cui
s = 1 e H(s) = T . Tutte le altre configurazioni deriveranno da questa tramite un riscalamento dei
tempi.
Troviamo autovettori ortonormali v⃗n e autovalori λn della matrice T . Ci è possibile scomporre ψ⃗(0) =
e⃗x nella base composta dagli autovettori normalizzati tramite la relazione e⃗x =

∑N
n=1 vn(x)v⃗n (in

cui con vn(x) abbiamo indicato la componente x-esima dell’n-esimo autovettore). Abbiamo dunque
ψ⃗(t) =

∑N
n=1 e

−iλntvn(x)v⃗n. La probabilità di trovare la particella in posizione y al tempo t è P (y, t) =
|ψ(y, t)|2.

3.1.1 Risultati analitici preliminari

Detto Pn(x) il polinomio caratteristico della matrice T di dimensione n × n, abbiamo le seguenti
relazioni:

• P1(x) = −x

• P2(x) = x2 − 1

• Pn(x) = −xPn−1(x)− Pn−2

Grazie a queste equazioni ci è possibile scrivere il polinomio caratteristico tramite una formula analitica
(dimostrabile facilmente tramite induzione):

Pn(x) =

n∑
r=0

(1 + (−1)r)

2
(−1)

r
2
+[n]2

(
n− r

2
r
2

)
xn−r

In cui con [n]2 intendiamo il modulo di n in base 2. Detti λj con 1 ≤ j ≤ n gli autovalori della matrice ci
è possibile trovare i corrispondenti autovettori (ancora non normalizzati) tramite le seguenti relazioni:

• vi(2) = λivi(1)

• vi(j) = λivi(j − 1)− vi(j − 2)

• vi(n− 1) = λivi(n)

Supponiamo che vi(j) = Asen(jθi) + Bcos(jθi). Imponendo la relazione appena esposta tra le com-
ponenti degli autovettori abbiamo:

λivi(j) = λi(Asen(jθi) +Bcos(jθi)) = (28)

= Asen((j − 1)θi) +Bcos((j − 1)θi) +Asen((j + 1)θi) +Bcos((j + 1)θi) =

= A(2sen(jθi)cos(θi)) +B(2cos(θi)cos(jθi)) = 2cos(θi)vi(j)

6



3.1 Potenziale di hopping costante 3 STUDIO DI POTENZIALI

Troviamo dunque che λi = 2cos(θi). Sfruttando le condizioni al contorno nelle relazioni fra componenti
troviamo: {

Asin(2θi) +Bcos(2θi) = 2cos(θi)(Asen(θi) +Bcos(θi))

Asen((n− 1)θi) +Bcos((n− 1)θ) = 2cos(θi)(Asen(nθi) +Bcos(nθi))
(29)

{
A(sen(2θi)− 2cos(θi)sen(θi)) +B(cos(2θi)− 2cos2(θi)) = 0

A(sen((n− 1)θi − 2cos(θi)sen(nθi)) +B(cos((n− 1)θi)− 2cos(θi)cos(nθi)) = 0{
B(−sen2(θi)− cos2(θi)) = 0

A(−sen(nθi)cos(θi)− sen(θi)cos(nθi)) +B(cos((n− 1)θi)− 2cos(θi)cos(nθi)) = 0

Troviamo quindi B = 0. Di conseguenza 0 = −sen(nθj)cos(θj)− sen(θj)cos(nθj) = −sen((n+ 1)θj),
che ha soluzioni θj =

jπ
n+1 . Gli autovalori sono dunque λj = 2cos( jπ

n+1). Nel caso in cui s ̸= 1 troviamo

quindi λj(s) = 2scos( jπ
n+1). Gli autovettori sono invece indipendenti da s e possono essere ricavati

tramite la formula ricorsiva presentata.

3.1.2 Evoluzione temporale generale

Abbiamo eseguito queste operazioni per diversi tempi tramite programma, considerando un reticolo
con N=101 e x=51, e ottenuto il seguente grafico (in cui a colori più scuri corrispondono probabilità
più alte):

Figura 1: Evoluzione temporale della distribuzione di probabilità con hopping costante

Risulta graficamente che il fronte d’onda principale si muove a velocità costante. Per dimostrare più
rigorosamente questo risultato defininiamo ”tempo di raggiungimento” per una data posizione il tempo
per cui in tale posizione abbiamo probabilità massima nell’intervallo di tempi selezionato. Grafichiamo
il tempo di raggiungimento per le diverse posizioni, sfruttando come intervallo di tempi (0− 30) 1

eV ed
escludendo le ultime 5 posizioni per evitare che tale tempo non si riferisca al fronte d’onda diretto ma
alla sua riflessione sulle pareti.
L’incertezza sul tempo di raggiungimento è stata stimata come t+−t−

2 , in cui t+ è il primo tempo
successivo al tempo di raggiungimento in cui la probabilità è inferiore al 60% di quella massima,
mentre t− è l’ultimo tempo precedente al tempo di raggiungimento in cui la probabilità è inferiore al
60% di quella massima. Tale stima è stata applicata anche nei casi successivi ed è stata scelta come
approssimazione di una deviazione standard nel caso di un fronte d’onda di forma gaussiana. Infatti
il fronte d’onda tende ad allargarsi nell’evoluzione ed è difficile considerare con esattezza il suo centro.
Di seguito il grafico dei risultati, in cui poniamo come 1 la posizione immediatamente successiva a x:
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Figura 2: Tempo di raggiungimento della probabilità di soglia

Tale distribuzione ha indice di Pearson p = 0, 999992 (ove p(x, y) =
σxy

σxσy
), abbondantemente com-

patibile con una velocità costante del fronte d’onda. Operando un’interpolazione lineare otteniamo
t = mx + q, con m = (0, 52 ± 0, 05) 1

eV e q = (0, 5 ± 0, 7) 1
eV . Notiamo innanzitutto che l’ordinata

all’origine è compatibile con 0, come ci aspettavamo. Inoltre da questi dati possiamo trovare la ve-
locità v = (1, 9±0, 2)eV . Tale valore è compatibile con v = 2, che ci aspetteremmo per considerazioni

teoriche. Infatti la velocità massima di gruppo corrisponde a max(dEdk ) = max(
dλj

d( jπ
n+1

)
) = 2.

3.1.3 Coerenza con il modello teorico

Verifichiamo rapidamente che il nostro programma confermi |ψs(t)⟩ = |ψ1(ts)⟩. Ripercorriamo la diag-
onalizzazione di H(s) e, facendo variare s, consideriamo il tempo di raggiungimento t della posizione
N − 10. Per scegliere l’intervallo di tempo in cui considerare il tempo di raggiungimento abbiamo
precedentemente operato una stima approssimativa in cui abbiamo graficato il tempo tr in cui, in
posizione N − 10, si raggiunge una probabilità del 3% e successivamente considerato un intervallo
[0, 1110 t

r].
In base a tali tempi calcoliamo la velocità v(s) = N−10

t di diffusione al variare di s tra 0,1 eV e 5
eV. Ci aspettiamo che i tempi siano inversamente proporzionali a s, mentre le velocità direttamente
proporzionali. Grafichiamo inoltre la velocità teorica:

vt(s) = max(λj+1(s)− λj(s))
N + 1

π
(30)

in cui gli autovalori λj(s) sono ordinati in ordine crescente. Questa forma è un’approssimazione
discretizzata della normale formula della velocità di gruppo vg = dE

dk , in cui consideriamo la velocità
massima. Di seguito i risultati:

Figure 3 e 4: Tempi di raggiungimento e velocità al variare di s

Vediamo che non ci sono particolari discrepanze con il modello lineare. In particolare l’indice di
Pearson per la seconda distribuzione è p = 0.999996. Tramite interpola¡ione lineare troviamo che la
velocità velocità è v(s) = m · s+ q, con m = 1, 9± 0, 2 e q = (0, 0± 0, 3) eV.
Tale stima è coerente con la precedente. Inoltre, come ci aspettavamo, l’ordinata all’origine è abbon-
dantemente compatibile con 0.
L’accordo con il modello teorico è piuttosto buono: anche se si nota una certa deviazione, essa è
comunque all’interno dell’incertezza
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3.2 Potenziale con energie onsite dimerizzate

Passiamo al potenziale con energie onsite dimerizzate, descritto tramite la relazione:
H(s, a, b)i,j = s · (δi,j−1 + δi,j+1) + δi,j

1
2 [(1 + (−1)i)b− (−1 + (−1)i)a] (a, b, s ∈ R).

H(s, a, b) =


a s 0 0 0 0 · · ·
s b s 0 0 0 · · ·
0 s a s 0 0 · · ·
0 0 s b s 0 · · ·
...

...
...

...
...

...
. . .

 =


b 0 0 0 · · ·
0 b 0 0 · · ·
0 0 b 0 · · ·
0 0 0 b · · ·
...

...
...

...
. . .

+ s ·


a−b
s 1 0 0 0 · · ·
1 0 1 0 0 · · ·
0 1 a−b

s 1 0 · · ·
0 0 1 0 1 · · ·
...

...
...

...
...

. . .

 =

= b · 1+ s ·K(
a− b

s
)

Definiamo r = a−b
s . Detti v⃗r,n gli autovettori ortonormali di K(r) e λn(r) i rispettivi autovalori,

abbiamo che ψ⃗b,s,r(0) =
∑N

n=1 vr,n(x)v⃗r,n.

Otteniamo ψ⃗b,s,r(t) =
∑N

n=1 e
−i(b·1+s·K(r))tvr,n(x)v⃗r,n =

∑N
n=1 e

−i(bt+stλn(r))vr,n(x)v⃗r,n. Abbiamo quindi

che ψ⃗b,s,r(t) = e−ibtψ⃗0,1,r(st). Poiché noi siamo interessati non alla funzione d’onda in quanto tale ma
alla probabilità, abbiamo che Pb,s,r(y, t) = P0,s,r(y, t) =: Ps,r(y, t) = P1,r(y, st). Notiamo che r è
quindi l’unico parametro significativo nello studio della diffusione della particella, mentre b non ha
effetto nell’evoluzione della probabilità e s ha un effetto equivalente a quello che aveva s nel caso
dell’hopping costante.
Di seguito, a titolo esemplificativo, mostriamo la simulazione dell’evoluzione del sistema per diverso
valore di b e uguale valore di r:

Figure 5 e 6: Confronto di evoluzione temporale per b = 0 eV e b = 50 eV

Come ci aspettavamo i due sistemi evolvono nello stesso modo. La successiva analisi sarà dunque
compiuta in funzione di r.

3.2.1 Evoluzione temporale generale

Proviamo a vedere l’evoluzione temporale per alcuni valori di r in modo da inquadrare la situazione,
imponendo N = 101 e x = 51. Per semplicità consideriamo r ≥ 0 (per r ≤ 0 è sufficiente definire

K ′(r′) = H(s,a,b)−a·1
s con r′ = b−a

s , il che implicherebbe solo un’inversione di parità nel sistema e lievi
effetti di bordo):

9



3.2 Potenziale con energie onsite dimerizzate 3 STUDIO DI POTENZIALI

Figure 7, 8, 9 e 10: Evoluzione temporale della distribuzione di probabilità con r = 0, 5, r = 2, r = 5
e r = 10

Notiamo che in questo caso il fronte d’onda principale è composizione di fronti d’onda secondari
ravvicinati, più densi e corti al crescere di r. In ciascun caso la velocità può ancora essere considerata
costante, ma, specie per valori di r bassi, ci aspettiamo risultati meno puliti rispetto al caso analogo
precedente (3.1.2). Notiamo inoltre che, al crescere di r, diventa sempre meno probabile trovarsi in
una posizione y tale per cui [x− y]2 = 1.
Grafichiamo dunque di nuovo i tempi di raggiungimento t al variare della posizione per diversi valori
di r, seguendo il procedimento già descritto:

Figure 11, 12, 13 e 14: Tempo di raggiungimento con r = 0, 5, r = 2, r = 5 e r = 10

Come ci aspettavamo si notano diversi fronti d’onda ravvicinati. Vediamo anche che al crescere di r
il tempo di raggiungimenteo t ha incertezze notevolmente più ampie per posizioni con la stessa parità
di x. Ciò è dovuto all’asimmetria già desritta, per cui il fronte d’onda si riduce sia in intensità che in
ampiezza in posizioni con parità opposta ad x.
L’indice di Pearson, anche se meno alto che nel caso dell’hopping costante, è comunque compreso tra
p = 0, 997 e p = 0, 9996. Possiamo dunque lavorare nell’approssimazione di un singolo fronte d’onda
che si muove a velocità costante. Tale velocità è chiaramente decrescente al crescere di r.

3.2.2 Dipendenza della velocità da r

Grafichiamo, al variare di r, il tempo di raggiungimento t(r) in posizione N − 11 per 0 ≤ r ≤ 15.
A tale grafico sovrapponiamo quello equivalente di t(r′) con dipendenza da r′ e evoluzione data da
K ′(r′). Grafichiamo inoltre la velocità v(r) = N−11−x

t(r) , comparata con il valore teorico vt(r) (eq. (30)).
Di seguito i risultati:
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Figure 15 e 16: Tempi di raggiungimento e velocità al variare di r

Come ci aspettavamo non ci sono significative deviazioni tra l’evoluzione data da K(r) e quella data
da K ′(r′), né con il modello teorico. Notiamo che il tempo di raggiungimento t(r) ha un andamento
lineare, che viene leggermente distorto per valori molto bassi di r.
Cerchiamo di comprendere se questa distorsione sia intrinseca del sistema o un risultato dato dalla
limitata capacità di calcolo del computer e dalla scelta arbitraria della dimensione del reticolo.
Operando un’interpolazione lineare per r compreso tra 5 e 20 otteniamo t = r · (10± 1) 1

eV 2 + (11, 4±
0, 1) 1

eV e una conseguente v(r) = N−11−x
t . Imponendo r = 0 dovremmo riottenere la velocità stimata

nel caso di hopping costante. Invece otteniamo v(0) = 3, 51± 0, 03 eV.
Il tempo di raggiungimento per r = 0 è invece tr=0 = 20, 0± 0, 1 1

eV , con conseguente velocità v(0) =
2, 00 ± 0, 01 eV, che è compatibile con il risultato per hopping costante. Giungiamo quindi alla
conclusione che l’andamento per r bassi sia genuinamente non lineare. Di seguito un ingrandimento
del tempo di raggiungimento per r bassi con N = 101, x = 51 e N = 201, x = 101. Decidiamo di
avere un dettaglio anche per una catena di lunghezza maggiore per rendere l’andamento più visibile,
dato che la lunghezza di un fronte d’onda secondario e meno significativa rispetto alla lunghezza del
sistema. Di seguito i risultati:

Figure 17 e 18: Tempi di raggiungimento per 0 ≤ r ≤ 1, 5 con N = 101 e N = 201

Notiamo un effettivo discostamento dal modello lineare.
Ci chiediamo quindi se l’andamento, esclusi gli r piccoli, sia veramente lineare. Proviamo a operare
un’altra interpolazione lineare, ponendo r compreso fra 140 e 150. troviamo t = r · (11 ± 1) 1

eV 2 +
(11, 6 ± 0, 2) 1

eV , una retta compatibile con quella trovata per i valori di r tra 5 e 20. Ciò ci porta a
pensare che, esclusi valori di r molto bassi, l’andamento temporale sia genuinamente lineare.

3.2.3 Dipendenza dell’asimmetria da r

Imponiamo ora N = 100 e x = 50. Chiamiamo ti = 5000 + 5000 i
250 con 1 ≤ i ≤ 250. Definiamo

P+
i =

∑
y|[y−x]2=0 P (y, ti), P

−
i =

∑
y|[y−x]2=1 P (y, ti). Abbiamo quindi P+ =< P+

i >, con incertezza

δ(P+) =
σ(P+

i )√
250

e P− =< P−
i >, con incertezza δ(P−) =

σ(P−
i )√

250
. L’indice di asimettria fra posizioni

a parità uguale a x e posizioni a parità oposta è definito A = P+ − P−, con incertezza δ(A) stimata
tramite propagazione degli errori. Eseguiamo questa analisi sia sfruttando l’evoluzione data da K(r)
sia quella data da K ′(r′). Analizziamo inoltre una proposta di linearizzazione, ponendo sull’asse delle

ascisse f(A) =
√

A
1−A (anche qui incertezza stimata tramite propagazione degli errori). Di seguito i
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risultati:

Figure 19 e 20: Dipendenza di A e di f(a) da r e r′

Notiamo innanzitutto che, come ci aspettavamo, non ci sono differenze significative fra l’evoluzione
data da K(r) e quella data da K ′(r′). La linearizzazione ha un buon comportamento, con indice di
Pearson p = 0, 99997, da cui però tende a discostarsi per r → 0. Concentriamoci su questa zona
e confrontiamola con una nel regime lineare, per comprendere se sia una caratteristica fondante del
sistema o un problema di calcolo della simulazione:

Figure 21 e 22: Tentativo di linearizzazione per 0 ≤ r ≤ 0, 3 e per 4 ≤ r ≤ 4, 5

Notiamo come il risultato netto della linearizzazione per r → 0 non dia risultati soddisfacenti a
prescindere dalla risoluzione, mentre per r sufficientemente grande il comportamento generale sia
lineare, anche se non particolarmente pulito. Ci limitiamo dunque a considerare i valori di r ≥ 1.
Tramite interpolazione lineare troviamo che f(A) = mr + q, con m = 0, 3 ± 0, 1 e q = 0, 22 ± 0, 02.
Notiamo che l’ordinata all’origine è significativamente diversa da 0. Ciò conferma ancora che la nostra

approssimazione lineare non si applica per r → 0. Per r ≳ 1 abbiamo infine A = (mx+q)2

(mx+q)2+1

3.3 Potenziale di hopping dimerizzato

Passiamo ora al potenziale di hopping dimerizzato, cioè desritto tramite la relazione: H(a.b)i,j =
δi,j+1

2 [(1− (−1)i)a+ (1 + (−1)i)b] +
δi,j−1

2 [(1 + (−1)i)a+ (1− (−1)i)b] (a, b ∈ R).

H =


0 a 0 0 0 0 · · ·
a 0 b 0 0 0 · · ·
0 b 0 a 0 0 · · ·
0 0 a 0 b 0 · · ·
...

...
...

...
...

...
. . .

 = b


0 a

b 0 0 0 0 · · ·
a
b 0 1 0 0 0 · · ·
0 1 0 a

b 0 0 · · ·
0 0 a

b 0 1 0 · · ·
...

...
...

...
...

...
. . .

 = b·D(s) = a


0 1 0 0 0 0 · · ·
1 0 b

a 0 0 0 · · ·
0 b

a 0 1 0 0 · · ·
0 0 1 0 b

a 0 · · ·
...

...
...

...
...

...
. . .


= a ·D′(s′)

Dove s = a
b e s′ = b

a . A seconda che sfruttiamo D(s) o D′(s′) nell’analisi il ruolo rispettivamente di
b o di a avrà il risultato di un riscalamento nei tempi. Ci aspettiamo che le varie proprietà di D(s)
varino al variare di s come quelle di D′(s′) al variare di s′, a meno di lievi effetti di bordo. Man mano
porteremo conferma a questa ipotesi.
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3.3.1 Risultati teorici preliminari e confronto tra D(s) e D(−s)

Consideriamo l’evoluzione data da D(s). Su quella data da D′(s′) si possono applicare considerazioni
simili. Detto Pn(x) il polinomio caratteristico della matrice D(s) di dimensione n × n. Abbiamo i
seguenti risultati:

• P1(x) = −x

• P2(x) = x2 − 1

• Pn = −xPn−1 − s2Pn−2 per n dispari

• Pn = −xPn−1 − Pn−2 per n pari

Notiamo che il polinomio caratteristico è una funzione pari (n pari) o dispari (n dispari). Dunque se
λj è autovalore di D(s) anche −λj lo è. Inoltre, poiché Pn dipende solo da potenze pari di s, D(s) ha
gli stessi autovalori di D(−s).
Consideriamo l’autovettore v⃗j corrispondente all’autovalore λj . Possiamo costruirlo, a meno di nor-
malizzazione, tramite il seguente procedimento:

• vj(1) = 1

• vj(2) = λj

• vj(i) =
λjvj(i−1)−vj(i−2)

s per i dispari

• vj(i) = λjvj(i− 1)− svj(i− 2) per i dispari

• λjvj(n) = vj(n− 1) per n pari

• λjvj(n) = svj(n− 1) per n dispari

Si dimostra facilmente per induzione che, detto v⃗−j l’autovettore corrispondente all’autovalore −λj ,
vj(i) = v−j(i) per i pari e vj(i) = −v−j(i) per i dispari.
Allo stesso modo si dimostra per induzione che, detto v⃗−j l’autovettore corrispondente all’autovalore λj
nella matrice D(−s), v−j (i) = vj(i) per [i]4 = 1, 2 e v−j (i) = −vj(i) per [i]4 = 3, 4. Queste relazioni ci
permettono di dimostrare che è indifferente considerareD(s) oD(−s), poiché il contributo complessivo
alla probabilità dato da v⃗j e v⃗−j è equivalente a quello dato da v⃗−j e v⃗−−j . D’ora in avanti quindi ci
concentreremo su s ≥ 0. Per verificare questa relazione grafichiamo il tempo di raggiungimento per
N = 101, x = 50 per la posizione N − 10 (che verrà analizzato meglio in seguito):

Figure 23 e 24: Confronto dei tempi di raggiungimento tra s e −s e tra s′ a −s′

3.3.2 Caso particolare per a = 0 o b = 0

Nel caso in cui a = 0 ci è possibile sfruttare esclusivamente la riparametrizzazione H = b · D(0),
mentre nel caso b = 0 abbiamo solo H = a ·D′(0). Studiamo la diffusione teoricamente in questi casi
particolari.
Per a = 0 D(0) ha autovettori v⃗1 = e⃗1 con autovalore λ1 = 0, v⃗+i = 1√

2
(e⃗2i + e⃗2i+1) con autovalori

λ+i = 1, v⃗−i = 1√
2
(e⃗2i − e⃗2i+1) con autovalori λ−i = −1 (1 ≤ i ≤ N−1

2 per N dispari e 1 ≤ i ≤ N−2
2 per
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N pari) e, per N pari, v⃗N = e⃗N con autovalore λN = 0. Per una particella che a t = 0 si trova in x
con probabilità 1 troviamo:

• se x = 0 o, per N pari, x = N , il caso è banale: e⃗x è autovettore di D(0) e la particella rimane
ferma;

• negli altri casi per x pari e⃗x = 1√
2
(v⃗+i + v⃗−i ). Abbiamo dunque ψ⃗(t) = 1√

2
(e−itv⃗+i + eitv⃗−i ) =

(cos(t)e⃗x + isen(t)e⃗x+1);

• per x dispari troviamo invece e⃗x = 1√
2
(v⃗+i − v⃗−i ). Abbiamo dunque ψ⃗(t) = 1√

2
(e−itv⃗+i − eitv⃗−i ) =

(cos(t)e⃗x + isen(t)e⃗x−1).

Per b = 0 D′(0) ha autovettori v⃗+i = 1√
2
(e⃗2i−1 + e⃗2i) con autovalori λ+i = 1, v⃗−i = 1√

2
(e⃗2i−1 − e⃗2i) con

autovalori λ−i = −1 (1 ≤ i ≤ N−1
2 per N dispari e 1 ≤ i ≤ N

2 per N pari) e, per N dispari, v⃗N = e⃗N
con autovalore λN = 0. Per una particella che a t = 0 si trova in x con probabilità 1 troviamo:

• per x = N e N dispari e⃗x è autovettore di D′(0) e la particella rimane ferma;

• negli altri casi per x pari e⃗x = 1√
2
(v⃗+i − v⃗−i ). Abbiamo dunque ψ⃗(t) = 1√

2
(e−itv⃗+i − eitv⃗−i ) =

(cos(t)e⃗x + isen(t)e⃗x−1);

• per x dispari troviamo invece e⃗x = 1√
2
(v⃗+i + v⃗−i ). Abbiamo dunque ψ⃗(t) = 1√

2
(e−itv⃗+i + eitv⃗−i ) =

(cos(t)e⃗x + isen(t)e⃗x+1).

Troviamo che, nel complesso, se a = 0 o b = 0 la particella o rimane ferma ai limiti della catena,
oppure il suo moto è limitato tra la posizione iniziale e quella immediatamente precedente o successiva,
a seconda della parità. Ciò non ci sorprende, se pensiamo che in questi casi D(0) e D′(0), esclusi al
più i limiti della catena, possono essere riscritti come prodotto tensoriale fra la matrice identità e

σx =

(
0 1
1 0

)
. Di seguito i risultati ottenuti tramite simulazione:

Figure 25 e 26: Evoluzione temporale generale e probaabilità all’origine e nella posizione successiva
al variare del tempo per b = 0

Abbiamo dunque dimostrato che la velocità di propagazione per s = 0 o per s′ = 0 è uguale a 0.
Questo risultato ci sarà utile in seguito.

3.3.3 Evoluzione temporale generale

Poniamo N = 101 e x = 51 e visualizziamo l’evoluzione dell’onda data da D(s) al variare di s. Di
seguito i risultati:

14



3.3 Potenziale di hopping dimerizzato 3 STUDIO DI POTENZIALI

Figure 27, 28, 29 e 30: Evoluzione temporale della distribuzione di probabilità con s = 0, 2, s = 0, 5,
s = 2 e s = 5

Come nel caso del potenziale dimerizzato vediamo che il fronte d’onda principale è composto da fronti
d’onda secondari. Notiamo inoltre che la velocità del fronte d’onda principale appare aumentare molto
valocemente per valori bassi di s, per poi crescere molto più lentamente, se non stabilizzarsi. Secondo
il metodo già presentato, visualizziamo i fronti d’onda graficando i tempi di raggiungimento t al variare
della posizione:

Figure 31, 32, 33 e 34: Tempo di raggiungimento con s = 0, 2, s = 0, 5, s = 1, 5 e s = 10

Vediamo chiaramente i fronti d’onda secondari per s prossimo a 1. In ogni caso troviamo un indice di
pearson compreso fra p = 0, 999 e p = 0, 997. Procediamo dunque l’analisi nell’approssimazione di un
singolo fronte d’onda che si muove a velocità constante.
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3.3.4 Dipendenza della velocità da s

Studiamo ora la velocità di propagazione al variare di s e s′. Poniamo x = 51 e grafichiamo il
tempo di raggiungimento t per cui la probabilità alla posizione N − 10 è massima, sia al variare di
s sfruttando D(s) sia la variare di s′ sfruttando D′(s′). In base a questi dati grafichiamo anche la
velocità v(s) = N−10−x

t , comparata con il valore teorico vt(s) (eq. (30)). Di seguito i risultati:

Figure 35 e 36: Tempi di raggiungimento e velocità al variare di s e s′

Non sono presenti particolari incongruenze con il modello teorico, né fra l’evoluzione data da D(s)
e quella data da D′(s′). Sappiamo inoltre che (esclusi i casi in cui a = 0 o b = 0, già analizzati)
D(s) = sD′(1s ) . Di conseguenza, poiché possiamo considerare indipendentemente D(s) o D′(s′),
v(s) = sv(1s ). Studiamo dunque il comportamento del tempo di raggiungimento e velocità per 0, 1 ≤
s ≤ 1. Di seguito i risultati:

Figure 37 e 38: Tempi di raggiungimento e velocità per 0, 1 ≤ s ≤ 1

L’andamento della velocità risulta lineare al variare di s, con un indice di Person p = 0, 998. Abbiamo
quindi che v(s) = ms + q, con m = (1, 9 ± 0, 5)eV e q = (0, 00 ± 0, 03)eV . Il valore dell’ordinata
all’origine è compatibile con 0, valore che abbiamo anche dimostrato teoricamente. Possiamo dunque
porlo a 0 nella nostra analisi. Abbiamo quindi v(s) = ms per 0 ≤ s ≤ 1 e v(s) = sv(1s ) = s ·m1

s = m
per s ≥ 1. Abbiamo quindi che la velocità è costante per s ≥ 1, con un valore compatibile con
quello trovato per l’hopping costante (che è equivalente al caso ora in analisi per s = 1). Proviamo a
confermare questa ipotesi analizzando tempo di raggiungimento e velocità per 1 ≤ s ≤ 50. Di seguito
i risultati:

Figure 39 e 40: Tempo di raggiungimento e velocità per 1 ≤ s ≤ 50 e 1 ≤ s′ ≤ 50
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3.3 Potenziale di hopping dimerizzato 3 STUDIO DI POTENZIALI

Abbiamo un indice di Pearson p = 0, 9992, quindi anche in questo caso una buona dipendenza lineare.
Operando un’interpolazione lineare troviamo v(s) = m′s + q′ con m′ = (−0, 1 ± 0, 2)eV e q′ =
(1, 9±0, 4)eV . Il valore di m′ è compatibile con 0 e quello di q′ è compatibile con quello di m. I nostri
risultati sono quindi coerenti con una velocità costante v(s) = m per s ≥ 1.
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4 VELOCITÀ MASSIMA PER POTENZIALE A LUNGO RAGGIO

4 Velocità massima per potenziale a lungo raggio

Studieremo un reticolo unidimensionale in cui l’interazione fra due elementi del sistema scala come
1
rα , dove α > 1 e, detta x la posizione del primo elemento e y la posizione del secondo elemento,
r = |x− y|.
In particolare ci concentreremo sulla quantità definita come:

Qr(t) =
1

2

∣∣∣⟨ψ|U †Ar(t)U |ψ⟩ − ⟨ψ|Ar(t)|ψ⟩
∣∣∣ (31)

Dove |ψ⟩ è lo stato iniziale, scelto in maniera arbitraria, U è un operatore unitario che perturba
una singola posizione a tempo t∗ = 0 e Ar(t) un’osservabile che agisce a una distanza r rispetto
alla posizione della perturbazione e a un tempo t successivo a t∗. Per comodità poniamo −1 ≤
⟨ϕ|Ar(t)|ϕ⟩ ≤ 1 per ogni |ϕ⟩. Abbiamo quindi che 0 ≤ Qr(t) ≤ 1. Qr(t) quantifica la capacità del
sistema di trasmattere informazione a una distanza r in un tempo t.
Considereremo un sistema la cui hamiltoniana è espressa tramite l’espressione

∑
i<j Jijhij . In questa

impostazione hij è un operatore che agisce sulle posizioni i e j e il cui valore di aspettazione è compreso
fra -1 e 1, mentre Jij =

1
rαij

per i ̸= j (dove rij = |i− j|) e Jii = 1 (quest’ultima richiesta è posta per

questioni di convenienza). In particolare dimostreremo che:

Qr(t) ≤ c1(e
v1t − 1)e−µr + c2

ev2t − 1

[(1− µ)r]α
(32)

In cui c1, c2, v1 e v2 sono finiti per ogni α > 1 e indipendenti da r e t. µ è invece un parametro tale
che 0 < µ < 1 che possiamo ottimizzare a seconda della caratteristica studiata nel sistema.

4.1 Dimostrazione

Sfrutteremo il risultato noto:

Qr(t) ≤
∞∑
n=1

(2λt)n

n!
Jn(i, j) (33)

Dove Jn(i, j) :=
∑

k1,...,kn−1
Jik1Jk1k2 ...Jkn−1j e λ =

∑
k Jik. Jn(i, j) rappresenta il contributo di

processi che partono da i e terminano in j composti da n fenomeni di hopping.
Abbiamo quindi: ∑

k

JikJkj =
∑
rik≤1

JikJkj +
∑
rik≥2

JikJkj ≤ (34)

≤
∑
rik≤1

JikJkj + 2 · 2αJij
∑
rik≥2

Jik ≤ 2(2
∑
rik≤1

JikJkj + 2αJij
∑
rik≥2

Jik)

Dove la prima disuguaglianza può essere spiegata pensando che se k è più vicino a i che a j rkj ≥
rij
2 ,

dunque Jkj ≤ 2αJij . Il fattore 2 è invece dovuto ai termini nella somma in cui k è più vicino a j che
a i.
Poiché il termine

∑
rik≥2 Jik non contiene termini di hopping al primo successivo possiamo impostare

le seguenti disequazioni:∑
rik≥2

Jik ≤ 2
∑

[rik]2=0

r−α
ik = 2

∑
rik≥1

(2rik)
−α = 2−α+1(λ− 1) (35)

Sfruttando infine Jij ≤
∑

rik≤1 Jkj =
∑

rik≤1 JikJkj troviamo che:∑
k

JikJkj ≤ 4λ
∑
rik≤1

JikJkj (36)

Ripetendo il medesimo procedimento iterativamente otteniamo che:

Jn(i, j) ≤ (4λ)n−1
∑

rik1≤1,...,rkn−2kn−1
≤1

Jik1 ...Jkn−1j (37)
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4.2 Interpretazione 4 VELOCITÀ MASSIMA PER POTENZIALE A LUNGO RAGGIO

Il valore massimo per ogni addendo nella sommatoria è (r − n+ 1)−α, corrispondente n− 1 passaggi
consecutivi di lunghezza 1 da j in direzione di i e un ultimo salto di lunghezza r − n + 1. Inoltre,
poiché per ogni k ci sono tre posizioni con distanza massima 1, cioè k − 1, k e k + 1, il numero totale
di addendi nella sommatoria è 3n−1. Troviamo quindi la disuguaglianza Jn ≤ (12λ)n−1(r − n+ 1)−α.
Tuttavia questa maggiorazione non ci è utile all’avvicinarsi di n a r e, in particolare, per n > r.
Scegliamo quindi un parametro µ ∈]0, 1[ e sfruttiamo la disuguaglianza ottenuta per valori n < ⌈µr⌉
(dove con ⌈µr⌉ intendiamo la parte intera di µr approssimata per eccesso, dunque n varia fra 1 e il
più grande intero minore di µr). Considerando solo questi valori di n, troviamo che:

⌈µr⌉−1∑
n=1

(2λt)n

n!
Jn ≤ c2

ev2t − 1

[(1− µ)r]α
(38)

dove c2 =
1

12λ e v2 = 24λ2.
Consideriamo ora la sommatoria per n ≥ ⌈µr⌉. Essa è dominata dal fattore con ⌈µr⌉ salti, ciascuno
di lunghezza 1

µ . Sfruttiamo la disuguaglianza Jn ≤ λn−1 e il fatto che eµr−n ≤ 1 per ottenere:

∞∑
n=⌈µr⌉

(2λt)n

n!
Jn(i, j) ≤

∞∑
n=⌈µr⌉

(2λ2t)n

n!λeµr−n
≤ c1

ev1t − 1

eµr
(39)

dove v1 = 2λ2e e c1 = λ−1. In tal modo otteniamo un decadimento esponenziale a lughezza caratter-
istica 1

µ , come ci aspettavamo. Ricomponendo l’intera sommatoria troviamo l’equazione (31). Come
richiesto, c1, c2, v1 e v2 sono indipendenti da t e r e non divergono con α.

4.2 Interpretazione

Abbiamo dimostrato che:

Qr(t) ≤ c1(e
v1t − 1)e−µr + c2

ev2t − 1

[(1− µ)r]α
(40)

Possiamo definire una zona causale come la zona nel piano r − t in cui il termine destro della dis-
uguaglianza è maggiore di un certo valore. Il primo addendo di tale termine, da solo, darebbe ap-
prossimativamente un limite alla regione causale paragonabile a un potenziale a corto raggio, definita
tramite la relazione v1t ≳ r. Quindi un cono luce lineare con velocità di propagazione dell’informazione
dr
dt ≃ v1 finita.
Il secondo termine da solo invece ci dà una regione causale definita tramite v2t ≳ αlog(r). Questo ter-

mine è quello tipico del lungo raggio e ci dà una velocità di propagazione dell’informazione dr
dt ≃

v2
α e

v2
α
t

che diverge esponenzialmente col tempo.
La somma dei due dà invece una regione causale di tipo misto, il cui comportamento passa da lineare
e logaritmico a una distanza critica rc tale che rc ≃ αlog(rc). Di seguito la rappresentazione della
regione causale e del suo limite al variare di α:

Figure 41 e 42: A sinistra: forma generale della regione causale. A destra: variazione dei confini
della regione causale al variare di α

Notiamo come, per α → ∞, rc → ∞. Questo risultato è molto soddisfacente, perché per α → ∞ il
potenziale diventa a corto raggio e recuperiamo quindi il cono luce a velocità costante descritto nella
seconda sezione.

19



5 STUDIO DI POTENZIALE A LUNGO RAGGIO

5 Studio di potenziale a lungo raggio

Studiamo ora il potenziale a lungo raggio, definito dall’hamiltoniana H(k) tale che H(k)i,j = 1
|i−j|k

per i ̸= j e H(k)i,i = 0 (k ∈ R+), cioè:

H(k) =


0 1k 1

2

k 1
3

k 1
4

k 1
5

k · · ·
1k 0 1k 1

2

k 1
3

k 1
4

k · · ·
1
2

k
1k 0 1k 1

2

k 1
3

k · · ·
1
3

k 1
2

k
1k 0 1k 1

2

k · · ·
...

...
...

...
...

...
. . .


Tale hamiltoniana ha autovalori λj = −2

∑∞
n=1

cos(n·
2πrj
N

)

nk con rj = −N
2 ,−

N
2 + 1, ..., N2 − 1

5.0.1 Evoluzione temporale generale

Poniamo N = 101 e x = 51 e visualizziamo l’evoluzione dell’onda al variare di k. Di seguito i risultati:

Figure 43, 44, 45 e 46: Evoluzione temporale della distribuzione di probabilità con k = 0, 5, k = 1,
k = 1, 7 e k = 2

Notiamo innanzitutto che il fronte d’onda, specie per k prossimo a 0, non può più essere considerato
lineare. La velocità di propagazione dell’onda è, dove ben visibile, decrescente al crescere di k, an-
che se in genere non costante. Inoltre si nota la tendenza a una concentrazione di probabilità vicino
all’origine assente nei casi precedentemente analizzati, tanto più accentuata quanto più prossimo a 0
è k.
Proviamo a dare un abbozzo di fronte d’onda. Dato che esso è poco definito e subito seguito da
successivi fronte d’onda, non possiamo sfruttare la definizione finora sfruttata di tempo di raggiungi-
mento. Definiamo quindi t−(y) il primo tempo tale per cui P (y, t−) ≥ 0, 5%, t+ il primo tempo tale

che t+ ≥ t− e P (y, t−) ≤ 0, 5%. Il nuovo tempo di raggiungimento sarà t = t++t−

2 , con incertezza

data da distribuzione uniforme δ(t) = t+−t−

2
√
12

. La scelta di porre come probabilità di soglia il 0, 5% è

in parte arbitraria ed è stata scelta perché corrisponde approssimativamente a metà della probabilità
che troveremmo in una distribuzione uniforme per l’intera catena. Di seguito i risultati:
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5 STUDIO DI POTENZIALE A LUNGO RAGGIO

Figure 47, 48, 49 e 50: Tempo di raggiungimento con k = 0, 5, k = 1, k = 1, 7 e k = 2

Vediamo che al crescere di k il fronte d’onda diventa più continuo e, specie all’inizio dell’evoluzione,
più approssimabile a un modello a velocità costante (già per k = 1, 7 l’indice di Person è p = 0, 98,
quindi siamo prossimi alla zona in cui potremo sfruttare un’approssimazione lineare).

5.0.2 Dipendenza della velocità da k

Per farci un’idea più precisa del valore di k da cui possiamo considerare un regime di fronte d’onda a
velocità costante, grafichiamo il tempo di raggiungimento t(k) alla posizione y = x + 25 (secondo la
definizione data nel paragrafo precedente). Tale scelta di y è stata presa perché, come abbiamo già
detto, tale approssimazione è più facilmente applicabile lontano dai limiti della catena.
Grafichiamo inoltre la velocità stimata tramite v(k) = 25

t(k) comparata con la velocità teorica vt(k)
stimato nel metodo già esposto. Tale valore teorico potrebbe non avere più riscontri nella simulazione,
poiché tale formula è valida nel regime a corto raggio. Di seguito i risultato per 0, 1 ≤ k ≤ 10:

Figure 51 e 52: Tempo di raggiungimento e velocità al variare di k

Notiamo che, per k → 0, i tempi tendono a divergere, a causa della forte consentrazione all’origine,
che rende difficile raggiungere la probabilità di soglia dello 0, 5%. Segue un’area in cui la funzione
è piuttosto discontinua, dimostrazione che la forma del fronte d’onda per questo regime non è ben
definita. Ci è comunque possibile notare come la velocità cresca notevolmente al decrescere di k. Per
k ≳ 2, 3 la funzione diventa continua. Concentriamoci dunque su quest’ultima area e grafichiamo
anche la velocità di fronte d’onda associata:
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5 STUDIO DI POTENZIALE A LUNGO RAGGIO

Figure 53 e 54: Tempo di raggiungimento e velocità al variare di k per 2, 3 ≤ k ≤ 10

Vediamo che la velocità decresce velocemente per poi stabilizzarsi. Operando un’interpolazione lineare
per 5 ≤ k ≤ 10 otteniamo che, in questo tratto, v(k) = mk + q con m = 0, 01± 0, 02 e q = 1, 9± 0, 1.
La velocità diventa quindi approssimativamente costante, con la relazione v(k) = q. Tale velocità è
compatibile con quella trovata nel caso dell’hopping costante. Ci aspettavamo tale comportamento,
poiché limk→∞H(k) = T .
Notiamo infine che il valore teorico della velocità vt(k) si discosta notevolmente dalle nostre stime
fino a valori di k ≃ 3. Ciò non è dovuto solo ai problemi di definizione della velocità già esposti, ma
anche dal fatto che i valori teorici valgano solo per potenziali a corto raggio (situazione che può essere
approssimata per valori crescenti di k, da cui il maggior accordo per k ≥ 3).
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6 CONCLUSIONI

6 Conclusioni

Abbiamo dimostrato analiticamente nel caso di potenziale a corto raggio in un reticolo unidimensionale
la presenza di un cono luce dato da una velocità massima costante di propagazione dell’informazione.
Abbiamo studiato i casi di potenziale di hopping costante, potenziale con energie onsite dimerizzate
e potenziale di hopping dimerizzato. In tutti questi casi, coerentemente con le aspettative, ci è stato
possibile definire una velocità massima di propagazione, che abbiamo studiato sia a livello teorico
che tramite simulazioni. I due approcci hanno dato risultati compatibili. Inoltre, nei casi in cui un
potenziale poteva essere ricondotto a uno più semplice (in genere quello di hopping costante), sono
stati ottenuti dati coerenti con le aspettative.
Abbiamo studiato teoricamente un particolare caso di potenziale a lungo raggio, in cui l’interazione
scala come 1

rα (in cui r è la distanza fra due siti del reticolo). Abbiamo dimostrato come, al di sopra
di una certa distanza critica rc dipendente da α, non abbiamo più un regime con velocità costante
di propagazione dell’informazione. La velocità di propagazione per rc < r → ∞ tende a divergere.
È importante notare che, per α → ∞, rc → ∞, quindi in tal caso il potenziale si comporta come se
fosse a corto raggio (coerentemente con il modello). Abbiamo poi simulato tale reticolo e verificato
come, per bassi valori di α, sia difficile definire un fronte d’onda che si muove linearmente e abbiamo
verificato che, per α ≳ 3 e per lunghezza N = 101, il comportamento del sistema è assimilabile a uno
a corto raggio, in particolare a quello dato da un potenziale di hopping costante.
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7 Appendice

Riportiamo a titolo esemplificativo i programmi sfruttati per l’analisi nel caso di hopping costante
(per gli altri casi varia solo la definizione della matrice e, nel caso a lungo raggio, quella del tempo di
raggiungimento). Per ragioni di compattezza non includiamo i comandi sfruttati per definire i grafici,
per cui è stata sfruttata la libreria matplotlib.pyplot.

Programma 1: evoluzione temporale generale e visualizzazione dei fronti d’onda:

import numpy as np
import math
import matplotlib
from scipy import linalg as la
import matplotlib.pyplot as plt
N=input(”Lunghezza catena ”)
N=int(N)
x=input(”Posizione iniziale ”)
x=int(x)
s=input(”Valore s ”)
s=float(s)
t=input(”Tempo trascorso ”)
t=float(t)

v0=np.zeros(N) definizione matrice
v0[1]=s
mat=[v0]
j=(-1)**(0.5)
i=0
while i<=N-3:

v=np.zeros(N)
v[i]=s
v[i+2]=s
mat.append(v)
i=i+1
vN=np.zeros(N)

vN[N-2]=s
mat.append(vN)
M=1000
val, vec = la.eigh(mat) autovalori e autovettori
ev=np.zeros((M,N))
time=[]
for i in range(M):

time.append(t/(M)*(i))
for i in range(M): evoluzione dello stato

for r in range(N):
m=0
for g in range(N):

m=m+np.exp(-j*time[i]*val[g])*vec[g][x]*vec[g][r]
ev[i][r]=abs(m)**2

tempo=[]
base=[]
sigma=np.zeros(N-5-x)
for i in range(int(N-5-x)):

temp=[]
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for l in range(M):
temp.append(ev[l][x+1+i])

centroid=np.max(temp) probabilità massima in posizione x+i+1
base.append(i)
posizio=np.argmax(temp)
tempo.append(time[posizio]) tempo di raggiungimento in posizione x+i+1
for l in range(M-1):

if (ev[l][x+1+i]<=(0.6*centroid) and ev[l+1][x+1+i]>=(0.6*centroid)):
sigma[i]=sigma[i]-time[l] t- in posizione x+i+1

if (ev[l][x+1+i]>=(centroid*0.6) and ev[l+1][x+1+i]<=(centroid*0.6)):
sigma[i]=sigma[i]+time[l] t+ in posizione x+i+1

sigma[i]=abs(sigma[i]/2) incertezze sul tempo di raggiungimento

Programma 2: tempo di raggiungimento in posizione N-10 e velocità al variare di s per x=51 e N=101:

import numpy as np
import math
from scipy import linalg as la
import matplotlib.pyplot as plt
from scipy import stats

a=input(”Valore s massimo ”)
a=float(a)

amen=input(”Valore s minimo ”)
amen=float(amen)

j=(-1)**(0.5)
N=101
x=50
s=1

tempi=[]
var=[]
M=1000

P=500
err=np.zeros(P)

for i in range(P):
var.append(amen+(a-amen)/(P-1)*i)

for i in range(P):

print(i)

v0=np.zeros(N) definizione matrice con s=var[i]
v0[1]=var[i]
mat=[v0]
for k in range(N-2):

v=np.zeros(N)
v[k]=var[i]
v[k+2]=var[i]

mat.append(v)
vN=np.zeros(N)
vN[N-2]=var[i]
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mat.append(vN)
val, vec = la.eigh(mat)
time=[]
for g in range(M): intervallo variabile in cui cercare il tempo di raggiungimento

time.append(g/1.75/var[i]*(N-x-10)/M)
temp=[]
for g in range(M):

m=0

for r in range(N): evoluzione dello stato in posizione N-10
m=m+np.exp(-j*val[r]*time[g])*vec[x][r]*vec[N-10][r]

prob=(abs(m)**2)
temp.append(prob)

centroid=np.max(temp) probabilità massima in posizione N-10
posizio=np.argmax(temp)
tempi.append(time[posizio]) tempo di raggiungimento in posizione N-10
for g in range(M-1):

if temp[g]<=(0.6*centroid) and temp[g+1]>=(0.6*centroid): t- in posizione N-10
err[i]=err[i]-time[g]

if temp[g]>=(0.6*centroid) and temp[g+1]<=(0.6*centroid): t+ in posizione N-10
err[i]=err[i]+time[g]

err[i]=err[i]/2 incertezza sul tempo di raggiungimento

vel=[]
for r in range(P): velocità al variare di s

vel.append((N-10-x)/(tempi[r]))
errv=[]
for r in range(P): incertezza della velocità al variare di s

errv.append(err[r]*(N-10-x)/(tempi[r])**2)
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