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INTRODUZIONE

Il teorema di Gauss-Bonnet, l'argomento di questa tesi, è uno dei risultati con
più rilievo in geometria di�erenziale delle super�ci. Esso ha dei profondi lega-
mi tra concetti locali, come per esempio la curvatura Gaussiana, la curvatura
geodetica e la topologia globale delle super�ci. La storia di questo teorema ri-
sale a Carl Friedrich Gauss quando pubblicò il "Disquisitiones generales circas
super�cies curvas" (1827), nel quale, oltre a studiare in dettaglio il concetto
di curvatura Gaussiana, impostò la prima versione del teorema. Esso stesso
lo nomina "theorema elegantissimus" riconoscendo la sua eleganza e profondi-
tà matematica. Nella prima versione Gauss aveva preso in considerazione solo
triangoli geodetici, avendo già notevoli risultati sugli angoli. Gauss dimostrò
che la curvatura totale di un triangolo geodetico è legata all'ampiezza dei suoi
angoli interni e alla sua area. Successivamente, quasi trent'anni dopo, Pierre
Ossian Bonnet migliorò la precedente versione di Gauss andando a impostare la
versione locale di questo teorema. La versione locale si basa su poligoni semplici,
ovvero omeomor� ad un disco chiuso, e che sono interamente contenuti all'inter-
no di una parametrizzazione locale. Per la dimostrazione della versione locale è
necessario esplicitare curvatura Gaussiana e geodetica con una 2-forma per poi
integrarle. Possiamo farlo solo usando il calcolo in�nitesimale e dei risultati ri-
levanti di analisi matematica come il teorema di Stokes, più precisamente il caso
particolare, cioè il teorema di Gauss-Green. Per ottenere una versione globale
del teorema valida per qualsiasi regione regolare e quando non siamo in presenza
di una parametrizzazione che copre tutta la super�cie, è necessario ricorrere alle
triangolazioni. Esse ci permettono di poter suddividere la super�cie in regioni
semplici e, così facendo potremmo applicare la versione locale su ogni regione
essendo semplice, e solo successivamente sommare tutti i singoli risultati. Con
le triangolazioni introduciamo la caratteristica di Eulero-Poincaré creando così
il legame profondo con la topologia della super�cie. Una conseguenza molto
importante della versione globale del teorema di Gauss-Bonnet è il caso del-
le super�ci reali e compatte, nella quale si dice che l'integrale della curvatura
gaussiana sull'intera super�cie è uguale alla caratteristica di Eulero-Poincaré
moltiplicata per 2π. La tesi contiene un'ampia parte iniziale in cui riportiamo
le principali de�nizioni e concetti delle curve e super�ci di�erenziabili, invece
nei successivi capitoli sono presenti le dimostrazioni di questi quattro casi del
teorema. In�ne concludiamo con la trattazione di alcune conseguenze teoriche
meno rilevanti e uno sguardo ad alcuni esempi dove si mostra la validità del
teorema. Negli esempi consideriamo poligoni su super�ci con curvatura positi-
va, negativa e nulla, riuscendo a trattare, mediante una piccola deformazione,
anche poligoni con cuspidi nei vertici.
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Capitolo 1

PRELIMINARI PER LA

DIMOSTRAZIONE

Nel primo capitolo sono riportati i principali risultati che è utile conoscere e
necessari da sapere per la dimostrazione del teorema in tutti i suoi casi. In
ordine sono presenti le principali de�nizioni di curve e super�ci de�nite tramite
parametrizzazioni, successivamente approfondiamo la prima e la seconda forma
fondamentale e poi de�niamo la curvatura gaussiana di una super�cie con le
sue proprietà, con uno sguardo alla mappa di gauss e alla mappa esponenziale.
Successivamente ricordiamo le principali de�nizioni di geodetiche e curvatura
geodetica riportando anche alcuni risultati rilevanti. Ricordiamo poi il concetto
di integrazione su una super�cie e si riporta il teorema di Gauss-Green, ac-
cenniamo alle triangolazioni e ai loro principali risultati, e in�ne riportiamo le
de�nizioni e proprietà dei poligoni curvilinei.

1.0 NOTAZIONI

Si ricorda un po' di notazione usata nel seguito soprattutto quando ci sono più
modi per indicare la stessa cosa.

1.0.1 Matrici

Data una matrice A ∈ Mn,m(R) indicheremo con rk(A) il rango della matrice,
det(A) il determinante della matrice. Nel caso di vettori il prodotto scalare è
indicato con: ï∗, ∗ð = ∗ · ∗, mentre il prodotto vettore è indicato con: '.

1.0.2 Derivate

Per le derivate sono in uso parecchie notazioni tra loro equivalenti che sono

∂

∂u
= ∂u = Du = (∗)u.

Se invece siamo in presenza di una parametrizzazione di una super�cie ϕ(u, v) :
U → S con (u, v) ∈ U un aperto di R2 possiamo indicare le derivate miste
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come: ϕu,ϕv. Si indica poi con Jf (x) la matrice Jacobiana della funzione
f : Rn → R

m nel punto x.

1.0.3 Di�erenziali e derivazioni

Data una funzione F : U → R con U ¦ R
n un aperto, il di�erenziale della

funzione F è una mappa: dF : U → L (Rn,R). Possiamo calcolarlo in un
punto e otteniamo che dFp : TpU → TF (p)R con TpU = R

n e TF (p)R = R.
Da cui dFp ∈ (TpU)∗ = ï∂1, . . . , ∂nð∗ dove con (−)∗ indichiamo il duale e con
ï∂1, . . . , ∂nð lo spazio delle derivazioni in p. In altre parole i di�erenziali sono
i duali dello spazio tangente ovvero i duali delle derivazioni e da questo trovo
dxi = (∂i)

∗ per i = 1 . . . n. Per il nostro uso è su�ciente conoscere la seguente
relazione:

TpU × (TpU)∗ → R

(∂i, dxj) → δij

dove con δij si indica la delta di Kronecker che vale 1 se i = j e 0 altrimenti. Nel
caso in cui la dimensione è due abbiamo due derivazioni, considerando il duale
di queste si trovano due di�erenziali: du e dv e si ricordiamo anche la seguente
de�nizione:

(du ' dv)(α, β) = du(α)dv(β)− du(β)dv(α) ∈ R

il quale risulta uno scalare.

1.1 TEORIA LOCALE DI CURVE E SUPERFI-

CI

In questa prima parte si presentano le classiche de�nizioni della teoria locale di
curve e super�ci in geometria di�erenziale e alcune proprietà utili.

De�nizione 1.1.1. Sia S ¦ R
n e sia U ¦ S un aperto di S, una para-

metrizzazione regolare di U è f : V → U , con V ¦ R
d aperto di Rd, tale

che:

� f deve essere biettiva

� f è C∞

� ∀x ∈ V rk(Jf (x)) = d, ovvero ha rango massimo

� f è omeomor�smo, ovvero f è aperta cioè manda aperti in aperti.

Diamo la de�nizione di curva parametrica assieme a qualche proprietà fon-
damentale.

De�nizione 1.1.2. Una curva parametrizzata di classe Ck in R
n (consideriamo

k ∈ N ∪ {∞} e n g 2) è un'applicazione α : I → R
n di classe Ck, dove I ¦ R è

un intervallo.

� α(I) è chiamato il sostegno della curva

� Se α′(t) ̸= 0, ∀t ∈ I, la curva è 1-regolare
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� Dato [a, b] ¦ I, la lunghezza di α tra a e b è data da L(α, [a, b]) =
∫ b

a
∥α′(t)∥dt

� Se I = [a, b] e α(a) = α(b) diremo che la curva è chiusa

� La curva α è detta semplice se è iniettiva su [a, b) e su (a, b].

� Se una curva è semplice chiusa nel piano è detta curva di Jordan.

Osservazione 1.1.3. Come per la de�nizione di curva 1-regolare si può de�nire
una curva 2-regolare se α′ e α′′ sono linearmente indipendenti per ogni t.

De�nizione 1.1.4. Sia I un intervallo, e J un altro intervallo, e l'applicazione
φ : J → I un di�eomor�smo, diciamo che β = α ◦ φ : J → R

n è una riparame-
trizzazione della curva parametrica α. Se φ′(t) > 0 ∀t diciamo che β è orientata
concordemente ad α.

De�nizione 1.1.5. Sia α : I → R
n una curva, si dice parametrizzata a lun-

ghezza d'arco se L(α, [t1, t2]) =
∫ t2

t1
∥α′(t)∥dt = t2 − t1, con [t1, t2] ¦ I = [a, b]

ed è valido per ogni a f t1 f t2 f b. Da qui è equivalente dire che ∥α′(t)∥ = 1
identicamente.

De�nizione 1.1.6. Per ogni curva che sia almeno 2-regolare possiamo de�nire
il suo riferimento di Frenet in ogni punto, il quale è una base ortonormale di
R

3 formata dalla terna {t, n, b}, con:
t = α′(t)

∥α′(t)∥ detto versore tangente alla curva,

b = α′(t)'α′′(t)
∥α′(t)'α′′(t)∥ detto versore binormale alla curva,

n = b ' t detto versore normale alla curva.

Ora passiamo alla de�nizione di super�cie parametrizzata, super�cie con
bordo e di piano tangente.

De�nizione 1.1.7. Una super�cie di�erenziabile in R
n è un sottoinsieme S ¦

R
n che soddisfa le due condizioni equivalenti:

� ∀x0 ∈ S ∃(x0 ∋)U ¦ R
n, con U aperto e F : U → R

n−2 una funzione
C∞ con rk(JF (x)) = n− 2, ∀x ∈ U e S ∩U = F−1(0). (questa condizione
implica che localmente sono zeri di funzioni)

� ∀x0 ∈ S ∃(x0 ∋)U ¦ R
n, V ¦ R

2 aperto e ϕ : V → U ∩ S che è una
parametrizzazione regolare.

De�nizione 1.1.8. Si dice super�cie con bordo ∂S, S ¦ R
3 tale per cui ogni

punto p ∈ S ha un intorno di�eomorfo ad un aperto di R2 oppure ad un aperto
di R2

+ = {(x, y) ∈ R
2|y g 0}, cui i punti del bordo ∂S corrispondono ai punti

di y = 0 in R
2
+, essendoci tra loro una biezione. Questo implica anche che tutti

i punti all'interno del semipiano superiore rappresentano esattamente l'interno
della super�cie S.

De�nizione 1.1.9. Sia S ¢ R
n una super�cie di�erenziabile in R

n e p ∈ S. Lo
spazio tangente a S in p è l'insieme

TpS = {v ∈ R
n|∃α : (−ε, ε) → S ¦ R

n, α(0) = p, α′(t) = v}.
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Proposizione 1.1.10. Sia ϕ : V → U ¦ S una parametrizzazione regolare di
S, e sia p = ϕ(u0, v0) con (u0, v0) ∈ V . Allora TpS = ïϕu(u0, v0),ϕv(u0, v0)ð ¢
R

n. In particolare TpS è sottospazio vettoriale di dimensione 2.

In�ne de�niamo anche:

De�nizione 1.1.11. Una regione regolare R ¦ S di una super�cie S è detta
semplice se è omeomorfa a un disco chiuso.

1.2 FORME FONDAMENTALI

In questa sezione de�niamo la prima e la seconda forma fondamentale e le
principali conseguenze che ne derivano con un ampio sguardo alla curvatura
gaussiana.

De�nizione 1.2.1. Sia F : S → T una mappa C∞ tra due super�ci di�eren-
ziali. Il di�erenziale di F in p ∈ S è la mappa dpF : TpS → TF (p)T de�nita da:
dpF (v) = (F ◦ γ)′(0). Se γ : (−ε, ε) → S con γ(0) = p e γ′(0) = v.

De�nizione 1.2.2. Sia S ¦ R
3 una super�cie. Per ogni p ∈ S indicheremo con

ï·, ·ðp il prodotto scalare de�nito su TpS indotto dal prodotto scalare standard.
La prima forma fondamentale Ip : TpS → R è la forma quadratica (de�nita
positiva) associata a questo prodotto scalare: ∀v ∈ TpS,

Ip(v) = ïv, vðp g 0.

Consideriamo ϕ : U → S una parametrizzazione locale in p ∈ S, e {∂u, ∂v}
la base di TpS indotta da ϕ. Presi due qualsiasi vettori v, w ∈ TpS possiamo
sempre esprimerli come combinazione lineare dei vettori della base.

De�nizione 1.2.3. Sia ϕ : U → S una parametrizzazione locale di una super-
�cie S. I coe�cienti metrici di S rispetto a ϕ sono le funzioni E,F,G, : U → R

date da

E(x) = ï∂u, ∂uðϕ(x), F (x) = ï∂u, ∂vðϕ(x), G(x) = ï∂v, ∂vðϕ(x)

per ogni x ∈ U .

I coe�cienti metrici sono funzioni di classe C∞ su U , che inoltre determinano
completamente la prima forma fondamentale:

Ip(v) = E(x)v21 + 2F (x)v1v2 +G(x)v22 =
(
v1 v2

)
(
E(x) F (x)
F (x) G(x)

)(
v1
v2

)

per ogni p = ϕ(x) ∈ ϕ(U) e v = v1∂u + v2∂v ∈ TpS.

De�nizione 1.2.4. Un campo di vettori normali su una super�cie S ¢ R
3 è

un'applicazione N : S → R
3 di classe C∞ tale che N(p) ̸= 0 sia ortogonale

a TpS per ogni p ∈ S. Se inoltre ∥N∥ = 1 diremo che N è campo di versori
normali a S.

Proposizione 1.2.5. Una super�cie S ¢ R
3 è orientabile se e solo se esiste

un campo di versori normali su S.
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Dimostrazione. Si trova in [1, pag.180].

Introduciamo ora una delle mappe più importanti usate in geometria di�e-
renziale.

De�nizione 1.2.6. Sia S ¢ R
3 una super�cie orientata. La mappa di Gauss

su S è il campo di versori normali N : S → S
2 che identi�ca l'orientazione data.

Il di�erenziale di tale mappa è una mappa lineare dpN : TpS → TN(p)S
2 ma

TN(p)S
2 = N(p)§ = TpS ¦ R

3. Quindi il dpN è un endomor�smo di TpS, e
risulta autoaggiunto rispetto al prodotto scalare ï·, ·ðp per ogni p ∈ S.

Proposizione 1.2.7. L'operatore dpN è autoaggiunto rispetto alla prima forma
fondamentale ï·, ·ðp ovvero Ip(v, dpNw) = Ip(dpNv,w), ∀v, w ∈ TpS.

De�nizione 1.2.8. Sia S ¢ R
3 una super�cie orientata, con mappa di Gauss

N : S → S
2. La seconda forma fondamentale di S è la forma quadratica

Qp : TpS → R data per ogni v ∈ TpS

Qp(v) = −ïdpN(v), vðp.

De�nizione 1.2.9. Sia ϕ : U → S una parametrizzazione locale di una super-
�cie S. I coe�cienti di forma di S rispetto a ϕ sono le funzioni e, f, g : U → R

de�nite da
e(x) = −ïdϕ(x)N(∂u), ∂uðϕ(x)

f(x) = −ïdϕ(x)N(∂u), ∂vðϕ(x)

g(x) = −ïdϕ(x)N(∂v), ∂vðϕ(x).

Ora riportiamo come calcolare esplicitamente i coe�cienti di una super�cie
S parametrizzata dalla funzione ϕ(u, v) : U → S con U un aperto di R2. Con
questa parametrizzazione abbiamo che i coe�cienti della prima e seconda forma
sono uguali a:

E = ϕu ·ϕu F = ϕu ·ϕv G = ϕv ·ϕv

e = N ·ϕuu f = N ·ϕuv g = N ·ϕvv.

De�nizione 1.2.10. Sia S ¢ R
3 una super�cie orientata, con mappa di Gauss

N : S → S2. La curvatura Gaussiana di S è la funzione K : S → R data da
∀p ∈ S

K(p) = det(dpN),

mentre la curvatura media di S è la funzione H : S → R data da ∀p ∈ S

H(p) = −1

2
tr(dpN).

E' possibile determinare i coe�cienti della matrice di dpN tramite le matrici
della prima e seconda forma fondamentale, queste sono dette anche equazioni
di Weingarten.

Proposizione 1.2.11. Sia ϕ : U → S una parametrizzazione locale di una
super�cie S ¢ R

3, e poniamo N = ∂u'∂v

∥∂u'∂v∥ . Allora la matrice A ∈ M2,2(R) che

rappresenta l'endomor�smo dN rispetto alla base {∂u, ∂v} è data da

A =

(
a1,1 a1,2
a2,1 a2,2

)

= −
(
E F
F G

)−1 (
e f
f g

)

.
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In particolare la curvatura gaussiana è data da

K =
eg − f2

EG− F 2

e la curvatura media è data da

H =
1

2

eG− 2fF + gE

EG− F 2
.

De�nizione 1.2.12. ϕ : U → S è una parametrizzazione locale ortogonale se
F = 0 identicamente.

Osservazione 1.2.13. Se la super�cie ha parametrizzazione locale ortogonale, le
formule di curvatura Gaussiana e media si sempli�cano e risultano: K = eg−f2

EG
,

H = 1
2 (

e
E
+ g

G
).

Teorema 1.2.14 (EGREGIUM). La curvatura gaussiana di una super�cie è
una proprietà intrinseca, cioè dipende soltanto dalla prima forma fondamentale.

Dimostrazione. Qui omessa,ma si trova in [6, pag.41].

La curvatura gaussiana si può esplicitare anche nella forma det(I) = K det(II),
possiamo riscrivere l'espressione solo in termini di coe�cienti della prima forma
e loro derivate risultando:

(EG− F 2)2K = det





− 1
2Evv + Fuv − 1

2Guu
1
2Eu Fu − 1

2Ev

Fu − 1
2Gu E F

1
2Gv F G





− det





0 1
2Ev

1
2Gu

1
2Ev E F
1
2Gu F G



 .

(1.2.15)

(La derivazione di questa formula si trova in [3, pag.129].)

Proposizione 1.2.16. Sia ϕ : U → S una parametrizzazione locale ortogonale
di una super�cie S. Allora

K = − 1

2
√
EG

{

∂v

(
Ev√
EG

)

+ ∂u

(
Gu√
EG

)}

. (1.2.17)

Dimostrazione. Si trova in [1, pag.204].

Per �nire questa sezione introduciamo un'altra mappa fondamentale in geo-
metria di�erenziale e alcune osservazioni:

De�nizione 1.2.18. Sia S una super�cie di�erenziabile e sia TpS il piano
tangente in un punto p ∈ S, si chiama mappa esponenziale la mappa: expp :
TpS → S che associa ad ogni v ̸= 0 ∈ TpS un unico punto p sulla super�cie tale
per cui γv : (0, b) → S è l'unica geodetica, con b > 1, che parte dal punto p con
direzione v. La mappa è così de�nita: expp(v) = γv(1).

Di seguito riportiamo due particolari risultati che derivano dalle proprietà
della curvatura gaussiana.
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Osservazione 1.2.19. Ogni super�cie compatta orientabile con curvatura gaus-
siana strettamente positiva in ogni suo punto è di�eomorfa ad una sfera. Tale
di�eomor�smo è dato dalla mappa di Gauss.

Osservazione 1.2.20. Ogni super�cie chiusa semplicemente connessa con cur-
vatura gaussiana K f 0 in ogni suo punto è di�eomorfa ad un piano. Tale
di�eomor�smo è dato dalla mappa esponenziale.

1.3 GEODETICHE

Nello studio delle super�ci, in particolare delle curve su di essa, sono note le
geodetiche. A seguito diamo la de�nizione più rigorosa, e qualche risultato sulla
curvatura geodetica.

De�nizione 1.3.1. Sia S ¦ R
3 una super�cie di�erenziale orientata, sia α :

I → S una curva parametrica 2-regolare e {t, n, b} il triedro di Frenet per α.
In particolare s ∈ I ¦ R, t(s) ∈ ïα′, α′′ð e n(s)§α′. Se N è il campo di versori
normali di S, la curva α è geodetica se per ogni s ∈ S si ha n(s) ∥ N(α(s)).

Sia S una super�cie e sia α una curva su di essa. Di questo è possibile
ottenere anche una versione intrinseca, ovvero che dipende solo dalla prima
forma. Si fa imponendo che α′′ abbia solo componente normale alla super�cie,
cioè α′′ · σu = 0 = α′′ · σv e usando il fatto che α′ = σuu

′ + σvv
′. Dopo alcuni

conti ([6, pag.35]) si trova il sistema:

{

(Eu′ + Fv′)′ = 1
2 (Euu

′2 + 2Fuu
′v′ +Guv

′2)

(Fu′ +Gv′)′ = 1
2 (Evu

′2 + 2Fvu
′v′ +Gvv

′2).
(1.3.2)

Osserviamo successivamente che il riferimento di Frenet per α ha solo il vettore
t che appartiene allo spazio tangente della super�cie ma non necessariamente n,
ovvero b non è normale alla super�cie. Per questo si introduce un nuovo sistema
di riferimento mobile ortonormale che tenga conto anche della super�cie e questo
è chiamato riferimento di Darboux dato dalla terna (v1, v2, v3). Il primo vettore
è il versore tangente alla curva con v1 = α′, il terzo vettore è normale alla
super�cie S con v3 = N e il secondo è equivalentemente un versore tangente
tale che v3 = v1 ' v2, da cui v2 = v3 ' v1 = N ' α′ = N ' t. Come per il
riferimento di Frenet si possono esprimere le derivate:

(
v′1 v′2 v′3

)
=

(
v1 v2 v3

)





0 −kg −kn
kg 0 −τg
kn τg 0



 (1.3.3)

dove kg prende il nome di curvatura geodetica, kn di curvatura normale e τg
di torsione geodetica. Dal sistema(1.3.3) si trova un'espressione esplicita per la
curvatura geodetica:

kg = v′1 · (v3 ' v1) =
α′′ · (n ' α′)

∥α′∥2 . (1.3.4)

Proposizione 1.3.5. Sia ϕ : U → S una parametrizzazione locale ortogonale
di una super�cie S, e σ : I → ϕ(U) ¦ S una curva parametrizzata rispetto
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alla lunghezza d'arco. Scriviamo σ(s) = ϕ(σ1(s), σ2(s)), allora la curvatura
geodetica di σ è data da:

kg =
1

2
√
EG

[
σ̇2Gu − σ̇1Ev

]
+

dθ

ds
, (1.3.6)

dove θ : I → R è una determinazione continua dell'angolo da ∂1|σ a σ′.

Dimostrazione. Poniamo ξu = ϕu

∥ϕu∥

∣
∣
∣
σ
, ξv = ϕv

∥ϕv∥

∣
∣
∣
σ
, N = ξu ' ξv e per le

proprietà del prodotto vettore abbiamo che N ' ξu = ξv e N ' ξv = −ξu.
Ricordando che abbiamo una parametrizzazione ortogonale si ottiene che ∥σ̇∥ =
1, σ̇ si può scrivere come combinazione di ξu e ξv:

σ̇ = cos(ϑ)ξu + sin(ϑ)ξv

e derivando ulteriormente troviamo:

σ̈ = −ϑ̇ sin(ϑ)ξu + cos(ϑ)ξ̇u + ϑ̇ cos(ϑ)ξv + sin(ϑ)ξ̇v.

Sempre dal fatto che la parametrizzazione è ortogonale abbiamo che

ïξu, ξuðσ = 1, ïξv, ξvðσ = 1, ïξu, ξvðσ = 0.

Deriviamo queste quantità e otteniamo:

ïξ̇u, ξuðσ = 0, ïξ̇v, ξvðσ = 0, ïξ̇u, ξvðσ = −ïξu, ξ̇vðσ.

Usiamo (1.3.4) e le osservazioni appena viste per calcolare la curvatura geodetica
della curva σ:

kg =
ïσ̈, N ' σ̇ð|σ

∥σ̇∥
= ïσ̈, N ' (cos(ϑ)ξu + sin(ϑ)ξv)ð|σ
= ïσ̈, cos(ϑ)ξv − sin(ϑ)ξu)ð|σ
= ϑ̇ sin2(ϑ)ïξu, ξuðσ − ϑ̇ sin(ϑ) cos(ϑ)ïξu, ξvðσ − cos(ϑ) sin(ϑ)ïξu, ξ̇uðσ+
+ cos2(ϑ)ïξ̇u, ξvðσ + ϑ̇ cos2(ϑ)ïξv, ξvðσ − ϑ̇ cos(ϑ) sin(ϑ)ïξu, ξvðσ+
− sin2(ϑ)ïξu, ξ̇vðσ + sin(ϑ) cos(ϑ)ïξv, ξ̇vðσ

= ϑ̇(sin2(ϑ) + cos2(ϑ)) + ïξ̇u, ξvðσ(sin2(ϑ) + cos2(ϑ))

= ïξ̇u, ξvðσ + ϑ̇ (1.3.7)

Per la seconda parte dell'uguaglianza dobbiamo derivare E rispetto a v:

Ev = ïϕu, ϕuðv = 2ïϕu, ϕuvðv

e derivare F = ïϕu, ϕvð = 0 rispetto u ottenendo la seguente uguaglianza:

ïϕuu, ϕvð = −ïϕu, ϕuvð = −1

2
Ev.
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Torniamo ora all'uguaglianza (1.3.7) e concludiamo:

= ï ξu
ds

, ξvð+ ϑ̇

=

〈(
ϕu

∥ϕu∥

)

u

,
ϕv

∥ϕv∥

〉

σ̇1 +

〈(
ϕu

∥ϕu∥

)

v

,
ϕv

∥ϕv∥

〉

σ̇2 + ϑ̇

=

〈(
ϕu√
E

)

u

,
ϕv√
G

〉

σ̇1 +

〈(
ϕu√
E

)

v

,
ϕv√
G

〉

σ̇2 + ϑ̇

=
1√
EG

(

ïϕuu, ϕvðσ̇1

)

+
1√
EG

(

ïϕuv, ϕvðσ̇2

)

+ ϑ̇

=
1√
EG

(

− Ev

2
σ̇1 +

Gu

2
σ̇2

)

+ ϑ̇

=
1

2
√
EG

(

Guσ̇2 − Evσ̇1

)

+
dϑ

ds
.

1.4 INTEGRAZIONE SU SUPERFICI

In questa sezione ricordiamo il concetto di integrazione su una super�cie S.

De�nizione 1.4.1. Sia S una super�cie e sia R ¦ S una regione regolare di S
contenuta nell'immagine di una parametrizzazione locale ϕ : U → S, (con U un
aperto di R2).Allora per ogni f : R → R continua diremo integrale di f su R il
numero: ∫

R

fdν =

∫

ϕ−1(R)

(f ◦ϕ)
√

EG− F 2dx1dx2.

Osservazione 1.4.2. In questa formula dν è l'elemento d'area, E,G, F sono i
coe�cienti della prima forma fondamentale e

√
EG− F 2 è il determinante della

prima forma.

Enunciamo poi anche il noto teorema di Gauss-Green utile per l'integrazione
di forme su super�ci. Esso è un caso particolare caso del famoso teorema di
Stokes: ∫

∂Ω

ω =

∫

Ω

dω.

Usando ω = f1dx1 + f2dx2 calcoliamo:

dω = d(f1dx1) + d(f2dx2)

= ∂1(f1) dx1dx1
︸ ︷︷ ︸

0

+∂2(f1)dx2dx1 + ∂1(f2)dx1dx2 + ∂2(f2) dx2dx2
︸ ︷︷ ︸

0

= ∂2(f1)dx2dx1 + ∂1(f2)dx1dx2

= ∂1f2dx1dx2 − ∂2f1dx1dx2

= (∂1f2 − ∂2f1)dx1dx2.

Riportiamo ora l'enunciato preciso del teorema nel caso particolare. Usato nella
dimostrazione del caso locale del teorema nel quale c'è da integrare una 2-forma.
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Teorema 1.4.3 (GAUSS-GREEN). Sia σ = (σ1, σ2) : [a, b] → R
2 una curva

di Jordan di classe C2 a tratti regolare orientata positivamente, e indichiamo
con D ¢ R

2 l'interno di σ. Allora per ogni coppia di funzioni f1, f2 ∈ C1(D̄)
de�nite di classe C1 in un intorno D si ha

∫ b

a

[f1(σ(t))σ
′
1(t) + f2(σ(t))σ

′
2(t)]dt =

∫

D

(
∂f2
∂x1

− ∂f1
∂x2

)

dx1dx2. (1.4.4)

Dimostrazione. La dimostrazione del caso generale e speci�co di questo teorema
è omessa, si trova in [2, pag.253].

1.5 POLIGONI CURVILINEI

Data una qualsiasi super�cie S e date delle curve parametrizzate alla lunghezza
d'arco su S, si possono de�nire dei poligoni su di essa, solo che a di�erenza di
un piano hanno lati formati da curve (non necessariamente geodetiche) e non
da rette. Prima di iniziare ricordiamo anche la de�nizione di sollevamento e
determinazione continua di un angolo.

De�nizione 1.5.1. Se φ : X → S
1 è un'applicazione continua da uno spazio

topologico X a valori in S
1, un sollevamento di φ è un'applicazione continua

φ̃ : X → R tale che π ◦ φ̃ = φ, dove π : R → S
1.

Parlando di angoli avere un sollevamento φ̃ di un'applicazione φ signi�ca
saper associare in modo continuo a ogni x ∈ X una determinazione dell'angolo
fra l'asse delle ascisse e φ(x), a volte sarà chiamata determinazione continua
dell'angolo un sollevamento di φ.

De�nizione 1.5.2. Sia σ : [a, b] → S una curva regolare a tratti parametriz-
zata rispetto alla lunghezza d'arco in una super�cie S ¢ R

3, e scegliamo una
suddivisione a = s0 < s1 < · · · < sk = b di [a, b] tali che σ|[sj−1,sj ] sia regolare
per j = 1, . . . , k. Come per le curve piane poniamo

σ̇(s−j ) = lim
s→(s−

j
)
σ̇(s)

e
σ̇(s+j ) = lim

s→(s+
j
)
σ̇(s);

sia σ̇(s−j ) sia σ̇(s+j ) sono vettori di Tσ(sj)S, in genere sono distinti. Ovviamente,
σ̇(s−0 ) e σ̇(s+k ) non sono de�niti, a meno che la curva sia chiusa, in questo caso
porremo σ̇(s−0 ) = σ̇(s−k ) e σ̇(s+k ) = σ̇(s+0 ). Diremo che σ(sj) è un vertice di σ
se σ̇(s−j ) ̸= σ̇(s+j ), e che è una cuspide di σ se σ̇(s−j ) = −σ̇(s+j ). Un poligono
curvilineo in S è una curva regolare a tratti semplice chiusa parametrizzata
rispetto alla lunghezza d'arco e priva di cuspidi.

Da questa de�nizione, come nel caso del piano, si possono ricavare le nozioni
di angoli:

De�nizione 1.5.3. Sia σ : [a, b] → S un poligono curvilineo in una super�cie
S, con sostegno contenuto nell'immagine di una parametrizzazione locale ϕ :
U → S. Scegliamo una suddivisone a = s0 < s1 < · · · < sk = b di [a, b] tali che
σ|[sj−1,sj ] sia regolare per j = 1, . . . , k. L'angolo esterno di σ in sj è l'angolo
εj ∈ (−π, π) da σ̇(s−j ) a σ̇(s+j ).
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Osservazione 1.5.4. L'angolo esterno deve essere preso con il segno positivo se
{σ̇(s−j ), σ̇(s+j )} è una base positiva di Tσ(s+

j
)S, col segno negativo altrimenti,

(ha orientazione indotta da ϕ).

Osservazione 1.5.5. L'angolo esterno è ben de�nito essendo che σ è de�nita
senza cuspidi.

De�nizione 1.5.6. Si chiama angolo di rotazione la funzione θ : [a, b] → R

de�nita così: sia θ : [a, s1) → R la determinazione continua dell'angolo da ∂1|σ
e σ̇ tale per cui θ(a) ∈ (−π, π]. Poniamo poi

θ(s1) = lim
s→s−

1

θ(s) + ε1

dove ε1 è l'angolo esterno in s1 . (Da notare che per costruzione θ(s1) è una
determinazione continua dell'angolo fra ∂1|σ(s1) e σ̇(s+1 ), mentre lims→s−

1

θ(s)

è una determinazione continua dell'angolo fra ∂1|σ(s1) e σ̇(s−1 )). De�niamo poi
θ : [s1, s2) → R come la determinazione continua dell'angolo da ∂1|σ e σ̇ con
valore iniziale θ(s1), e poniamo

θ(s2) = lim
s→s−

2

θ(s) + ε2.

Andando avanti in questo modo de�niamo θ su tutto l'intervallo [a, b) in modo
che risulti continua da destra, e concludiamo ponendo

θ(b) = lim
s→b−

θ(s) + εk,

(εk è l'angolo esterno in sk = b) e chiaramente θ(b) è una determinazione
continua dell'angolo fra ∂1|σ(b) e σ̇(s+k ).

De�nizione 1.5.7. Si chiama indice di rotazione il numero

ρ(σ) =
1

2π
(θ(b)− θ(a))

Si riporta anche questo importante risultato sui poligoni curvilinei contenuti
in una parametrizzazione utile nella dimostrazione del caso locale.

Proposizione 1.5.8. Sia σ : [a, b] → S un poligono regolare contenuto nel-
l'immagine di una parametrizzazione locale ϕ : U → S di una super�cie S, e
poniamo σ0 = ϕ

−1 ◦ σ : [a, b] → R
2. Allora l'indice di rotazione di σ coincide

con quello di σ0. In particolare, ρ(σ) = ±1.

Dimostrazione. Si rimanda in [1, pag.307].

De�nizione 1.5.9. Diremo che un poligono curvilineo σ : [a, b] → S contenuto
nell'immagine di una parametrizzazione locale ϕ : U → S di una super�cie S è
orientato positivamente se ha indice di rotazione +1.

1.6 TRIANGOLAZIONI

Questa sezione ritorna utile in un secondo momento quando dalla versione locale
del teorema si passa ad una versione globale. Per fare questo l'idea che dobbiamo
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usare è quella di riuscire a suddividere una qualsiasi super�cie in parti più piccole
su cui applicare su ogni regione il teorema locale e poi sommare il risultato. La
tecnica è di suddividere la super�cie in triangoli che sono poligoni curvilinei
sulla super�cie ovvero si triangolarizza la super�cie.

De�nizione 1.6.1. Un triangolo (liscio) in una super�cie è una regione regolare
semplice T in cui siano stati evidenziati tre punti del bordo, detti vertici del
triangolo, includendo tutti i vertici del bordo ∂T di T come poligono curvilineo.
In altre parole, ∂T ha al più tre vertici come poligono curvilineo, che sono tutti
vertici di T come triangolo, ma qualcuno dei vertici di T come triangolo potrebbe
non essere un vertice di ∂T come poligono curvilineo. I vertici dividono il bordo
del triangolo in tre parti detti lati.

De�nizione 1.6.2. De�niamo un 2-simplesso che è un sottoinsieme di uno
spazio topologico X che è omeomorfo al triangolo standard

T0 = {(t1, t2) ∈ R2|t1, t2 g 0, t1 + t2 f 1} ¢ R
2.

I vertici di un 2-simplesso corrispondono ai vertici (0, 0), (1, 0), (0, 1) del trian-
golo standard, i lati corrispondo a quelli del triangolo standard e stessa corri-
spondenza per l'interno del 2-simplesso.

De�nizione 1.6.3. Sia R ¦ S una regione regolare (è ammesso il caso in cui
R = S con S compatta). Una triangolazione (regolare) di R è una famiglia
�nita T = {T1 . . . Tr} di triangoli tali che:

� R =
⋃r

j=1 Tj .

� l'intersezione di due facce distinte o è vuota, o è un singolo vertice, o è
un lato intero.

� l'intersezione di una faccia con il bordo di R se non è vuota consiste di
vertici o lati interi.

� ogni vertice del bordo di R è vertice di (almeno) una faccia della trian-
golazione.

De�nizione 1.6.4. Sia T una triangolazione, chiameremo:
v(T) il numero totale dei vertici dei triangoli di T,
l(T) il numero totale dei lati dei triangoli di T,
f(T) il numero totale dei facce dei triangoli di T.

De�nizione 1.6.5. Possiamo de�nire anche una triangolazione topologica di R
nello stesso modo di una triangolazione ma anziché usare triangoli lisci si usano
i 2-simplessi.

Osservazione 1.6.6. Si osservano alcune proprietà che devono soddisfare i lati
delle triangolazioni: se un lato non appartiene al bordo di una regione regolare
R allora appartiene a esattamente due facce, se invece questo lato è sul bordo
di R allora appartiene soltanto ad una e una sola faccia della triangolazione. Se
ne deduce che per un lato è proibito essere contenuto in tre facce distinte della
triangolazione.
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Il teorema seguente è uno tra i più importanti nell'ambito delle triangolazio-
ni, e ci assicura l'esistenza di una triangolazione su una determinata super�cie.
La dimostrazione di quest'ultimo è omessa e per consultarla si rimanda in [1,
cap.6.5].

Teorema 1.6.7. Sia R ¦ S una regione regolare su una super�cie S, e U un
ricoprimento aperto di R. Allora esiste una triangolazione T di R tale che per
ogni T ∈ T esiste U ∈ U con T ¢ U .

Con le triangolazioni possiamo anche sempli�care il calcolo degli integrali su
tutta la super�cie con integrali su ogni triangolo.

De�nizione 1.6.8. Sia R ¦ S una regione regolare di una super�cie S, e
f : R → R una funzione continua. Allora de�niamo l'integrale di f su R come:

∫

R

fdν =
r∑

j=1

∫

Tj

fdν,

dove T = {T1, . . . , Tr} è una triangolazione di R i cui triangoli sono contenuti
nelle immagini di parametrizzazioni locali.

1.7 RICHIAMI TOPOLOGICI

Ora sono richiamati alcuni aspetti topologici importanti legati alle triangolazio-
ni, fondamentali per la dimostrazione del caso globale del teorema.

De�nizione 1.7.1. De�niamo la caratteristica di Eulero-Poincaré χ(R) di una
regione regolare R contenuta in una super�cie S come

χ(R) = f(T)− l(T) + v(T) ∈ Z

dove T è una qualunque triangolazione topologica di R.

Teorema 1.7.2. Ogni super�cie compatta ed orientabile S è omeomorfa ad una
sfera con g g 0 manici ed ha χ(S) = 2− 2g. In particolare

� due super�ci compatte orientabili sono omeomorfe se e solo se hanno la
stessa caratteristica di Eulero-Poincaré.

� la sfera è l'unica super�cie compatta orientabile con caratteristica di
Eulero-Poincaré positiva.

� il toro è l'unica super�cie compatta orientabile con caratteristica di Eulero-
Poincaré nulla.
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Capitolo 2

CASI LOCALI

In questo capitolo sono trattati i due casi locali di questo teorema. Il caso geo-
detico, su cui aveva ampiamente lavorato Gauss, tratta il caso in cui i tre lati
del triangolo curvilineo formato su una super�cie siano esclusivamente geodeti-
che. Il secondo caso lo troviamo nel successivo lavoro di Bonnet. Generalizza
il risultato precedente togliendo il vincolo di avere i lati formati esclusivamente
da curve geodetiche, andando però a considerare la curvatura geodetica di tali
curve.

2.1 CASO GEODETICO

Prima della dimostrazione analizziamo un caso particolare di super�cie che ci dà
dei risultati signi�cativi. Passiamo ora alle equazioni per una geodetica su una
qualsiasi super�cie. D'ora in poi lavoreremo con un nuovo sistema di coordinate.
Consideriamo un punto P ∈ S e un suo intorno exp(U) con U ¢ TpS un aperto
nel piano tangente, che a sua volta possiamo assumere intorno di 0 per la mappa
esponenziale. Ora scegliamo un riferimento ortonormale sul piano tangente TpS
e �ssiamo coordinate polari (ρ, φ) associate al riferimento ortogonale scelto nel
TpS, togliendo però un raggio (garantendo così la continuità della funzione).
Ora su exp(U), ovvero sulla super�cie, si trovano le nuove coordinate (r,ϕ) =
(ρ, φ) ◦ exp−1 sempre meno un raggio per il motivo precedente, stavolta raggio
geodetico. Scegliamo la coordinata ρ in modo che per i vettori di norma 1 su TpS
sia ρ = 1. Questo implica che ∥ ∂

∂r
∥ = 1, ovvero il coe�ciente della prima forma è

E = 1. Avendo scelto un riferimento ortonormale sulla super�cie troviamo anche
che ï ∂

∂r
, ∂
∂ϕ

ð = 0, da questo si ricava il coe�ciente F = 0. Per ï ∂
∂ϕ

, ∂
∂ϕ

ð = G
non si può dire niente. Da questo troviamo il caso particolare di una super�cie

S con la prima forma fondamentale data dalla matrice: I =

(
1 0
0 G

)

.

Su questo caso particolare vedremo come scrivere la curvatura gaussiana e
l'equazione per le geodetiche viste prima nei casi generali. Per quanto riguarda
la curvatura gaussiana, essa specializza la matrice trovata nel sistema (1.2.15).
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Troviamo una notevole sempli�cazione:

G2K = det





− 1
2Guu 0 0

− 1
2Gu 1 0

1
2Gv 0 G



− det





0 0 1
2Gu

0 1 0
1
2Gu 0 G





G2K = −1

2
GGuu +

1

4
(Gu)

2

K =
1

2G2

(

−GGuu +
1

2
(Gu)

2

)

K =
1

2G
√
G

(−GGuu√
G

+
1

2
√
G
(Gu)

2

)

K =
1

2
√
GG

(

−
√
GGuu +

1

2
√
G
(Gu)

2

)

K = − 1

2
√
G

(
Gu√
G

)

u

K = − (
√
G)uu√
G

(2.1.1)

Ora esprimiamo la funzione
√
G in coordinate polari ρ e φ tramite la mappa

k = G ◦ exp ◦P−1, dove P : TpS \ r → (0, δ] × (0, 2π) dato da P = (ρ, φ), con
r un raggio sul piano ed exp la mappa esponenziale. Con dei semplici conti,
(omessi ma che si trovano in [3, pag.139]), si trova facilmente che

√
k(0, φ) = 0

∂
√
k

∂ρ
(0, φ) = 1, (2.1.2)

queste formule sono valide per ogni φ. Per le geodetiche invece andando a
sostituire questo caso particolare nel sistema (1.3.2), dalla prima equazione si
trova:

(u′)′ =
1

2
Gu(v

′)2.

Ora supponiamo γ una curva parametrizzata a lunghezza d'arco e chiamiamo
θ(s) l'angolo fra γ′ e ∂r (da notare che γ′ ha sia la componente lungo ∂r che
lungo ∂ϕ). De�niamo

cos θ(s) = γ′ · ∂r =

(
du

ds
∂r +

dv

ds
∂ϕ

)

· ∂r =
du

ds
∂r∂r
︸︷︷︸

1

+
dv

ds
∂ϕ∂r
︸ ︷︷ ︸

0

=
du

ds
= u′.

Sostituiamo nell'equazione di prima e troviamo:

1

2
Gu(v

′)2 = (cos θ(s))′ = − sin θ(s)
dθ(s)

ds
. (2.1.3)

Analizziamo in dettaglio sin θ(s) che è uguale all'area del parallelogramma ge-
nerato dai vettori unitari (∂r, γ′). Tale volume è dato da:

sin(θ(s)) = dν(∂r, γ
′) = dν(∂r, u

′∂r + v′∂ϕ) =
√
Gdr ' dϕ(∂r, u

′∂r + v′∂ϕ).
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Ricordando la notazione introdotta nella sezione 1.0.3 si ha che (TpS)
∗ ∋ dr :

ï∂r, ∂ϕð → R dal quale si ottiene che dr∂r = 1 e dr∂ϕ = 0; analogamente si
ha (TpS)

∗ ∋ dϕ : ï∂r, ∂ϕð → R dal quale si ottiene che dϕ∂ϕ = 1 e dϕ∂r = 0.
Tornando alla formula si trova che:

√
Gdr ' dϕ(∂r, u

′∂r + v′∂ϕ) =

=
√
G
[
dr(∂r)
︸ ︷︷ ︸

1

dϕ(u′∂r + v′∂ϕ)− dr(u′∂r + v′∂ϕ) dϕ(∂r)
︸ ︷︷ ︸

0

]

=
√
G(u′ dϕ∂r

︸ ︷︷ ︸
0

+v′ dϕ∂ϕ
︸ ︷︷ ︸

1

)

=
√
Gv′.

Andando a sostituire nella formula (2.1.3) si ottiene:

1

2
Gu(v

′)2 = −
√
Gv′

dθ

ds
dθ

ds
= −1

2

Gu√
G
v′

dθ

ds
= −(

√
G)uv

′, (2.1.4)

da cui si trova il valore in�nitesimo dell'angolo θ.
Ora dopo le considerazioni appena fatte possiamo enunciare e dimostrare il caso
geodetico di Gauss, ovvero quando il triangolo ha tutti e tre i lati formati da
geodetiche.

Teorema 2.1.5. Sia S una super�cie e siano A,B,C tre punti di exp(U) ¦ S,
con U un intorno di 0 ∈ TpS, exp di�eomor�smo. Chiamiamo α la geodetica
in exp(U) ¦ S tra B e C, β quella tra A e C, γ quella tra A e B. Chiamiamo
in�ne ∆ABC il triangolo geodetico delimitato da α, β, γ, ∠A l'angolo tra β e γ,
∠B l'angolo tra γ e α e ∠C l'angolo tra α e β.Allora

∠A+ ∠B + ∠C = π +

∫

∆ABC

Kdν. (2.1.6)

Dimostrazione. Consideriamo il piano tangente in A ∈ S e lo denotiamo con
TAS e assumiamo che 0 ∈ TAS è tale che exp(0) = A. Siano b, c due vettori su
TAS con exp(b) = B e exp(c) = C che sono gli altri due vertici del triangolo
assieme ad A. Fissiamo coordinate polari ρ, φ su TAS a�nché φ(b) = 0 e
φ(c) = ∠A. Notiamo subito che α (il lato tra B e C) non interseca lo stesso
raggio geodetico due volte, e come tale deve essere l'immagine tramite exp di
una curva in TAS che è gra�co di una funzione ρ = f(φ) in coordinate polari.
Chiamiamo ora θ(φ) l'angolo in q tra ∂

∂r
|q e α′(q), dove q è l'exp di un vettore in

coordinate polari (f(φ), φ). Passiamo ora ad integrare la curvatura gaussiana:
∫

∆ABC

Kdν =

∫

exp−1(∆ABC)

exp−1 Kdν

=

∫

exp−1(∆ABC)

− 1√
G

∂2
√
G

∂ρ2

√
Gdρ ' dφ (da (2.1.1))

=

∫
∠A

0

(∫ f(ϕ)

0

−∂2
√
G

∂ρ2
(ρ, φ)dρ

)

dφ
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=

∫
∠A

0

−
[
∂
√
G

∂ρ
(ρ, φ)

]ρ=f(ϕ)

ρ=0

dφ

=

∫
∠A

0

−
(
∂
√
G

∂ρ
(f(φ), φ)− ∂

√
G

∂ρ
(0, φ)

)

=

∫
∠A

0

(

1− ∂
√
G

∂ρ
(f(φ), φ)

)

dφ (da (2.1.2))

=

∫
∠A

0

(

1− dθ

dφ
(φ)

)

dφ (da (2.1.4))

= ∠A+ [θ(φ)]φ=∠A
φ=0

= ∠A+ θ(∠A)− θ(0)

= ∠A+ ∠C + ∠B − π.

E con questo si prova la formula del teorema.

Osservazione 2.1.7. Se la curvatura gaussiana K di una super�cie S è costante
allora la somma degli angoli interni di un triangolo è uguale alla somma tra π e
K volte l'area del triangolo. Infatti

∫

T

Kdν = K

∫

T

dν = KA(T ),

con A(T ) si indica l'area di T .

Osservazione 2.1.8. Come nell'osservazione precedente consideriamo K(p) co-
stante, allora

∫

T
K(p)dν = K(p)A(T ) e possiamo esprimere K esclusivamente

facendo conti locali ed intrinsechi dalla formula (2.1.6) trovando:

K = lim
∆ABC→p

=
∠A+ ∠C + ∠B − π

A(T )
.

Con queste osservazioni possiamo estendere il teorema al caso di poligoni
anche non geodetici, non soltanto a triangoli geodetici.

2.2 CASO LOCALE GENERALE

Passiamo ora alla trattazione della versione locale generale del teorema. Il
teorema parla di poligoni curvilinei contenuti in una regione regolare semplice
e nell'immagine di una parametrizzazione locale ortogonale. I lati non sono più
necessariamente delle geodetiche ma curve parametrizzate a lunghezza d'arco
delle quali però si deve considerare la curvatura geodetica.

Teorema 2.2.1. Sia R ¢ S una regione regolare semplice (ovvero omeomorfa
ad un disco chiuso) contenuta nell'immagine di una parametrizzazione locale
ortogonale ϕ : U → S. Indichiamo con σ : [a, b] → S una parametrizzazione alla
lunghezza d'arco del bordo di R, orientata positivamente rispetto a ϕ, di angoli
esterni ε1, . . . , εk ∈ (−π, π). In�ne orientiamo ϕ(U) scegliendo N = ∂u'∂v

∥∂u'∂v∥
come campo dei versori normali. Indichiamo con kg la corrispondente curvatura
geodetica di σ (de�nita fuori dei vertici) e con K la curvatura Gaussiana di S.
Allora

∫

R

Kdν +

∫ b

a

kgds+

k∑

j=1

εj = 2π. (2.2.2)



2.2. CASO LOCALE GENERALE 21

Dimostrazione. Denotiamo σ come σ = φ(σ1, σ2). Nei punti in cui σ è regolare
dalla proposizione 1.3.5 la curvatura geodetica si può esprimere così:

kg =
1

2
√
EG

[

σ′
2Gu − σ′

1Ev

]

+
dθ

ds
,

dove θ : [a, b] → R è l'angolo di rotazione di σ. Partizioniamo l'intervallo [a, b]
nel seguente modo a = s0 < · · · < sk = b, tale che σ|[sj−1,sj ] sia regolare
per j = 1, . . . , n. Ora procediamo ad integrare la curvatura geodetica su ogni
intervallo della partizione:

∫ b

a

kg(s)ds =

k∑

j=1

∫ sj

sj−1

kg(s)ds

=

k∑

j=1

∫ sj

sj−1

(
1

2
√
EG

[

σ′
2Gu − σ′

1Ev

]

+
dθ

ds

)

ds

=
k∑

j=1

∫ sj

sj−1

[
1

2
√
EG

Guσ
′
2 −

1

2
√
EG

Evσ
′
1

]

ds+

k∑

j=1

∫ sj

sj−1

(
dθ

ds

)

ds

=

∫ b

a

[
1

2
√
EG

Guσ
′
2 −

1

2
√
EG

Evσ
′
1

]

ds+
k∑

j=1

(θ(sj)− θ(sj−1)− εj) =

Ora applichiamo il teorema di Gauss-Green 1.4.3 al primo addendo e la de�ni-
zione dell'indice di rotazione 1.5.7 al secondo membro e ottengo:

=

∫

ϕ−1(R)

[

∂u

(
1

2
√
EG

Gu

)

− ∂v

(
1

2
√
EG

Ev

)]

ds+ 2πρ(σ)−
k∑

j=1

εj =

Osserviamo che ρ(σ) = 1 in quanto σ è orientata positivamente rispetto a ϕ.
Usiamo la proposizione 1.2.16 sul primo membro e successivamente la de�nizione
1.4.1 di integrale su una super�cie e ricaviamo:

= −
∫

ϕ−1(R)

K
√
EGdudv + 2π −

k∑

j=1

εj

= −
∫

R

Kdν + 2π −
k∑

j=1

εj .

Da qui lo eguagliamo al primo termine e otteniamo la formula del teorema:

∫ b

a

kg(s)ds = −
∫

R

Kdν + 2π −
k∑

j=1

εj .

Questo enunciato si può riformulare usando gli angoli interni del poligono al
posto degli angoli interni con la relazione:

k∑

j=1

εj = kπ −
k∑

j=1

δj ,
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e inserendola poi nella formula (2.2.2) trovo:

∫

R

Kdν +

∫ b

a

kgds =

k∑

j=1

δj − (2− k)π.

Naturalmente, se i lati sono geodetiche, ritroviamo il teorema di Gauss (per
poligoni, in particolare triangoli, geodetici).



Capitolo 3

CASI GLOBALI

In questo capitolo presenteremo la versione globale del teorema che non vale
più esclusivamente per regioni contenute in una parametrizzazione o magari
semplici bensì per regioni qualsiasi. Per fare questo bisogna suddividere la
super�cie in pezzi più piccoli su cui applicare la versione locale. Successivamente
riportiamo le principali conseguenze teoriche soprattutto nel caso delle super�ci
reali compatte.

3.1 CASO GLOBALE

In questa sezione si tratta il caso globale applicato a regioni regolari qualsiasi
in cui i lati non sono necessariamente geodetiche. Prima della dimostrazione
riportiamo un'osservazione sull'orientazione dei lati dei poligoni curvilinei utile
nella dimostrazione.

Osservazione 3.1.1. Siano R ed R′ due regioni regolari della stessa super�cie
orientata tale che ∂R∩∂R′ consista nel tratto di un poligono curvilineo σ. Allora
σ è orientata positivamente rispetto a R se e solo se è orientata negativamente
rispetto a R′.

Teorema 3.1.2. Sia R ¦ S una regione regolare compatta (R = S è accettabile
se compatta) di una super�cie S orientata, con ∂R orientato positivamente (se
R = S allora ∂R = ∅). Siano C1, . . . , Cs le componenti del bordo di R, para-
metrizzate per j = 1, . . . , s dalle curve σj : [aj , bj ] → S con curvatura geodetica
kjg. Indichiamo inoltre con {ε1, . . . , εp} l'insieme di tutti gli angoli esterni delle
curve σ1, . . . , σs. Allora:

∫

R

Kdν +
s∑

j=1

∫ bj

aj

kjgds+

p
∑

h=1

εh = 2πχ(R). (3.1.3)

Dimostrazione. Dal teorema 1.6.7 è assicurata l'esistenza di una triangolazione
su ogni super�cie compatta S, chiamiamo T una triangolazione di R ¦ S. Que-
sta triangolazione ha la proprietà che ogni suo triangolo è contenuto nell'imma-
gine di una parametrizzazione locale ortogonale compatibile con l'orientazione.
Orientiamo positivamente il bordo di ogni triangolo in modo tale che sia compa-
tibile con l'orientazione del bordo di R. Applichiamo la versione locale ad ogni
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triangolo e poi sommiamo tutti i risultati. Orientando positivamente i bordi dei
triangoli troviamo che gli integrali della curvatura geodetica dei lati interni si
elidono a due a due (sono di segno opposto, dall'osservazione 3.1.1). Pertanto
otteniamo:

∫

R

Kdν +

s∑

j=1

∫ bj

aj

kjgds+

f(T)
∑

i=1

3∑

j=1

εij = 2πf(T). (3.1.4)

In questa formula εi1, εi2, εi3 sono gli angoli esterni del triangolo Ti ∈ T. Indi-
chiamo ora con φij = π− εij gli angoli interni del triangolo Ti. Analizzando ora

solo il terzo addendo della formula precedente (
∑f(T)

i=1

∑3
j=1 εij), otteniamo:

f(T)
∑

i=1

3∑

j=1

εij =

f(T)
∑

i=1

3∑

j=1

(π − φij) = 3πf(T)−
f(T)
∑

i=1

3∑

j=1

φij .

Indichiamo ora con li e vi rispettivamente lati e vertici della triangolazione T
interni ad R, e con lb e vb rispettivamente lati e vertici della triangolazione T
sul bordo di R. Osserviamo prima di tutto che li + lb = l(T) e vi + vb = v(T),
poi siccome il bordo di R è formato da poligoni curvilinei abbiamo anche che
lb = vb. Dall'osservazione 1.6.6 i lati di T sono tre per ogni faccia da cui ogni
suo lato interno è lato di due facce e ogni lato sul bordo è lato di una sola faccia.
Considerando tutte le facce otteniamo la seguente uguaglianza:

3f(T) = 2li + lb.

Osserviamo anche alcuni risultati sui vertici della triangolazione e sugli angoli
interni del poligono. Chiamiamo con vbc i vertici che compongono i vertici della
triangolazione e del bordo di R, con vbt i vertici della triangolazione sul bordo
di R ma non vertici di ∂R, chiaramente si ha che v = vbc + vbt. Ora la somma
degli angoli che insistono sui vertici interni della triangolazione è esattamente
2π, la somma sui vertici del bordo ∂R e vertici della triangolazione è uguale a
π meno l'angolo esterno corrispondente, mentre per i vertici che sono sul bordo
∂R la somma è uguale a π. Mettiamo assieme tutte le osservazioni fatte �no ad
ora e otteniamo:

f(T)
∑

i=1

3∑

j=1

εij = 3πf(T)−
f(T)
∑

i=1

3∑

j=1

φij

= 2πli + πlb −
f(T)
∑

i=1

3∑

j=1

φij

= 2πli + πlb −
(

2πvi + πvbt +

p
∑

h=1

(π − εj)

)
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= 2πli + πlb − 2πvi − πvbt − pπ +

p
∑

h=1

εj

= 2πli + 2πlb − πlb − 2πvi −πvbt − πvbc
︸ ︷︷ ︸

−πvb

+

p
∑

h=1

εj

= 2πli + 2πlb − πvb − 2πvi − πvb +

p
∑

h=1

εj

= 2πl(T)− 2πv(T) +

p
∑

h=1

εj

Ritorniamo ora alla formula (3.1.4) e sostituiamo il membro (
∑f(T)

i=1

∑3
j=1 εij):

∫

R

Kdν +
s∑

j=1

∫ bj

aj

kjgds+ 2πl(T)− 2πv(T) +

p
∑

h=1

εj = 2πf(T)

∫

R

Kdν +

s∑

j=1

∫ bj

aj

kjgds+

p
∑

h=1

εj = 2πf(T)− 2πl(T) + 2πv(T)

∫

R

Kdν +

s∑

j=1

∫ bj

aj

kjgds+

p
∑

h=1

εj = 2πχ(R)

si ottiene la formula del teorema e si conclude.

3.2 CASO DI SUPERFICI REALI COMPATTE

In questa sezione riportiamo un'importante conseguenza della versione globale
del teorema. Esso tratta solo super�ci reali compatte e orientabili e fornisce una
relazione tra integrale della curvatura gaussiana e la caratteristica di Eulero-
Poincaré.

Teorema 3.2.1. Sia S una super�cie compatta e orientabile, con curvatura
gaussiana K ed elemento d'area dν. Allora

∫

S

Kdν = 2πχ(S). (3.2.2)

Dimostrazione. Consideriamo una triangolazione T della super�cie S e osser-
viamo che essendo compatta la triangolazione è �nita. Chiamiamo T1, . . . , TF i
triangoli di T, con F = f(T) le facce di T, e Aj , Bj , Cj i tre angoli interni di
ogni Tj ∈ T. Come per la dimostrazione del caso globale applichiamo il caso
locale su ogni triangolo della triangolazione. Prima di iniziare ricordiamo la
relazione tra angoli interni δi ed esterni εi dei poligoni:

n∑

i=1

εi =
n∑

i=1

(π − δi) =
n∑

i=1

π +
n∑

i=1

δi = nπ +
n∑

i=1

δi.
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Poniamo n = 3 e usiamo (2.2.2) su ogni Tj ottenendo:

∫

S

Kdν =

F∑

j=1

∫

Tj

Kdν

= −
F∑

j=1

(∫

∂Tj

kgdν

)

−
F∑

j=1

( 3∑

i=1

εij

)

+
F∑

j=1

2π

= −
F∑

j=1

(∫

∂Tj

kgdν

)

−
F∑

j=1

(

3π −
3∑

i=1

δi

)

+

F∑

j=1

2π

= −
F∑

j=1

(∫

∂Tj

kgdν

)

−
F∑

j=1

3π +

F∑

j=1

(Aj +Bj + Cj) +

F∑

j=1

2π.

Dal fatto che la triangolazione è �nita, in quanto S è compatta, si possono
ottenere alcuni risultati importanti:

� Le somme
∑∫

kgds = 0 dal fatto che i triangoli sono tutti orientati e
tutti gli integrali appaiono doppi e di segno opposto quindi si elidono a
due a due, (osservazione 3.1.1).

� La somma
∑

j(Aj +Bj +Cj) è la somma di tutti gli angoli dei triangoli
che puntano in quel vertice ed è uguale a 2πv(T).

� Considerando la triangolazione per singoli triangoli e contando i lati dei
singoli triangoli troviamo che ogni faccia ha tre lati e ogni lato appartiene
a due facce ed è contato doppio. Da questo abbiamo la relazione 3f(T) =

2l(T). E concludiamo che: −∑F
j=1 3π = −F3π = −3πf(T) = −2πl(T).

� L'ultimo membro è semplicemente:
∑F

j=1 2π = F2π = 2πf(T).

Riprendendo ora la formula troviamo che:
∫

S

Kdν = 0 + 2πv(T)− 2πl(T) + 2πf(T)

= 2π(v(T)− l(T) + f(T))

= 2πχ(S)

e si prova il teorema.

3.3 CONSEGUENZE TEORICHE

Nell'ultima sezione di questo capitolo riportiamo alcune osservazioni che sono
conseguenze teoriche del teorema sia nel caso locale che nel caso globale. Prima
ricordiamo questa de�nizione:

De�nizione 3.3.1. Chiamiamo P un punto su una super�cie S e lo de�niamo:



3.3. CONSEGUENZE TEORICHE 27

� ellittico se K(P ) > 0

� iperbolico se K(P ) < 0

� parabolico se K(P ) = 0 e H(P ) ̸= 0

� planare se K(P ) = 0 e H(P ) = 0.

Per prima cosa riportiamo questo risultato per le super�ci reali compatte e
orientabili.

Osservazione 3.3.2. Ogni super�cie reale e compatta S ¢ R
3 contiene un aperto

U di punti ellittici.

Dimostrazione. La dimostrazione non è riportata, ma si trova in [1, pag.334].

Con questo risultato possiamo dimostrare il seguente fatto:

Osservazione 3.3.3. Ogni super�cie reale reale e compatta S ¢ R
3 con χ(S) < 0,

contiene punti ellittici, punti iperbolici e punti a curvatura gaussiana nulla.

Dimostrazione. Dal fatto che χ(S) < 0, dal teorema di Gauss-Bonnet globale,
segue che ∫

S

Kdν = 2πχ(S) < 0.

Dall'osservazione 3.3.2, in quanto S è compatta esiste un aperto U su S di
punti ellittici. Consideriamo ora una triangolazione T = {T1, . . . , Tn} di S e
assumiamo che T1 sia contenuto in U . Da 1.6.8 abbiamo che:

∫

S

Kdν =

n∑

i=1

∫

Ti

Kdν f 0.

Poiché
∫

T1
Kdν > 0 si deve avere che

∑n
i=2

∫

Ti
Kdν < 0 in particolare K deve

assumere valori strettamente negativi e dunque, per la continuità di K, deve
assumere anche valore nullo.

Di seguito riportiamo alcuni risultati semplici da dimostrare.

Osservazione 3.3.4. Sia S ¢ R
3 una super�cie orientabile con K f 0 ovunque.

Sia R ¢ S una regione semplice il cui bordo è un poligono geodetico. Allora il
poligono ha almeno 3 vertici.

Dimostrazione. Applichiamo 2.2.2 in quantoR è semplice, ricordando che
∫

R
Kdν f

0 e chiamando εj gli angli esterni. Il teorema ci dice:

2π −
p

∑

j=1

εj =

∫

R

Kdν f 0

2π f
p

∑

j=1

εj .

Essendo ora che εj ∈ (−π, π), a�nché la somma sia maggiore di 2π deve per
forza essere p = 3 da cui il numero dei vertici del poligono.
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Osservazione 3.3.5. Su S
2 non è possibile costruire poligoni geodetici con esat-

tamente un vertice.

Prima della dimostrazione si ricorda che che nella de�nizione di poligoni cur-
vilinei con angolo si intendono quei punti dove e�ettivamente cambia il vettore
tangente prima e dopo. Questo esclude il fatto che si potrebbero mettere quanti
vertici si vuole lungo una curva.

Dimostrazione. Ricordiamo che sulla sfera le uniche geodetiche sono circoli di
raggio massimo. Se vogliamo costruire poligoni geodetici bisogna considerare
quelli con il bordo formato da circoli massimi. Se prendiamo un solo circolo
massimo abbiamo un poligono geodetico con 0 vertici. Per aumentare il numero
di vertici notiamo subito che bisogna aumentare i lati, ma notiamo che non
appena consideriamo due geodetiche abbiamo uno spicchio di sfera che ha due
vertici. L'unica possibilità di avere un solo vertice sarebbe avere una super�cie
con un bordo ma la sfera non ha bordo e pertanto è impossibile costruirne uno
sulla sfera. Da tre vertici in su non ci sono problemi in quanto si prendono più
circoli massimi come lati.

Un'altra considerazione importante è dedurre il caso globale dividendo la
super�cie in regioni semplici e applicare il caso locale su ognuna e poi sommare
i singoli risultati. Naturalmente per sommare gli integrali bisogna che le regioni
semplici non si intersechino in aperti ma possiamo trascurare eventuali curve di
intersezione (che non danno contributo agli integrali di super�cie). Per fare gli
esempi consideriamo super�ci compatte facili come sfera e toro.

Sfera

Per questo esempio prendiamo la sfera unitaria S
2 centrata nell'origine. Toglia-

mo l'equatore (qualsiasi altra geodetica va bene) ovvero l'intersezione tra sfera
e il piano z = 0 e così otteniamo le due calotte sferiche. Entrambe hanno la
parametrizzazione fornita dalla proiezione ortogonale (sul piano equatoriale) e
con questo possiamo applicare il teorema di Gauss-Bonnet locale, pensando la
calotta come un poligono con zero vertici e l'equatore come bordo. In questo po-
ligono il contributo degli angoli esterni è nullo come il contributo delle curvature
geodetiche. Applichiamo (2.2.2) e troviamo:

∫

R

Kdν = 2π.

Questo vale sia per la calotta superiore che per la calotta inferiore e andando a
sommare i due risultati otteniamo:

2π + 2π = 4π

che è uguale al risultato ottenuto applicando (3.2.2):

∫

S2

Kdν = 2πχ(S2) = 4π,

ricordando che χ(S2) = 2.
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Toro

Per quanto riguarda il toro la situazione si complica e la divisione in regioni
semplici non è così ovvia come per la sfera. Prendiamo un toro T con due raggi
r1 < r2 arbitrari e con centro nell'origine. Questa volta dobbiamo dividerlo
in 4 regioni semplici per garantire la parametrizzazione indotta sempre dalla
proiezione ortogonale. Per esempio, se togliamo le curve date dall'intersezione
tra il toro e i piani z = 0 e y = 0 troviamo che ogni regione semplice ha contributo
dell'integrale dei punti ellittici e l'integrale dei punti iperbolici uguali. Pertanto
∫

Ri
Kdν = 0 per ogni i = 1 . . . 4 e la somma di questi quattro apporti è nullo.

Un altro esempio di suddivisione è togliere le curve di intersezione tra il toro,
il piano y = 0 e il cilindro di equazione: x2 + y2 = ( r1+r2

2 )2. In questo caso
abbiamo che due regioni contengono solo punti ellittici e due regioni solo punti
iperbolici. Pertanto gli integrali su tali regioni danno due apporti positivi e due
negativi e si veri�ca che hanno uguale valore e la somma è zero. Potremmo anche
eliminare le curve di intersezione tra toro e il piano y = 0 e per un semipiano
togliere metà cilindro di prima e per l'altro semipiano togliere il piano z = 0.
Così facendo troviamo due integrali nulli, uno positivo e uno negativo. In ogni
caso la somma è sempre nulla. Il risultato combacia sempre con il risultato
ottenuto applicando (3.2.2):

∫

T

Kdν = 2πχ(T) = 0,

ricordando che χ(T) = 0.
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Capitolo 4

ESEMPI

In questo capitolo riportiamo alcuni esempi che mostrano che il teorema garanti-
sce l'uguaglianza. Proprio per questo fatto è possibile usarlo anche per determi-
nare uno dei termini dell'uguaglianza che noi non conosciamo come nell'ultimo
esempio. Prima degli esempi ricordiamo alcune formule utili che useremo. Per
calcolare l'ampiezza dell'angolo tra due vettori usiamo la seguente formula :

cosϑ =
v1 · v2

∥v1∥∥v2∥
(4.0.1)

Non in tutti gli esempi sono esplicitati i conti per evitare di essere troppo
ripetitivi in conti molto simili tra loro.

4.1 Triangolo non geodetico nel piano

Consideriamo in questo esempio come super�cie S il piano. Come poligono
regolare invece prendiamo l'area delimitata dalle seguenti curve:

α1(t) = (−t, t+ 1, 0) t ∈ [−1, 0]
α2(t) = (cos(t), sin(t), 0) t ∈ [π, 2π]
α3(t) = (−t,−t+ 1, 0) t ∈ [0, 1].

Osserviamo che queste curve sono orientate in senso antiorario e delimitano il
triangolo curvilineo in �gura :
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Figura 4.1: Triangolo nel piano.

Notiamo che sono curve C∞ e possiamo calcolarne le derivate, che sono:

α′
1(t) = (−1, 1, 0)

α′
2(t) = (− sin(t), cos(t), 0)

α′
3(t) = (−1,−1, 0).

Calcoliamo l'ampiezza degli angoli nei tre vertici usando come vettori i
vettori tangenti alle curve calcolati a destra e a sinistra del punto.

� Chiamiamo P1 il punto iniziale di α2(t) e il punto �nale di α3(t), infatti
abbiamo che α2(π) = (−1, 0, 0) = α3(1).

In P−
1 abbiamo che α′

3(1) =





−1
−1
0



.

In P+
1 abbiamo che α′

2(π) =





0
−1
0



.

Usando (4.0.1) troviamo :

cosϑ1 =





−1
−1
0



 ·





0
−1
0





∥





−1
−1
0



 ∥∥





0
−1
0



 ∥

=
1√
2
,

da cui ϑ1 = arccos( 1√
2
) = π

4 , con ϑ1 si indica l'angolo esterno in P1.

L'angolo interno corrispondente è: δ1 = π − ϑ1 = 3π
4 .

� Chiamiamo P2 il punto iniziale di α3(t) e il punto �nale di α1(t), infatti
abbiamo che α3(0) = (0, 1, 0) = α1(0).

In P−
2 abbiamo che α′

1(0) =





−1
1
0



.
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In P+
2 abbiamo che α′

3(0) =





−1
−1
0



.

Usando (4.0.1) troviamo :

cosϑ2 =





−1
1
0



 ·





−1
−1
0





∥





−1
1
0



 ∥∥





−1
−1
0



 ∥

= 0,

da cui ϑ2 = arccos(0) = π
2 , con ϑ2 si indica l'angolo esterno in P2. L'angolo

interno corrispondente è: δ2 = π − ϑ2 = π
2 .

� Chiamiamo P3 il punto iniziale di α1(t) e il punto �nale di α2(t), infatti
abbiamo che α1(−1) = (1, 0, 0) = α2(2π).

In P−
3 abbiamo che α′

2(2π) =





0
1
0



.

In P+
3 abbiamo che α′

1(−1) =





−1
1
0



.

Usando (4.0.1) troviamo :

cosϑ3 =





0
1
0



 ·





−1
1
0





∥





0
1
0



 ∥∥





−1
1
0



 ∥

=
1√
2
,

da cui ϑ3 = arccos( 1√
2
) = π

4 , con ϑ3 si indica l'angolo esterno in P3.

L'angolo interno corrispondente è: δ3 = π − ϑ3 = 3π
4 .

Calcoliamo la somma degli angoli esterni del poligono:
∑3

i=1 ϑi = π.
Calcoliamo la somma degli angoli interni del poligono:

∑3
i=1 δi = 2π.

Ora andiamo a veri�care l'uguaglianza della formula del teorema.
Osserviamo subito che la curvatura gaussiana K del piano è identicamente nulla
perciò il suo integrale è nullo.
Calcoliamo le curvature geodetiche dei tre lati del triangolo. Abbiamo che α1 e
α3 sono rette e sul piano sono geodetiche e per questo hanno curvatura geodetica
pari a zero. Invece α2, essendo una circonferenza, ha curvatura geodetica diversa
da 0, la calcoliamo usando (1.3.4).
Per farlo prima esplicitiamo α′′

2 (t) = (− cos(t),− sin(t), 0) ed n = (0, 0, 1) il
versore normale, essendo S il piano z = 0. Lo prendiamo col segno positivo in
accordo con l'orientazione del piano. Ora sostituiamo nella formula, esplicitando
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il necessario, e troviamo:

kg =

α′′
2 (t) ·









0
0
1



 '





− sin(t)
cos(t)
0









∥α′
2(t)∥2

=

=





− cos(t)
− sin(t)

0



 ·





− cos(t)
− sin(t)

0





1
= 1. (4.1.1)

Calcoliamo ora l'integrale sull'intervallo di de�nizione:

∫ 2π

π

kgdt =

∫ 2π

π

dt = 2π − π = π.

Torniamo alla formula (2.2.2) del caso locale e veri�chiamo che soddisfa l'ugua-
glianza:

0 + π + π = 2π

2π = 2π.

4.2 Poligono generale nel piano

In questo esempio riportiamo un quadrilatero formato da quattro archi di cir-
conferenza e che ha la forma simile ad un astroide su un piano. Questo esempio
è importante per il fatto che gli angoli interni di questo poligono hanno ampiez-
za nulla. Per fare questo abbiamo bisogno di usare cuspidi nei vertici. Essendo
che le cuspidi non hanno angolo interno ben de�nito, si devono considerare del-
le piccole deformazioni e prenderne il limite, per capire se l'angolo esterno è
+π o −π. Parametrizziamo le curve che formano i lati orientandole in senso
antiorario:

α1(t) = (cos(−t) + 1, sin(−t) + 1, 0) t ∈ [π2 , π]
α2(t) = (cos(−t)− 1, sin(−t) + 1, 0) t ∈ [0, π

2 ]
α3(t) = (cos(−t)− 1, sin(−t)− 1, 0) t ∈ [−π

2 , 0]
α4(t) = (cos(−t) + 1, sin(−t)− 1, 0) t ∈ [π, 3

2π],

formando il seguente poligono:
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Figura 4.2: Poligono nel piano .

Notiamo che le curve dei lati sono tutte C∞ e le derivate, essendo de�nite a
meno di costanti, sono le stesse per ogni lato del tipo:

α′(t) = (sin(−t),− cos(−t), 0),

per praticità nelle notazioni la chiamiamo semplicemente α′(t). Calcoliamo
l'ampiezza degli angoli nei quattro vertici usando come vettori quelli tangenti
alle curve calcolati a destra e a sinistra del punto.

� Chiamiamo P1 il punto iniziale di α1(t) e il punto �nale di α4(t), infatti
abbiamo che α1(

π
2 ) = (1, 0, 0) = α4(

3
2π).

In P−
1 abbiamo che α′( 32π) =





−1
0
0



.

In P+
1 abbiamo che α′(π2 ) =





1
0
0



.

Usando (4.0.1) troviamo :

cosϑ1 =





−1
0
0



 ·





1
0
0





∥





−1
0
0



 ∥∥





1
0
0



 ∥

= −1,

da cui ϑ1 = arccos(−1) = π, con ϑ1 si indica l'angolo esterno in P1.
L'angolo interno corrispondente è: δ1 = π − ϑ1 = 0.

� Chiamiamo P2 il punto iniziale di α2(t) e il punto �nale di α1(t), infatti
abbiamo che α2(0) = (0, 1, 0) = α1(π).

In P−
2 abbiamo che α′(π) =





0
1
0



.

In P+
2 abbiamo che α′(0) =





0
−1
0



.
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Usando (4.0.1) troviamo :

cosϑ2 =





0
1
0



 ·





0
−1
0





∥





0
1
0



 ∥∥





0
−1
0



 ∥

= −1,

da cui ϑ2 = arccos(−1) = π, con ϑ2 si indica l'angolo esterno in P2.
L'angolo interno corrispondente è: δ2 = π − ϑ2 = 0.

� Chiamiamo P3 il punto iniziale di α3(t) e il punto �nale di α2(t), infatti
abbiamo che α3(−π

2 ) = (−1, 0, 0) = α2(
π
2 ).

In P−
3 abbiamo che α′(π2 ) =





−1
0
0



.

In P+
3 abbiamo che α′(−π

2 ) =





1
0
0



.

Usando (4.0.1) troviamo :

cosϑ3 =





−1
0
0



 ·





1
0
0





∥





−1
0
0



 ∥∥





1
0
0



 ∥

= −1,

da cui ϑ3 = arccos(−1) = π, con ϑ3 si indica l'angolo esterno in P3.
L'angolo interno corrispondente è: δ3 = π − ϑ3 = 0.

� Chiamiamo P4 il punto iniziale di α4(t) e il punto �nale di α3(t), infatti
abbiamo che α4(π) = (0,−1, 0) = α3(0).

In P−
4 abbiamo che α′(0) =





0
−1
0



.

In P+
4 abbiamo che α′(π) =





0
1
0



.

Usando (4.0.1) troviamo :

cosϑ4 =





0
−1
0



 ·





0
1
0





∥





0
−1
0



 ∥∥





0
1
0



 ∥

= −1,

da cui ϑ4 = arccos(−1) = π, con ϑ4 si indica l'angolo esterno in P4.
L'angolo interno corrispondente è: δ4 = π − ϑ4 = 0.
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In questo caso, trattando cuspidi, l'angolo esterno non è ben de�nito. Per de-
terminare se è positivo o negativo consideriamo una deformazione delle curve
in un vertice. Per esempio in P1 abbiamo che il vettore entrante per una pic-

cola deformazione diventa:

(
1
ε

)

, e il vettore uscente:

(
−1
ε

)

, per ogni ε > 0.

Consideriamo il determinante della matrice "di cambiamento base":

det

(
1 −1
ε ε

)

= 2ε > 0.

Facendo il limite di questa quantità si deduce che è sempre positiva e quindi
prendiamo l'angolo esterno col segno positivo. Negli altri vertici il risultato è
analogo. Per le considerazioni dell'esempio precedente abbiamo che la curvatura
gaussiana del piano è costante nulla e la curvatura geodetica dei lati, essendo
tutti e 4 circonferenze, è sempre uguale al conto fatto in (4.1.1), a meno di un
segno per l'orientazione. Risulta infatti kg = −1. Ora integriamo su tutti gli
intervalli e troviamo:

−
(∫ π

π
2

dt+

∫ π
2

0

dt+

∫ 0

−π
2

dt+

∫ 3
2
π

π

dt

)

= −(4
π

2
) = −2π.

La somma degli angoli esterni è:
∑4

i=1 ϑi = 4π.
La somma degli angoli interni è:

∑4
i=1 δi = 0.

Mettendo assieme i risultati trovati proviamo la formula (2.2.2) :

0− 2π + 4π = 2π

2π = 2π.

4.3 Poligono generale nel piano

In questo esempio riportiamo un altro quadrilatero nel piano formato anche
questo da quattro archi di circonferenza. A di�erenza del precedente questo è
importante per il fatto che l'ampiezza degli angoli interni è 8π ovvero 2π per ogni
vertice. Anche in questo caso si considerano cuspidi nei vertici. Parametrizziamo
le curve che formano i lati del poligono orientandole in senso antiorario:

α1(t) = (cos(t) + 1, sin(t) + 1, 0) t ∈ [−π
2 , π]

α2(t) = (cos(t)− 1, sin(t) + 1, 0) t ∈ [0, 3
2π]

α3(t) = (cos(t)− 1, sin(t)− 1, 0) t ∈ [π2 , 2π]
α4(t) = (cos(t) + 1, sin(t)− 1, 0) t ∈ [−π, π

2 ],

ottenendo il seguente poligono:
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Figura 4.3: Poligono nel piano.

Anche in questo caso lavoriamo con delle cuspidi e gli angoli esterni non sono
ben de�niti. Per capire il segno dell'angolo consideriamo una piccola deforma-
zione in un vertice e poi uguale in tutti gli altri. Consideriamo P1, il punto
iniziale di α1 e il punto �nale di α4 infatti:α1(−π

2 ) = (1, 0, 0) = α4(−π). In P1

il vettore entrante diventa:

(
−1
ε

)

, e il vettore uscente diventa:

(
1
−ε

)

, per ogni

ε > 0. Consideriamo ora il determinante della matrice "di cambiamento base":

det

(
−1 1
ε ε

)

= −2ε < 0.

Facendo il limite si deduce che è una quantità sempre negativa e quindi pren-
diamo l'angolo esterno sempre col segno negativo. Per conti del tutto analoghi
all'esempio precedente, che qui omettiamo, troviamo che ogni vertice ha ango-
lo esterno di ampiezza ϑi = −π e angolo interno δi = π − ϑi = 2π. Da cui
∑4

i=1 ϑi = −4π e
∑4

i=1 δi = 8π. La curvatura gaussiana è costante nulla essen-
do in un piano. Per la curvatura geodetica il conto è lo stesso conto fatto in
(4.1.1) integrando però su diversi intervalli:

∫ π

−π
2

dt+

∫ π

π
2

dt+

∫ 2π

π
2

dt+

∫ 3
2
π

0

dt = 6π.

Andiamo ora a sostituire in (2.2.2) e veri�chiamo che vale il teorema:

0 + 6π − 4π = 2π

2π = 2π.

4.4 Triangolo non geodetico sulla sfera

Questo esempio è molto importante in quanto si va a calcolare l'eccesso sferico
di un triangolo sulla super�cie che varia in base all'area. È un esempio molto
importante utilizzato soprattutto quando si lavora in coordinate sferiche. In
questo caso usiamo una super�cie con curvatura gaussiana sempre positiva in
ogni suo punto e consideriamo la sfera di raggio unitario con parametrizzazione:

ϕ(u, v) =





sin(u) cos(v)
sin(u) sin(v)

cos(u)



 , u ∈ (0, π), v ∈ (0, 2π)
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Prendiamo le curve che sono due meridiani, i quali sono delle geodetiche in
quanto circoli di raggio massimo, e poi considero il parallelo a latitudine π/4.
Parametrizziamo le seguenti curve:

α1(t) = (sin(t), 0, cos(t)) t ∈ [0, π
4 ]

α2(t) = (0, sin(t), cos(t)) t ∈ [−π
4 , 0]

α3(t) = (
√
2
2 cos(t),−

√
2
2 sin(t),

√
2
2 ) t ∈ [0, π

2 ],

ottenendo il seguente poligono:

Figura 4.4: Triangolo sulla sfera.

Notiamo che sono curve C∞ e possiamo calcolarne le derivate che sono:

α′
1(t) = (cos(t), 0,−sin(t))

α′
2(t) = (0, cos(t),− sin(t))

α′
3(t) = (−

√
2

2
sin(t),−

√
2

2
cos(t), 0).

Calcoliamo l'ampiezza degli angoli nei tre vertici usando come vettori i
vettori tangenti alle curve calcolati a destra e a sinistra del punto.

� Chiamiamo P1 il punto iniziale di α2(t) e il punto �nale di α3(t), infatti
abbiamo che α2(−π

4 ) = (0,−
√
2
2 ,

√
2
2 ) = α3(

π
2 ).

In P−
1 abbiamo che α′

3(
π
2 ) =





−
√
2
2
0
0



.

In P+
1 abbiamo che α′

2(−π
4 ) =






0√
2
2√
2
2




.

Usando (4.0.1) troviamo :

cosϑ1 = 0,

da cui ϑ1 = arccos(0) = π
2 , con ϑ1 si indica l'angolo esterno in P1. L'angolo

interno corrispondente è: δ1 = π − ϑ1 = π
2 .
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� Chiamiamo P2 il punto iniziale di α3(t) e il punto �nale di α1(t), infatti
abbiamo che α3(0) = (

√
2
2 , 0,

√
2
2 ) = α1(

π
4 ).

In P−
2 abbiamo che α′

1(
π
4 ) =






√
2
2
0

−
√
2
2




.

In P+
2 abbiamo che α′

3(0) =





0

−
√
2
2
0



.

Usando (4.0.1) troviamo :

cosϑ2 = 0,

da cui ϑ2 = arccos(0) = π
2 , con ϑ2 si indica l'angolo esterno in P2. L'angolo

interno corrispondente è: δ2 = π − ϑ2 = π
2 .

� Chiamiamo P3 il punto iniziale di α1(t) e il punto �nale di α2(t), infatti
abbiamo che α1(0) = (0, 0, 1) = α2(0).

In P−
3 abbiamo che α′

2(0) =





0
1
0



.

In P+
3 abbiamo che α′

1(0) =





1
0
0



.

Usando (4.0.1) troviamo :

cosϑ3 = 0,

da cui ϑ3 = arccos(0) = π
2 , con ϑ3 si indica l'angolo esterno in P3. L'angolo

interno corrispondente è: δ3 = π − ϑ3 = π
2 .

Calcoliamo la somma degli angoli esterni:
∑3

i=1 ϑi =
3
2π, e la somma degli an-

goli interni:
∑3

i=1 δi =
3
2π del poligono.

Per la curvatura geodetica delle tre curve, α1 e α2 sono meridiani è hanno curva-
tura nulla in quanto sono geodetiche, invece per α3(t) la calcoliamo. Troviamo,
dopo alcuni conti qui omessi, che il versore normale alla sfera è:

n(u, v) =





sin(u) cos(v)
sin(u) sin(v)

cos(u)





e andando ad imporre le condizioni per la curva (ovvero u = π
4 e v = t) troviamo

che n(u, v) =






√
2
2 cos(t)√
2
2 sin(t)√

2
2




. Ora usiamo (1.3.4) per calcolarla, esplicitando solo
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i passaggi necessari:

kg =











√
2
2 cos(t)√
2
2 sin(t)√

2
2




 '






−
√
2
2 sin(t)

−
√
2
2 cos(t)
0









 · α′′

3 (t)

∥α′
3(t)∥2

=

=





− 1
2 cos(t)
1
2 sin(t)

1
2 (sin

2(t)− cos2(t))



 ·






−
√
2

2 cos(t)√
2
2 sin(t)

0






1
2

=

√
2

2
.

Integrando sull'intervallo di de�nizione troviamo:

∫ π
2

0

kgdt =

∫ π
2

0

√
2

2
dt =

√
2

4
π.

Analizzando poi la curvatura gaussiana della sfera, troviamo con dei conti qui
omessi che è costantemente uguale a 1 essendo il raggio unitario. Procediamo a
integrarla sulla regione del triangolo:

∫

T

Kdν =

∫ π
2

0

∫ π
4

0

sin(u)dudv = −π

2
[cos(u)]

π
4

0 = −π

2

(√
2

2
− 1

)

= −
√
2

4
π +

π

2
.

Andiamo a sostituire in (2.2.2) e osserviamo che veri�ca il teorema:

−
√
2

4
π +

π

2
+

√
2

4
π +

3

2
π = 2π

2π = 2π.

4.5 Triangolo non geodetico su un iperboloide iper-

bolico

In questo esempio consideriamo come super�cie un iperboloide iperbolico, che
è una super�cie con curvatura gaussiana sempre negativa. Consideriamo raggio
unitario e la super�cie ha parametrizzazione:

ϕ(u, v) =





cosh(u) cos(v)
cosh(u) sin(v)

sinh(u)



 , u ∈ R, v ∈ (0, 2π).

Per delimitare il triangolo T prendiamo le seguenti curve:

α1(t) = (cos(t),− sin(t), 0) t ∈ [0, π
2 ]

α2(t) = (cosh(t), 0,− sinh(t)) t ∈ [−π
2 , 0]

α3(t) = (cosh(t) sin(t),− cosh(t) cos(t), sinh(t)) t ∈ [0, π
2 ],

ottenendo il seguente poligono:
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Figura 4.5: Triangolo sull'iperboloide.

Con dei conti qui omessi (arrotondati a 4 cifre decimali in quanto svolti con
l'aiuto di un calcolatore, in questo caso Mathematica) troviamo che:

� in P1 il punto di intersezione tra α2 e α3, l'angolo esterno è ϑ1 = 2.5065,

� in P2 il punto di intersezione tra α1 e α3, l'angolo esterno è ϑ2 = 3
4π,

� in P3 il punto di intersezione tra α1 e α2, l'angolo esterno è ϑ3 = π
2 .

Da cui abbiamo che
∑3

i=1 ϑi = 6.4335. Ora andiamo ad analizzare le curvature
geodetiche delle curve, α1 è una geodetica in quanto cerchio di raggio mini-
mo per una super�cie di rotazione, α2 è anch'essa una geodetica in quanto è
un pro�lo per una super�cie di rotazione e per questo hanno entrambe curva-
tura geodetica nulla. Per α3, usando (1.3.4) e aiutandoci con Mathematica,
calcoliamo direttamente l'integrale della curvatura geodetica:

∫ π
2

0

kgdt =

∫ π
2

0

α′′
3 · (n ' α′

3)

∥α′
3∥2

dt = 0.5977.

L'integrale della curvatura gaussiana sul triangolo T Mathematica non rie-
sce a determinarlo esplicitamente, quindi usiamo il teorema di Gauss-Bonnet
per calcolarlo usando tutti gli altri dati, dato che ci garantisce l'uguaglianza.
Applicando (2.2.2) troviamo che:

∫

T

Kdν = 2π −
∫

kgdt−
3∑

i=1

ϑi

= 2π − 0.5977− 6.4335

= −0.7480.

Il risultato è negativo in accordo con quanto detto nelle ipotesi, infatti la
super�cie aveva curvatura gaussiana negativa in ogni suo punto.
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