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Sommario

Le dinamiche di primo passaggio sono fondamentali in molti processi fisici e biologici, in cui il tem-
PO necessario a superare una barriera o a lasciare una configurazione vincolata puo influenzare le
proprieta macroscopiche del sistema. In questo elaborato viene studiata la dinamica di sfilamento
di un anello rigido infilato in un polimero semiflessibile, un modello rappresentativo dei sistemi
topologicamente vincolati nella materia soffice e ispirato a complessi biologici che scorrono lungo
filamenti, ad esempio le sliding clamps del DNA. L’analisi combina un approccio teorico e uno
computazionale. Dal punto di vista analitico, il problema viene ricondotto all’equazione di Smolu-
chowski, che permette di descrivere il tempo di primo passaggio in termini di diffusione ed energia
potenziale efficace. Dal punto di vista numerico, il sistema ¢ simulato tramite dinamica di Lan-
gevin con LAMMPS, modellando il polimero con interazioni FENE e WCA e 'anello come corpo
rigido. Le traiettorie ottenute consentono di ricostruire la survival probability e di analizzare come
la geometria dell’anello, la flessibilita del polimero e le interazioni tra essi influenzino la dinamica
di sfilamento, fornendo un quadro quantitativo utile per comprendere fenomeni analoghi in sistemi

biologici e in fluidi complessi.
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1. INTRODUZIONE

1 Introduzione

I fluidi complessi, come ad esempio i gel o le soluzioni polimeriche, sono caratterizzati da dinamiche
su scala nanometrica e micrometrica delle loro componenti, le quali danno luogo a proprieta macro-
scopiche come la viscosita. Al fine di studiare questi sistemi viene utilizzata la microreologia, una
tecnica che consente di determinare le proprieta reologiche di un mezzo attraverso la misurazione
della traiettoria di una particella detta tracciante di flusso, la quale, nel caso della microreologia
passiva, si muove grazie all’energia termica del sistema. L’analisi di tali traiettorie permette di evi-
denziare fenomeni di scorrimento e confinamento dovuti alla microstruttura del materiale, rivelando
come il moto delle particelle sia spesso guidato o limitato da vincoli interni [1] [2].

Questi fenomeni non sono esclusivi dei materiali soffici: dinamiche analoghe emergono anche in
diversi sistemi biologici. Un esempio emblematico & rappresentato dalle sliding clamps del DNA,
come PCNA (antigene nucleare di proliferazione cellulare) negli eucarioti e la S-clamp nei batte-
ri [3]. Tali complessi formano anelli proteici chiusi che abbracciano la doppia elica e, una volta
posizionati, scorrono liberamente lungo il DNA e fungono da piattaforme processive per le DNA
polimerasi, stabilizzando 1’enzima e permettendo una replicazione veloce e continua. Nei lieviti, un
ruolo analogo di interazione topologica & svolto dal complesso Dam1/DASH, che durante la mito-
si puo assemblarsi in anelli attorno ai microtubuli. Questi anelli scorrono passivamente mentre il
microtubulo si depolimerizza, convertendo ’energia della depolimerizzazione in forza meccanica [4].
Un ulteriore esempio & costituito dai complessi SMC (Structural Maintenance of Chromosomes),
come coesina e condensina. Queste proteine sono le componenti principali dei cromosomi in tutti gli
organismi viventi; studi recenti ( [5|) hanno mostrato che le SMC agiscono come motori molecolari
ATP-dipendenti capaci di creare loop di DNA: legandosi topologicamente al filamento, scorrono
lungo il suo scheletro e tirano il DNA formando asole sempre piu ampie. Attraverso questo pro-
cesso di loop extrusion, controllano fondamentali attivita quali la condensazione cromosomica e la
coesione dei cromatidi fratelli, che ha I'importante funzione di garantire I’ottimale separazione dei
cromatidi durante le anafasi di mitosi e meiosi e di proteggere il DNA da eventuali rotture dovute

al movimento dei cromosomi.

Loop extrusion

Figura 1: Struttura proteica della pinza scorrevole di PCNA umana vista in sezione laterale [6|, immagini
del processo di loop extrusion del DNA [5] e complesso Dam1/DASH [4]

Partendo da tali esempi biologici, in questo elaborato verra studiato un sistema composto da un
anello rigido infilato in un polimero semiflessibile; la dinamica di entrambi i corpi e regolata dal
rumore termico tramite I’equazione di Langevin e ’anello diffonde lungo il polimero.

Questo sistema puo anche essere ricollegato alla microreologia stessa, dove ’anello rappresenta il
tracciante che si muove in un ambiente complesso (il polimero) che introduce vincoli, barriere entro-

piche, attriti interni, torsioni. Il processo di sfilamento dell’anello dal polimero, il quale avviene ad
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1. INTRODUZIONE

un tempo denominato first passage time (FPT), permette di ricavare informazioni sulla struttura e
dinamica del mezzo e piu in generale di comprendere il ruolo delle fluttuazioni termiche nei sistemi
complessi. Di particolare interesse ¢ lo studio della survival probability, ovvero una funzione che
indica la frazione di processi che sopravvivono oltre un determinato periodo di tempo, complemen-
tare alla distribuzione di probabilita del first passage time. L’analisi della survival probability e
cruciale perché permette di quantificare in modo diretto la stabilita temporale di un sistema, per
comprendere i tempi caratteristici dei processi fisici e biologici basati su eventi di primo passaggio.
Poiché la diffusione dell’anello ¢ vincolata, lo studio della sua mobilita diventa essenziale per inter-
pretare correttamente il comportamento temporale della survival probability. Si possono in questo
modo ottenere risultati quantitativi che descrivono come la geometria dell’anello, la rigidita del

polimero e le interazioni tra essi influenzino 1’evoluzione del sistema.

Inizialmente verra trattato il caso riconducibile a un processo di Wiener lungo un segmento, in
cui il polimero ¢ analogo a una sbarra rigida e I’anello puo essere considerato un punto materiale e
si fard un confronto tra la soluzione analitica e quella ottenuta dalle simulazioni numeriche, effet-
tuate tramite il software LAMMPS. Successivamente si andra a variare la lunghezza del polimero e
la sua rigidita, osservando come questo vada a influire sul first passage time e di conseguenza sulla
survival probability. Verranno inoltre effettuate ulteriori analisi per comprendere i processi diffusivi

del sistema, arrivando a definire un potenziale efficace.



2. FPT E SURVIVAL PROBABILITY

2 FPT e survival probability

Nel processo stocastico che viene preso in considerazione € di nostro interesse calcolare il first pas-
sage time (FPT), ovvero il primo istante temporale in cui I'anello si sfila dal polimero passando
attraverso una delle due estremita. In modo piu generale, si definisce il first passage time come
Iistante di tempo in cui un dato processo stocastico X(t) definito su Q C R? raggiunge per la prima
volta il bordo 02 [7].

Questa quantita ha numerose applicazioni pratiche oltre a quella studiata in questo elaborato, che
spaziano dalla teoria della velocita delle reazioni chimiche al targeting proteico, dove si quantifica
il tempo necessario affinché una proteina individui il proprio bersaglio all’interno dell’ambiente cel-
lulare. In ambito finanziario, il FPT trova applicazione nella statistica dei valori estremi, fornendo
una misura del tempo con cui un titolo o un indice tocca soglie critiche. Ulteriori utilizzi emergono
in epidemiologia, dove il tempo di primo passaggio viene utilizzato per stimare quando un’epidemia
raggiunge determinate soglie di diffusione, fornendo indicazioni sulla dinamica dei processi di con-
tagio, e in neuroscienze per descrivere ad esempio il momento in cui il potenziale di membrana di
un neurone arriva alla soglia di attivazione.

Essendo collegato ad un processo probabilistico, il FPT risulta essere una variabile casuale, che
dipende dalla posizione iniziale X (¢t = 0) = z( e dalle condizioni al contorno imposte. Nel caso 1d

con condizioni al contorno assorbenti 092 = [£1,&R], si ha:

T([EL,&R] | mo) = sup{t > 0| &L < X(7) < &r,0< 7 <t} (1)

o anche
T([€L,€r] | wo) = inf{t = 0| X(7) = €L 0 X (1) = {r} (2)

Esso ha una distribuzione di probabilita T(9€; t|xo) che rappresenta la frazione di processi usciti da
2 nell’intervallo [0,t]:
T(0Q;t [ wo) = P{T(09 | wo) <t | X(0) = zo} (3)

La funzione densita di probabilita ¢ quindi:
pr(0Qt | zo)dt =P{t <T(OQ | xg) <t+dt| X(0) =z} =dT(0Q;t ]| o) (4)

Si puo cosi introdurre la survival probability, ovvero la frazione di processi soppravvissuti al tempo

t, che sara data semplicemente da:

SOt | xo) =1 — T(ONt | 2) = P{T(09 | m0) > t | X(0) = a0} (5)
con
pr(98%t | xo) = d(1 — S(0Q;t | o)) = —dS (9t | xo) (6)
e quindi
pT(8Q;t | xo) = —;S(@Q;t ’ xo)dt (7)

Considerando la densita di probabilita del processo stocastico X (t), p(x,t | zo,to)dz=
P{x < X(t) <z +dx | X(0) =0} con condizioni al contorno assorbenti p(x = ¢1,,t | z9,0) =
p(z = &R, t|zo,0) = 0, vale inoltre che:
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S(t | x0) = /Qp(:n,t | o, to)dx (8)
Tutte le funzioni S(¢ | x¢) devono rispettare tre condizioni:
e S(0]xp)=1
e limyio0 S(t | 20)=0
e S(t]|zo) e decrescente

Una quantita che verra spesso usata in questa trattazione e il mean first passage time (MFPT),

definito come:
(1) o] a o]
E{T(z0)} =T (x0) = — ; taS(t | zo)dt = ; S(t | xo)dt (9)
ove nell’ultimo passaggio si & integrato per parti:
70 (wg) = —t(t | ao)liF + [~ St |z (10)
0

Dato che S(0 | zg)=1 per ogni xg, allora lim; o S(t | zo)=1. Per il limite a oo, come esplicitato
nella condizione precedente, si ha che lim;_, y~ S(t | z9) = 0, ma bisogna vedere quanto rapidamente
accade rispetto a t: se S(t | zp) decresce almeno come tl% allora si puo assumere che il limite sia

nullo, per cui tS(t | zo)|§° = 0 e si ottiene I’espressione per il MFPT sopra riportata.

2.1 Processi di Markov gaussiani continui

Consideriamo ora un processo di Markov gaussiano continuo, dove quindi ogni insieme finito di
variabili aleatorie ha distribuzione di probabilita gaussiana multivariata e la probabilita di tran-
sizione ad un nuovo stato del sistema dipende soltanto dal valore corrente del processo e non da
come si e giunti a questo stato. Questa ultima caratteristica, detta proprieta di Markov, si scrive:
P(Tni1, bngt | Tnstns Tno1,tno1; .05 To,to) = P(Tpgt, bngt | s tn) .

Applicando la proprieta di Markov alla decomposizione della densita di probabilita congiunta come
prodotto di densita condizionate si ottiene l’equazione di Chapman-Kolmogorov, la quale esprime
il fatto che la transizione di stato dal tempo t3 al tempo ¢; puo essere vista come la composizione
di due transizioni successive attraverso un tempo intermedio to:

—+o0
p(azl,tlm,tg):/ p(a1,ty | o, t2) plaasts | @3 t3)drs 1y > ta > t3 (11)

—0o0

Per ottenere una forma differenziale della Chapman-Kolmogorov, si considera un intervallo tempo-
rale infinitesimo At e si espande in serie p(z,t + At | z¢,0). L’equazione generale contiene termini
di deriva DM (z,t), di diffusione D®)(z,t) e di salto W.

0 0 102
= —_—~|pW ~Z _|p®
5Pt | 20,0) = === DV ) plat | 20,0)] + 5 55 [DP (@, 1) pla t | 20,0)] +
+o0o
[ W@ 2t p(et | 20.0) < Wz | 2.0) plast | 20,0))dz (12)
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Nel caso in cui il processo sia continuo, la probabilita di compiere un salto finito in un intervallo
infinitesimo At e trascurabile, quindi il termine W & nullo. In questo caso la funzione di densita
di probabilita condizionata del processo p(z,t | xp,0) ¢ una soluzione dell’equazione generale di
Fokker-Planck:

0 0?

—p(x,t | 20,0) = — — [D( Na, ) p(a, t | :1;0,0)} +3 503

ot ox [D(Q)(w,t)p(w,t | 950,0)} (13)

con la condizione iniziale p(z,t — 0| z9,0) = §(z — zp).

L’equazione di Fokker—Planck si puo scrivere in termini dell’operatore differenziale di Fokker—Planck
Lpp(z,t) = DW(x,t ) +3D@(z,1) 2 a <=, ovvero l'operatore matematico che descrive come evolve
nel tempo la probablhta di trovare una particella in un certo punto, quando la particella segue una

dinamica stocasticas:

0 N
5 P(@:t 1 20,0) = Lrp(z,t) p(z,t | 20,0) (14)
oppure nella forma di equazione di continuita,
0 0 .
prad p(z,t | xo, )+%j(x,t|a:0,0):() (15)

dove la quantita

. 0
st | 20,0) = DU (e, 1) pla, ] 20,0) = 5 == [DOa,0) (it 20,0)] (16)

1
2
rappresenta la densita di corrente del processo. Integrando entrambi i membri dell’equazione di

continuita sul dominio €2, & possibile esprimere la variazione temporale della survival probability

S(t | xg) trattata nel precedente paragrafo in funzione della densita di corrente:

0
251 00) = — [ 2ot | 20,0)dr = (ot 20,0) |y (7)

Di conseguenza, il tempo medio di primo passaggio (MFPT) puo essere scritto come

T (1) = /Oootgtsu | :co)dt:/()oot (3o, 20,0)] ) dit (18)

2.1.1 Soluzione analitica per un processo di Wiener lungo un segmento

Limitandosi al caso di processi diffusivi in una regione finita, si puo considerare il processo di
Wiener definito sulla regione = € [0, L], la descrizione continua del processo di random walk. Tale
processo puo essere definito a partire dalla sua incrementazione infinitesima, che nella formulazione

differenziale assume la forma

Az = V2D AW (19)

dove D & la costante di diffusione e AW & un incremento del processo di Wiener standard, caratte-
rizzato da media nulla e varianza unitaria. Gli incrementi del processo sono gaussiani, indipendenti

e con varianza proporzionale al tempo. La varianza degli incrementi ¢ data da:
((Ax)?) = 2D At (20)

7



2. FPT E SURVIVAL PROBABILITY

mentre il valor medio ¢ nullo:

(Az) =0 (21)
Il processo di Wiener ¢ descritto dall’equazione di Fokker-Plank con il solo termine diffusivo:

2

= 5-3[D(@, 1) p(, t | 2,0)] (22)

0
ap(x7 t | 3307 O)

Per tale processo ¢ possibile determinare il tempo medio di primo passaggio per 'uscita attraverso
x =0 oz = L a partire da una posizione iniziale z¢. Per farlo si usa la (22) con le condizioni al
contorno assorbenti p(z = £, t | £9,0) = p(x = &g, t | 29,0) = 0.

In questo caso la soluzione completa della probabilita p(x,t | zg,to), trovata separando le variabili

e risolvendo due ODE per la parte temporale e spaziale, é:
p(l’ t | ':UO tO) - % f: Sin <m$> Sin (m$0> e_D)‘gL(t_tO) (23)
L n=1 L L

dove )
9 nm
2= (7) (24
La survival probability S(¢ | xg) si ottiene integrando p(x,t | xo, o) su tutto il dominio tramite la

) )
S(t|zo) = /0 p(x,t | 2o, to) dz (25)

Poiché in p(z,t | xg,tp) le variabili = e t sono separate, 'integrazione rispetto a x non modifica il
fattore temporale. Di conseguenza, la dipendenza temporale della survival probability coincide con
quella della soluzione p(z,t | zg,tp). Inoltre, i termini con n grande decadono pit rapidamente;
quindi, nel limite dei tempi lunghi (¢ > %), sopravvive solo il termine con il decadimento piu lento.
Si ottiene cosi:

S(t | 2g) ~ & E0) ol (26)
La costante 7 = DL—; caraterizza il decadimento esponenziale asintotico della survival probability
e in generale non coincide con il MFPT, che dipende dall’intera distribuzione dei tempi di primo

passaggio. Tuttavia, considerando la coda della distribuzione, si ha:

T (20) ~ 1/ teVTdt =1 (27)
0

T

Si puo anche ricavare l’espressione completa di T(l)(xo), inserendo la soluzione completa della
Fokker-Plank in:

—dS(t | 20) = — ( /0 Y (ot | zo.to) dx) dt (28)

Questo porta a:

L © 2
_7dS(t | 7o) = / Z 2DA, sin(mx> sin(mxo) e~ PA=t0) gy =
0

dt — L L L
n=1
2. 2D)2 2L
= Z T n — sin(n;a:o) e~ DX (t—to) (29)
n=1
n dispari
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Da cui si ottiene:

%) o 2 00
T (z0) = —/ tdS(t| zo) = Z DAy AL sin(mx0> / tePAL(—to) g —

L nm

to n—=1 to
n dispari
i 4 o /nT i 4L%2 /nrw (30)
= sin| —xq | = ———=sin|{ —xg
DX2nm L Dn373 L
n=1 n n=1
n dispari n dispari

che & una serie di Fourier che converge a un valore ben definito per 7'M (z).
Un altro approccio, invece di partire dalla funzione di distribuzione p(x,t | ¢, to) e usare la relazione
S(t| xo) = [qp(x,t | zo,to)dx, consiste nel risolvere 'equazione differenziale ordinaria per il MFPT.

Infatti e sufficiente integrare nel tempo la quantita
> 0
/ -S(t | o) dt = S(00 | w0) — S(0 | 2o) = —1 (31)
0

e sfruttare la definizione di MFPT (9), applicando 'operatore backward ﬁ} p» ovvero l'aggiunto
dell’operatore di Fokker-Planck:

Ll p(xo) T (o) = —1 (32)
Nel caso di un processo diffusivo unidimensionale, I’operatore backward di Fokker—Planck e IA/}, plxo) =
D £, da cui si ottiene I’equazione differenziale ordinaria per il mean first passage time:

7
dz§

R 27(1)
LETW ()= -1 = z)aliéﬁmﬁ:-—l (33)
o

con vincoli al contorno

La soluzione generale dell’equazione differenziale ¢ data dalla somma della soluzione omogenea e di

una particolare:

Th(wo) = Azo + B (34)
2
x
T(e0) = 55 (35)
e la soluzione completa & quindi:
72
T(l) (ZL’()) = —% + Axg+ B (36)

Applicando le condizioni al contorno e sostituendo A e B nella soluzione generale, si ricava il MFPT:
1. TW0)=0=B=0
2. TO(L)=0=> L 4 AL=0 = A=}

T (z9) = % 20(L — o) (37)
La serie di Fourier ottenuta in precedenza converge proprio a questa funzione e si fa notare che per
_ L.
Lo = 3 T(l)(xo) ) [i .
8D
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2.1.2 Equazione di Smoluchowski

Consideriamo ora una particella browniana soggetta ad un potenziale simmetrico U(z) = U(—z), il

quale genera una velocita di deriva
o) = —uU'(a) (39)

dove p = % ¢ la mobilita e D la costante di diffusione. Supponiamo che il potenziale presenti un
B

minimo U = 0 in = 0 con U”(0) > 0 e due massimi simmetrici U = E > 0 in ¢ = £z, con

U"(xp) < 0. Si pud calcolare il tempo medio di primo passaggio 7™ (0) necessario per raggiungere

una delle due barriere in x = +x s e quindi scappare dal pozzo, considerando che la particella parte

dall’origine.

Nel limite sovra-smorzato, ’equazione di Fokker-Planck per una particella browniana in un campo

esterno F(z) = —U'(z) ¢ data dall’equazione di Smoluchowski:
0 D o ., 0*
5P p(z,t]0,0) = ﬁ%[U( x)p (x,t\0,0)]—i—D@p(a:,t\0,0) (40)

Imponendo la condizione iniziale p(x,0) = d(x) e condizioni al bordo assorbenti p(fxs,¢ | 0,0) =0

come fatto nella sezione precedente e definendo 'operatore di Fokker-Plank, Ly p(z) =

, _U=) U(z)
D 8% {e kpT a% (e ’“BT)], si puo riscrivere I’equazione di Smoluchowski nella forma gia presentata:

0 ~

Applicando 'operatore L rp(z) ad entrambi i membri della relazione che definisce la funzione go(z |
x0) = [7° p(a,t | x9,0) dt, si ottiene

Ler@) (e 0) = [~ Lep@)plet [0.0)dt = [© Bt = —p,0]0.0) = =0) (42

Utilizzando ’espressione dell’operatore L p, si ricavano quindi le espressioni per go(z | 0) e per il

tempo medio di primo passaggio.

e Ulz) T U Y
kT ToT
golz | 0) = —F=T [ i { / 5(2) dz] dy (43)
D —T N 0
T 1 Ty ZU(z) Ty Uly)
TMW(0) = go(z | 0)dr =2 (x]0)der = —= e kBT e*sT dy| dr =
—Tn D 0 —Tnr
U(x) x _Uy)
— / dre*sT [ dye *BT (44)
D Jo 0

dove nell’ultimo passaggio si & integrato per parti e usate le condizioni U(0) = 0, U’(0) = 0.
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3 Simulazioni numeriche

Al fine di computare il tempo di primo passaggio e la survival probability del processo di scorrimento
dell’anello rigido lungo il polimero si utilizzano metodi numerici, in particolare simulazioni realizzate
tramite il software LAMMPS (Large-scale Atomic/Molecular Massively Parallel Simulator) [8].

3.1 Modellizzazione e analisi del sistema

Il sistema studiato € composto da un anello rigido infilato in un polimero semiflessibile, entrambi
modellizzati con un bead-spring model, dove ogni monomero ¢ una sfera e i legami sono molle.
Inizialmente viene generato tramite un codice Python un file dati contentente le posizioni iniziali
dei monomeri di polimero e anello e gli indici di legami e angoli, che esplicitano quali monomeri
sono legati e con che potenziale e quantificano ’angolo che formano tra essi. Tale elenco viene
letto da un file di tipo .in dove sono definiti i potenziali e i parametri della dinamica, il quale
viene eseguito dal software LAMMPS producendo il file .lampstrij della traiettoria del sistema,
facilmente visualizzabile usando il software OVITO (grazie al quale sono state ottenute le immagini
delle simulazioni di questo elaborato). Tramite altri codici in Python si calcola il first passage
time per ogni traiettoria, si ottiene la curva della survival probability S(t) e si svolgono diverse
analisi sulle traiettorie ottenute. Per ogni curva S(t) vengono eseguite 100 simulazioni variando il
seme iniziale s del termostato di Langevin per ottenere distribuzioni statisticamente significative
del tempo di primo passaggio.

Per le simulazioni si utilizzano le unita di misura di Lennard-Jones, quindi tutte le quantita sono
adimensionali. Senza perdita di generalita, LAMMPS definisce le quantita fondamentali massa m,
o, € e kp tutte pari a 1.

Il polimero segue il modello di Kremer-Grest: i monomeri sono legati da un potenziale di tipo FENE
con K=30, e=1, 0=1, Ryp=1.50:

2
Urpne = —0.5K R2In [1 - (;) ] (45)
0

Inoltre ¢ presente anche un potenziale repulsivo WCA, che corrisponde a quello di Lennard-Jones

con un cut a 280 (~ 1.122460):
12 6
r T

La rigidita del polimero puo essere variata grazie ad un potenziale armonico sugli angoli con costante

+e€ (46)

di bending kpepng. L’anello & invece rigido e presenta solo repulsione WCA rispetto al polimero.

Il sistema segue la dinamica di Langevin con temperatura T=3.0 e fattore di damping 7p = 2.0;
LAMMPS applica un termostato di Langevin a un gruppo di atomi che modella un’interazione con
un solvente implicito di fondo, tramite il comando {fiz flang polymer langevin ${T} ${T} ${7p}

${s}}. La forza totale su ciascun atomo avra la forma:
F=F +F;+F, (47)
con componenti:

11



3. SIMULAZIONI NUMERICHE

o F, ¢ la forza conservativa calcolata tramite le usuali interazioni interparticellari, date dal tipo

di legami impostati

o Fy= —%v é un termine di attrito o smorzamento viscoso proporzionale alla velocita della
particella
o F. oc y/BI™ & yna forza dovuta agli atomi di solvente a una determinata temperatura che

dtTp
urtano casualmente la particella

Il timestep dt € impostato a 0.005 per tutte le simulazioni, quindi il "tempo reale" di simulazione ¢

dato dal numero di timesteps moltiplicato per dt.

3.2 Caso 1d e confronto analitico

Nel caso in cui il polimero sia rigido e il raggio dell’anello sia poco maggiore della dimensione
trasversale del polimero, in modo da ridurre al minimo le torsioni, il sistema studiato puo essere
considerato analogo a un punto materiale che diffonde lungo un segmento di lunghezza L con agli
estremi condizioni assorbenti. Ci si attenderebbe percio di ritrovare i risultati analitici relativi al
processo di Wiener esposti in sezione [2.1.1].

In tali simulazioni il polimero € reso un corpo rigido ed ¢ mantenuto fisso in un punto dello spazio
tramite i comandi LAMMPS {fiz freeze polymer setforce 0.0 0.0 0.0} e {velocity polymer set 0.0

0.0 0.0} e Panello, con raggio R=1.10, si trova inizialmente a %

Figura 2: Sistema nella sua configurazione iniziale e sequenza di immagini della traiettoria dell’anello

Vengono realizzate 100 simulazioni al fine di calcolare la curva S(t), funzione a gradino che esprime
a ogni istante di tempo la frazione di sistemi con I'anello ancora infilato nel polimero, partendo da
1 (tutti i 100 anelli infilati) e arrivando a 0 (quando sono tutti usciti). Questo viene fatto per 5
lunghezze del polimero (L=50, L=40, L=30, L=20, L=10), che si ottengono variando il numero di
monomeri del polimero, i quali hanno diametro pari a 1lo. Ciascuna delle funzioni della survival
probability presenta un andamento esponenziale decrescente che segue la legge precedentemente

esposta (26), da cui tramite fit si pud quindi ricavare 7 e di conseguenza il coefficiente di diffusione

D (D = %) I1 coefficiente D puo anche essere ricavato direttamente dalla media dei tempi di
primo passaggio sulle 100 simulazioni utilizzando la (38): D = W;L)'
I fit realizzati sono lineari (prendendo il logaritmo di S(t), log(S(t)) = —% + logA), e a fianco

di essi si riporta la curva della survival probability con in sovraimpressione la curva esponenziale

.’L‘/T'

y = Ae”
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Si sottolinea che I’espressione completa della survival ¢ data da una serie di esponenziali secondo la

(25), mentre quella usata & un’approssimazione.

S(t) per diversi valori di L

1.0 S(t) per L=10
0.8
0.6 1
o i E O N R
(]
0.4 1
L =50
L=40
L=30
0.2 1 L =20
L=10
0.0 1

0 2000 4000 6000 8000 10000
Tempo reale

Figura 3: Curve della survival probability ottenute dalle simulazioni al variare della lunghezza del polimero.
Per tempo reale si intende il numero di timesteps moltiplicati per dt. Nell’immagine in sovraimpressione ¢
riportata la curva per L=10.

Fit linearizzato per L=10 S(t) con esponenziale per L=10
12
o -~ Parametro Valore Parametro Valore
m -0.0147 + 0.0002 o A 1.41 +0.03
q 0.34 £ 0.02 . T 68+ 1
o \\ D (da 1) 0.141 % 0.002
08 MFPT 90 + 6
D (da MFPT) 0.132 + 0.009

|
~

3 Sos
> v
o
-3 0.4
0.2
-4
« log S(t) . S
— Fit lineare . 0.0{ — Fit esponenziale
0 50 100 150 200 250 300 0 50 100 150 200 250 300
Tempo reale Tempo reale
Fit linearizzato per L=20 S(t) con esponenziale per L=20
0 - Parametro Valore Parametro Valore
m -0.00303 * 4e-05 104 A 1.23 +0.02
q 0.21 % 0.02 T 330+4
-1 D (da 1) 0.116 * 0.001
0.8 MFPT 390 + 31
D (da MFPT) 0.121 + 0.009
22 06
n F=
> v
o
-3 0.4
02
-4
+ log S(t) . S
— Fit lineare 0.0{ — Fit esponenziale
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600
Tempo reale Tempo reale
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Fit linearizzato per L=30 S(t) con esponenziale per L=30
0 ~ Parametro Valore Parametro Valore
m -0.00155 * 2e-05 o R\ A 1.27 + 0.03
q 0.24 + 0.02 T 643 + 10
-1 D (da 1) 0.134 + 0.002
o8 MFPT 781 + 59
D (da MFPT) 0.14 + 0.01
@ 2 __ 06
n =4
"O’, wn
°
-3 0.4
0.2
-4
« logS(t) BT
—— Fit lineare . 0.0 { = Fit esponenziale
0 500 1000 1500 2000 2500 0 500 1000 1500 2000 2500
Tempo reale Tempo reale
Fit linearizzato per L=40 S(t) con esponenziale per L=40
0 . Parametro Valore 12 Parametro Valore
m -0.000889 + 9e-06 A 1.38 £ 0.02
q 0.32 £ 0.02 Lo1 ey T 1125 + 11
-1 - D (da 1) 0.136 + 0.001
MFPT 1465 + 104
08 D (da MFPT) 0.129 + 0.009
- 2
% & 0.6
S
-3 0.4
0.2
-4
« logS(t) BT
—— Fit lineare * 0.0 4 = Fit esponenziale
0 1000 2000 3000 4000 5000 0 1000 2000 3000 4000 5000
Tempo reale Tempo reale
Fit linearizzato per L=50 S(t) con esponenziale per L=50
0 Parametro Valore 10 A Parametro Valore
m [0.000465 + 3e-06 k A 1.26 = 0.01
q 0.234 = 0.009 T 2149 +13
-1 o8 D (da 1) 0.1111 * 0.0007
MFPT 2603 * 200
D (da MFPT) 0.113 + 0.009
5 -2 0.6
& =
> [
o°
0.4
-3
0.2
-4
* log S(t) S(t)
—— Fit lineare . 0.0 4 = Fit esponenziale
0 2000 4000 6000 8000 10000 0 2000 4000 6000 8000 10000
Tempo reale Tempo reale

Figura 4: Fit linearizzato e curva esponenziale per 5 diverse lunghezze del polimero. Nelle tabelle sono
riportati i parametri ottenuti. Gli errori sui coefficienti della retta si ricavano tramite il modulo python
curve__fit, quelli dei parametri A, 7 e D per propagazione, mentre 1’errore sul MFPT ¢ dato dall’errore sulla
media.

Si osserva che per tutte e 5 le lunghezze le due stime del coefficiente di diffusione, ottenute rispet-
tivamente dal fit linearizzato della survival probability e dal MFPT, risultano essere compatibili

|D1—Ds|

entro gli errori statistici con compatibilita ottima, dove A = e la compatibilita ¢ ottima

%+,
se A<1.
Tuttavia, al variare di L, il valore di D estratto con entrambi i metodi cambia leggermente, benche
non sia evidente alcuna relazione sistematica tra le due grandezze. Le variazioni osservate potreb-
bero quindi essere spiegate sia da fluttuazioni statistiche dovute al numero relativamente ridotto di

simulazioni effettuate (100 per ciascun valore di L), sia dalla non-idealita del sistema, ovvero il fatto
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che ’anello non & un punto materiale, ma conserva una liberta rotazionale che verra successivamente
studiata. Approssimando alla prima cifra significativa si ottiene come stima finale di D un valore
paria D =~ 0.1.

Si puo inoltre osservare che, come atteso, aumentando la lunghezza del polimero cresce anche il
mean first passage time. Per un processo diffusivo ideale confinato in un intervallo di lunghezza L,
la teoria prevede una relazione quadratica (38), da cui segue che, rappresentando il MFPT in fun-
zione di L?, ci si aspetta una dipendenza lineare, con coefficiente angolare pari a 8%. La dipendenza
lineare & confermata dal grafico sotto riportato, dove il 2 ridotto pari a circa 1 suggerisce che il fit
¢ statisticamente coerente con i dati e gli errori sperimentali. Il coefficiente di diffusione conferma

i valori precedentemente trovati.

Fit MFPT vs L2

—— Fit pesato
$ Dati {
2500 4
L reale MFPT
20001 9.73 90+6
i 19.43 | 390431
% 12007 29.13 781459
38.83 | 14854104
10007 48.53 | 26034200
500 A
Parametro Valore
o m 1.000.04
400 A q 547
3 200 D 0.1340.01
g . I v2/GDL 1.06
t t
0 500 1000 1500 2000

L2

Figura 5: Fit lineare del MFPT in funzione di L? realizzato con il metodo dei minimi quadrati e grafico dei
residui. Si fa notare che ¢ stata usata la lunghezza reale del polimero, pari a L = (Rmonomeri — 1)b; + o con
b; = 0.970 lunghezza del legame tra monomeri. Sono riportati gli errori sul MFPT e 'intercetta risulta essere
compatibile con 0, come atteso dalla teoria. L’errore su D si ricava tramite propagazione.

Un altro modo di ricavare il coefficiente di diffusione dell’anello ¢ computare lo spostamento qua-
dratico medio del centro di massa dell’anello (mean square displacement MSD), il quale nel caso

unidimensionale segue la legge temporale
(< Rem(t) — Rem(0) >)? = 2Dt (48)

e si puo quindi ricavare D tramite fit lineare. Dato che D non dipende in modo significativo da L,
in questo caso il MSD ¢ stato calcolato facendo la media sulle 100 simulazioni del sistema con il
polimero lungo L=300 monomeri, in modo da poter osservare un tempo di simulazione abbastanza
lungo (800000 timesteps) senza che ’anello si sfilasse dal polimero. Negli altri casi, superato il tempo

di primo passaggio, ’anello si muove nello spazio tridimensionale e quindi il MSD sara proporzionale
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a 6Dt. Si osserva che D estratto dal MSD & compatibile con il valore ricavato dal fit lineare (A=2,

compatibilitd buona).

MSD dell'anello

1200 + —— MSD anello 1D "
—=~ Fit lineare

1000 4

800

Parametro Valore
@ 600 - m 0.302740.0004
o q -3.0+0.7
D 0.151440.0002

200 4

T T T T T ; T T
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000
Tempo reale

Figura 6: Gli errori sui parametri sono gli errori statistici del fit lineare e non includono le correlazioni
temporali della curva MSD; sono quindi una stima inferiore dell’incertezza complessiva e questo vale per ogni
grafico MSD riportato. op si ricava per propagazione.

Infine, ¢ interessante osservare quanto buona ¢ effettivamente I’approssimazione dell’anello a punto
materiale, computando I'andamento temporale del modulo dell’angolo tra la normale al piano dell’a-
nello e I'asse del polimero. Nel caso ideale, quando I’anello ¢ infilato nel polimero, ci si aspetterebbe
un grafico con 6 = 0 costante, mentre si osserva un andamento oscillatorio con un angolo massimo

di circa 0.5 radianti.

Variazione angolo normale anello

1.0 —— AngoloR=1.1

0.8

0.6

0.4 4

Angolo [rad] modulo nt

0.2 A

0.0

0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600
Tempo reale

Figura 7: Andamento temporale dell’angolo per una simulazione con L=50 e R=1.1. L’angolo ¢ riportato
diviso per 7. Si puo notare il momento esatto in cui I’anello si sfila dal polimero e diventa libero di ruotare
e langolo 6 raggiunge i valori massimi di 7 (1 nel grafico).

Se si aumenta il raggio dell’anello a R=3.0, le fluttuazioni sono notevolmente piu significative, come

si puo notare dal grafico di confronto di seguito presentato.
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Confronto variazione angolo normale anello

- —Angoloj=3.0 ) /_//\ /\
AN A
MR R\ VEV
Ll A A P
1A VIR

Figura 8: Confronto tra i casi con R=3.0 e R=1.1 dei primi 10000 timesteps della simulazione sopra analizzata

tretreet

Figura 9: Torsioni dell’anello con R=1.1

Tttt

Figura 10: Torsioni dell’anello con R=3.0

Andando a studiare con maggiore precisione il si-
stema nel caso in cui I’anello presenti raggio R=3.0,
assumendo che il sistema sia ideale e rispetti quin-
di i risultati analitici esposti, si trova che D =
(0.27 £ 0.01). Sebbene il MFPT mantenga una di-
pendenza quadratica dalla lunghezza del polimero,
in questo caso il coefficiente di diffusione estratto
dal MFPT non risulta compatibile da quello otte-
nuto dal MSD, che vale D = (0.3298 + 0.0005). Cio
indica che per R=3.0 il grado di liberta rotazionale
dell’anello influenza la dinamica di primo passaggio
e lapprossimazione a particella puntiforme non &

pil quantitativamente valida.
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Fit MFPT vs L2, R=3.0
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Figura 11: Fit lineare e grafico dei residui, R=3.0
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Considerando invece il nostro sistema per R=1.1, esso si pud con buona approssimazione ricondur-
re ad un processo diffusivo monodimensionale lungo 1’asse del polimero, nonostante ’analisi delle
torsioni mostri che la dinamica reale dell’anello si discosta comunque dal caso ideale. L’anello non
si muove come un punto materiale vincolato rigidamente a diffondere lungo una linea, ma conserva
un grado di liberta aggiuntivo. Per distinguere con maggiore chiarezza questi effetti fisici reali di
non-idealita (ben visibili per R=3.0) dalle fluttuazioni statistiche si potrebbe ampliare il numero di

simulazioni.

3.3 Survival probability al variare della rigidita del polimero

Successivamente € stata studiata la funzione della survival probability togliendo il comando di
rigidita al polimero e utilizzando il potenziale armonico sugli angoli regolato dal valore della costante
di bending kpenq, dove a costanti piu alte corrisponde una maggior rigidita del polimero. Il sistema
é stato studiato per 5 valori di kpeng: 0, 5, 10, 50 e 100, mantenendo il numero di monomeri pari a
50 e impostando un raggio dell’anello pari a R=3.0.

Nonostante il numero di monomeri sia lo stesso, a diversi valori della costante kpe,q corrispondono
diversi valori della estensione spaziale media del polimero. Per trovare tale grandezza ¢ stata

calcolata la distanza end-to-end del polimero, ovvero la distanza dal primo monomero all’ultimo
|Ree(t)| = [rn(t) —r1(2)] (49)

che, partendo dalla configurazione iniziale dove tutti gli angoli tra monomeri del polimero sono
180°, si rilassa a un valore costante. Inizialmente quindi sono state effettuate 100 simulazioni del
solo polimero sottoposto alla dinamica di Langevin, ancorato in un punto dello spazio tramite il
monomero centrale. Questo € stato fatto per ogni valore di kpeng €d € poi stata calcolata la media

di |Ree(t)| su tutte le simulazioni, da cui si puo ricavare il tempo di rilassamento.

Rilassamento medio end-to-end, kpeng=0 Rilassamento <|Ree|(t)> per kpenq diversi

— <|Ree](t)>
---- plateau 451
---- t_rel = 26.0

w
&

LN M ettt B8 A N L PN el ki £

0 50 100 150 200 250 300 0 200 400 600 800 1000
Tempo reale Tempo reale

Figura 12: |Ree(t)| per kpena=0. Si nota chiaramen- Figura 13: Rilassamento medio end-to-end per gli
te il raggiungimento di un valore circa costante. altri valori della costante elastica.

Da questi grafici si puo notare che per valori elevati della rigidita del polimero, in particolare
kpend = 50 e kpeng = 100, il polimero presenta tempi di rilassamento decisamente maggiori rispetto
ai casi piu flessibili. Inoltre la dinamica del polimero rigido mostra fluttuazioni lente e di grande

ampiezza; infatti i suoi movimenti non sono piccoli aggiustamenti locali che coinvolgono uno o due
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monomeri, ma oscillazioni di interi tratti della catena. Questi moti collettivi richiedono tempi molto
lunghi per dissiparsi e, anche facendo 100 simulazioni, la media non riesce a livellarli del tutto. B
per questo che, anche allungando la simulazione, la curva della distanza end-to-end rimane piu
rumorosa e piu difficile da far convergere.

Una volta ottenuta la lunghezza a riposo per i vari valori della costante del potenziale armonico,
sono state effettuate le 100 simulazioni per ogni valore di kpepqg in modo da trovare il mean first
passage time e la curva della survival probability. La configurazione iniziale ¢ data dal polimero
lineare con ’anello infilato a meta lunghezza, come avveniva per il caso studiato in sezione [3.2].
L’anello viene mantenuto fisso rispetto al monomero centrale del polimero grazie a 4 legami armonici
con costante elastica molto elevata (che simulano delle sbarrette rigide) e viene lasciato libero di

muoversi assieme al polimero solo una volta raggiunto il tempo di rilassamento.

AR PP R o

Figura 14: Sequenza della traiettoria del sistema per kpe,q=0. La configurazione iniziale & con tutti gli angoli
tra monomeri a 180° e ’anello a meta lunghezza.

Anheleg

Figura 15: Sequenza della traiettoria del sistema per kpepq=10

ANARERY

Figura 16: Sequenza della traiettoria del sistema per kpenq=100

Si riportano la curva della survival probability ottenuta, dove il tempo t=0 corrisponde a quando
I’anello viene lasciato libero di muoversi, e il grafico del MFPT in funzione del valore di kpeng con

alcuni fit.
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S(t) per diversi valori di kpeng
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Figura 17: Curve della survival probability per i vari valori di kpeng.

riportata la curva con kpen,q=0.

MFPT in funzione di Kpend

T
2500

Nell’immagine in sovraimpressione &

Fit: 8V Kpeng + D
9001 __ Fit: cinfkpeng+1) + d
Fit: &/ Kpang + AN(kpena+ 1) + g

# MFPT con incertezze
800 -
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Koond | MEPT
7 0 | 1499
£ o 5 | 342426
Y 10 | 446432
wol S/ 50 | 68549
A 100 | 852458

300 1

I
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Figura 18: Grafico del tempo medio di primo passaggio in funzione della costante di bending per R=3.0 a
parita di lunghezza del polimero L=50 e tentativi di fit. I valori del mean first passage time sono riportati

con gli errori associati, dati dall’errore sulla media.

L’osservazione principale € che il MFPT aumenta con la rigidita del polimero; una possibile interpre-

tazione e che il polimero rigido fluttua meno, quindi fornisce meno movimenti trasversali che aiutano

I’anello ad avanzare. Un polimero flessibile invece presenta fluttuazioni maggiori che rendono piu

facile trovare configurazioni favorevoli allo sfilamento. Sono stati realizzati anche dei tentativi di

fit con funzioni elementari come la radice quadrata o il logaritmo naturale e la loro combinazione,
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al fine di individuare una dipendenza funzionale semplice del MFPT dalla rigidita del polimero. I
fit basati su singole funzioni riescono a descrivere solo porzioni limitate dell’intervallo di rigidita
esplorato, riflettendo la presenza di diversi meccanismi dinamici. Al contrario, la combinazione
evkpend + fln(kend + 1) + g sembra riflettere bene I'andamento dei dati; cio & anche confermato
dal valore del x? normalizzato, pari a 0.23 per questo fit e superiore a 1 per gli altri.

Si sottolinea che nel caso di kpeng = 0, per via della grande flessibilita del polimero che lo porta a
ripiegarsi su sé stesso, possono presentarsi effetti di double-threading, nei quali all’interno dell’anello
possono scorrere due monomeri contemporaneamente. Si possono formare quindi delle asole che
accorciano la lunghezza efficace di L=50 che deve percorerre 'anello. Questi effetti osservati sono
pero rari e non sembrano dominare la statistica del MFPT, sebbene non sia stata effettuata una

quantificazione separata del loro contributo.

Per comprendere meglio la dinamica del sistema sono inoltre state computate alcune quantita di-
namiche aggiuntive, come lo spostamento quadratico medio del centro di massa del polimero. Esso
segue la legge temporale gia precedentemente presentata (< Rem(t) — Rem(0) >)? = 6Dgpt, con-
sentendo 'estrazione del coefficiente di diffusione del polimero tramite fit lineare, di cui si riporta

un grafico d’esempio per kpeng = 0.

MSD del polimero con fit lineare MSD/t del polimero
—— MSD polimero
Fit lineare
400 5]
300 / 0.6 1

=
a o =
@ o a
= o~
200 4 / Z 54
-/
- Parametro Valore
100 4 - 021
m 0815 %+ 0003
q 1407
D 0.1358 + 0.0004 — MsDft
04 0.0 —-- plateau = 8.348e-01
0 100 200 300 400 500 0 100 200 300 400 500
Tempo reale Tempo reale

Figura 19: MSD del polimero analizzata per le traiettorie con kpeng = 0 e grafico di MSD/t, con t tempo
reale. Non viene riportata la fase transitoria iniziale. Si ricorda quanto detto sulle incertezze del MSD in
Figura 6.

Analizzando anche le simulazioni per gli altri valori di kpenq, si ricava che il coefficiente di diffusione
del centro di massa del polimero risulta pressoché indipendente dalla costante di bending, con valori
di Doy = 0.1 per tutte le rigidita considerate. Questo indica che la flessibilita influisce principal-
mente sulla dinamica interna e sui tempi di sfilamento dell’anello, mentre la diffusione traslazionale
del polimero & dominata dal bilancio tra tempo di damping e rumore termico descritto dall’equa-

zione di Langevin.

Oltre alla mobilita del polimero, € interessante studiare la mobilita dell’anello, in modo analogo
a quanto discusso nella sezione [3.2]. In questo caso il moto del centro di massa dell’anello viene
proiettato lungo 'asse definito dai due monomeri piu vicini all’anello, cosi da ottenere un MSD
efficace lungo il polimero. Idealmente, sarebbe piu naturale studiare questa quantita per la stessa
lunghezza del polimero utilizzata nel resto delle analisi, ovvero L=>50; tuttavia per questo valore

di lunghezza I’anello tende a sfilarsi rapidamente e la finestra temporale utilizzabile per ’analisi
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¢ troppo breve per estrarre una stima solida del coefficiente di diffusione. Infatti lo studio dello
spostamento del centro di massa fornisce informazioni su quanto l’anello diffonda lungo il vincolo
topologico; quindi, per definizione, ha senso computarlo solo quando l'anello ¢ infilato. Per tale
ragione si & scelto di utilizzare una lunghezza maggiore, ovvero L=100, che comporta dei valori piu
elevati di tempi di primo passaggio e permette di analizzare un numero sufficiente di timesteps; in
questo modo il coefficiente di diffusione efficace (D¢ff) puo essere stimato con buona accuratezza

tramite fit lineare della relazione (48).

MSD anello proiettato lungo il polimero

—— MSD proiettato
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Figura 20: MSD per kpenq=10, L=100

Da fit lineari analoghi vengono estratti i 5 valori del coefficiente di diffusione efficace per ogni valore
della costante di bending.

Realizzando le stesse analisi anche per L=150 e L=200, ¢ stata osservata una lieve dipendenza dei
valori estratti di D.yy da L, ma I'andamento dei coefficienti in funzione di kjepg mostra un andamento
similare: 1'uso di L=100 al posto di L=50, motivato esclusivamente da esigenze numeriche, quindi
non influisce sull’interpretazione qualitativa dei risultati, che mira a comprendere la dipendenza del
coefliciente di diffusione efficace dell’anello dalla costante di bending. Nel caso di L=100 si ottiene
il seguente grafico; a fianco di esso & riportato il confronto tra i valori ottenuti del MFPT e quelli

attesi se si fosse usata I’approssimazione a caso 1d (38).

Coefficiente di diffusione efficace per L=100 Confronto MFPT in funzione di kpeng

0.300{ § Derrconermrore . L - # MFPT simulazioni
2500 § MFPT attesi
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0.250 - 20007
0.225 4 . hd
= 1500 4
5 o
Q 0.200 A S5 .
0.175 4 . 1000 4 . .
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o 20 40 60 80 100 [} 20 40 60 80 100
Kbend Kbend

Figura 21: D,y in funzione di kpenqg; sono presenti
le barre d’errore ma sono piu piccole dei punti

Figura 22: Confronto tra il MFPT atteso usando I’ap-
prossimazione 1d e quello ricavato dalle simulazioni
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3. SIMULAZIONI NUMERICHE

Si nota quindi, similmente a quanto accadeva per il MFPT, una crescita del coefficiente di diffusione
in funzione di kpeng, che sembra poi saturare verso un limite asintotico nel regime rigido. Questo
comportamento puo sembrare controintuitivo, perché una diffusione piu efficiente lungo il polimero
non si traduce in un tempo di primo passaggio piu breve, al contrario di quanto accadeva nel caso 1d
dove, a parita di lunghezza, il coefficiente di diffusione e il MFPT sono inversamente proporzionali
e I'andamento dovrebbe essere quello riportato in blu in Figura 22. La ragione ¢ che D, descrive
la dinamica locale dell’anello mentre ¢ infilato, cioé quanto rapidamente il suo centro di massa si
sposta lungo il vincolo topologico, mentre il processo di sfilamento e controllato da meccanismi
diversi: dipende dalla geometria globale del polimero e dalla frequenza delle fluttuazioni che creano
configurazioni favorevoli allo sfilamento. I dati suggeriscono che quando il polimero e piu rigido
I’anello diffonde pit facilmente lungo di esso, producendo un valore di D,y maggiore. Tuttavia, la
rigidita riduce le fluttuazioni trasversali del polimero che facilitano I'uscita e cosi le configurazioni

che permettono lo sfilamento diventano piu rare e il tempo di primo passaggio aumenta.

3.3.1 Potenziale efficace U(x)

Le osservazioni della sezione precedente suggeriscono che una descrizione mediante una coordinata
unidimensionale soggetta a un potenziale efficace potrebbe essere accurata; in particolare si puo ipo-
tizzare un riferimento all’equazione di Smolouchowski analizzata in sezione [2.1.2]: tale equazione
per una particella browniana in un potenziale simmetrico con minimo al centro e massimi agli estre-
mi mostra che il tempo medio di primo passaggio dipende dal coefficiente di diffusione D, ma ¢ anche

Ulz) _vw
fortemente modulato dalla presenza di barriere energetiche: T (z) = & [*M dg e*5T ffo dye *BT.

~ Dz

Nonostante ’anello con R=3.0 possieda dei gradi di liberta interni per cui éo scorretta ’approssima-
zione a punto materiale, come gia osservato dall’analisi delle torsioni per il caso 1d, lo studio della
sua dinamica proiettata lungo il polimero rende possibile ricondursi a una sola coordinata, come
richiesto dalla teoria.

Per verificare I'ipotesi sono quindi state realizzate altre simulazioni, al fine di controllare se la for-
ma del potenziale U(x) ¢ quella richiesta dall’equazione di Smolouchowski. Per il polimero ¢ stata
impostata la lunghezza L=>50 e costante di bending kp.,,q=0 e ai suoi estremi sono state posizionate
delle barriere, in modo da poter raggiungere una condizione stazionaria senza che ’anello si sfilasse.

L’anello e stato fatto partire da 5 diverse posi-
Monomero piu vicino all'anello (campionatura 50)

zioni iniziali: :c[):%, %, %, %L, %L e, oltre alla 3000
fase transitoria iniziale, sono stati scartati anche
i primi 10000 timesteps dei 1000000 di ogni si-

mulazione, in modo che ’anello non conservasse
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memoria della posizione di partenza. Per ogni ti-
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costruito cambiando la statistica per verificare la  Figura 23: Istogramma delle posizioni dell’anello,
sua robustezza, prendendo un timestep ogni 50, ogni bin corrisponde a un monomero. Campiona-
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poi ogni 500 e infine ogni 2000. e ostl HIESEEDS
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3. SIMULAZIONI NUMERICHE

Monomero piu vicino all’anello (campionatura 500) Monomero piu vicino all’anello (campionatura 2000)
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Figura 24: Campionatura ogni 500 timesteps Figura 25: Campionatura ogni 2000 timesteps

Dagli istogrammi si nota una forma a campana, con una probabilita maggiore nelle regioni centrali e
minore agli estremi. Questo comportamento indica che la dinamica dell’anello non & uniforme lungo
la catena, ma ¢ influenzata da un potenziale efficace che presenta un minimo al centro e massimi ai

bordi. Per andare a graficare questo potenziale, si puo calcolare

U(x) = —kpgTInP(x) (50)

(

dove la probabilita discreta P(z) ¢ data da ]JVVTZ) Si ottiene cosi:

Potenziale U(x)
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Figura 26: Grafico del potenziale dalla Figura 23. Si ricorda che T e impostata a 3.0 in unita LJ.

Monomero pill vicino all'anello

Al contrario, ripetendo le simulazioni con le barriere

agli estremi del polimero per il caso di polimero rigi-

do e anello con R=1.1, si osserva che questa tendenza

]

g

non ¢ piu visibile: I'istogramma non mostra preferenze
spaziali evidenti. Questo sistema ¢ infatti ben descritto
dall’equazione di Fokker-Planck con solo termine diffu-
sivo (22), caso particolare dell’equazione di Smolucho-

wski con U’(x) pari a zero.
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3. SIMULAZIONI NUMERICHE

Il confronto tra i due casi porta alla conclusione che il sistema composto dall’anello infilato nel
polimero semiflessibile puo essere descritto da un potenziale efficace che riflette la geometria e i
vincoli del polimero. Tale potenziale U(x) non & imposto dall’esterno, ma nasce dall’interazione tra
la struttura del polimero e i gradi di liberta dell’anello, i quali contribuiscono a generare un profilo

di energia libera efficace che favorisce le regioni centrali rispetto agli estremi.
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4. CONCLUSIONI

4 Conclusioni

Il lavoro svolto in questo elaborato si e concentrato sullo studio di un sistema composto da un
anello rigido infilato in un polimero semiflessibile, sottoposto a rumore termico. Si ¢ mostrato che
tale sistema segue la dinamica di un processo di Wiener lungo un segmento se il polimero & fisso e
rigido e ’anello ha raggio poco piu grande della dimensione trasversale del polimero, in modo che
le torsioni siano limitate. In questo caso il tempo medio di primo passaggio con cui 'anello si sfila
dal polimero & direttamente proporzionale al quadrato della lunghezza di quest’ultimo, come atteso
dalla teoria. Con diverse analisi € stato ricavato il coefficiente di diffusione dell’anello, risultando
paria D =~ 0.1.

Nel caso di raggio maggiore e polimero flessibile invece il mean first passage time aumenta monotoni-
camente con 'aumentare della costante di bending. Alcune funzioni semplici, come la combinazione
di un logaritmo e una radice quadrata, forniscono un fit soddisfacente dei dati; tuttavia, il numero
limitato di valori di rigidita disponibili non consente di identificare una legge funzionale definitiva.
Anche il coefficiente di diffusione del centro di massa dell’anello subisce una crescita in funzio-
ne di kpeng, rendendo possibile la spiegazione di quanto osservato riguardo il MFPT solo tramite
I'introduzione di un potenziale efficace, che e stato verificato avere la forma richiesta dall’equazio-
ne di Smoluchowski. Infatti la complessita tridimensionale del sistema, data dalla possibilita di

ripiegamento del polimero e dalle torsioni dell’anello, incide sul tempo medio di primo passaggio.
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