UNIVERSITA
DEGLI STUDI
DI PADOVA

Ry

i Pl 7
Wi i

L| -

i

)
i

Universita degli Studi di Padova

DIPARTIMENTO DI MATEMATICA “TULLIO LEVI-CIVITA”

Corso di Laurea Triennale in Matematica

Strategie markoviane per azioni di marketing coordinate

in una catena di distribuzione

Relatrice: Laureando: Angela Zuin
Prof.ssa Alessandra Buratto Matricola: 1192182

Anno Accademico 2022/2023

21 aprile 2023






Indice

(1 _Introduzionel

|2 Giochi Differenziali e loro equilibri)

oo

11
11
13
14
19

25






Capitolo 1

Introduzione

Il rapido sviluppo del commercio elettronico e della tecnologia dei cloud ha comportato un taglio dei costi
di conservazione e gestione dei dati informatici, in particolare dei Big Data (cio¢ dati talmente grandi,
veloci e vari da essere difficili da elaborare con metodi tradizionali). Molte compagnie di dati cosi come
le piattaforme di servizi internet (ISP) sono diventate infatti una risorsa cruciale per tutte le industrie,
soprattutto nell’area di gestione delle catene di distribuzione dei prodotti. Quella che noi analizzeremo
sara una catena closed-loop.

Una catena di distribuzione closed-loop (CLSC) consiste in una catena di approvvigionamento in
entrambe le direzioni, ovvero il prodotto viene fabbricato dal produttore, passa al rivenditore, arriva al
consumatore e, una volta usato, il prodotto torna indietro nella catena distributiva per il riciclo di alcune
sue parti. Essa costituisce una parte importante nel riciclo industriale, infatti, grazie a fattori economici,
legislativi e ambientali, le imprese che ne sono coinvolte, possono attuare dei risparmi grazie al riutilizzo
di parti di prodotto riducendo cosi la creazione di rifiuti e di emissioni inquinanti, quali per esempio
il carbone. I produttori che la utilizzano maggiormente fabbricano prodotti elettronici come cellulari,
stampanti ed elettrodomestici, e tra questi troviamo HP, Apple, Samsung, Lenovo, e Xerox [3].

Sebbene sia stata ideata originalmente nel mercato dei prodotti high tech, questa tecnica di marketing
viene attualmente utilizzata anche per altri tipi di prodotto. Ad esempio, il marchio “Scarpa” utilizza
il riciclo per le calzature sportive. In questo periodo, l'azienda italiana “Scarpa” sta pubblicizzando il
riciclo di un suo modello di calzatura. Il progetto si chiama Re-Shoes, ¢ finanziato dall’Unione Europea:
& composto da tre step: raccolta, rigenerazione, produzione, e viene implementato attraverso degli eventi
podistici [5].

La CLSC gioca un ruolo importante nella creazione delle piattaforme di dati condivisi, utilizzate per
incrementare 'efficacia delle operazioni manageriali. Infatti produttori e rivenditori spesso collaborano
con I'ISP: da una parte quest’ultimo puo capire e predire le domande del consumatore basandosi sul loro
comportamento grazie, per esempio, ai social network, dall’altra promuove il ritorno dei prodotti usati,
di interesse per produttori e rivenditori, informando i consumatori dei vantaggi, come ad esempio quello
ambientale, senza ricevere niente in cambio.

In una CLSC, i produttori, di fronte ad un aumento delle domande del consumatori, prestano maggior
attenzione agli investimenti pubblicitari e al marketing del prodotto, poiché hanno bisogno di catturare
le preferenze dei consumatori rapidamente per produrre cidé che puo soddisfare le loro domande.

Nel capitolo [3| della presente tesi analizzeremo il modello studiato nell’articolo Dynamic cooperation
strategies of the closed-loop supply chain [6] su una CLCS con tre componenti: un produttore, un riven-
ditore e 'ISP. Il produttore controlla gli investimenti pubblicitari e di marketing e il prezzo all’ingrosso
del prodotto; il rivenditore determina il prezzo di vendita, le iniziative pubblicitarie e rimborsa I'ISP
delle spese attuate per ottenere informazioni sui consumatori e sul prodotto; I'ISP, invece, ottiene le in-
formazioni per il rivenditore e controlla le iniziative marketing per mezzo dei Big Data. Analizzeremo le
decisioni ottime dei tre componenti sotto due diversi scenari: I'ISP si fa carico di tuttii costi degli investi-
menti in marketing (scenario D), e il produttore compartecipa alle spese marketing dell’ISP (scenario S).
Nello scenario D, il rivenditore rimborsa I'ISP delle spese attuate per ottenere piu informazioni riguardo
i consumatori e la reputazione del marchio del prodotto; nello scenario S, il produttore condivide con



I'ISP, secondo un contratto, i costi marketing attuati per incrementare le vendite, migliorare 'efficacia
del riciclo e costruire 'immagine del prodotto (descritta dalla variabile “goodwill”, che definiremo nel
capitolo [3)).

Il problema viene formulato in forma di gioco differenziale attraverso la ricerca degli equilibri di Nash
per mettere in evidenza la volonta di ogni attore di massimizzare il proprio payoff (guadagno) tenendo
conto delle decisioni degli altri attori. Principalmente in un gioco differenziale si considerano due attori,
ma in quello preso in esame, vi é la presenza di un terzo attore.

Al capitolo [2] vengono riportate le nozioni e i risultati riguardanti la teoria dei giochi differenziali, in
modo particolare sulla ricerca degli equilibri di Nash.

Al capitolo [ confronteremo i due scenari al variare di alcuni parametri utilizzati nel problema e
analizzeremo che cosa succede al goodwill in base a questi.

Infine, nel capitolo [5} vengono analizzati i risultati chiave ottenuti nei capitoli precedenti.



Capitolo 2

(Giochi Differenziali e loro equilibri

Nella realta economica e aziendale si devono considerare le azioni di pit decisori, ciascuno dei quali vuole
ottimizzare un proprio obiettivo (rappresentato ad esempio da utilita o profitti da massimizzare, oppure da
costi da minimizzare), tutto cid tenendo conto delle azioni degli altri decisori e delle conseguenze derivanti
da esse. In quanto segue faremo riferimento al testo Differential games in economics and management
science 2] per formalizzare in ambito matematico I'interazione strategica tra i suddetti decisori. La teoria
dei giochi ¢ il contesto per formalizzare tali situazioni, infatti, si basa su due assiomi fondamentali

e i giocatori sono razionali: ciascuno é consapevole delle proprie alternative, ha chiare preferenze,
e sceglie la propria azione deliberatamente dopo un processo di ottimizzazione;

e i giocatori sono intelligenti; quando definisce la propria strategia del gioco, un giocatore tiene
conto di qualsiasi conoscenza o aspettativa egli possa avere nei riguardi del comportamento degli
altri giocatori.

Si parla di gioco statico se i giocatori compiono una sola scelta e questa determina completamente il
loro payoff. Si ha invece un gioco dinamico o differenziale se almeno un giocatore pud usare una
strategia condizionata da tutte le informazioni raccolte fino a quel momento, cioé il payoff dipende anche
dalle strategie degli altri giocatori.

Un’ulteriore classificazione viene fatta a seconda che tra i giocatori prevalga un approccio cooperativo
0 non cooperativo al gioco. Si parla di giochi cooperativi quando i giocatori devono o vogliono prendere
decisioni in accordo, coordinando le loro azioni e agendo come fossero all’interno di un gruppo. Si parla
invece di giochi non cooperativi se prevale la rivalita tra i giocatori e quindi ’assenza di accordi: i
giocatori non possono o non vogliono prendere decisioni in comune.
Per lo studio di un gioco, risultano importanti le seguenti tre azioni:

e esaminare ’ambiente nel quale il gioco avviene per ottenere un insieme plausibile di regole e
selezionare le variabili rilevanti e le loro azioni;

e progettare una struttura matematica, un modello teorico del gioco che rifletta gli aspetti pertinenti
del problema strategico;

e dedurre le proprieta del modello.

Considerando i giochi non cooperativi e dinamici, essi hanno due tipi di modelli: la forma strategica
e la forma estesa. La forma estesa viene usata per giochi svolti nel tempo (o in fasi successive) ed
& rappresentato da un albero di gioco. Essa include una descrizione della sequenza in cui i giocatori
devono partecipare e dei casi in cui si verificano possibili eventi causali durante il gioco. Invece la forma
strategica include tre elementi:

e un insieme di giocatori Z = {1,2,..., N} con N > 2,

e per ogni giocatore ¢« € Z, un insieme di possibili strategie Uj,
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e per ogni giocatore i € 7 una funzione valore reale J; tale che il valore J;(u1, ug, ..., ux) rappresenti il
risultato, chiamato payoff del giocatore i se tutti gli N giocatori usano le strategie (u1, ug, ..., un) €
U1 XUQ X ... XUN.

Prima di esaminare le caratteristiche di un gioco differenziale, definiamo un equilibrio di Nash:

Definizione 1 (Equilibrio di Nash). La N-tupla di strategie (¢1, @2, ..., i, ..., o) € chiamata Equilibrio
di Nash, se per ogni giocatore i € {1,2,..., N}

Ji(¢17¢27"'7¢i7"'7¢1\/) 2 Ji(¢1a¢2a ey Ug, a¢N) vul € UZ

Cio significa che, se tutti gli altri giocatori giocano la loro strategia alla Nash, il payoff che il giocatore
i-esimo ottiene utilizzando la propria miglior risposta alla Nash ¢ maggiore di quello che otterrebbe con
una qualsiasi altra strategia.

Il modello di gioco non cooperativo che analizzeremo nel capitolo [3] sara composto da tre giocatori,
pertanto ’equilibrio di Nash sara costituito da una terna di strategie, ciascuna dipendente dalle strategie
degli altri giocatori.

max Jy(u1,uz,u3) = uy = (uz,us)
uy €Uy

mmax Jy(ug,up,uz) = up = (un,us) 8 = (uf, u3, u3)

max Jy(u1,uz,u3) = ug = (ug,us)
uz€Us

2.1 Giochi Differenziali

Il modello di gioco che analizzeremo é formulato come gioco differenziale, cioé¢ in cui il tempo é una
variabile rilevante continua. Esso include gli elementi della forma strategica, e le seguenti caratteristiche:

e una variabile temporale ¢ che assume valori in un intervallo di tempo [tg, 1], eventualmente illimitato
[tOu +OO]7

e una variabile di stato z(t) € R", che caratterizza lo stato del sistema dinamico in ogni istante del
gioco,

e una variabile di controllo u;(t) € R™ per ogni giocatore i-esimo, che rappresenta le decisioni del
giocatore in ogni istante,

e un insieme di equazioni del moto, cioé equazioni differenziali che descrivono ’evoluzione temporale
delle variabili di stato dipendente dalle funzioni di controllo e relative condizioni iniziali,

i‘j(t) = fj(l‘(t),ul(t),UQ(t), ...,UN(t),t), .Z‘](O) = l‘?, ] = 1, N

Percio il problema del giocatore i-esimo avra la seguente formas:

massimizza J; = /t 1 e Pt foi(z(t), ur (), ..., un (t), t)dt + e P18 (z(t1)) (2.1)
soggetto a  Z(t) = f(x(t),ur(t), ..., un(t),t)

z(to) = 2°

ui(t) € U;

per ogni i € Z e con e~ *i! fattore di attualizzazione, che serve per attualizzare il payoff.
In un gioco differenziale abbiamo due particolari strutture informative: open-loop e feedback.

e open-loop: ciascun giocatore conosce lo stato iniziale z° e osserva il tempo t; una strategia open-
loop per il giocatore i € Z ¢ una funzione ¢; : R™ X [tg,t1] — R™:, tale che il valore del controllo al
tempo ¢ sia dato da u;(t) = ¢;(2°,1),



e feedback (o Markoviana): ciascun giocatore osserva la posizione del sistema (¢, x(t)); una stra-
tegia feedback per il giocatore ¢ € Z & una funzione ¢; : [tg, t1] X R™ — R™: tale che il valore del
controllo al tempo ¢ sia dato da u;(t) = ¢;(t, z(t)).

Percio si ha un controllo open-loop quando il suo valore al tempo ¢ dipende esclusivamente dall’istan-
te e dallo stato iniziale. Si ha invece un controllo feedback quando il suo valore al tempo ¢ dipende
esclusivamente dalla posizione del sistema (¢, z(t)) in quell’istante.

Definizione 2 (Equilibrio di Nash Markoviano). La N-upla di strategie (¢1,¢2,...,¢n) delle funzioni
@i [to, t1] xR™ — R™:i 4 € T, & chiamata Equilibrio di Nash Markoviano se, per ogni 7, esiste un controllo
ottimo w;(t) del problema ed & dato dalla strategia Markoviana u;(t) = ¢;(t, z(t)).

Definizione 3 (Equilibrio di Nash open-loop). La N-upla di strategie (¢1,¢2,...,¢n) delle funzioni
@it R™ X [to, t1] = R™i, 4 € Z, & chiamata Equilibrio di Nash open-loop se, per ogni #, esiste un controllo
ottimo wu;(¢) del problema ed & dato dalla strategia open-loop u;(t) = ¢;(z,t).

La ricerca degli equilibri di Nash di un gioco differenziale con IV giocatori si riconduce alla risoluzione
di N problemi di controllo ottimo, perché la strategia di ciascun giocatore dipende dalle strategia degli
altri, come si pud osservare nel problema 2.1]

Ora determineremo solo I’Equilibrio di Nash Markoviano perché lo utilizzeremo per determinare la
soluzione del problema del prossimo capitolo.

Teorema 1. Data la N-upla di strategie (¢p1,da,...,0n) delle funzioni ¢; : [to,t1] x R® — R™i ¢ €T
valgono le sequenti ipotesi:

o csiste una funzione assolutamente continua x : [to, t1] — R™ soluzione del sistema

{ab(w = f(x(t), 1 (t,2(1)), ooy v (E, (1)), 1)

e per ogni i € T esiste una funzione differenziale con continuita v; : [to,t1] X R™ — R che soddisfa le
equaziont di Hamilton-Jacobi-Bellman

ot acU

—pv;i(t,x) + duilt,z) + max{avgix)f(x,a,t) + fOi(x,a,t)} =0 (2.2)

per OgnZ (tvx(t)) € [thtl] X Rn;
o set; < oo vi(ty,x) = Si(x) per ogni i € T e per ogni x € R™,

e sety = oo allora per ogni i € T ogni v; € una funzione limitata e p; > 0 oppure v; & limitata da
sotto, p; > 0 e limsup,_, . e Pitv;(t,z(t)) <0

Denoto ®;(t, ) insieme di tutte le u; € U; che massimizza il contenuto tra parentesi dell’equazione di
HJB . Se ¢;(t,x(t)) € ;(t,z(t)) per ognii € T e per ognit € [to,t1] allora (¢1,...,0N) & un equilibrio
di Nash markoviano.

2.2 Principio di Ottimalita di Bellmann

Al fine di determinare ’equilibrio del gioco posso utilizzare il Principio di Ottimalita di Bellmann,
descritto in Ottimizzazione dinamica: modelli economici e gestionali di Buratto e Viscolani [I]

Una politica ottima ha la proprieta che qualsiasi siano lo stato iniziale e finale, le decisioni rimanenti
devono costruirla basandosi sullo stato risultante dalla prima decisione. In questo caso considereremo



il seguente problema di controllo ottimo con orizzonte infinito includendo un fattore di attualizzazione:
Yt € [to, +oo] ez € R

+oo
massimizza J(u):/ e P foly(s),u(s), s)ds

soggetto a  g(s) = f(y(s), u(s), s)

chiamato P; . In particolare il problema iniziale Py, ,o appartiene all'insieme {P; .|t € [to, o0],z € R}.

Definizione 4. Se il problema P, , ammette soluzione (esiste una funzione di controllo che permette di
massimizzare il funzionale obiettivo), definiamo come V (¢, z) la funzione valore del problema, ovvero

u(-)eU

“+oo
V(t,z) = max {/t e_psfo(y(s),u(s),s)ds}

dove y(s;u) indica 'unica soluzione al problema di Cauchy

associata al controllo u(-). Definiamo inoltre la funzione valore riferita al tempo corrente
v(t,z) = e’V (t,x)

Teorema 2 (Principio di Ottimalita). Consideriamo il problema di controllo ottimo con orizzonte infi-
nito; supponiamo che la funzione valore riferita al tempo corrente v(t,x) sia una funzione differenziale
con continuita che soddisfa all’equazione alla derivate parziali

—pv(t, T) + avg; 2) + gleaé({avg;mf(x, a,t) + fo(l‘,oz,t)} =0 (2.3)
con (t,z) € [tg, +00] x R, e soddisfa inoltre a

lim, , o™ ot 2(t) — v(t, 2" (t))] = 0
per ogni x(t) ammissibile. Supponiamo inoltre che esista una funzione di controllo feedback continua

gb(,) : [to,+OO] xXR—=>U

tale che

7pv(t7 ;L‘) +

ov(t, x) n ov(t, x)
ot Ox

f(xa ¢(ta :E), t) + fO(aja ¢(ta $), t)} =0
allora una strategia ottima per il problema di programmazione dinamica €

u*(t) = o(t, y(t; ux)).



Capitolo 3

Strategie della catena di distribuzione
closed-loop

In questo capitolo, come preannunciato nel capitolo [l analizzeremo la catena di distribuzione closed-loop
e il rapporto tra i suoi componenti attraverso due scenari.

3.1 Struttura del modello

Consideriamo una catena di distribuzione closed-loop costituita da un produttore (M), da un rivenditore
(R) e da una piattaforma dei servizi Internet ISP (P).

Il produttore vende all’ingrosso il prodotto al rivenditore, che a sua volta lo vende al consumatore da
cui raccoglie i prodotti usati per riciclarne una parte; invece 'SP é responsabile del fornire i servizi Big
Data al rivenditore. Nei servizi Big Data sono inclusi I'analisi del comportamento degli utenti e i servizi
pubblicitari il cui scopo & migliorare il valore del marchio del prodotto, pubblicare le politiche del riciclo
dei prodotti usati, spiegare il regolamento sul recupero e il trattamento dei prodotti usati.

1l produttore determina il prezzo di vendita all’ingrosso w(t) e il livello di investimenti marketing
e pubblicitari Fpr(t). 11 rivenditore controlla il walore del rimborso f del'ISP per le informazioni sui
consumatori e sul prodotto, il prezzo di vendita p(t) e le iniziative pubblicitarie Fr(t). Infine, 'ISP
controlla le iniziative marketing Fp(t) per mezzo dei Big Data.

Gli autori del lavoro oggetto di questa tesi utilizzano un modello dinamico che descrive la funzione
goodwill, ovvero la variabile introdotta da Nerlove ed Arrow in [4] per descrivere uno stock che riassuma
gli effetti delle pubblicita passate e correnti sui i consumatori, una sorta di immagine del prodotto. Il
goodwill & influenzato dagli investimenti del produttore (pubblicita e marketing), da quelli del rivenditore
(iniziative pubblicitarie) e dal marketing dell’ ISP per mezzo dei Big Data.

La dinamica del goodwill viene descritta dalla seguente equazione differenziale, con condizione iniziale
G(t) =vymuFu(t) +vrFr(t) + vpFp(t) — 6G(t) (3.1)
G(0)=Go>0 '

dove 6 > 0 denota il tasso di decadimento del goodwill, mentre G ¢ il suo valore iniziale. Siano 7,
Pefficacia degli investimenti marketing-pubblicitari del produttore, v efficacia delle iniziative pubbli-
citarie del rivenditore e yp l'efficacia delle iniziative marketing dell’ISP per mezzo dei Big Data. Dalla
letteratura di evince che debba valere: yp > va; > 0 e vp > yg > 0 per descrivere 'influenza maggiore
dell’ISP sul goodwill rispetto al produttore e al rivenditore.

L’obiettivo del problema in questione prevede la massimizzazione dei profitti di produttore, rivenditore
e ISP, derivanti dalla vendita del prodotto e dal valore residuo a seguito della rigenerazione del prodotto
stesso dopo la restituzione da parte del consumatore.

A tal proposito si deve formulare la funzione domanda del consumatore. Nel modello considerato la
funzione domanda del consumatore é influenzata dal prezzo di vendita del rivenditore e dal goodwill del
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prodotto nel seguente modo
D(t) = 0/G(t) — Bp(t)

dove 6 > 0 ¢é lefficacia del goodwill e > 0 ¢ la sensibilita della domanda rispetto al prezzo.

Oltre a considerare 'effetto del goodwill sulla domanda, gli autori osservano che il goodwill stesso,
da una parte puo aumentare la volontd del consumatore ad acquistare il prodotto, la cui azienda adotta
delle politiche di riciclo; d’altra parte puo influenzare la volonta del consumatore a ritornare il prodotto
usato. Pertanto il tasso di ritorno dei prodotti usati & definito in relazione al goodwill

T =nVG(t)

dove > 0 & un parametro di aggiustamento che garantisce che 0 < 7 < 1.

Nel modello si assume che il produttore costringa il rivenditore a raccogliere i prodotti usati e che il
redditto tra produttore e rivenditore sia coordinato da un Contratto di Co-partecipazione delle Entrate
Inverse (RRSC) percido M ed R modificano le loro strategie secondo l’accordo. Il profitto dovuto al rientro
dei prodotti usati sia per il produttore che per il rivenditore &

prar(t) = ApT — 7
p'rR(t) = A(l - Cb)T —Cr@T = (A - (A + Cr)¢)7

dove
e A > 0 ¢ il valore residuo unitario del ritorno dei prodotti usati che ottiene il produttore;

e 0 < ¢ <1 lapercentuale del valore residuo dovuto al riciclo dei prodotti che il produttore condivide
col rivenditore;

e ¢, >0 ¢ il costo unitario del rivenditore per il riciclo dei prodotti usati dai consumatori;

® ¢, > 0 ¢ il costo del produttore per l'attuazione del contratto come risultato di un aumento dei
costi amministrativi.

Questi ultimi due costi possono essere interpretati come costi associati a ogni trasferimento di prodotto
dal produttore al rivenditore che appartiene alla categoria dei costi di contratto. Nelle due formule dei
profitti si osserva che

e i valori A¢T e A(1 — ¢)7 corrispondono al guadagno dovuto alla rifabbricazione del prodotto,

e i valori ¢,,,¢T e c,.¢1 corrispondo ai costi di contratto in proporzione al valore residuo dovuto al
riciclo.

Quindi i profitti unitari del produttore e del rivenditore risultano essere

= w(t) + (A —cp)oT
mr=p(t) —w(t) + (A= (A+cr)P)T

Osservo che al variare di ¢ ho considerazioni differenti, infatti:

e se ¢ = 1, il produttore guadagna tutto il profitto extra dalla rifabbricazione; inoltre le strategie del
rivenditore non sono influenzate dalla politica del riciclo a causa della mancanza di agevolazioni nel
contratto.

e se 0 < ¢ < 1, da una parte il rivenditore deve regolare i suoi sforzi pubblicitari, e I'ISP le tariffe del
servizio tenendo conto del guadagno e I'equita del RRSC. Dall’altra parte, 'SP determina le sue
strategie basandosi sul rimborso che riceve.



Invece il profitto unitario dell’ISP ¢é dato da

mp = fFp(t)

dove f é il valore del rimborso dell’ISP a carico del rivenditore. Si osserva che, se 'ISP vuole ottenere
una maggior retribuzione, dovra investire piu sforzi marketing per promuovere il marchio.

Infine le funzioni costo degli investimenti del produttore, del rivenditore e dell’ISP rispettivamente,
hanno la seguente forma quadratica convessa nell’investimento

Ci(Fi(t)) = Sm(Fi(1)*, i€ {M,R, P}

dove per ciascun ¢ € {M, R, P}, il coefficiente p; > 0 ¢ il coefficiente del costo di investimento.
Analizzando 'equazione del moto del goodwill si potra osservare che esso sara sempre positivo sia
quando si investe poco che quando si investe di pit. Infatti

e se i tre giocatori inizialmente investono poco, quindi le F;(t) = 0, si puo dire che il goodwill avra
una forma esponenziale G(t) = e=%* > 0 che per t — +o0 tendera a zero dall’alto, ma non lo sara
mai.

e se i tre giocatori iniziano a investire maggiormente, il goodwill avra la seguente forma esponenziale
SymFR(t SYrFE(t SypFR(t
G(t) = e con A = “/MQM() + ’YRQR() + “/PQP()

> 0, che tende all’infinito per t — +o0.
Infatti molti rivenditori non solo investono nei loro sforzi pubblicitari, ma collaborano con I'ISP
per espandere la domanda dei consumatori, analogamente per i produttori. Piu si investe piu il
goodwill aumenta.

Assumendo quindi un orizzonte infinito, le funzioni oggetto dei tre giocatori sono:

My = /0+°oe-ﬂf{[w<t> A = n)on/GT0) 03/GTE) = 50(0)] ~ JpneFur(0)? }dt (32)
My = /Omept{[p(t)w(t)ﬂA A+ )G [0vEW - 59(0)| - (o pr<t>}dt

(3.3)

p = /O o et [ fFp(t) — ;,upr(t)Q] dt (3.4)

dove 0 < p <1 ¢ il tasso di interesse.

Osservazione 1. Per garantire che il prezzo all’ingrosso e quello di vendita abbiano valore positivo, 6
deve soddisfare la seguente relazione: 6 > fnd(2A + ¢,.). Questa condizione indica che la sensibilita del
consumatore sul goodwill ¢ piu alta di quella sul prezzo.

Osservazione 2. La relazione tra il valore residuo dei prodotti ritornati e il costo del riciclo deve soddisfare

le seguenti relazioni: A > 1‘25_0; e A — ¢, > 0. Cio vuole garantire efficienza del contratto RRSC.

3.2 Analisi del modello

Il rivenditore é responsabile di raccogliere i prodotti usati e vedere quelli nuovi e rifabbricati. Esso dovra
utilizzare i servizi forniti dall’ISP e rimborsarlo delle spese attuate per ottenere informazioni riguardo i
consumatori e la reputazione dei prodotti. Si considerano, quindi, due scenari in un modello dinamico
nella teoria dei giochi differenziali:

e D: LISP si fa carico di tutti i costi degli investimenti in marketing;

e S: Il produttore compartecipa alle spese marketing dell’ISP.



3.2.1 Scenario D

In questo scenario, il rivenditore é responsabile di raccogliere i prodotti usati e vendere quelli nuovi
e rifabbricati. Esso dovra rimborsare 1’ ISP delle spese attuate per ottenere informazioni riguardo i

consumatori e la reputazione dei prodotti.

ISP

rimborso f

SERVIZI

AVANTI

A

PRODUTTORE | "| RIVENDITORE CONSUMATORE
" INDIETRO

Fy

| —

Le funzioni obiettivo del gioco differenziale date dalle relazioni dinamiche e sono:

JE = max [wept{[wm A =)o /GT0) 03/ — olt)] = G Fir(0)? }dt

wp FD
“+o0
JRE = max/ e—f’t{[p(t)—w(t)ﬂ (A+c)p)n :||:9\/ — Bp(t }
pP,FR.fJo

— %/LRFR(t)Q — pr(t)}dt

+oo 1
Jg :maX/ e~ Pt l:pr(t) — 2/.Lpr(t)2:| dt
FE Jo

Proposizione 1. L’obiettivo dei tre giocatori e quello di massimizzare il proprio profitto. Le strategie di
equilibrio ottimo del produttore, del rivenditore e dell’ ISP nello scenario D sono date da:

1(0+nB8(A = (e + em)))* T

Dx
=3 B+ prane
FD* _ 1 (0 +n8(A = dler +cm)))* R
r 16 B(6 + p)ur
FD* — i (0 + 775(A - QS(CT + Cm)))Q’yP
P B(3+ p)up
WP (@) = %w +1B(A - ¢><2Aﬁ+ & = em)))VGP
Cr +Cm D
P (@) = 2(39 nB(A aﬁé + cm)))VGP
fD* _ 1 (9 UB(A - ¢(Cr + Cm)))27P
32 B(S+ p)

I valori presenti dei tre giocatori sono:
Vi (G) = APGP + A7
V{(G) = BPG” + BY
(0 +nB(A = ¢(er + cm))) 1P
2048p32(6 + p)?pp

Dx __
V™ =



con AP e BP i =1,2, coefficienti lineari.

7
Dimostrazione. Per risolvere il problema, dobbiamo trovare le equazioni di Hamilton-Jacobi-Bellman
(HJB), derivandole dalla formula di base Denotate V], V£ e VP le funzioni valore dei giocatori,
trovo le seguenti derivate parziali

oV (t,G)

D
aVMa(: ) —yeri-p) oo Ve
aVRD(t’G) D _—pt aVRD(ta G) ' —pt
———=Viye " (-p) ——=Vg e’
ot R ’ 9G
aVIDD(t7G) _ 1D _—pt 8VPD(ta G) _
ot Vee " (=p) oG 0

Per trovare le equazioni di HJB dei tre giocatori, considero w® il valore all’ingrosso sotto lo scenario D
e pP il prezzo di vendita sotto lo scenario D.
L’equazione del produttore é:

/ 1 2
Vit = IBaXD{VA? W Fip+yrFR +vp FE =5GP+ {wDJr(A—cm)(an GD] [GVGD—ﬁpD} —5HmFip
(3.5)

L’equazione del rivenditore é:

pVE = maxD{VI{?, {WMFAL/} +rFE +pFE — 5GD] + [pD —wP +(A-(A+ C,«)gb)’q\/GDil [0\/ GD _ ﬂpD]

pP f,Ff

1
— ShRFR ~ fDFﬁ’} (3.6)

L’equazione dell’ISP é:

1
VP = max [fDF}? - upF}ﬂ (3.7)
Fp 2

Si inizia cercando la soluzione ottima del produttore che sara dipendente da quelle degli altri due
giocatori. Analogamente per gli altri due. Risolviamo il seguente sistema, dove all’interno delle parentesi
graffe vi ¢ il contenuto da massimizzare dell’equazione [3.5] da cui ottengo che

gem - =~ E Vi =0
o L L —ovGP —ppP =0

La miglior risposta del rivenditore &

sip{ b= —unFR + V' ym =0
8}% :—F}}:o
alod.. L= BuwP — BA — (A +c)d)nVGP + 9v/GP —28pP =0

D _ ’YRV1$I
FR - KR

D _ w?  (A—(A+c)d)nVGP + 0vGP
P =7 2 283




La miglior risposta dell’ISP &

9 _ D D_ p_ f”

Siccome le tre soluzioni trovate appartengono ad uno stesso sistema, poiché ogni giocatore fa le sue
strategie in base anche a quelle degli altri due, posso sostituire nelle equazioni di HJB alcuni risultati
trovati per poi derivare nuovamente rispetto determinati valori. Inizialmente posso sostituire all’interno
dell’equazione il valore di p? trovato nella soluzione del rivenditore, per poi derivare nuovamente
rispetto a w?, al fine di ottenere la miglior risposta del produttore.

_ oD /OD _ /D
9 :0\/G7D* ﬂwD + 6(A (A + Cr)¢)n G B 0vVG . 6”¢(A Cm) G -0
owP 2 2 2
_ _ oD
2 g
Sostituendo la w”* trovata nel valore p” ottengo il valore ottimo del prezzo di vendita pP*
pe _ 1 (30 —nB(A — ¢(cr +cm))) VGP

Analogamente sostituisco la soluzione dell’ISP nell’equazione[3.6] per poi derivare nuovamente rispetto
a fP per ottenere il valore del rimborso fP* e, a sua volta, il valore degli investimenti dell’ISP F'5

9 VP 2fP p_ VE'vre
- — —_ = 0 — = 3.10
ofP { } Hp wp f 2 (8.10)
VD,7P
pb _ VR
— 2pp

Ora bisogna trovare le soluzioni ottime degli investimenti date dalle seguenti equazioni

%74
FD = 1M (3.11)
123,74
D/
Fp = Ve (3.12)
MR
VDI’YP
Fp =2 = 3.13
P = o (3.13)

Inserendo le soluzioni ottime e le soluzioni degli investimenti (3.11| 3.13)) nelle
equazioni di HJB (3.5| troviamo

0 m 7"—2A - A A_m 0 A — T m !
VD —GP Br(g(em — ¢ ) = A) + (A —cm)én 0+ Bn(A — ler +cm)) vD's
203 4
v |:'Y]2\/[VJ\?/ L RVE W%Vz?/]
2 MR 2pp
vy vaz' LRV wl%v}?]
113Y; 2ur dup
1 N2 42
PVJQ :,M (3.14)
8 pp



La funzione valore del produttore e del rivenditore, possono essere scritte come
VR(G) = APGP + AD e VL = 4P (3.15)
VP(@) =BPGP +BP ¢ vP' =BP (3.16)
dove i valori AP e BP, con i = 1,2, sono parametri costanti. Invece si deriva la funzione valore dell'ISP
dall’equazione di HIB [3.14]
BD 2.2
yp = B (3.17)
8ppp
Per dimostrare la funzione valore del produttore, trovo i coefficienti AP, i = 1,2
0+ Bn(A — dlem + ) 0+ Bn(A — ¢ler + cm))
28 4
AP {ﬁw‘l? L ORBY V%BP}
20 KR 2pp
0 A—¢p(cm+tcy)) 0 A—¢(crtem
pAP = +87( 2¢>( +cr)) 0+8n( Zﬁ( tem)) AP§

— APs|+

pATGP + pA7 =GP {

pAD — AP AL | RBP4 7BBY
11 2um KR 2pp

AD — (04Bn(A—d(cmter))?
1 8B(6+p)

= ) AD = @enBA—leten)))? [ 0+BUAdlente)? | RBP | v%B{’]

8pB(d+p) Y 88(d+p) KR 2up

Per dimostrare la funzione valore del rivenditore, invece, trovo i coefficienti BiD ,i=1,2

0 — Bn(¢(cm +cr) —A) 6+ Bn(A — ¢(cr + cm))
pBPGP + pBP =G* [ i3 1 — BPs|+
L BP [%@A? L ORBY W%BP]
L opw 2pR dpp
2] A—d(cm+tc)) 6 A—¢p(cr+cem
pBP = +Bn( 4(2( +er)) 0+8n( Zﬁ( +em)) _ BPs
2 AD 2 BD 2 BD
pBp = Bp[BL 1 AL 4 2220
BD — (048n(A—¢(cm+cr))?
1 168(0+p)
BD — (9+776(A7¢(CT+CM)))4 ﬁ i + A?'YZQVI (0+5W(A*¢(Cm+cr)))2
2 256p(2(0+p)*2 2ur | 4pp o 16pB(5+p)
Osservo che AP = 2BP  allora i valori sono

AD — (0+B1(A—d(cmter)))’

1 645(0+p)

D __ (9+n/8(A7¢'(Cr+CM)))4 72 72 ’72
Ay = T nsB ) e Tun T 3up
BP — (048n(A—¢(cmtcr))?

1 16B(+p)
BS — (04nB(A—d(crten))' | 298 v | 7B

2 - 256pB2(0+p)? pM 2pR 1 4pp

Sostituendo i coefficienti trovati in [3.15] [3.16] e [3.17] trovo le seguenti funzioni valore dei tre giocatori:
Ok Pt blem 4 )], O41PA_ble +en) o T, 2]
6460 + ) 128036+ 2 Lpw | nn | 2up
VI?(G) _ GD |:(0 + 577(A _ d)(cm + Cr)))2:| (0 + ﬂﬁ(A _ d)(cr + Cm)))4 |:27§/[ ﬁ + ’7123:|
16505+ ) 2560820 + p)? jar 20m  dup
(0 + Bn(A — plem + ) 7P
2048p32(6 + p)?pp

v2(G) = GD{

VP (G) =



Infine, ricapitolando, la soluzione ottima del produttore é:

Wb+ = 1 CEnBA—6(a o —en)))VET

FDx — amAY 1 (040B(A—d(ertem)) ym
M = Tuy T8 B(d+p)unr

La soluzione ottima del rivenditore é:

Dx _ 1 (30—nB(A—¢(cr+cm)))VGP

p =12 B '
FDx — (04+nB(A=d(crtem))) vp
o 328(6+p)
FDx — 3rBY _ 1 (0+nB(A—d(ertem))) yn
R = ur 7 16 B(6+p)ur

La soluzione ottima dell’ISP é:

(0 +nB(A — d(cr + em)))*vp
32800 + p)up

Dx __
FP —_

Proposizione 2. La traiettoria ottima del goodwill in regime stazionario é

(0 + 1B(A = (e + cm)))* Vi i 0+ nB(A = ¢(er + Cm)))2712%
1 Bo(6 + p) 16 1rBS(S + p)
1 0+nB(A = dler +cm))* 7P
32 1pBO(3 + p)

La traiettoria ottima del goodwill dipendente dal tempo risulta essere

GP*(t) =GP + (Gy — GP)e™ >0 (3.18)

1
GP =2
8

S

>0

11 prezzo all’ingrosso w2 e il prezzo di vendita pZ in regime stazionario sono:

WP — 1O+ nB(A — QAT e —en))VCOP p _ 130 = nB(A = dler +em))VED

=73 3 PP 8

1
4
Infine, le funzioni valore ottime dei profitti sono:

Viir = APGP + AY | vPr=BPGP + BY

Dimostrazione. Consideriamo il seguente problema di Cauchy

G(t) = ymFu(t) + vrFr(t) +vpFp(t) — 6G(t)
G(0) = Gy > 0

Per trovare la traiettoria ottima del goodwill sostituiamo all’interno del problema le soluzioni ottime FL*,
FP* e FB*, trovate nella Proposizione

G(t) = yuF* + yrFE* +ypFP* — 6G(t)
G(0) = Go > 0

La soluzione ottima &

FD* FD* FD*
GD*(t) —o 10 |:GO + (’YM(SM + TR 5}2 + op 6P )(eté _ 1)
oy yRFRT e FRT wEG  RFET  apFET] i
= 5 5 + 5 + |Gy — ( 5 + 5 + 5 ) e

=GP + [GO - Gf} et (3.19)



con GP chiamata traiettoria ottima del goodwill in regime stazionario.

Infine sostituendo G in e otteniamo i prezzi in regime stazionario, e in e otteniamo

le funzioni valore ottime stazionarie. O

Queste due proposizioni danno le soluzioni per I'equilibrio del modello nello scenario D, e si pud
notare che il goodwill ha un effetto positivo nel prezzo all’ingrosso, nel prezzo di vendita e infine anche
nei profitti.

3.2.2 Scenario S

In questo scenario, rispetto quello precedente, il produttore compartecipa alla spese degli investimenti
in marketing dell’ISP. Assumiamo che A sia la quota di partecipazione degli investimenti marketing Big
Datae 0 < A < 1.

ISP
costi 1-A

AVANTI

Y

PRODUTTORE RIVENDITORE CONSUMATORE

Y

" INDIETRO

Le funzioni obiettivo del gioco differenziale sono espresse dalle seguenti espressioni:

75 = [ - { 00 + (A = cn)on/GO)| [6VGTD - 59(0)| - iac (0

wS F5

1
- /\2MPFP(t)2}dt

= [ " { 0) = 00) + (8 = (& + )G || 35D - 6]

pS,F5,f3

- %MRFR(t)Q — fSFp(t)}dt

+o0 1
Jg:max/ e Pt [fSFp(t)—(l—/\)upr(t)2:|dt
Fg 0 2

Proposizione 3. L’obiettivo dei tre giocatori e quello di massimizzare il proprio profitto. Le strategie di



equilibrio ottimo del produttore, del rivenditore e dell’ ISP nello scenario S sono date da:

FS* _ 1(0 + Wﬁ(A - (rb(cr + Cm)))Q'-YM
M8 B0+ p)pm
FS* — 1 (0 +nB(A = dler + cm)))* VR
SR B+ p)ur
FS* — i (9 + Wﬁ(A B ¢(CT + Cm)))2’YP
P32 B8+ p)pp(l—A)
ey _ L0+ 0B8(A = (24 + ¢, — ¢)))VGP
w”(G) = 3 5
pS*(G) _ 2(30 B ﬂﬁ(A B (bécr + Cm)))\/@
fS'* _ i (0 + Uﬁ(A - ¢(Cr + Cm)))Z"YP
2 B0 +p)

I valori presenti dei tre giocatori sono:

Vi (@) = ATG® + AS

V3(G) = BYG® + By

(0 +nB(A — d(cr + Cm)))47123
2048p52(6 + p)?pup(1 = A)

Sx
Vet =
con AY e BY, i = 1,2, coefficienti lineari.

Osservazione 3. La formula sovrastante della V1§ é quella corretta rispetto a quella seguente

Sk (04 nB(A — d(c, + Cvn)))4712'>

P 2048p8%(5 + p)2up(1 — A)?

definita dagli autori dell’articolo preso in esame [6]. Cio viene dimostrato nella seguente dimostrazione.

Dimostrazione. Analogamente alla Dimostrazione della Proposizione 1, denoto Vi, V5 e V5 le funzioni
valore dei giocatori, trovo le seguenti derivate parziali

oV (t, Q) - Vi (t, G) C

— = =Vye P (=p) , —FS—=Vye’
ot M oG

IVE(t, Q) [ VE(t,G) _

— = =Vge " (—p) e
ot R ’ oG :

WVELG) s oVE(t,G)

ot Vee "(=p) G 0

Per trovare le equazioni di HJB dei tre giocatori, considero w® il valore all'ingrosso sotto lo scenario S e
p® il prezzo di vendita sotto lo scenario S.
L’equazione del produttore é:

pVii = max, {V]@' (v Fyy +YrFa +vpFp — 0G5 + |w® + (A — cm)qsm/GS] [Qx/GS — Bps]

w=, Fyy

1 1
- SuaFYy — AZNPFEQ} (3.20)



L’equazione del rivenditore é:

p[/g = Inax
S FS
P, f, R

1 >
— §MRF§ - fSF;E} (3.21)

{Vg/ [WMFJ@ +9rFR +7pFp — 5GS] + [ps —w” + (A= (A+ Cr)cb)m/@} [9\/@— 51?3}

L’equazione dell’ISP é:

1
pVi = max [fSF;E —(1- A)Q,JPFEZ} (3.22)
FP

Risolviamo il problema in modo analogo allo Scenario D nella Proposizione
La soluzione del produttore é:

%ﬁl{} = —uar Fip + Vi yar = 0
s2{ p=0vGE — ¥ =0
FI\%: Vid ym
= S _ Gvg‘]g
Pm="5

La soluzione del rivenditore é

OFg
oS = —F5 =
521 p = B = BA = (A+¢)9)nVGS +60VGS —26p5 =0
Ff =
= F3=0
S —w®  (A-(Ate)d)nVGS | 9VGS
p - 2 2 QB

La soluzione dell’ISP &

0 e
OFF up(L= )

Siccome le tre soluzioni trovate appartengono ad uno stesso sistema, poiché ogni giocatore fa le sue
strategie in base anche a quelle degli altri due, posso sostituire nelle equazioni di HJB alcuni risultati
trovati per poi derivare nuovamente rispetto determinati valori. Inizialmente posso sostituire all’interno
dell’equazione il valore di p° trovato nella soluzione del rivenditore, per poi derivare nuovamente
rispetto a w®, al fine di ottenere la seguente soluzione ottima:

[ == e =0 — Ff =

BA — (A+c)d)VGS  OVGS  pnd(A —cn)VGS _
2 2 2

LS %(9 +nB8(A ~ ¢(2Aﬂ+ & — em)))VGS (3.23)

a{...}:&@—ﬁuﬁ%—

ow’

Sostituendo la w®* trovata nel valore p° ottengo il valore ottimo del prezzo di vendita p°*

4 B

S 1(30 = nB(A = ¢(cr + cm)))VGS (3.24)



Analogamente sostituisco la soluzione dell’ISP nell’equazione[3.21| per poi derivare nuovamente rispetto
a f% per ottenere il valore del rimborso f° e, a sua volta, il valore degli investimenti dell’'ISP F' g

) VE e 2f° s VEr
— <. b= - =0 = =& P 3.25
afs{ } pp(L=2A)  pp(l—=2A) / 2 (3:25)
VS/'YP
— FS — Y N
P oup(1-2)

Ora bisogna trovare le soluzioni ottime degli investimenti date dalle seguenti equazioni

FS = Vi (3.26)
MM
v
F$ =118 Rl (3.27)
KR
S Vﬁ? P

P 2un(i- N (3:25)

Inserendo le soluzioni ottime [3.23} e le soluzioni degli investimenti (3.26} 3.28) nelle
equazioni di HIB (3.20] 3.22)) troviamo

0+ Bn(A — d(em +¢)) 04 (A — (e + e /
oy = [ BUA—olen ) 0. B~ e o) _
Ly [V?M‘Gﬁ/ WHVE BV } L VETR
M
2pn pr o 2pp(l—A) 8up(l—A)?
S S 9+67](A_¢(cr+cm))9+/877(A_¢(CT+cm)) _ !
e vE's
48 4
A2, VE ARVE ALV
+VS [’YM Mo TR'R PYR }
Bl am 2ur 41— App
s _1(VE)* (3.29)

PP TR up(1—N)
La funzione valore del produttore e del rivenditore, possono essere scritte come
VHG) = ASGS + A5 e Vi =43 (3.30)
VE(G)=BYGS +BS e V§ =B (3.31)

dove i valori Af e Bf , con i = 1,2, sono parametri costanti. Invece si deriva la funzione valore dell’ISP

dall’equazione di HJB
S _ (Bf )27123

~ 8pup(1—N)

Per dimostrare la funzione valore del produttore, trovo i coefficienti Af ,i1=1,2

0+ Bn(A — dlem +¢)) 0+ Bn(A — d(er +cm))

(3.32)

pATGS + pAS GS[ 25 T — AYS |+
2
+AS|:7MAS L VRBY 1B ] B}
2 1733 HR 2(1—)\),up 8(1—)\)2/”3
pAS = 0+577(A*2¢[;(0m+07-)) 0+677(A*4<f(0r-+0m)) — A%

=

2 s 2 ps?
S _ AS|dmA1 ’YRBl Yp By _ _AMpBj
pA Al{mw e TN | T st



AS = (0+8n(A—d(cm+cr)))?

8B(3+p)
- AS = (9+77:8(A_¢(Cr+cm)))2 ﬁ(e""BU(A_Qﬁ(Cm‘FCT)))Q + '712:{319 + 'Y%Bls _ )"Y}%Bisz
2 8pB(d+p) Y 8B(0+p) KR 2(1-Npup 8p(1-X)?pp

Per dimostrare la funzione valore del rivenditore, invece, trovo i coefficienti Bis ,i=1,2
0 — Bn(¢(cm +cr) = A) 0+ Bn(A — d(er + cm)) S
— Byo|+
43 4
AT | RBY | BBY }
%Y 2ur 41— Aup

pBYGS + pB5 :GS{

+Bf[

2] A—d(cm+tcr)) 6 A—¢p(cr+cem
pBS — PEOUA=O(enten)) DLONA—derten)) _ pSg

2 S 2 S 2 S
S _ npS| AL YrB1 YpBj
pBy = By { pae ¥ 2pm T 4(1-Mpp

B = 0+Bu(A—d(emter))”

168(6+p)
= Y\ BS = GtnBA—deten )t [ vk 93 | L A9 (04Bn(A—d(en+en))’
2 256p(2(0+p)? 2pr 4= Npp Y 16pB(6+p)
Osservo che A7 = 2B, allora i valori sono

AS — 0+Bn(A—¢(cmte)))?

1= 64B(3+p)
AS — (0+7IB(A_¢(CT+Cm)))4 ﬁ + ﬁ + 7?’ _ )‘712"'

2 128pB2(0+p)? pv opr 0 2(1=XNpp  16p(1-X)%pp

BS — (0+Bn(A—d(cm+cr)))?

= 16B(6+p)

S _ (0+nB(A—¢(crten)))? | VA ot 27}
By = 256pB2(6+p)? [ZMI; + 4(1*§)MP + usz

Sostituendo i coefficienti trovati in [3.30} B.31] e [3.32] trovo le seguenti funzioni valore dei tre giocatori:
(0 + Bn(A = ¢(cm + CT)))2:| (0 +nB(A = ¢(cr + cm)))* [%2\4 el S S M3 ]
61800 + p) 1280820 + p2 Lpat T um 20— Npp | 16p(1— Npip
sy s [0+ BnA = dlem + )] | (0+nB(A = dler + cm))) [ Vi 0 273
Vi (G) =G B 3 5 -+ +
165(5 + p) 2560523 + ) 2un  A(L—Npp |
(0 + Bn(A — p(em + ) 7P
2048052(5 + p)?(1 — N

Infine, ricapitolando, la soluzione ottima del produttore é:

Vi (G) =G° {

VE(G) =

’LUS* _ 1 (0+nB(A—=¢(2A+cr—cm)))V G*S
-2

B
_ 1 (0+0B(A—d(crtem)))*ym

FS* — "/MAig _ 1
M 1Y 8 B(o+p)punm

La soluzione ottima del rivenditore é:

S 1 (30—nB(A—d(crtem)))VGS

P =7 8
pS* — (0+nB(A=d(crtem))) vp
- 32B(d+p)
ps+ — arBP _ 1 (040B(A—d(crtem))*vr
R =™ ur 7 16 B(0+p)ur

La soluzione ottima dell’ISP é:

(0 +nB(A — @er + cm)))*vp

FS* _
r 32605 + p)up(l—A)




Proposizione 4. La traiettoria ottima del goodwill in regime stazionario é calcolata dalla formula
sequente

s = LO+nB(A = d(er +em)))*vy L (0+nB(A = dler +cm)))* TR

8 paBO(6 + p) 16 1rBI(S + p)

>0
2 pupBo+p)(1- N
La traiettoria ottima del goodwill dipendente dal tempo & data dalla sequente:
G (t) = G 4 (Go — GF)e ™ > 0 (3.33)

Il prezzo all’ingrosso w3, e il prezzo di vendita p3, in regime stazionario sono:

(0 +nB(A — QAT e —en)VGE s _ 1 (30— nB(A = dler +em))V/GT
B PPy 8

Infine, le funzioni valore ottime dei profitti sono:

wS

1
oo — 5
Vi = ARG AS  VE' = BIGE + B

Dimostrazione. Consideriamo il seguente problema di Cauchy

G(t) =Y Fym(t) + yrFr(t) + vpFp(t) — 0G(t)
G0)=Gy >0

Siccome voglio trovare la traiettoria ottima del goodwill, sostituiamo all’interno del problema le soluzioni
ottime FAS[, F;g* e Fg*, trovate nella Proposizione

G(t) = ymFyf +yrFg* +pF5* — 0G(t)
G(0) = Gy > 0

La soluzione ottima &

] 0 ]

FS* FS* FS*
_ Mty + TRLR + TrPLp
§ 6 §

FS* FS* FS*
GS*(t) _et5|:GO_’_(7M M _’_’YR R _i_’yP P )(etﬁ_l)

W ESr  ArFST vpF3*] _is
5 T s T35

foo-
=G? + [GO —~ Gf} et

con G¢ chiamata traiettoria ottima del goodwill in regime stazionario.

Infine sostituendo G in e otteniamo i prezzi in regime stazionario, e in e otteniamo

le funzioni valore ottime stazionarie. O

Corollario 1. Nello scenario S, gli effetti ottimi del marketing dell’ISP Fg* crescono proporzionalmente
al coefficiente di condivisione degli investimenti marketing \. Infatti quest’ultima non ha effetti sugli
investimenti del produttore FJ\%* o in quelli pubblicitari del rivenditore Flg*.

Dimostrazione. Cid lo possiamo osservare derivando, rispetto a A, Fjg*, FASf e Flg*

OFF _ (0+Bn(A—olcr+en)Vap _ OFF _ OF

B 32605 + p)(1 — \)2up )Y )

=0



Capitolo 4

Confronto tra scenari

Confrontando le strategie ottime dei due scenari otteniamo le seguenti relazioni
D s D s D s D s D s s D
' =Fy , FE'=Fg" , Fp'<Fp* , wl<wy , po<bDx , f>Fr=f""

Cio dimostra che il livello del goodwill nello scenario S é maggiore rispetto a quello dello scenario D
(G > GP) perché cresce grazie agli effetti marketing dell'ISP (F5* < F5*). Cio porta da una parte a
un indiretto aumento del prezzo all’ingrosso e del prezzo di vendita (dipendenti entrambi dal goodwill),
invece dall’altra al non ottenere un guadagno extra per 'SP dal rivenditore poiché é quest’ultimo a
decidere il rimborso, che in entrambi gli scenari é uguale.

Corollario 2. Sotto lo scenario S, le relazioni tra i valori ottimi stazionari dei tre giocatori e il paramento
A sono le sequenti:

{BVM >0, se0 < \ < L0£80
M

95+8p

S
ZAC <0, se 2 < X <1

S*
R aVR >0, per ogni 0 < A < 1

Sx
P 8VP >0, per ogni 0 < A < 1

Dimostrazione. Calcolo % > 0:

Vi _ s L (04 nB(A = (e, +en))vh (84 nB(A = 6(e, +cm)))* Oupnryh (L=A) +2(A— §)
2

)
N 32 upBi(S+p)(1—N) 128(6 + p)?B2pmppprp 16 (1-2)?°
1 (04 08(A = gler +en)))Vp (@ +0B(A = d(er +em)) 9P (1 -N) +2(0—§)
256 1pB23(0 + p)2(1— A)? 2560+ )2 Fupp &8 (1—N)P
L @+mBA =g tena)))MB] 1 9 (=N +2A—3)
256 B2 (3 + )2 SN 8 (1P
Devo dimostrare che il secondo fattore ¢ maggiore di 0:
1 9 (1=N+200-3) _ 8p(1 —A) —96(1 —\) —185(A — §) .
§(1-=XN2 8p (I1=X)3 80p(1 — A)3
76+8
= 0< A< 95 + 82

. < . . avs* aVS*
Il secondo caso di M ¢ analogo al primo, invece per R e P calcolo —5— e =%

OVE" _ ps 1 (0+0B(A—dlcr +cm))*vp (0 +0B(A = dler +cm)))* pupryp

=By~ 0
N U8 upBa( + p)(1— A2 51206 + p)2B2mipppnp 21— A2
OVE" _ (0+nB(A = dler +en)) B _
O 1024p5%(0 + p)?pp(1 — A)?

25



Proposizione 5. Se confronto i due scenari rispetto i valori ottimi ottengo:

8(0+p)

VP < VS se0< A< gm)

{Vf}* > Vi, se ZE8 <\ <1

RVRD*<V1§* per ogni 0 < A < 1
P VP* < VE* per ogni 0 < A < 1.

Dimostrazione. Calcolo V7* — Vi* > 0:

24P"42 1 O+n8(A —dler+em))t 9 8 )
1 LI -
/J/P6 ( I—A)—’_ 128(6+p)262/’4Mﬂ1PﬂRP 16( 9);U'R/1'M’YP =
2 1 19 8 22 oA 1
S I ST WA 2 1
76 4+ 8p
— A> —
~ 8(0+ p)

La seconda parte di M la derivo dalla prima. Invece per i punti R e P calcolo Vlf* - VRD *>0e
V5* — VP* > 0. Osservo che Bf = BP = By, quindi

2 2 B2 2 2
ng* _VI?* _ B%( TP TP ) + 1(4HP7P TP > >0

2upd(1—N)  2upo p (1—=X)  dup
1 1 1 1 A(2p +6)
= Sa=N s TN 2 25—\ "
B2 2 o2 A
S* _ 17 Dx* — -1 P _ P

O

Osservazione 4. I risultati dei punti P del corollario 2] e della proposizione [5] sono stati dimostrati
utilizzando la formula corretta di V5.

11 Corollario [2| presenta la relazione dei profitti ottimali dei tre giocatori con il tasso di condivisione A,
invece la Proposizione [5| mostra che, confrontando i due scenari, esiste una soglia del tasso di condivisione
tra il produttore e I'ISP, dipendente dal tasso di decadimento del goodwill § e dal tasso di interesse
p. Inoltre, indipendentemente dal valore del tasso di condivisione dei costi, il profitto del rivenditore e
dell’ISP nello scenario S ¢ sempre superiore a quello dello scenario D (dimostrato nel secondo e terzo
punto della proposizione [5)).

Molti studi, come quelli di Zhou e Ye [7], hanno dimostrato che i contratti di condivisione dei costi pos-
sono realizzare un coordinamento della CLSC a due componenti. Sulla base delle loro ricerche, ’articolo
di Xiang e Xu [6] discute lo scopo del tasso di condivisione dei costi in un CLSC a tre componenti.

Grazie al coinvolgimento di ISP e alle sue eccellenti capacita di marketing, il focus della cooperazione
del produttore é passato dal rivenditore alla piattaforma, la quale riduce le difficolta di marketing del
rivenditore e spiega il comportamento "free-rider" del rivenditore, cioé un comportamento in cui esso
beneficia delle risorse senza contribuire al loro pagamento.

S

3 ew?l, dipendenti dai parametri

Corollario 3. Se confronto i due scenari rispetto i prezzi all’ingrosso w
A, ¢, e ¢, ottengo:

D oS
dw Qw3

1. 5 >0, 52 >0sef

Bn(2A¢+dc,—¢ (crtem)—A)
> s

ow>? ow?s A cr—@2(crtcm)—A
2. % <0, Z= <0 se B2 + o) < 0 < B12BER0e o lorton)B)




owl w3,
3. o < 0, T
D
4. ag’d‘f’ <0, Z5e= aw <0 per ogni 6 >0

Dimostrazione. Calcolo dg’A e dg’A Siano A,B coefficienti positivi indipendenti da A, ¢, e ¢:

owl )

ST =2A(1 = 9)0 + 2AB0[A — 28¢ — dep + ¢ (¢r + cm)] > 0
— 0 > 577[—A + 2A¢"1_fc; - ¢2(CT‘ + Cm)]

ow?s

© —2B(1 — ¢)0 + 2BBn[A — 2A¢ — de, + ¢ (cr + cm)] > 0

0A
577[*A + QAQS + ¢C7’ - ¢2(Cr + cm)]
1—-¢

Il punto 2 lo derivo da quello precedente e dall’Osservazione 1 della Sezione 2.1. Ora dimostro 3:

= 0>

D r -

6;;& =— 24819 |20 + Bn(A = ¢(2A + ¢ — c)) + B(A — d(er + em))
=—4ABn¢ |0 + Bn(A — d(A + cr))} <0

ows, r ]

5o =~ 2BBne| 20+ Bn(A — (24 + ¢ — cm)) + B(A = Pler + cm))
— 4B 8-+ n(A — (8 + )] <0

Infine dimostro il punto 4 in forza dell’Osservazione 2 della Sezione 2.1 :

e Aﬂncb{ 04608 = 0028+ & = en)] e+ o) + [ A = 0ler + )] (84, + (Acm»}
=— A5n¢{26n[ (A+c)—dler +em)2A+ ¢, — cm)} +0(cr + cm)} <0

e - Bﬁnqb{ 04 50 = 62 + 6 = )| e+ )+ (508 = 0ler + ) (A4 (8 cm>>}
- Bﬂnqﬁ{Z { (At er) = bley + em)(2A + ¢, — cm>] O + cm)} <0

O

Bn(2A¢+dec,—¢* (crtem)—A
_ 1-9¢

il prezzo all’ingrosso decresce con A, invece cresce se § > 0. FEsso afferma che la bassa efficacia del
goodwill comporta a un costo marginale maggiore rispetto le entrate marginali del produttore; i produttori
quindi hanno bisogno di ridurre il prezzo all’ingrosso per aumentare la domanda e il tasso di rendimento
incrementato dal valore residuo. Al contrario un’elevata efficacia del goodwill stimola 'aumento del
prezzo all’ingrosso, seguito dall’aumento del valore residuo.

11 precedente corollario afferma che esiste un § = ) tale che, se 6 < 0 allora

Corollario 4. Se confronto i due scenari rispetto p2 pS . fP, f5, FP e Fis coni= M,R, P, dipendenti
dat paramenti A, ¢ e ¢, ottengo:

6p°° <0

o2 [ 5Poo
1% 50, 2 50, B <0, B <, 2

2. U 50,27 <0, Y <oefP=f"



oFP F;
3. 55 >0, aA>O <0, a¢ <0, ac <0 <O

Dimostrazione. Siano A’, B’ coefﬁmentl positivi 1ndipendent1 dai parametri A, ¢ e c;.
1.

D
0% _ 9 4161(8 — B(D — d(er + em)) > 0

OA

p3, )

A 2B'An(0 — Bn(A — d(cr +cm))) >0

6poDo /

¥rs = A'Bn(em + ¢)[280(A — ¢ler +em)) —20] <0
/A

37(;5 = B'Bn(cm + cr)[280(A — ¢(er +em)) —20] <0
/2

acr =A 5772[,37](A - d)(cr + Cm)) - 9] <0

S

e, = B'Bn2[Bn(A — ¢(cr +cm)) — 0] <0

2. Sappiamo che % = fP = f percio:
Of _ [0+ Bn(A — ¢(cr + cm))Inyp

A ~ 16(6 + ) >0

of _ 10+ Bn(A = dler + em)lnler +emve _
d¢ 16(3 + p)

der 16(6 + p)

3. Sappiamo che FP = F® = F; con i = M, R, invece F5 = (1 — \)F3 con 1 — X > 0, quindi se vale per
F3, allora vale anche per F5:

OF _ [9 + Bn(A — ¢(cr + Cm))]n’YM

oA 4(6 + p) et =0
OFw _ [0-+50(A — oler + en)ln _
IA S0+ pun
OFF _ 10+ 5u(A — ol + e _
oA 16(0 + p)(1 = Nup
OFy [0+ Bn(A = ¢ler + cm))l(er + cm)mym <0
0¢ 4(0 + p)par
OFR _ [0+ B1(A — ¢(cr + cm))](er + em)nr <0
¢ 8(0 + p)pr
OFF _ [0+ Bn(A — ey +cn)l(er + cndirie _
99 16(6 +p)(1 = Mpp
OF Ny _ [9 + (A — ¢(c + cTrz))]qsn'YM <0
dey 4(0 + p) s
OFg _ _ [0+ Bn(A — d(cr + em))lonr <0
gy 8(0 + p)ur
OFF _ _[0+Bn(A = g(er +cm)léme _

de, — 16(0+p)(1 = Npp



Corollario 5. Se confronto i due scenari rispetto le traiettorie ottime del goodwill ottengo:

oG
aA

aG!
99

aG!
de,

>0, <0, <0 con i=D,S

Dimostrazione.

Gy [0+ Bn(A = d(er + cm))ln {m+ﬁa+ ’7123} -0

AN 45(6 + p) fa 2pm App
aGs _ [0+ Bn(A = d(er +cm))In |:FY2M R P ] <0

A 46(6 + p) pv o 2ur o AL = App
COR R RSSO CRIEN LT, N A D
o 46(6 + p) pav o 2pr  App
6Gss _ [9 + BU(A - d’(cr + Cm))](cr + Cm)n {’Y% + ﬁ + '7123 ] <0
¢ 40(6 + p) pv o 2pp 0 A1 = Mpp
oG _ e os ol eallonfsh b ]

dey 45(6 + p) By 2nr o App
9GT _ 10+ Bn(A — ¢(er + cm))]ém [ﬁ/[+712%+ P ] “0
ocy 46(5 + p) unv 2up 41— Nup

Corollario 6. Se confronto i due scenari rispetto i valori ottimi dei tre giocatori ottengo:

M G >0, 2 <0, 502 <0 con i = D, S
R 9% >0, 5% <0, 32 <0 coni= D, Sx

vh aVh vy .
P Z£ >0, T¢<07 5o <0 con i = Dx, Sx




Dimostrazione. Siano a,a’,b,b’ coefficienti positivi indipendenti da A, ¢, c,.:
b b ) b )

f 0 —A
oV al + Bn(A — d(cr +cm))]? nB > se x
ox 16(5 + p)232 4 nBler +em) <0 se x=
_775¢ <0 se T =cp
0 N
VS b+ (D — dler+ )P |7 s
Ox - 16(6 + p)252 8 nBler+em) <0 se xz=¢
—nB¢ <0 se T =c
0 _A
3VRD* a0+ Bn(A — ¢lc, +cm))]? ns > se x
oz - 128(6 + p)QBQ ’ _nﬁ(cr + Cm) <0 se z= ¢
_77/8¢ < O se T = cCp
0 A
oV V[0 + Bn(A — d(cr + cm))]? ns > se x
oz - 128(5 —+ p)262 ’ _nﬁ(cr + Cm) <0 se x=
—nﬂqS <0 se T =cy
0 _A
OVE" [0+ Bn(A = ¢(cr + cm)) P73 s > se @
ox 5126 + p)2B2ppp S =nBler +em) <0 se x=0¢
77)B¢ <0 se X =,
0 _A
OVE [0+ 0mA ol en)p |0
dr 51200 + p)2B2p(1 — Nup np(er +cm se T =
77’B¢ <0 se X =cCp

O

Secondo i Corollari precedenti, il profitto di ogni giocatore e il livello del goodwill crescono con A,
mentre decrescono con ¢ e ¢,. Questi risultati implicano che un valore residuo elevato genera un grande
investimento in ricerca e sviluppo, e nel marketing che aiuta a costruire il goodwill. Un incremento del
livello di goodwill, della domanda e della rata di ritorno stimolano la crescita degli sforzi dei giocatori, ma
allo stesso tempo riduce 'impatto negativo dei prezzi alti. Inoltre il produttore trasferisce tutto il valore
residuo del riciclo dei prodotti al rivenditore, il quale ha un effetto positivo nella catena CLSC. Pero, il
costo di riciclo ¢, ha un impatto negativo sulle strategie ottime, dimostrando che una bassa efficacia di
riciclo crea barriere agli investimenti di sviluppo e marketing di tutti i giocatori e porta una riduzione
del goodwill e del prezzo di vendita.



Capitolo 5

Conclusioni

5.1 Analisi sequenziale

In questa sezione analizzeremo concretamente 'impatto dei parametri chiave nel profitto totale della
CLCS.

Impatto del valore residuo A del prodotto riciclato Dai corollari e [6] si deduce che, indipen-
dentemente dagli scenari analizzati, il profitto ottimo totale (somma dei profitti ottimi dei tre agenti
coinvolti nella catena distributiva) cresce al variare del valore residuo. Infatti tutti i giocatori sono
motivati, dagli alti valori residui, a investire di pitt negli sforzi marketing e pubblicitari (corollario
3), che implicano un alto livello di goodwill. Questo comporta una grande espansione della doman-
da e un alto tasso di ritorno dei prodotti usati, grazie all’alto livello di goodwill che contribuisce ad
un elevato profitto della CLCS.

Impatto della percentuale del valore residuo dovuta al riciclo ¢ In entrambi gli scenari osser-
viamo che il valore ottimo decresce al variare di ¢. Quando ¢ = 0, il produttore non guadagna
dalla rifabbricazione e cio stimola il rivenditore e 'ISP a investire di piu negli sforzi marketing e
pubblicitari per aumentare il livello del goodwill. Questa strategia si traduce in un aumento della
domanda dei consumatori e in un alto tasso di ritorno dei prodotti usati migliorando il livello del
goodwill e una massimizzazione del profitto totale.

Impatto della quota di partecipazione )\ e dell’efficacia delle azioni marketing per mezzo dei Big Datayp

Sia AV = V% — V.P* la differenza tra i valori residui totali nei due scenari. Esistono due soglie
A1 (dal corollario [2)) e Ay (dalla proposizione |5): quando A < A; i valori ottimi totali dello scenario
S sono pii alti di quelli dello scenario D, e quindi AV cresce con \ e vp, invece quando A > A;
decresce con A e vp. Analogamente quando A > \o i valori totali ottimi dello scenario D sono piil
alti di quelli dello scenario S e AV < 0. Il risultato indica che esiste una quota di partecipazione
che massimizza il profitto totale della CLSC e, inoltre, tutti i suoi membri beneficiano di un’alta
efficienza del marketing dei Big Data, qualunque sia lo scenario.

Analisi del profitto totale Dall’analisi delle funzioni valore ottime si dimostra che il profitto totale
nello scenario S é maggiore di quello dello scenario D e cio implica che il produttore, condividendo
le spese degli investimenti marketing con I’'ISP, puo stimolarlo a investire di piu in essi, ottenendo
cosl un aumento dei profitti totali della catena di distribuzione (proposizione [5).

5.2 Riassunto conclusioni
Ogni industria é diventata consapevole del fatto che 'ISP, che vanta la tecnologia Big Data, puo aiutare
le aziende a migliorare la loro efficienza e raggiungere i loro scopi. In questo sistema CLSC, le modalita

di operare e fare marketing sono cambiate grazie al coinvolgimento dell’ISP, che aiutano il produttore e il
rivenditore con nuove tecnologie e sforzi marketing. Il modello dinamico del goodwill puo raggiungere due
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obiettivi: il primo incrementare la domanda del consumatore come strumento di marketing; il secondo
incentivare il riciclo come strumento operativo. Si sono confrontate le soluzioni ottime nei due scenari
e discussi gli impatti dei parametri chiave nelle soluzioni ottime nell’ambiente dei Big Data. I risultati
ottenuti confermano che la partecipazione dell’ISP rende complicate le decisioni dei membri della catena di
distribuzione. Si puo osservare infatti che il problema dal punto di vista di un gioco differenziale, presenta
una differenza notevole rispetto ai problemi classici, cio¢ la presenza del terzo giocatore ('ISP), poiché
principalmente si analizzano problemi con due giocatori in cui ognuno prende decisioni considerando
quelle dell’altro.
Riassumendo si &€ dimostrato che :

1. un alto livello di goodwill ha un impatto positivo nei costi di produzione e di riciclo. I membri
della catena di distribuzione a circuito chiuso traggono piu profitto e raggiungono un alto livello
di goodwill sotto certe condizioni, per esempio un alto valore residuo dalla rifabbricazione, un’alta
percentuale di guadagno per il rivenditore dal valore residuo dei prodotti riciclati, e un basso costo
di riciclo;

2. quando lefficacia del goodwill ¢ pitt bassa di una certa soglia, il prezzo all’ingrosso cresce al va-
riare del valore residuo dei prodotti riciclati. Decresce invece al variare del valore residuo quando
lefficacia é piu alta;

3. lo scenario S é preferibile allo scenario D in termini del livello del goodwill nello stato staziona-
rio, prezzo all’ingrosso, del prezzo di vendita e degli effetti delle azioni di marketing dell’ISP per
mezzo dei Big Data. Per quanto riguarda il livello degli sforzi per gli investimenti di marketing e
pubblicitari, essi sono i medesimi in tutti e due gli scenari;

4. Vefficienza dell'ISP nel marketing Big Data ha un effetto positivo sul goodwill in entrambi gli scenari,
infatti sia la domanda del produttore sia il tasso di ritorno dei prodotti dipendono dal goodwill.
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