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1. INTRODUZIONE

La maggior parte delle sorgenti di raggi gamma extragalattiche conosciute sono AGN (Active Galactive Nuclei) e tra

questi i blazar ne costituiscono la classe più numerosa. I blazar rappresentano la categoria più estrema di AGN, caratte-

rizzati dall’emissione di radiazioni non termiche intense che coprono tutto lo spettro elettromagnetico, costituendo uno

degli oggetti più luminosi ed energetici dell’Universo. L’emissione dei blazar è caratterizzata da estrema variabilità a

tutte le lunghezze d’onda. L’analisi approfondita di questa variabilità può fornire un contributo significativo al migliora-

mento della comprensione dei complessi meccanismi fisici che governano il processo di emissione all’interno di questi

oggetti, che costituiscono un possibile candidato di fonte di raggi cosmici ad altissime energie.

L’obiettivo di questo lavoro è studiare l’emissione periodica nei raggi gamma scoperta nel 2015 del blazar PG 1553+113.

Si analizzeranno i dati forniti dal rivelatore spaziale Fermi/LAT che si estondono dal 2008 fino al 2023, con l’obiettivo

di stimare il periodo dell’emissione e la sua significatività statistica al fine di comprendere se persista o meno questo

pattern periodico scoperto nel 2015.

Nella parte iniziale del lavoro si espone un modello descrittivo di nucleo galattico attivo per poi concentrarsi sulla fe-

nomenologia dei blazar, con particolare attenzione ai possibili modelli di emissione. Si descrivono poi gli strumenti

coinvolti nell’osservazione dei raggi gamma, in particolare il rivelatore spaziale Fermi/LAT, per poi accennare anche ai

sistemi di rivelazione terrestre costituiti dai telescopi Čerenkov.

In seguito, si descrivono le caratteristiche della sorgente PG 1553+113 e un probabile modello fisico che potrebbe spie-

gare la sua emissione periodica. Infine, si passa all’analisi della lightcurve costruita con i dati gammma Fermi/LAT con

vari metodi statistici che ci permettono di indagare l’emissione al fine di stimarne il periodo. In particolare, dopo una

analisi preliminare volta ad asserire la variabilità dell’emissione, si visualizzerà la periodicità tramite il metodo di Phase

Folding. Una prima stima del periodo sarà ottenuta poi attraverso la Phase Dispertion Minimization (PDM). Si passa

poi ai metodi basati sull’analisi di Fuourier ovvero Weighted Wavelet Z-Transform (WWZ) e Generalised Lomb Scargle

Periodgram (GLS). Particolare attenzione sarà riservata a stimare la significatività statistica del risultato ottenuto tramite

simulazioni di curve luce. La parte finale del lavoro è riservata alle conclusioni e ai possibili sviluppi dell’analisi dati

esposta precedentemente.



2. NUCLEI GALATTICI ATTIVI E BLAZAR

2.1 Schema di un nucleo galattico attivo

I nuclei galattici attivi (AGN) sono delle strutture presenti al centro di numerose galassie dette attive, in corrispon-

denza di un buco nero molto massivo (107-109M�). Questa regione è caratterizzata da una intensa emissione,

alimentata dall’attrazione gravitazionale, che copre tutto lo spettro elettromagnetico, dalle onde radio fino ai raggi

gamma.

Figura 2.1: Rappresentazione schematica di un AGN dotato di jet (non in scala). Figura tratta da [UP95]

In figura 1.1 si può osservare la configurazione schematica di un nucleo galattico attivo come descritto dal modello

più accreditato [UP95]. L’intensa attrazione gravitazionale del buco nero supermassiccio al centro della galassia

ospite, cattura materiale che va a formare un disco di accrescimento. Il materiale attratto verso il centro, a causa

dell’attrito viscoso, perde momento angolare, riscaldandosi ed emettendo radiazione ultravioletta (UV) e nell’X.

Tale emissione eccita le veloci nubi di gas orbitanti vicino la regione centrale che, quando in seguito si diseccitano,

danno luogo a linee di emissione ottiche e UV con grande larghezza di riga. Questa zona è chiamata BLR (Broad

Line Region, regione delle righe larghe) ed è racchiusa da una nube di polvere toroidale. Oltre il toro di polveri

sono presenti altre nubi di gas in un moto più lento, che con simile meccanismo, producono linee di emissione più

sottili delle prime andando a formare una regione detta NLR (Narrow Line Region, regione delle righe strette). Cir-

ca il 10% degli AGN [Ghi13] oltre ad accrescere la materia sono anche in grado di espellerla, emettendo due getti

di particelle in direzioni opposte lungo l’asse di rotazione del buco nero centrale. La caratterizzazione di questi

jet relativistici rimane un argomento di ricerca e discussione. Mentre alcuni modelli li interpretano come jet adro-

nici, principalmente composti da protoni, altri li concepiscono come jet leptonici costituiti da elettroni e positroni

[SZ22]. Qualunque sia la natura delle particelle coinvolte, si ritiene che siano questi jet la causa delle emissioni

gamma osservate e probabilmente, nell’ottica di un modello di emissione adronico, anche dei raggi cosmici che

raggiungono l’atmosfera terrestre, aumentando l’interesse verso questi tipi di sorgente.

La radiazione elettromagnetica emessa da questi getti è principalmente collimata lungo la direzione dell’asse di
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rotazione del disco a causa dell’effetto di beaming relativistico (relativistic Doppler beaming effect) ovvero, poichè

le particelle nei getti si muovono a velocità relativistiche, l’emissione è fortemente orientata nella direzione del

movimento del getto stesso. A causa di questo effetto, l’emissione della sorgente appare più luminosa. Nel seguito

il beaming relativistico sarà approfondito e sarà fornita una quantificazione dell’amplificazione della luminosità di

queste sorgenti (vedi sezione 2.4). Questo modello intrinsecamente assimmetrico, implica quindi una diversa appa-

rizione degli AGN visti da angoli diversi. Nella pratica, pertanto, gli AGN con diverse orientazioni sono assegnati a

classi diverse. In particolare, è possibile definire una prima distinzione a seconda dell’angolo di incidenza dei getti

rispetto all’osservatore. In base a questo si definiscono due classi: i blazars il cui getto punta direttamente verso

il pianeta Terra e altre tipologie di sorgenti che vanno sotto il nome di radiogalassie, in cui punta in una direzione

diversa.

2.2 Blazar e oggetti BL Lac

All’interno della categoria dei blazar è possibile distinguere due sottoclassi di sorgenti: i FSRQs (Flat Spectrum

Radio Quasars) e gli oggetti BL Lac (BL Lacertae objects) 1. La differenza principale risiede nel fatto che le prime

presentano delle righe di emissione nel regime ottico dovute alle regioni BLR e NLR mentre le seconde no. I BL

Lacs, infatti, sono caratterizzati dalla quasi totale assenza di righe spettrali e possiedono uno spettro composto

praticamente solo dalla sola componente continua anche nell’ottico. Nell’ottica del modello [UP95], essi sono

i blazar osservati dalla Terra con un angolo di apertura rispetto al getto vicino allo zero: si interpreta quindi lo

spettro osservato come principalmente dovuto alla radiazione elettromagnetica emessa dalle particelle lungo i getti.

Secondo il quarto catalogo (4LAC) degli AGN scoperti dal rivelatore spaziale Fermi/LAT (vedi sezione 3.1), dal

2008 al 2016 [LGC20], le sorgenti gamma extragalattiche in totale sono circa 3300, di cui il 98% sono blazar. Tra

questi il 24% sono FSRQs, il 38% sono BL Lacs e il restante 38% sono catalogati come Blazar di tipo sconosciuto

(BCUs). Possiamo vedere sotto una mappa delle sorgenti presenti in questo catalogo:

Figura 2.2: Catalogo 4LAC delle sorgenti gamma scoperte dal satellite Fermi. Figura tratta da [LGC20]

1Il nome deriva dal prototipo della classe nella costellazione della Lucertola
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Tra queste, sono 77 i blazar presentano emissione nella banda TeV ( > 1000 GeV):

Figura 2.3: Mappa dei blazar con energia nel TeV tratta da TeVCat2.0

Indipendentemente dalla divisione nelle due sottoclassi, la radiazione dei blazar è caratterizzata da una forte com-

ponente continua. Essa presenta inoltre un marcato grado di polarizzazione e una variabilità notevole in tutte le

lunghezze d’onda. Variabilità e periodicità sono le parole chiave su si concentra questo lavoro. In particolare, si

studierà PG 1553+113 (sezione 3.2), un oggetto BL Lac che emette radiazione fino alle energie del TeV, con lo

scopo di valutare la presenza del pattern periodico della sua emissione gamma. Questa sorgente rappresenta il pri-

mo caso di emissione gamma periodica riscontrata in un AGN [Ack+15] e si tratta quindi di una novità all’interno

del panorama dei blazar gamma.

Al fine di comprendere meglio la fenomenologia alla base della emissione gamma osservata degli oggetti BL Lac,

si introduce nella sezione seguente qualche concetto di base per poi riassumere in generale i possibili modelli di

emissione dei blazar.

2.3 SED e modelli di emissione

Con lo scopo di indagare l’emissione di un AGN e in particolare di un blazar, introduciamo alcuni concetti di base.

Si definisce Luminosità L l’energia intrinseca emessa dalla sorgente per unità di tempo [erg s�1]. Solitamente,

la luminosità è valutata ad una lunghezza d’onda specifica Ll [erg s�1 Ȧ] o frequenza specifica Ln [erg s�1 Hz].

Quando si osserva una sorgente che emette radiazione in tutto lo spettro elettromagnetico, è necessario utilizza-

re vari strumenti (ognuno che opera ad una determinata banda dello spettro) per ricostruire lo spettro totale della

sorgente detto SED (Spectral Energy Distribution, distribuzione spettrale di energia) e definire la Luminosità Bo-

lometrica come Lbol =
R

¥

0 Ln dn che rappresenta quindi la luminosità totale integrata dalla banda radio a quella

gamma. In particolare, la SED è definita come E2 dN
dE e rappresenta la densità di energia emessa dalla sorgente

ad una determinata frequenza. Essa possiede le dimensioni di una intensità di radiazione ovvero [erg s�1 cm�2]

ed essendo proporzionale alla intensità emessa, analizzandola è possibile ricavare importanti informazioni sulla

sorgente. La grandezza dN
dE che compare nella definizione di SED, è il flusso differenziale, ovvero il numero di

fotoni con energia compresa tra E e E + dE emessi dalla sorgente per unità di area del rivelatore e di tempo ed è

espressa di solito in [erg�1s�1cm�2]. Dal flusso differenziale può essere ricavato la quantità di energia che arriva

al rivelatore sottoforma di fotoni che possiedono una determinata energia E.

Nella figura 2.4 si possono osservare degli esempi di SED di varie sorgenti AGN, in particolare le sorgenti rosse

nere e verdi sono FSRQs mentre quelle azzurre e blu sono BL Lac. La forma tipica della SED di un blazar è quindi
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caratterizzata da una distintiva struttura a doppia gobba con due picchi pronunciati in due regioni diverse dello

spettro elettromagnetico. Tra i vari modelli proposti, questa forma distintiva può essere spiegata da due fenomeni

�sici: il primo picco è universalmente riconosciuto come radiazione di sincrotrone emessa dagli elettroni del jet

in moto in un campo magnetico. Per quanto riguarda il secondo picco, che cade nel dominio gamma, nel caso

degli oggetti BL Lac è solitamente spiegato da un modello SSC (Synchrotron SelfCompton) puramente leptonico

[Ghi13]. Si immagini di avere una popolazione di elettroni relativistici in un campo magnetico: a causa della

presenza del campo, questi emetteranno radiazione di sincrotrone che genera il primo picco. Gli stessi elettroni

possono poi interagire con i fotoni emessi tramite effetto Compton inverso (Inverse Compton), trasferendo parte

della loro energia ai fotoni. Adottando un'ottica semiclassica: un fotone di frequenzan urta con un elettrone

più energetico e in seguito all'interazione possiede una frequenzan0 > n. Dato che l'elettrone è responsabile

sia dell'emissione di radiazione che del suo scattering a energia maggiore, il processo è dettoSynchrotron Self

Compton. L'introduzione della SED permette una differenziazione ulteriore degli oggetti all'interno della classe

BL Lac a seconda della posizione del primo picco meno energetico. In base a questo si de�niscono:

• Low-peaked BL(LBL) con picco nella regione dell'infrarosso (1013 Hz)

• Intermediate-peaked BL(IBL) con picco nella regione dell'ottico-ultravioletto (1015 - 1016 Hz)

• High-peaked BL(HBL) con picco nell'ultravioletto-X (1016 - 1018 Hz)

Figura 2.4: Esempio di SED di varie sorgenti blazar tratto

da [Ghi+17] In questo plot nell'asse y è riportata la lumi-

nosità bolometrica mentre nell'asse x la frequenza.

Nel caso dei FSRQs, blazar in cui sono presenti le li-

nee di emissioni ottiche dovute alle regioniBLReNLR,

il secondo picco è solitamente spiegato da un modello

leptonico di EC (External Inverse Compton). In questo

caso, l'emissione gamma osservata è prodotta da scat-

tering di fotoni di regioni esterne, prodotti per esempio

nellaBLRo nel toro di polvere che la racchiude. Que-

sto potrebbe spiegare le differenze dei picchi tra i due

tipi di sorgente e la maggiore luminosità dei FSRQs.

[PC13]. Nella �gura 2.5, possiamo vedere un'illustra-

zione di come il modello leptonico potrebbe spiegare la

forma a doppia gobba della SED.

Oltre ai modelli leptonici storicamente sono stati svi-

luppati anche modelli adronici di emissione che è inte-

ressante discutere. Nell'ottica di un modello adronico,

i fotoni energetici osservati nei jet sarebbero il risultato

di interazioni adroniche. In generale, un modello adro-

nico richiede un campo magnetico più forte nella zona

di emissione rispetto a quello di un modello leptonico. Infatti, se il campo magnetico fosse suf�cientemente forte,

allora i protoni ultrarelativistici che percorrono i jet potrebbero emettere radiazione di sincrotrone con meccanismo
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analogo a quello degli elettroni o positroni dei modelli leptonici. Il fotone prodotto, interagisce con i protoni del

getto producendo pioni carichi, neutri e altre particelle secondarie. In particolare, i pioni neutri decadono in due

fotoni:

p0 �! g+ g (con probabilità 99%)

i pioni carichi invece decadono in muoni e neutrini:

p+ �! m+ + nm

p � �! m� + nm

e in�ne i muoni decadono a loro volta:

m+ ! e+ + ne+ nm

m� ! e� + ne+ nm

la rivelazione di un neutrino in corrispondenza di un blazar sarebbe quindi la "smoking gun" dell'accelerazione di

particelle adroniche all'interno dei jet [Pad+15]. In particolare, ciò è stato osservato per la prima volta nel settem-

bre 2017 quando il laboratorio IceCube2 in Antartide ha rivelato un neutrino di circa 290 TeV in coincidenza con il

blazar BL Lac TXS 0506+056 fornendo un'importante prova a sostegno di un modello di questo tipo [Mar+18].

Tuttavia, i modelli adronici faticano a spiegare la luminosità osservata negli AGN, richiedendo velocità dei protoni

estremamente elevate. Allo stesso modo, la variabilità temporale molto breve osservata in alcuni blazar è improba-

bile in meccanismi adronici relativamente lenti. Di conseguenza, l'attuale tendenza per spiegare la fenomenologia

dei blazar è la formulazione di modelli misti detto lepto-adronici.

Figura 2.5: Illustrazione si come un modello di emissione leptonico potrebbe spiegare la forma della SED. Figura

da [Pei20].

2.4 Beaming relativistico e variabilità dell'emissione

L'emissione dei blazar è notoriamente variabile a tutte le lunghezze d'onda. Possiamo de�nire 3 scale temporali a

cui si riferisce la variabilità:
2https://icecube.wisc.edu/
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• intra-night variability (INV)su scale dai minuti alle ore;

• short-term variability (STV)su scale dai giorni ai mesi;

• long-term variability (LTV)su scale dai mesi a molti anni.

Per meglio comprendere la variabilità dei blazar è utile richiamare l'effetto di beaming relativistico di cui si è

parlato in precedenza, che si veri�ca quando una sorgente si muove verso l'osservatore con una velocitàv � c.

Esso è la combinazione di due fenomeni �sici: Effetto Doppler e aberrazione relativistica della luce. La formula

del fattore Doppler relativistico è de�nita come:d = 1
G(1� b cosq) doveq è l'angolo tra la direzione del movimento

della sorgente e la direzione dell'osservatore. A causa di questo effetto, l'emissione di una sorgente in movimento

verso l'osservatore appare spostata verso il blu (a frequenze maggiori). L'aberrazione relativistica della luce, d'altra

parte, si riferisce al cambiamento apparente della direzione della luce emessa da un oggetto in movimento a velocità

relativistiche verso un osservatore. Quando un oggetto si muove a una frazione signi�cativa della velocità della

luce (che è certamente il caso delle particelle nei jet), la luce emessa in diverse direzioni sembrerà provenire da una

regione più ristretta nella direzione del moto. Quando teniamo conto di questi effetti, il risultato è un'ampli�cazione

della radiazione emessa dalla sorgente che appare più luminosa. In particolare si dimostra:Losservata= d4Lemessa.

Nel caso dei blazar quindi, dato che il jet di particelle punta direttamente verso l'osservatore, la radiazione emessa

dalle particelle è così ampli�cata da dominare su tutte le altre componenti dell'emissione del nucleo galattico attivo.

Inoltre il beaming relativistico potrebbe spiegare anche la rapida variabilità riscontrata in molti blazar: seb � 1,

anche una piccola variazione della velocità del jet o della sua direzione può variare notevolmente il fattored e quindi

modi�care la luminosità osservata. Per spiegare la variabilità dei blazar su scale temporali brevi sono stati elaborati

vari modelli in cui i forti campi magnetici attorno alla regione di emissione e il disco di accrescimento, ricoprono

un ruolo molto importante. La variabilità su breve scala allora potrebbe essere dovuta ainternal shocks[Ghi99]

oppure da modelli di riconnessione magnetica del plasma e formazione di minigetti [GUB09]. Non si esclude il

fatto che essa possa essere dovuta ad una combinazione di questi processi �sici. Nella �gura 2.6 possiamo vedere

una illustrazione per capire meglio il ruolo dei campi magnetici.

Figura 2.6: Illustrazione di un modello di jet relativistico. Figura da [Pei20].
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3. IL CASO PG 1553+113

3.1 Strumentazione per la rivelazione di raggig : Fermi/LAT e i telescopi �Ceren-

kov

I dati che verranno in seguito analizzati sono forniti dallo strumento LAT (Large Area Telescope) a bordo del

satelliteFermi Gamma-ray Space Telescope (Fermi)1. La missione è iniziata l'11 giugno 2008 e il satellite si trova

nellanear-earth orbita circa 565 km da terra. LAT è lo strumento primario a bordo del satellite e si tratta di un

telescopioimagingin grado di rivelare fotoni da 20 MeV �no a 300 GeV2. Oltre a LAT a bordo diFermi, si trova

anche GBM (Gamma-ray Burst Monitor) dedicato allo studio di fenomeni transienti con energie dagli 8 KeV ai 40

MeV. La principale modalità di osservazione diFermiè la modalità scansione in cui viene monitorato l'intero cielo

ogni circa 3 ore tramite LAT di cui è interessante approfondire il funzionamento [Atw+09].

LAT è un telescopio di conversione di coppie con un tracciatore di precisione, un calorimetro e un sistema di trigger

e acquisizione dati programmabile. Ogni modulo del tracciatore ha una pila verticale di piani di tracciamento

ognuno dei quali include strati di rivelatori a strisce in silicio e materiale convertitore ad alto numero atomico

(tungsteno) che facilità la conversione in coppie dei fotoni3. Nell'immagine sottostante si può osservare la struttura

dello strumento.

Figura 3.1: Struttura diFermi/LAT. Figura tratta da [Atw+09]

Il raggio g interagisce quindi con il tungsteno trasformandosi in una coppiae+ e� che viene tracciata nel silicio

e successivamente assorbita nel calorimetro posto nella parte posteriore del rivelatore, in modo da determinare

l'energia in maniera precisa. La struttura è poi avvolta da un rivelatore plastico che viene eccitato solo da particelle

cariche. Questo consente di discriminare tra raggi gamma ed eventi dovuti ad altre tipologie di radiazioni.4.

1Una curiosità: inizialmente il satellite era stato chiamatoGamma-Ray Large Area Space Telescope(GLAST) ma è stato in seguito

rinominatoFermi in onore del �sico italiano Enrico Fermi (1901-1954)
2https://fermi.gsfc.nasa.gov/ssc/data/analysis/documentation/Cicerone/CiceroneI ntroduction=LAToverview:html
3Il rate di conversione si può dimostrare che è proporziale aZ2 conZ numero atomico
4https://www-glast.stanford.edu/instrument.html
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LAT, come detto in precedenza, può rivelare fotoni che hanno energia �no a 300 GeV, per energie superiori, infatti,

può accadere che le particelle prodotte attraversino tutto lo strumento senza avervi depositato l'intera energia. Un

ulteriore problema, più dif�cile da risolvere, deriva dal fatto che il �usso di fotoni più energetici è molto minore,

mentre le dimensioni diFermi/LAT sono ridotte5. A causa di questo, per rivelare raggi gamma più energetici,

una modalità è quella di osservare i raggig indirettamente sulla Terra tramite i telescopi�Cerenkov che sfruttano

l'omonimo effetto che ha luogo quando una particella carica attraversa un mezzo con indice di rifrazione n con

una certa velocitàv maggiore della velocità della luce nel mezzoc
n. Descriviamo brevemente l'effetto: quando una

particella carica attraversa un mezzo dielettrico gli atomi che lo costituiscono si polarizzano. Ora, a seconda della

velocitàv della particella, si aprono due casi:

• sev < c
n, la radiazione elettromagnetica che viene emessa durante la depolarizzazione interferisce in maniera

distruttiva e quindi non si realizza l'effetto;

Figura 3.2: �gura da: https://www.sciencedirect.com/topics/chemistry/cherenkov-radiation

• sev > c
n, le onde emesse durante la fase di depolarizzazione interferiscono costruttivamente: l'inviluppo dei

fronti d'onda sferici va a formare un fronte d'onda conico (si forma quindi un cono di luce di lunghezza

d'onda corrsipondente al blu-azzurro) con un angolo di apertura dettoangolo di �Cerenkovpari a:

q = arccos
�

1
nb

�
.

Figura 3.3: �gura da: https://www.sciencedirect.com/topics/chemistry/cherenkov-radiation

5lo strumento ha un'area effettiva di circa 9m2

8



L'effetto è sfruttato dai telscopi�Cerenkov del tipo IACT (Imaging Atmospheric Cerenkov Telescope)nella seguente

maniera:

Figura 3.4: Foto dei due paraboloidi MAGIC da

https://ipa.phys.ethz.ch/

il raggiog interagisce con le molecole dell'atmosfera e

si converte in una coppiae+ e� . Queste particelle emet-

tono radiazione�Cerenkov per effettoBremsstrahlung

(radiazione di frenamento) ovvero raggig che a loro

volta si convertono in coppiee+ e� e il processo conti-

nua �nchè il fotone ha energia suf�ciente per produrr-

re la coppia particella-antiparticella (il limite è 1.022

MeV, ovvero la somma delle masse a riposo di elettro-

ne e positrone). Lo sciame di particelle che si genera

da un fotone che incide sull'atmosfera è detto sciame

elettromagnetico. L'osservazione di questa radiazione,

permette di ricostruire la cascata di particelle e di risa-

lire all'energia del raggiog iniziale e alla sua direzione

di provenienza. Oltre agli sciami elettromagnetici, in

atmosfera vengono prodotti anche sciami adronici principalmente da protoni, la componente primaria dei raggi

cosmici. I primi hanno una forma "a goccia", mentre i secondi sono più rami�cati e il telscopio osservando la

radiazione�Cerenkov, è in grado di ricostruire la forma della cascata di particelle e di discriminare quindi eventi di

fondo, ovvero le cascate adroniche, dagli sciami elettromagnetici. Uno dei telscopi�Cerenkov IACT attualmente

attivi è MAGIC 6 (Major Atmospheric Gamma-ray Imaging Telescope) costituito da due paraboloidi di 17 metri

composti da numerosi specchi, situati ad un altitudine di 2200 metri sull'isola di La Palma alle Canarie di cui è

possibile vedere una foto nella �gura 3.4 sopra. In �gura 3.5 possiamo vedere uno schema del suo funzionamen-

to. Oltre ai telescopi di tipo IACT, ci sono anche telescopi�Cerenkov che rivelano direttamente le particelle dello

sciame elettromagnetico, come HAWC7 o il futuro telescopio attualmente in via di sviluppo SWGO8.

Figura 3.5: Funzionamento telescopio�Cerenkov. Immagine da: https://www.cta-observatory.org/about/how-ctao-

works/

6https://magic.mpp.mpg.de/
7https://www.hawc-observatory.org/
8https://www.swgo.org/SWGOWiki/doku.php
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3.2 La sorgente PG1553+113: lightcurve periodica e possibile spiegazione �sica

La sorgente su cui si concentra il lavoro di questa tesi è il blazar PG 1553+113. La sorgente fu scoperta nel

1986 durante la campagna osservativa del telescopio Palomar-Green sugliUV-excess stellar objects[GSL86] e

fu classi�cata come oggetto BL Lac a causa dell'assenza di righe di emissione nel regime ottico. In seguito, nel

1990, venne classi�cata come oggettoHBL in quanto il picco di sincrotrone della SED cade nella porzione dello

spettro UV-X [Fal90]. L'osservazione di emissione nella banda VHE (Very High Energy, dai 100 GeV ai 30 Tev)

tramite i telescopi�Cerenkov H.E.S.S9 e MAGIC risale al 2006 [Aha+06]. Possiamo vedere in �gura 3.6 la SED

della sorgente costruita con i dati di vari telescopi. La posizione del primo picco attorno a 1017Hz cataloga PG

1553+113 un oggettoHBL (High Peaked BL, vedi sezione 2.3).

Figura 3.6: SED della sorgente PG 1553+113 costruita con i dati di vari telescopi. In particolare, nel secondo picco,

i triangoli verdi sono i dati relativi aFermi/LAT. I cerchietti blu sono invere relativi a MAGIC. Quelli rossi vuoti

sono sempre relativi a MAGIC ma sono corretti per l'assorbimento da parte dell'EBL (Extragalactic Background

Light, radiazione cosmica di fondo extragalattica). Gra�co tratto da [Pra+11]

La caratteristica che rende questa sorgente interessante nel contesto dei blazar, è la variabilità a lungo termine

che nel caso speci�co di PG 1553+113 risulterebbe in una apparente emissione periodica nella banda gamma (e

forse anche in altre bande come quella ottica) che è riportata per la prima volta nell'articolo [Ack+15]. Per meglio

comprendere il signi�cato di emissione periodica esponiamo il concetto dilightcurve(curva di luce).

La lightcurve(LC) rappresenta l'evoluzione temporale del �usso integrale di fotoni sopra una certa energia che

raggiungono un rivelatore. Il �usso integrale è de�nito come:

f (E > E0) =
NexcessE> E0

teffAeff;E> E0

9High Energy Stereoscopic System, si tratta di 4 telescopi dal diametro di 12 m ciascuno situati in Namibia
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doveNexcessE> E0 è il numero di fotoni con una certa energiaE > E0 che attraversano un'area speci�caAeff durante

il tempo di osservazioneteff. Il �usso integrale ha quindi le dimensioni[cm� 2s� 1]. Solitamente come unità di

misura per il tempo si usano gli MJD (Modi�ed Julian Date) dove 1 MJD= 1 giorno10. Unalightcurvequindi non

è altro che un gra�co tempo vs �usso integrale.

La curva di luce (LC) può essere suddivisa in intervalli di tempo (Time Bins), con un numero variabile e dimensioni

che dipendono dal tipo di analisi che si vuole attuare. La scelta delle dimensioni del bin temporale nella LC è

in�uenzata da due importanti fattori: il numero di fotoni rilevati e la durata dell'osservazione. Se il set di dati copre

un arco temporale di mesi o anni, potrebbero essere adatti bin temporali più ampi di diversi giorni. D'altra parte, se

il set di dati copre un intervallo di tempo più breve di giorni, i bin temporali possono essere ridotti a ore o minuti.

L'obiettivo è trovare un equilibrio tra avere abbastanza dati per la signi�catività statistica e preservare la capacità

di identi�care variazioni temporali della sorgente.

I bin temporali più piccoli offrono una maggiore risoluzione temporale consentendo una caratterizzazione più

precisa dei processi �sici che regolano l'emissione. Questo raggruppamento può rivelare cambiamenti rapidi nella

sorgente. Tuttavia, questo approccio potrebbe portare a una signi�catività statistica più bassa a causa del conteggio

limitato di fotoni in ciascun bin, con il rischio di un adattamento eccessivo dei dati che potrebbero diventare troppo

sensibili al rumore.

Bin temporali più ampi possono migliorare la signi�catività statistica dell'analisi, riducendo il rumore e le �uttua-

zioni. Possono aiutare ad identi�care modelli a lungo termine nel set di dati, che potrebbero essere mascherati da

variazioni a breve termine. Tuttavia, questo approccio riduce la risoluzione temporale e l'accuratezza nello studio

della variabilità a breve termine della sorgente, quindi non è particolarmente adatto per fenomeni transitori.

Nella �gura 3.7 possiamo osservare lelightcurvescon i dati diFermi/LAT della sorgente PG 1553+113 proposta

nell'articolo [Ack+15].

Possiamo quindi vedere dai plot un evidente andamento periodico che però deve essere indagato tramite opportune

tecniche statistiche alcune delle quali saranno applicate in seguito in questo lavoro.

10la data MJD è collegata al calendario giuliano e al calendario gregoriano e rappresenta il numero di giorni trascorsi dalla mezzanotte

(00:00) del 17 novembre 1858 (cioè la data giuliana 2400000.5) al momento speci�cato La data giuliana modi�cata può essere calcolata

dalla data giuliana usando la seguente formula: MJD= JD-2400000.5 . La principale ragione per l'adozione di questa convenzione temporale

è sempli�care i calcoli astronomici, poiché sempli�ca il conteggio dei giorni e la differenza tra le date, riducendo così il rischio di errori.
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Figura 3.7:LightCurvesdi PG 1553+113 costruite con circa 6.9 anni di dati dal 4 agosto 2008 al 19 luglio 2015.

La curva superioreE > 1GeV è costruita con un binning di 45 giorni. Le altre sono costruite con fotoni di energia

E > 100MeV. In particolare la curva centrale è costruita con un binning di 45 giorni mentre quella inferiore di 20

giorni. Possiamo quindi apprezzare la differenza che risulta nel plot in seguito a scelte differenti di binning. Gra�ci

da [Ack+15]

In particolare, in [Ack+15] si riporta una periodicità 2:18� 0:08 anni (circa 798 giorni) dei datiFermi con un li-

vello di con�denza del 99% (ovvero c'è <1% di probabilità che la periodicità sia dovuta a �uttuazioni statistiche).

Questa è stata la prima volta che una tale periodicità è stata trovata in modo convincente nell'emissione gamma

di un blazar. Inoltre, nello stesso articolo si analizzano anche i dati ottici di vari telescopi con le stesse tecniche

statistiche che risultano in una periodicità di 2:06� 0:05 anni con un livello di con�denza del 95% rafforzando

quindi l'ipotesi di una emissione periodica che potrebbe coinvolgere anche altre bande dello spettro elettromagne-

tico. Nell'articolo [Ack+15] vengono esposte varie ipotesi che potrebbero spiegare l'emissione periodica come

instabilità nel �usso di accrescimento che aprossimano un comportamento periodico oppure modelli geometrici di

precessione dei getti. Tra le varie possibilità, spicca l'ipotesi della presenza di un sistema binario di buchi neri che

è approfondita nell'articolo [Tav+18]. In particolare, in questo articolo si interpreta la periodicità biennale dovuta

alla dinamica del sistema binario di buchi neri supermassicci composto da un buco nero di massaM1 = 108M� e da

un compagno diM2 � M1=10 in orbita attorno al centro di massa. Il punto di partenza che porta a questa possibile

interpretazione della periodicità è l'osservazione della presenza di picchi "gemelli" nellalightcurvedei dati gamma

forniti da Fermi/LAT: Osservando la �gura 3.8 possiamo vedere la presenza nelle lightcurve di picchi principali

marcati dam
 e di picchi gemelli marcati daa
 e b
 .
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Figura 3.8: Lightucurves di PG 1553+113 dal 2008 al 2017 in varie bande .Sopra: dati gamma diFermi/LAT dove

i dati rossi sono relativi al periodo 2016-2017. Al centro: dati X di SWIFT. Sotto: dati ottici di Tuorla, Catalina

CSS, KAIT,Swift-UVOT. Gra�ci da [Tav+18]

In particolare, i picchi gemelli sono disposti quasi simmetricamente attorno al picco centrale e hanno una durata

di circa 100 giorni. Nell'articolo [Tav+18] si elaborano due modelli che potrebbero spiegare la loro comparsa:

un modello a singolo getto e un modello a doppio getto. Nel modello a singolo getto si suppone che solo il

buco nero più massivo sia dotato di getto e che questo sia in�uenzato dalle perturbazioni sia gravitazionali che

elettromagnetiche del secondo buco nero orbitante, inducendo la periodicità biennale della lightcurve e la comparsa

dei picchi gemelli simmetrici attorno al picco principale. Nel modello a doppio getto, invece, si suppone che

entrambi i buchi neri siano dotati di getto. In quest'ottica oltre alle perturbazioni elettromagnetiche e gravitazionali

entrano in gioco anche fenomeni di accoppiamento tra i due jet relativistici. Nell'immagine 3.9 possiamo vedere

una illustrazione dei due modelli che potrebbero spiegare la periodicità biennale e la comparsa dei picchi gemelli.

In entrambi i modelli, comunque, si presuppone che il picco principale sia dovuto all'orbita del secondo buco nero.
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Figura 3.9: A sinistra: modello schematico a jet singolo del possibile sistema binario di buchi neri PG 1553+113.

A destra invece il modello a doppio jet. In entrambi i modelli il simbolom
 indica la posizione orbitale dove il

picco principale è emesso mentre i simbolia
 e b
 la posizione da cui i picchi secondari potrebbero essere emessi

a seconda della presenza del getto secondario o meno. Illustazione da [Tav+18].
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4. ANALISI DEI DATI E RISULTATI

4.1 Analisi preliminare della lightcurve di PG 1553+113Fermi/LAT

In questo lavoro si propone di analizzare la periodicità dellalightcurve dei dati gamma diFermi/LAT1 relativi

alla sorgente PG 1553+113. I dati che verranno analizzati vanno dall'8 agosto 2008 al 21 aprile 2023 coprendo

quindi un intervallo molto più esteso di quello proposto in letteratura [Ack+15]. Lalightcurveche verrà analizzata

è costruita con un binning �sso di 7 giorni. Il sampling costante dei dati ottenibile tramite il satelliteFermi (che

compie uno scan ogni 3 ore dell'intero cielo gamma) è un aspetto molto importante ai �ni dell'analisi dati della

periodicità in quanto, come si vedrà in seguito, ne sempli�ca il procedimento. Questa situazione è dif�cilmente

realizzabile con i telescopi terrestri come MAGIC a causa di diversi motivi ambientali come la non visbilità della

sorgente in alcuni periodi e le condizioni atmosferiche che possono imperdirne l'osservazione. Si presenta sotto la

curva di luceFermi con i dati estesi.2:

Figura 4.1: Sopra:Lightcurvedi Fermi/LAT con eventi di energia E>100 MeV costruita con un binning �sso

di 7 giorni. In corrispondenza del 2015 (anno della scopertà della periodicità) è tracciata una linea verticale per

meglio mostrare la persistenza dell'apparente pattern periodico. Al centro: laProbability Density Function (PDF)

ovvero distribuzione del valore del �usso. Questo concetto sarà approfondito nel seguito di questa sezione. Sotto:

distribuzione degli errori sul �usso.

1É possibile reperire i dati nel seguente sito https://fermi.gsfc.nasa.gov/ssc/data/access/lat/LightCurveRepository/
2Gra�ci presenti nel lavoro realizzati con Python
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Confrontando con lalightcurvedi Fermi riportata sopra con i dati �no a luglio 2015, (vedere �gura 3.7) possiamo

osservare la comparsa di nuovi picchi che suggeriscono la persistenza di un pattern periodico. Inizialmente, è

possibile veri�care la variabilità dell'emissione gamma PG 1553+113 eseguendo un �t costante (che coincide in

pratica con una media pesata dei valori del �usso) e un test del chi quadro che mostriamo nel plot sottostante.

Figura 4.2: Sopra: Lightcurve diFermi/LAT con eventi di energia E>100 MeV e �t costante. Sotto: gra�co dei

residui

Flusso medio [10� 7cm� 2s� 1] Gradi di libertà Chi quadro ridotto

0:487� 004 757 2.31

Tabella 4.1: risultati �t lineare costante

Essendo il chi quadro ridotto ampiamente maggiore di 1 il �usso di fotoni è scarsamente compatibile con un

�t costante. Concludiamo che l'emissione della sorgente è con grande probabilità variabile e possiamo quindi

procedere con l'analisi della periodicità. Innanzitutto, dato l'andamento dellalightcurvepossiamo tentare un �t

sinusoidale3 per ottenere un primo guess del possibile periodo di emissione e studiarne la compatibilità sempre con

un test del chi quadro.

3Fit eseguito con la libreria Python https://docs.scipy.org/doc/scipy
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Figura 4.3: Sopra: Lightcurve diFermi/LAT con eventi di energia E>100 MeV e �t sinusoidale. Sotto: gra�co dei

residui

Periodo dal �t [giorni] Gradi di libertà Chi quadro ridotto

782 757 1.86

Tabella 4.2: risultati �t sinusoidale

Dal �t sinusoidale possiamo ricavare un periodo di 782:0� 0:2 giorni corrispondente a 2:142� 0:001 anni. Il valore

del chi quadro riddotto di 1.86 è migliore rispetto al precedente di 2.31 relativo a quello del �t lineare costante ed

indica una discreta compatibilità dei dati con il modello teorico assunto.

Da questa analisi preliminare quindi, possiamo concludere che l'emissione è variabile e possiamo affermare la

presenza di un pattern sinusoidale. Nel seguito si presenta una analisi della periodicità affrontata con strumenti

statistici avanzati in uso nella comunità astro�sica.

4.2 Analisi della periodicità: lightcurve folding e phase dispertion minization

Come primo passo nell'analisi della periodicità possiamo visualizzare la periodicità della curva di luce tramite

la folded lightcurve(curva di luce ripiegata). Questo metodo consiste nel scegliere un periodo e "ripiegare" i

dati dellalightcurvesu quel periodo in modo da far corrispondere le fasi delle variazioni periodiche. Esponiamo

il procedimento per costruire unafolded lightcurvee mostriamo il risultato applicato ai datiFermi/LAT di PG

1553+113.
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• Inizialmente si calcola la fase corrispondente ad ogni dato. Per fare questo è necessario avere a disposizione

un possibile valore di periodoT. Le fasiP sono poi calcolate tramite la formula:P = ti � T0
T � [ ti � T0

T ] doveti è

il tempo corrispondente ad un valore del �usso eT0 è il punto di riferimento dal quale iniziamo a calcolare le

fasi che può essere per esempio il primo punto della serie temporale. Con le parentesi quadre [ ] intendiamo

la �oor function ovvero la funzione che dato un valore reale x restituisce il più grande numero intero minore

o uguale a x, indicato con [x].

• Si gra�cano poi i valori di fase vs �usso. Questo può portare ad un gra�co poco chiaro da leggere a causa

dell'elevata dispesione dei dati. Per risolvere questo, si procede col dividere l'intervallo delle fasi in bin

solitamente uguali, raggruppando i valori del �usso in ogni bin e calcolandone il valore medio.

Ora, se si è scelto un periodo corretto, lafolded lightcurvemostrerà un picco attorno ad un valore della fase.

Altrimenti, risulterà in una curva piatta e compatibile con una costante. Per visualizzare questo mostriamo nelle

�gure 4.4 e 4.5 due plot in cui eseguiamo ilfoldingdei dati con un periodo casuale completamente sbagliato e con

il periodo risultante dal �t sinusoidale in tabella 4.2.

Figura 4.4: Folded Lightcurvedi Fermi/LAT con un periodo sbagliato di 100 giorni. L'errore sull'asse y è la radice

quadrata della varianza dei dati all'interno dello stesso bin. In particolare si è suddiviso l'asse delle fasi in 50 bin

uguali. L'errore sull'asse x è la larghezza del bin.

Come ci si aspettava in �gura 4.4 non vediamo alcun picco. Mostriamo invece in �gura 4.5 lafolded lightcurve

ottenuta scegliendo per esempio come periodo quello del �t sinusoidale di 782 giorni svolto sopra.

Possiamo quindi osservare la comparsa di un picco attorno alla fase 0 che suggerisce la presenza di una periodicità

nei dati conT=782 giorni.
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Figura 4.5: Folded Lightcurvedi Fermi/LAT con un periodo di 782 giorni come ottenuto dal �t sinusoidale svolto

in precedenza. L'errore sull'asse y è la radice quadrata della varianza dei dati all'interno dello stesso bin. In

particolare si è suddiviso l'asse delle fasi in 50 bin uguali. L'errore sull'asse x è la larghezza del bin.

Una variante delfolding sopra esposto è laPhase Dispersion Minimization (PDM)che è esposta nell'articolo

[Ste78]. Questo metodo ha il vantaggio di funzionare anche per poche osservazioni ottenute in limitati intervalli

di tempo e non è particolarmente sensibile alla forma dellalightcurve. Esponiamo il metodoPDM e a tal �ne

introduciamo due de�nizioni.

Un set discreto di osservazioni (nel nostro caso unatime series) è rappresentato da due vettoriX e t e l'i-esima

osservazione è data dalla coppia (Xi , ti) dovei=1...N con N numero totale delle osservazioni. De�niamo la varianza

di X: s 2 = 1
N� 1 å N

i= 1(Xi � X̄)2 dove X̄ è la media delle N osservazioniXi . Per ogni subset di osservazioniXi

de�niamo la varianza del samples2 come sopra. Supponiamo ora di aver scelto M campioni distinti di osservazioni

ognuno con varianzasj (j=1..M) e contenentin j punti. La varianza complessiva per tutti i campioni è data da

S2 = å (n j � 1)s2
j

å n j � M .

L'obiettivo di questo metodo è di minimizzare la varianza dei dati rispetto alla curva luce media. A tal �ne sia

T un periodo di prova della lightcurve e calcoliamo un vettore di fasef di componentif i = ti � T0
T �

� ti � T0
T

�
dove

con
� ti � T0

T

�
si intende la parte intera (il processo è lo stesso descritto sopra nelphase folding). Ora scegliamo M

campioni daX utilizzando il criterio che tutti i membri del campione j abbiano unf i simile (cioè come nelphase

folding, si divide l'intervallo delle fasi in bin costanti e si raggruppano i valori del �usso in questi bin). La varianza

di questi campioni fornisce una misura della dispersione intorno alla curva di luce media de�nita dalla media degli

Xi in ogni campione, considerati come funzione dif . De�niamo ora la statisticaQ(T)= S2

s 2 . Ora seT è un periodo

dei dati,Q raggiungerà un minimo locale rispetto ai periodi vicini.

Riportiamo sotto il plot risultante dall'analisiPDM dei dati Fermi/LAT (E>100 MeV) di PG 1553+113 in cui

sull'asse y abbiamo la statisticaQ e sull'asse x i periodiT. Ci aspettiamo quindi un minimo profondo in corrispon-

denza del periodo più probabile.
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Figura 4.6: Risultato dell'analisi PDM ai datFermi/LAT (E>100 MeV) usando bin equidistanti. Il plot è stato

eseguito utilizzando la libreria Pyastronomy https://pyastronomy.readthedocs.io/en/latest/index.html

Possiamo quindi vedere un profondo minimo attorno al periodo di circa 800 giorni. In particolare, il periodoP

corrispondente allaQ minima in questo plot vale 771 giorni a conferma del risultato ottenuto col �t.

Nelle sezioni seguenti introduciamo altri due metodi per la ricerca della periodicità nella lightcurveFermi/LAT

che si basano sulla trasformata di Fourier che consente di analizzare un segnale nel dominio delle frequenze e

quindi individuare la potenza di ciascuna frequenza contenuta all'interno del segnale. Questo strumento quindi è

particolarmente potente per cercare segnali periodici.

4.3 Analisi della periodicità: la Weighted Wavelet Z-transform (WWZ)

La trasformata wavelet,Wavelet Transform,4 è un metodo molto potente che rappresenta un'evoluzione dell'ana-

lisi di Fourier ed è ampiamente utilizzato nell'analisi di serie temporali, in particolare per rilevare l'evoluzione

temporale dei parametri (periodo, ampiezza, fase) che descrivono fenomeni periodici e pseudo-periodici. Infatti,

la trasformata di Fourier computa un segnale dal dominio del tempo al dominio delle frequenze e l'informazione

temporale è persa. Essa, infatti, restituisce le frequenze contenute in un segnale permettendoci di capire quali sono

quelle dominanti, ma non ci da informazione sull'evoluzione temporale di queste. Il motivo di questa perdita di

informazione temporale che si ha applicando la trasformata di Fourier, è molto profondo e deriva dal principio di

indeterminazione di Heisenberg, in particolare dall'indeterminazione tra tempo e frequenza. La trasformata wavelet

permette invece, a patto di una conoscenza simultanea non massimale della potenza di una determinata frequenza

ad un determinato istante di tempo, come conseguenza del principio di Heisenberg, di avere informazione sia sulle

frequenze contenute all'interno di un segnale che della loro durata. Per riassumere: quando osserviamo una serie

temporale (X(ti);ti) come unalightcurveabbiamo l'informazione sull'evoluzione temporale del segnale ma non

4"Wavelet"è un termine inglese adattato dal francese"ondelette"ovvero piccola onda

20



abbiamo informazione sulle frequenze che essa contiene. Tramite la trasformata di Fourier, abbiamo solo informa-

zione sulle frequenze. La trasformata wavelet, invece, si trova a metà strada.

Nel seguito illustriamo brevemente gli aspetti matematici più importanti di questo strumento al �ne di una migliore

comprensione del risultato ottenuto applicandolo ai datiFermi/LAT di PG 1553+113. Il contenuto in questa sezione

si basa sull'articolo in cui viene presentata laWeighted Wavelet Z-transform (WWZ)[Fos96].

La Continuos Wavelet Transform (CWT)per una funzione del tempox(t) è de�nita come:

W(w; t ;x(t)) = w
1
2

R
x(t) f � (w(t � t ))dt = w� 1

2
R

x(w� 1z+ t ) f (z) � dzdove f � è il complesso coniugato dif e la

funzione f (z) è dettawavelet mothero analyzing wavelet. La trasformata dipende da due parametri: il fattore di

scala o frequenzaw e t detto fattore di posizione. Come detto in precedenza, si tratta quindi di una funzione che

dipende dalla frequenza e dal tempo e vediamo quindi la differenza con la trasformata di Fourier. Ci sono molte

funzioni wavelet tra cui scegliere, nel caso di analisi volta alla ricerca di segnali periodici la scelta più opportuna è

la Wavelet di Morlet de�nita comef (z) = e� cw2(t� t )2
(eiw(t� t )) dovec è una costante che determina quanto rapida-

mente decadef (z). Solitamente è scelta in maniera tale chef (z) decada signi�cativamente in un ciclo2p
w . Notiamo

che la trasformata di Fourier non è altro che un caso speciale di trasformata wavelet in cuif (z) = eiz = eiw(t� t ) .

Quando abbiamo unatime seriesabbiamo delle osservazioni discrete di una qualche grandezza (per esempio nel

caso dei dati in esame dei valori di �usso di fotoni)f X(ti); i = 1:::Ng al corrispondente tempoti . Ora l'adattamento

dellaCWTal caso discreto è laDiscrete Wavelet Transform (DWT): W(w; t ;X(t) = w
1
2 å N

i= 1X(ti) f � (w(ti � t )) e per

la wavelet di Morlet la parte reale e immaginaria della DWT è data da:Re(w) = w
1
2 å N

i= 1X(ti)e� cw2(ti � t )cos(w(ti �

t )) mentre la parte immaginaria è data daIm(w) = � w
1
2 å N

i= 1X(ti)e� cw2(ti � t )2
sin(w(ti � t )) . La risposta della

Discrete Wavelet Transform, ovvero la potenza di ogni frequenza, è valutata calcolando il modulojWj. Questo

risultato può essere generalizzato e migliorato per ottenere laWeighted Wavelet Z-Transformapplicabile anche a

serie temporali non distribuite uniformemente. Per i dettagli matematici si rimanda all'articolo [Fos96]. Mostriamo

in �gura 4.7 il risultato dell'applicazione dellaWeighted Wavelet Z-Trasformapplicato ai datiFermi/LAT di PG

1553+1135. Osserviamo il gra�co ottenuto: nel pannello colorato è riportata la potenza delle frequenze contenute

nella lightcurve Fermi/LAT che evolve nel tempo, dove il colore giallo indica una potenza maggiore, il colore blu

una potenza minore. Nel pannello destro sopra "mean WWZ", è riportata la potenza di ogni frequenza mediata sul

tempo di durata dellalightcurvee possiamo notare un picco molto potente per un periodo di circa 800 giorni. La

perdita di risoluzione sulla informazione della potenza di una determinata frequenza del segnale ad un determinato

istante temporale di cui si è parlato all'inizio della sezione, può essere osservata nel pannello colorato, in particolare

nella "striscia" gialla in corrispondenza del periodo di circa 800 giorni. Notiamo infatti che i suoi con�ni non sono

netti e ben de�niti ma sfumano verso il blu.

5Gra�co eseguito modi�cando il codice qui disponibile: https://github.com/skiehl/wwz
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