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Introduzione

La teoria classica del disegno di esperimenti é principalmente basata su me-
todi a numerosita campionaria fissata. In questo tipo di analisi la numerosita
campionaria ¢ predeterminata e i dati vengono analizzati una sola volta. In

alternativa a tali metodi, é possibile utilizzare un’analisi di tipo sequenziale.

Quando in un esperimento si adotta una procedura sequenziale, i dati
sono monitorati man mano che vengono raccolti. Lo scopo ¢ quello di trarre
informazione il prima possibile, per poter anticipare i tempi in caso di scelte
o interventi di modifica al piano sperimentale. In generale é auspicabile un
monitoraggio continuo dei dati, ma non sempre é realizzabile. Solitamente
infatti i dati vengono analizzati a intervalli periodici nel corso dell’esperimen-
to. Per questo si parla di metodi sequenziali a gruppi, poiché ad ogni analisi

viene esaminato un gruppo di osservazioni.

Nell’ambito dell’analisi sequenziale, molte sono state le procedure propo-
ste e le loro evoluzioni nel corso degli anni. In questa tesi si é focalizzata
I'attenzione sul test triangolare di Whitehead (1997), basato su quantita di
verosimiglianza. In particolare, il test di Whitehead utilizza come quantita
chiave 'informazione parziale e la funzione score, entrambi calcolati rispet-
to al parametro di interesse, 6, utilizzando una distribuzione di riferimento

normale, almeno approssimativamente.

Il vantaggio derivante dall’utilizzo di metodi sequenziali di verifica d’i-
potesi, rispetto ai metodi a numerosita campionaria fissata, é la riduzione
della numerosita campionaria necessaria per garantire una data significativi-

ta e potenza. Talvolta i test sequenziali possono restituire evidenza empirica
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anche avvalendosi di poche osservazioni. E immediato osservare che quando

questo accade, i risultati asintotici possono essere carenti.

Il contributo che si desidera apportare con questa tesi é quello di modi-
ficare il test di Whitehead allo scopo di affinare 'approssimazione asintotica
nei casi di bassa numerosita campionaria dei gruppi quando il parametro di
interesse ¢ scalare. In questo modo, si dovrebbe migliorare ’accuratezza nel
controllo dell’errore di primo tipo effettivo. La modifica del test riguarda
la sostituzione della statistica test utilizzata con una statistica test ad es-
sa equivalente, ossia con la stessa distribuzione asintotica, almeno al primo

ordine. Sono state proposte due alternative.

La prima alternativa sostituisce alla funzione score la versione unilaterale
del test log rapporto di verosimiglianza moltiplicata per la radice dell’infor-
mazione parziale. A sostegno di cio, lo stesso Whitehead (1997, Par. 3.9.1)
spiega che ¢é possibile condurre il test triangolare utilizzando il test di Wald
o il test log rapporto di verosimiglianza al posto della score. Per grandi cam-
pioni infatti i tre test sono equivalenti, ma é possibile che in alcuni casi uno

dei tre sia piu accurato degli altri.

La seconda alternativa propone di applicare i metodi asintotici di ordine
superiore. Al posto della score é stata utilizzata una versione modificata della
radice con segno del log rapporto di verosimiglianza moltiplicata per la radice
dell’informazione parziale. La convergenza alla distribuzione asintotica della
versione modificata é infatti piu veloce, e dovrebbe garantire risultati migliori

in termini di accuratezza nei casi di bassa numerosita campionaria.

L’adeguatezza e 'accuratezza delle alternative proposte é stata succes-
sivamente valutata tramite simulazioni, in modelli sia per dati continui che

discreti.

Il Capitolo 1 introduce gli esperimenti sequenziali illustrandone le carat-
teristiche principali e la loro evoluzione storica. Il Capitolo 2 é un capitolo
di rassegna che descrive gli strumenti e le metodologie utilizzate negli espe-
rimenti sequenziali. Vengono inoltre introdotti alcuni tra i principali test

sequenziali. 11 Capitolo 3 focalizza I'attenzione sul test triangolare di White-
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head, spiegandone i fondamenti teorici e il funzionamento. Infine, il Capitolo
4, dopo alcuni richiami sui metodi asintotici di ordine superiore, ha lo scopo
di presentare i risultati degli studi di simulazione svolti per valutare la bonta
delle variazioni apportate al test di Whitehead. Nell’Appendice é riportato

il codice utilizzato nelle simulazioni.






Capitolo 1

Esperimenti sequenziali a gruppi

1.1 Introduzione

Un esperimento é condotto sequenzialmente quando i dati vengono sottoposti
ad analisi intermedie, man mano che sono disponibili. Il termine “a gruppi”
indica che le analisi vengono svolte al raggiungimento di un insieme di m
osservazioni aggiuntive. Il disegno sequenziale a gruppi é particolarmente
indicato quando i dati vengono raccolti gradualmente nell’arco di un periodo
di tempo; ad ogni analisi si analizzano i gruppi di risposte osservate fino a
quel momento e si decide se continuare o terminare ’esperimento in base ad
una regola di arresto definita in fase di pianificazione dello studio. L’obiet-
tivo dell’esperimento ¢ di verficare delle ipotesi di interesse. Non appena si
ottiene evidenza empirica in favore di una delle due ipotesi tale da rendere
superflua la continuazione dell’esperimento, é possibile terminare ’esperi-
mento anticipatamente. La regola di arresto ¢ quindi strettamente collegata
al problema di verifica d’ipotesi, e, come si vedra, l'esito dell’esperimento
puo essere influenzato dal tipo di regola scelta. Non é sempre necessario che
le prove siano svolte ad uguali intervalli di tempo, né che siano pianificate

preventivamente.

Contrapposta all’analisi sequenziale é ’analisi a numerosita campionaria

fissata, che analizza i dati una sola volta, quando ’esperimento é concluso.
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[’esperimento si considera concluso, ad esempio, al raggiungimento di una
certa numerosita campionaria o di un certo intervallo temporale, a seconda
degli obiettivi e della ricerca. Se in un esperimento sequenziale si ha bassa
probabilita di conclusione anticipata, o la possibilita di una modifica del
disegno sperimentale in corso d’opera ¢ remota, allora ’analisi a campione
fisso é particolarmente indicata. Altrimenti é preferibile un approccio a prove

sequenziali.

I disegni sequenziali trovano applicazione in qualsiasi campo permetta la
suddivisione dell’esperimento in fasi e in cui ’arco temporale di indagine ab-
bia una durata tale da consentire analisi intervallari. Tali disegni si adattano
molto bene agli esperimenti in ambito medico, poiché i dati vengono raccol-
ti gradualmente e spesso per periodi di tempo prolungato. Inoltre, ragioni
etiche rilevanti spingono verso ’obiettivo di trovare una conclusione valida il
prima possibile. Questo sara ’ambito di studio sul quale ci si concentrerera.
I riferimenti principali sono i volumi di Jennison e Turnbull (2000) e Whi-
tehead (1997). I metodi considerati saranno principalmente quelli finalizzati
al confronto di due terapie, solitamente una innovativa, sperimentale, e
una gia in uso, di controllo. Con un esperimento comparativo si desidera
rispondere a domande che riguardano la superiorita o inferiorita del nuovo
trattamento, la presenza di effetti collaterali minori, o se un nuovo tratta-
mento piil economico non ¢ statisticamente diverso da quello di controllo. E
possibile avvalersi di analisi bilaterali, nelle quali si confronta I'ipotesi nulla
di uguaglianza dei due trattamenti, contro l'ipotesi alternativa di differenza
tra i trattamenti in entrambi i sensi: sperimentale migliore o peggiore del
controllo. Alcune volte sono piu adatte analisi unilaterali nelle quali I'ipotesi
alternativa di disuguaglianza tra i due trattamenti considera solo superiorita
o solo inferiorita di un trattamento rispetto all’altro. Ovviamente, maggiore
¢ lo svantaggio che deriva dall’impiego di un trattamento inferiore, maggiore
é il beneficio che é possibile ottenere dagli esperimenti a prove sequenziali,

soprattutto nel caso di arresto anticipato.

Gli esperimenti sequenziali che verranno illustrati in seguito sono normal-
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mente inseriti in un articolato percorso di ricerca che comprende varie prove
ed analisi. Per entrare a far parte di un iter completo di esperimenti, ed
eventualmente essere accettato dalla comunita medica, un nuovo trattamen-
to o farmaco deve avere alle spalle ricerche che ne dimostrino le potenzialita.
Il punto di partenza é un vantaggio inizalmente solo teorico, che costituisce
la base degli studi su animali o prove di laboratorio. Se sembra valerne la
pena, la nuova terapia viene seriamente presa in considerazione e valutata,
in un processo che convenzionalmente viene suddiviso in fasi. Ad esempio,
Whitehead (1997, Paragrafo 1.2), ne identifica quattro. La fase 1 riguarda
esperimenti esplorativi, come prove tossicologiche. Un obiettivo potrebbe es-
sere quello di trovare la dose giusta di farmaco da somministrare per evitare
effetti collaterali inaccettabili. Normalmente viene condotta su un nume-
ro limitato di pazienti sani. Durante la fase 2, vengono condotte indagini
pilota di dimensione ridotta, per valutare sia ’efficacia che la sicurezza dei
trattamenti da somministrare. La fase 3 é quella determinante, in cui viene
deciso se il farmaco o trattamento apporta effettivamente un miglioramen-
to. Viene condotto un esperimento su pazienti che soffrono della malattia
in questione, i quali vengono casualmente assegnati o al nuovo trattamento
o a quello corrente (o placebo). In questa fase comparativa, 1’analisi e ogni
aspetto statistico vengono tenuti maggiormente sotto controllo, perché por-
teranno ad una scelta definitiva. La fase 4 si riferisce a test aggiuntivi di
controllo in caso di promozione del trattamento sperimentale, principalmen-
te per monitorare effetti collaterali che potrebbero manifestarsi dopo lungo

periodo.

1.2 Caratteristiche generali degli esperimenti

comparativi

In base ad alcuni criteri, vengono selezionati i pazienti che si ritengono idonei
a partecipare all’esperimento e questi devono dare il loro consenso. Succes-

sivamente, ad ognuno viene assegnato uno dei due trattamenti. Lo schema
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di assegnazione dev’essere tale da garantire che i gruppi assegnati a diversi
trattamenti abbiano la stessa numerosita e all’incirca le stesse caratteristi-
che. Si richiede cioé che i gruppi siano bilanciati, in base al rischio inerente la
patologia trattata ed eventualmente ad importanti fattori prognostici, come
ad esempio sesso, eta, possibilita terapeutiche, complicanze, fattori ambien-
tali. Il metodo piu semplice per associare pazienti e trattamenti ¢ quello
casuale che non considera nessuna caratteristica dei pazienti ammessi, ma
non sempre € appropriato. In alcuni casi, si ritiene utile tener conto di al-
cune caratteristiche proprie di ciascun paziente (variabili di stratificazione).
Combinando le variabili di stratificazione tra loro si ottengono delle catego-
rie e i pazienti vengono classificati in base all’appartenenza ad una di esse.
I pazienti appartenenti alle varie categorie vengono assegnati ai trattamenti
tramite un disegno a blocchi permutati casualmente o con biased coin desi-
gns. Se le variabili di stratificazione sono numerose, ¢ conveniente utilizzare
diverse classificazioni, ognuna riferita ad una o piu variabili di stratificazione
e si assegnano i pazienti ai trattamenti con un sistema simile al biased coin
design, ma un po’ pitt complesso perché tiene conto di piu classificazioni.
Questo modo di procedere viene chiamato minimization perché ogni associa-
zione ¢é scelta in modo da uguagliare il prima possibile il numero dei due tipi
di trattamenti all’interno di ogni categoria. Per descrizioni piu dettagliate
dei disegni a blocchi permutati casualmente, dei biased coin designs e della

minimization, si rimanda al Capitolo 2 di Whitehead (1997).

E importante che I'omogeneita tra i vari gruppi sia raggiunta il prima
possibile e in seguito mantenuta, poiché 'arresto dell’esperimento puo avve-
nire in ogni momento. Esperimenti svolti con gruppi tra loro sbilanciati non
verranno considerati attendibili, poiché un’eventuale disuguaglianza rilevata
tra i trattamenti potrebbe derivare solamente dall’eterogeneita nei due grup-
pi e non da effettive differenze nell’efficacia dei trattamenti. Lo schema di

assegnazione é pertanto alla base della credibilita di tutto 1'esperimento.

E buona norma che lo schema di assegnazione dei pazienti ai diversi trat-

tamenti sia preparato in maniera del tutto indipendente rispetto ai medici che
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conducono I'esperimento, in modo che questi non conoscano il trattamento
con cui hanno a che fare volta per volta. Spesso é definito dal dipartimento
di statistica del centro di ricerca. Questo garantisce che I'esperimento venga
condotto nel modo piu neutrale possibile, e sia del tutto indipendente dal
criterio di assegnazione. La conoscenza del trattamento assegnato potreb-
be condurre ad alcune imparzialita nelle valutazioni del medico o ad effetti
di tipo psicologico nei pazienti. Si parla percio di esperimento a doppio
cieco (double-blind) se né il paziente né il medico conoscono quale sia il trat-
tamento assegnato, mentre di esperimento a singolo cieco (single-blind) se
solamente il paziente non conosce il trattamento assegnatogli. Un’altra di-
stinzione riguarda I'identificazione o meno del gruppo di appartenenza: si ha
trattamento cieco (treatment-blind) se i partecipanti conoscono il gruppo di
appartenenza, ma non sanno quale dei due sia quello trattato con il farmaco
sperimentale, mentre si ha gruppo cieco (subgroup-blind) se i partecipanti non
riescono nemmeno ad identificare i due gruppi. E necessario che gli studiosi
responsabili dell’esperimento conoscano 'assegnazione di ciascun trattameto
per poter intervenire nel caso di inconvenienti come la perdita delle pillole
o 'assunzione di altri farmaci che possano interagire con la terapia in cor-
so. Ovviamente non sempre ¢ possiblie nascondere il tipo di trattamento, ad
esempio nel confronto tra una mastectomia totale (rimozione chirurgica del
seno) e la chemioterapia (trattamento farmacologico) per il cancro al seno.
Non c¢’é nessun modo per ovviare a questo tipo di problema e inevitabilmente

si avranno interferenze di tipo psicologico e fisiologico.

Nella conduzione di un esperimento medico pud succedere che si mani-
festino circostanze eccezionali, come morte di un paziente, peggioramento
delle sue condizioni mentre é in attesa di essere sottoposto ad un intervento
chirurgico o somministrazione del farmaco o della dose sbagliata. In un pri-
mo momento, tali eventi potrebbero sembrare casuali, indipendenti dal tipo
di trattamento; spesso invece sono proprio manifestazioni di qualche effetto
negativo imprevisto. Per esempio, la somministrazione di una dose di farma-

co sbhagliata, potrebbe sembrare un errore straordinario, ma potrebbe essere
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indice del fatto che istruzioni troppo complicate inducono una maggiore per-
centuale di errore. In situazioni di questo tipo, I'approccio piu sicuro é quello
di includere i casi eccezionali nell’esperimento e considerarli alla stregua di
tutti gli altri. L’esclusione dall’esperimento viene limitata solo a quei rari
eventi che, con molta cautela e buone motivazioni, vengono considerati in-
dipendenti dal tipo di trattamento; diversamente si rischierebbe di produrre
risultati distorti, o almeno di incorrere in quest’accusa.

Un aspetto caratterizzante degli esperimenti sequenziali é la definizione
della regola di arresto. Tale scelta puo influenzare I'interpretazione del ri-
sultato o la durata dell’esperimento. Una volta deciso il criterio di arresto é
possibile avere dei dubbi sul comportamento da adottare nella gestione del-
I’esperimento, per esempio nel caso di arresto prematuro o perché il criterio
di arresto non si verifica fino alla fine dell’esperimento o perché si soddisfa
il criterio di arresto ma con valori ambigui e si pensa che tale evento possa
essere trascurato. Per tali motivi spesso gli esperimenti hanno una commis-
sione di controllo della validita dell’esperimento. Questa commissione ha il
diritto di terminare l'esperimento qualora lo ritenga necessario per valide
ragioni, per esempio di tipo etico o perché il disegno si rivela inadatto, o
di continuare I'esperimento nonostante l'indicazione contraria o di cambiare
la regola di arresto durante il corso dell’esperimento. Esiste un inevitabile
conflitto tra I'accuratezza dell’esperimento e gli obiettivi etici. Questo viene
minimizzato se la regola di arresto é disegnata in modo tale da bloccare I'e-
sperimento all’apparire di evidenti situazioni di svantaggio per i pazienti. Il
disegno sequenziale é quindi in minor contrasto con i requisiti etici che non

un esperimento a campione fisso.

1.3 Motivazioni e vantaggi

E naturale pensare che in qualsiasi esperimento in cui i dati si accumula-
no stabilmente durante un periodo di tempo, i risultati vengano monitorati

man mano che le informazioni sono disponibili, con I'obiettivo di terminare
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lo studio non appena si giunge a qualche evidenza o per modificare even-
tualmente il piano dell’esperimento. La cosa migliore sarebbe riuscire ad
effettuare un monitoraggio continuo, ma questo spesso é impraticabile. In
ogni caso la maggior parte dei benefici che si otterrebbero con monitoraggio
continuo si possono raggiungere esaminando i dati anche cinque o dieci volte
durante il corso dell’esperimento. Per questo si parla di gruppi sequenziali,
(group sequential): ad ogni passo viene analizzato un gruppo di unita cam-
pionarie. Le molteplici ragioni che possono portare ad analisi intervallari
durante la raccolta di dati si possono riassumere in etiche, amministrative ed

economiche.

Negli esperimenti su persone, l'etica spinge a tenere sotto controllo co-
stante 1 risultati, per evitare che i pazienti siano sottoposti a trattamenti
poco sicuri, inferiori o non efficaci. Ragioni etiche spingono inoltre a conclu-
dere 'esperimento il prima possiblie, in modo da poter utilizzare la terapia
migliore, se viene rilevata superiorita, o per poter concentrare le energie su
altri trattamenti promettenti in attesa di essere valutati, nel caso in cui non

vengano rilevate differenze.

Le ragioni amministrative rigurdano il bisogno di assicurare che l'espe-
rimento sia condotto come pianificato, che i soggetti soddisfino i criteri di
selezione e che i trattamenti siano applicati come indicato. A volte un con-
trollo iniziale dei risultati potrebbe rivelare la presenza di problemi, dando
la possibilita di rimediare prima di sprecare troppe risorse o denaro. Un al-
tro aspetto € la necessita di controllare la validita delle assunzioni fatte nel
pianificare I'esperimento; evenutali assunzioni inappropriate possono quindi

essere corrette in tempo.

La spinta inizale per lo sviluppo dei disegni sequenziali é stata indotta da
ragioni economiche nell’ambito del controllo della qualita. Se un esperimento
ha esito positivo, questo economicamente si traduce nel fatto che un nuovo
prodotto puo essere immediatamente sfruttato, mentre se ha esito negativo
un arresto anticipato significa che non vengono sprecate risorse inutilmente.

I metodi sequenziali tipicamente inducono ad un risparmio in termini di
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numerosita campionaria, tempo e costi se confrontati con una procedura
standard a campione fisso. La numerosita campionaria diventa una variabile
casuale con una distribuzione che dipende dalla regola di arresto scelta, dalla
vera differenza tra i due trattamenti e dalla distribuzione delle osservazioni.

L’approccio sequenziale apporta molti vantaggi ma non sempre € imple-
mentabile. La procedura di raccolta e analisi dei dati per essere affidabile

deve essere pianificata anticipatamente, e questo a volte non é possibile.

1.4 Cenni storici

Di seguito, basandosi su quanto riportato nel volume di Jennison e Turnbull
(2000, Paragrafo 1.3), verranno riassunte le tappe che hanno portato alla
nascita e allo sviluppo degli esperimenti sequenziali. Nel corso della storia
del disegno degli esperimenti, 'approccio ai metodi sequenziali ¢ avvenuto
in modo naturale. Le prime applicazioni formali iniziarono negli anni ’20
nell’area del controllo statistico della qualita per prodotti manifatturieri. Ad
esempio, Dodge e Roming (1929) definirono un piano a due stadi per dati a
risposta binaria (difettoso o non difettoso). Il piano prevedeva sei parametri:
la numerosita campionaria per ogni stadio (n; e nsy), soglie di accettazione
(c1 e ¢2) e soglie di rifiuto (d; e dy) dove d; > ¢;+1 e dy = co+1. Si prendeva
un campione iniziale di n; merci, se al suo interno le merci difettose erano in
numero inferiore o uguale a ¢, il lotto veniva accettato, se erano in numero
maggiore o uguale a d; il lotto si rifiutava e negli altri casi si rimandava
la decisione al secondo campione di numerositd n,. Alla seconda analisi il
lotto veniva quindi accettato se il numero totale di merci difettose risultava
minore o uguale a ¢y e rifiutato se risultava maggiore uguale a dy. Questo
procedimento € facilmente generalizzabile in un piano multi-stadio, in cui
sono svolte K analisi (Bartky, 1943). Il piano multi-stadio successivamente
sviluppato dalla Columbia University Research Group (Freeman et al., 1948)
venne utilizzato come base per definire gli standard militari di accettazione
dei lotti di armi, MIL-STD-105E (1989).
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LLa teoria moderna dell’analisi sequenziale si sviluppa a partire dal lavo-
ro di Abraham Wald (1947) negli Stati Uniti e di George Barnard (1946) in
Gran Bretagna. In particolare, I'influenza maggiore deriva dal lavoro di Wald
(1947) relativamente al sequential probability ratio test (SPRT). Si suppone
che le osservazioni derivino da una distribuzione con funzione di densita nota
con parametro 6. Nel test sequenziale, nella sua forma base in cui ipotesi nul-
la e alternativa hanno una forma semplice (Hy : 0 = 6, contro Hy : 0 = 6,), le
osservazioni vengono estratte casualmente in modo sequenziale finché il valo-
re del rapporto di verosimiglianza resta compreso in un certo intervallo (a, b);
altrimenti si blocca I'esperimento che avra come conclusione l'ipotesi indica-
ta. Le costanti a e b vengono scelte in modo da mantenere le probabilita di
errore di I tipo (falso negativo) e di II tipo (falso positivo) approssimativa-
mente uguali ai valori prescelti di « e [ rispettivamente. Questa procedura
tipicamente richiede una numerosita campionaria inferiore rispetto ad un te-
st a campione fissato. Infatti, Wald e Wolfowitz (1948) provarono che il test
rapporto di verosimiglianza sequenziale (SPRT) gode della proprieta di avere
la minima numerosita campionaria attesa (ASN: Awverage Sample Number)
sia sotto Hy che sotto H; tra tuttii test con probabilita di errore non superiori
ad o e §. Tuttavia, il test SPRT comporta alcuni svantaggi: innanzitutto non
impone nessun tipo di vincolo alla numerosita campionaria e questo potrebbe
provocare una distribuzione della numerosita campionaria asimmetrica con
varianza elevata. Inoltre ASN sara pin alta quando 6 é diverso da 6y o 6.
A tal proposito, una semplice modifica discussa da Wald ¢ di troncare il te-
st SPRT al raggiungimento di una certa numerosita campionaria. Inoltre,
nella letteratura successiva, sono state considerate barriere non lineari e non
parallele, utilizzando valori critici @ e b non costanti e dipendenti dalla nu-
merosita campionaria cumulata mk. Al crescere di mk le barriere hanno la
tendenza ad avvicinarsi finché a,,x = bk, dove mK é un limite superiore

alla numerosita campionaria.

Come si é visto, i test sequenziali sono stati inizialmente adottati per ri-

spostre binarie. Procedure per risposte con distribuzione normale a due e tre
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stadi sono state sviluppate negli anni 60 da Armitage e Schneiderman (1958),
Schneiderman (1961), Dunnett (1961) e Roseberry e Gehan (1964). In questi
lavori, vengono utilizzate tecniche di integrazione numerica per calcolare la
distribuzione della numerosita campionaria attesa. Tali metodi sono ancora
oggi uno strumento chiave nella costruzione di molti test sequenziali a gruppi
e su di essi si basano le procedure per il calcolo del livello di significativita e

degli intervalli di confidenza in tali test.

I lavori di Pocock (1977), O’ Brien e Fleming (1979) e Lan e De Mets
(1983) sono stati particolarmente influenti ed insieme formano il punto di
partenza per le recenti ricerche metodologiche e la base per gli esperimenti
clinici.

Pocock (1977) defini chiare linee guida per raggiungere assegnati livelli
di significativita e potenza negli esperimenti sequenziali a gruppi con rispo-
ste normali. Dimostro la versatilita dell’approccio provando che il livello di
significativita ottenuto per test sequenziali con risposte normali puo essere
utilizzato in modo affidabile anche per altri tipi di risposte e situazioni. In
un articolo apparso poco dopo il lavoro di Pocock, O’ Brien e Fleming (1979)
poposero una diversa classe di test sequenziali a gruppi, basati su una re-
visione del test SPRT troncato. La novita in questi test sta nella tendenza
a limitare le possibilita di arresto nelle prime analisi, e, se viene raggiunto
I'ultimo stadio di analisi, effettuano un test simile a quello di un campione
a numerosita fissa. Ulteriori contributi di Slud e Wei (1982) e Lan e De Me-
ts (1983) dimostrarono che i test sequenziali possono essere utilizzati anche
quando la numerosita di ogni gruppo é diversa e imprevedibile, situazione

molto comune negli esperimenti in ambito medico.

Anche se l'obiettivo principale dei test sequenziali a gruppi é quello di
scegliere tra ipotesi specifiche, é possibile fare ulteriore inferenza una volta
giunti al termine di un esperimento, come calcolare stime puntuali, p-value,
stime intervallari. Poiché il numero di osservazioni in un test sequenziale
varia con il risultato raggiunto, non é possibile definire in modo univoco un

ordinamento dei punti dello spazio campionario in base al rapporto di ve-
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rosimiglianza. Pertanto I'ordinamento dello spazio campionario sul quale si
basano gli intervalli di confidenza e i p-value, puod essere definito con una
certa liberta e in letteratura si sono sviluppate svariate proposte a riguar-
do. In tali approcci uno dei problemi ricorrenti ¢ il ruolo predominante della
regola di arresto. Come abbiamo anticipato, ¢ buona norma che in un esperi-
mento sequenziale ci sia una commissione di controllo. L’eventuale decisione
di terminare in anticipo o continuare un esperimento, puo essere causa di
forti contrasti e critiche. L’analisi statistica di tipo sequenziale non ¢ ancora
ben equipaggiata per gestire una regola di arresto mutevole nel corso dell’e-
sperimento. Le ricerche piu recenti hanno cercato di sviluppare metodi piu
flessibili da questo punto di vista, come lo stochastic curtailment, gli intervalli
di confidenza ripetuti (Jennison e Turnbull, 1984, 1989) e approcci Bayesiani
per il monitoraggio flessibile (Spiegelhalter, Freedman e Parmar, 1994).

Per un approfondimenti si vedano i volumi di Jennison e Turnbull (2000),
Wetherill e Glazebrook (1986) e Ghosh e Sen (1991), in particolare il primo
capitolo (Ghosh, 1991).
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Capitolo 2

Aspetti teorici

2.1 Introduzione

Quando in un esperimento sequenziale i dati accumulati sono analizzati a
determinati intervalli temporali, anziché in modo continuo, si parla di test
sequenziali a gruppi. Il monitoraggio continuo richiede I'impiego di un gran-
de carico di risorse, percio l'introduzione di metodi piu parsimoniosi come
I’analisi a gruppi ha favorito un maggiore impiego dei metodi sequenziali.

L’esempio principale che verra considerato é quello del confronto tra due
trattamenti in cui sono definiti il massimo numero di gruppi di osservazioni,
K, e la numerosita di ogni gruppo, m, per ogni trattamento. [ pazienti
vengono assegnati ai trattamenti in base a uno schema casuale, soggetti al
vincolo che m pazienti ricevano uno dei due trattamenti in ogni gruppo; i
dati accumulati vengono poi analizzati una volta raggiunte m risposte per
ciascun trattamento.

[’obiettivo principale é effettuare un test d’ipotesi, dove I'ipotesi nulla ¢
sempre Hy : 0 = 0 e indica uguaglianza dei due trattamenti, mentre 'ipotesi
alternativa pud cambiare in base agli scopi dell’esperimento.

Viene definito un parametro di interesse scalare, 6, che riflette la diffe-
renza tra i due gruppi, o pitt comunemente una misura del vantaggio del

trattamento sperimentale rispetto a quello di controllo. Le scelte di 6 piu co-
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muni sono ad esempio la differenza delle medie dei due gruppi o la differenza
delle medie standardizzata nel caso di dati provenienti da una distribuzione
normale, oppure nel caso di dati binari, la differenza o il rapporto tra le due

probabilita di successo o il logaritmo del rapporto delle quote (log odds ratio).

Per ogni analisi £ =1, ..., K, verra calcolata una statistica test, che va-
ria in base all’approccio che si decide di seguire, e viene opportunamente
standardizzata in modo che abbia, almeno approssimativamente, distribu-
zione nulla normale standard. In base alla statistica test scelta, verranno
definite opportune sequenze di valori, detti barriere, per determinare la re-
gione di rifiuto in modo da mantenere una probabilita di errore di I tipo
pari ad a (esattamente o approssimativamente a seconda del modello) per

I’esperimento nel suo complesso.

In generale, se si verifica il criterio di arresto, ovvero la statistica test ha
un valore compreso nella regione di rifiuto, ’esperimento termina rifiutando
Hy; altrimenti continua e si ripete la verifica all’analisi successiva nello stesso
modo, finché non si arriva all’analisi dell’ultimo gruppo. La numerosita m di

ogni gruppo, ¢ determinata invece dalla potenza che il test deve raggiungere.

In questo capitolo, il Paragrafo 2 é dedicato a richiami sui test a nume-
rosita campionaria fissata, sul test SPRT di Wald, e su alcuni risultati alla
base dei test sequenziali. Successivamente, nei Paragrafi 3 e 4, vengono con-
siderate procedure sequenziali applicate a diversi tipi di modelli, per arrivare
ad una formulazione generale degli esperimenti sequenziali nei Paragrafi 5 e
6. Nel Paragrafo 7 viene riassunta la procedura da utilizzare nel caso di test
sequenziali per risposte normali con varianza ignota, nel Paragrafo 8 vengono
introdotti i test sequenziali unilaterali con particolare riferimento a quello di
Emerson e Fleming (1989). Infine, nel Paragrafo 9 viene illustrato il funzio-
namento dei test sequenziali di Pocock (1977), O’Brien e Fleming (1979) e
Wang e Tsiatis (1987).
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2.2  Alcuni Richiami

2.2.1 1 test a numerositd campionaria fissa

Siano X; e Y;, 71 =1,2,...,n, le variabili casuali rappresentanti le risposte dei
soggetti assegnati a due trattamenti, uno di controllo, il cui parametro verra
indicato con il pedice C' e uno sperimentale, il cui parametro sara contrad-
distinto dal pedice E. Si supponga che siano indipendenti con distribuzione
normale con varianza nota: X; ~ N(uc,0?), Y; ~ N(ug,0?). Si consideri la
verifica d’ipotesi Hy : ug = pc contro l'alternativa bilaterale Hy : up # uc,
con probabilita di errore di I tipo « e potenza 1 — 3 per ug — puc = £6. Se
ad ogni trattamento sono assegnati complessivamente n soggetti, per verifi-

care l'ipotesi si puo utilizzare la statistica test standardizzata Z., che avra

Zoy = \/%02 (Z ZX) (2.1)

con distribuzione N ((pp—pc)y/n/(202),1). Siavra quindi che Z,, ~ N(0, 1)
sotto Hy e il test rifiuta Hy se |Zg,| > @711 — a/2).

la forma

I requisiti di potenza per il test con livello «, considerando che sotto
l'ipotesi alternativa Hy : pug — po = %0 si ha Z,, ~ N(+d/n/(202),1), sono
soddisfatti se

1—B=P{|Z, > (1 —-a/2)—d\/n/20%}

-1 @ n -1
:P{Zep>(1) (1—5)—5 —2}—|—P{Zep<—® (1—5)—5 TCQ}

=1-9 ( "1 = a/2) = 6y/n/20%) + (=27 (1 — a/2) — 6y/n/20?)
=®(—2 (1 — a/2) + 6y/n/202) + P(—P7 (1 — /2) — §1/n/202).

Dato che la probabilita di rifiutare Hy : pug — e = 0 in favore di § < 0

quando il vero valore é # = ¢§ é trascurabile, si ha che 1 — 3 = CD(—(I)*l(l —
a/2) + 0v/n/20?).

Esplicitando n in questa equazione si ottiene la numerosita campionaria
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che soddisfa i requisiti di potenza
npo = (O71(1 = B) + 071 (1 — a/2))* 20%/6? (2.2)

che ¢é il numero di pazienti da assegnare ad ognuno dei due trattamenti.
Percio complessivamente i soggetti osservati nell’esperimento saranno 2ny .

Se 'ipotesi alternativa fosse stata unilaterale, con gli stessi passaggi si ottiene:
ng1p = ((I)_l(l —B)+ P71 - oz))2 202 /62. (2.3)

Si noti che lo stesso esempio puo essere riscritto in termini di quantita di

verosimiglianza utilizzando la notazione seguente.

Si consideri un modello statistico con generica funzione di densita f(z; )
dove il parametro ¢» € ¥ C RP, ¢ suddiviso in due componenti, 1) = (6, \)
una di interesse, 6, e una disturbo,\. La componente sulla quale si desidera
fare inferenza ¢ 6 che ha dimensione 1, mentre la componente di disturbo ha
dimensione p — 1. La funzione di log verosimiglianza del modello ¢ [(v)), e
se si € interessati a fare inferenza sul solo parametro di interesse si utilizza
la log verosimiglianza parziale, o log verosimiglianza profilo, Ip(0) = I(1y) =
1(0, N\g), dove Ag ¢ la stima di massima verosimiglianza di A considerando 0
fissato. Il vettore delle derivate parziali prime ¢é [,(¢). Di esso, I’elemento
riferito solamente alla derivata rispetto a 6 si denota con lyg(1)) e similmente
per gli altri parametri. Si definisce, per semplificare la notazione, S(f) =
19(0, Ng), la score rispetto a 6 calcolata in (6, Ag). La matrice di informazione
osservata, ossia la matrice delle derivate seconde rispetto a 1 cambiate di
segno, ¢ j(7)) e ha dimensione p x p. Facendone il valore atteso si ottiene la
matrice di informazione attesa o di Fisher: i(1). Nel seguito verra utilizzato

il seguente risultato asintotico, sotto condizioni di regolarita,

PN, (1, (1) ),

dove il simbolo ~ indica che la distribuzione é approssimata, e i(¢)) puo
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essere sostituita dall'informazione osservata j(v) o j(¢) (cfr. Pace e Salvan,
2001, Paragrafo 6.4). Nel caso si desideri, come negli esempi seguenti, fare

inferenza sul solo parametro 6, si utilizza I'informazione attesa parziale:
VO, \) = i%(@, )\)_1 = 1gg(0, \) — {igr (0, N) }{ian(6, )\)}_1{1@\(9, )\)}T,

dove ad esempio, g € il blocco relativo a 6 e X della matrice i(¢), mentre
92 ¢ analogo blocco di (1) ~!. Si ha che V(6,\) dipende sia dal parametro
di interesse che da quello di disturbo. Di seguito verra utilizzata nella forma
V(0) = i%(0, Xg)~", dove al parametro di disturbo ¢ stata sostituita la sua
stima vincolata. La quantita analoga a V(f), ma riferita all'informazione

osservata j(1pg) verra indicata con I(6).

Si ha quindi che 0 avra distribuzione asintotica N (6, V (6)~!), e anche qui
il risultato non cambia se a V/(#) viene sostituito I(8) o I(d) (si veda Pace e
Salvan 1996, Paragrafo 4.6). Vengono inoltre definiti il test log rapporto di

verosimiglianza, il test score e il test di Wald che sono, in ordine,

=2((¢) = U(¥)),
W =L () "i(1) (1),
We = () —9)"i() (4 — )

e hanno distribuzione asintotica nulla Xf;- Nel caso in cui il parametro ) sia

scalare, tali test vengono considerati nella loro versione direzionale, cioée

Z = sgn (i — )\ 2(1(0) — 1(y)),
Z, = L) (i(y)) 2,
= (¢ — ) (i(¥))"?,

con distribuzione asintotica nulla N(0,1). In presenza di parametri di di-

sturbo, ma con # scalare, verranno considerate le analoghe versioni profilo,
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ossia

2, = sgn(0 — 0)\/2(10(6) — 1(0)),
Zup = SOV(6),
Zep= (0 —0)V(0)"?,

aventi distribuzione asintotica nulla N(0,1). Per ulteriori approfondimenti si
rimanda a Pace e Salvan (1996, Paragrafi 3.5 e 4.6).

Tornando all’esempio con risposte aventi distribuzione normale, si puo
ora notare che Z,, nella (2.1) ¢ il test di Wald nella versione profilo con
V(0) =1(0) =i%@)~' =n/(20%). Sotto Hy ha distribuzione esatta N (0, 1)
e sotto H; ha distribuzione esatta N(61/V(6),1). Si noti che il requisito di
potenza (2.2) puo essere riscritto in termini di informazione attesa, essendo

questa proporzionale alla numerosita campionaria, ottenendo
V()= (7(1— )+ 0 (1 —a/2))%/6,

che rappresenta il livello di informazione massima necessaria per raggiungere

i requisiti di potenza.

2.2.2 Sequential Probability Ratio Test (SPRT)

Nell’ambito di problemi di verifica d’ipotesi semplici, il SPRT di Wald viene
utilizzato qualora si voglia minimizzare il numero atteso di risposte da osser-
vare. In questi casi infatti un test a campione fisso potrebbe non essere una
buona scelta. Siano xq,...,x,, osservazioni provenienti dalle corrisponden-
ti variabili aleatorie Xi,...,X,,, indipendenti ed identicamente distribuite
(i.i.d.) con generica funzione di densita f(z;v) per X; = z. Si supponga di

voler verificare Hy : 1) = 1)y contro alternativa Hy : ¢ = 1.

I1 test SPRT definisce la regione di accettazione e rifiuto dell’ipotesi nulla
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sulla base di due soglie A e B e del rapporto di verosimiglianza

n

o = [T F(Xiz101)/ F(Xi: o).
i=1
dove f(X;;11) e f(Xi;1p) indicano la funzione di densita sotto l'ipotesi

alternativa e sotto l'ipotesi nulla rispettivamente.

Se v, < A allora si accetta Hy, se v, > B si accetta Hy ese A <, < B
si passa ad analizzare una risposta successiva poiché non si verifica la regola

di arresto.

Tale descrizione vale anche nel caso di osservazioni non i.i.d., basta con-
siderare v, come il rapporto di verosimiglianza delle distribuzioni congiunte
di (Xy,...,X,) sotto Hy e sotto Hj.

Si definisca P;(Q);) la probabilita sotto 1; che si verifichi @;; per qualsiasi
insieme di osservazioni indipendenti (xy,...,z,) tale che 7, sia nella zona di

accettazione di Hy, si ha che [T/, (f(Xy;91)/f(Xi5t00)) > B, percio

Pi(Q1) > BPy(Q1). (2.4)

In modo analogo, per qualsiasi insieme di osservazioni tale che -, sia nella
zona di accettazione di Ho, si ha che T[T, (f(Xi;¢1)/f(Xi;¢0)) < A, percio

P1(Qo) < APy (Qo). (2.5)

Le probabilita di errore di I e IT tipo possono essere definite come o = Fy(Q1)
e B = P1(Qo) ed essendo Qg e Q) disgiunti, si ha: Py(Qp) = 1—ae P(Q) =
1— 7. Ora, dalle definizioni di errore di I e II tipo date e dalle equazioni (2.4)
e (2.5) possiamo derivare due importanti disuguaglianze che devono essere

soddisfatte dai valori A e B
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Tali diseguaglianze diventano approssimatamente delle uguaglianze nel caso
in cui le soglie A e B vengono superate di poco da 7, quando termina il cam-
pionamento. Se nel test d’ipotesi si desidera fare in modo che le probabilita di
errore di primo e secondo tipo non siano superiori ad « e [ rispettivamente,
allora le soglie approssimate utilizzate sono A = /(1 —a)e B = (1—/)/c.

Il test SPRT é un test ottimo, ossia, se le osservazioni sono i.i.d. mini-
mizza la numerosita campionaria attesa (Average Sample Number, ASN) per
Y =1y e 1) =1y tra tuttii test con probabilita di errore di primo e secondo
tipo non superiori ad a e .

In varie situazioni pratiche si potrebbe essere interessati a verificare un
ipotesi composita del tipo Hy : ¢ < g contro Hy : ¢ > 1, ponendo il vincolo
a() < apertuttiiy <ige f(y) < S pertuttiity > by, Sela distribuzione
congiunta di (X,...,X,) ha un rapporto di verosimiglianza monotono per
ogni n, allora si pud dimostrare che il test SPRT resta appropriato, ma
non soddisfa nessuna proprieta di ottimalita nei casi in cui ¥ # 1g,11. In
ogni caso, spesso risulta che 'ASN del SPRT & minore della numerosita
campionaria necessaria per un test corrispondente a campione fisso per ogni
1. Per dimostrazioni e approfondimenti si vedano Wald (1945) e Kotz (2006,
pp. 7607-7614).

2.2.3 Distribuzione congiunta di una successione di sta-
tistiche per risposte con distribuzione normale e

varianza nota

Si supponga ora di utilizzare lo stesso modello del Paragrafo 2.2.1 per con-
durre il medesimo esperimento ma in modo sequenziale. L’obiettivo é sempre
quello di verificare se I'uguaglianza dei due trattamenti ¢ plausibile oppure
no. La statistica utilizzata, Z.,x, avra la forma (2.1), ma si avra a che fare
con una successione (Ze, 1, ..., Zep ) dove ad ogni analisi si utilizzano i va-
lori disponibili all’analisi precedente e le nuove osservazioni. Al posto di n

si utilizza mk perché il numero di osservazioni varia in base al gruppo che
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si sta considerando. Come visto per i test a numerosita campionaria fissata,
vale il risultato esatto Z.,, ~ N(0+/Vi(0),1), percio, dato che ogni Z,,
¢ combinazione lineare di normali indipendenti, la distribuzione congiunta
delle statistiche (Z.p1, ..., Zep ) € una normale multivariata. Resta da cal-
colare la covarianza tra le statistiche dei vari gruppi. Per farlo si utilizza il
fatto che la distribuzione dello stimatore di massima verosimiglianza per il
parametro di interesse ¢ %) ~ N (0, V;(0)™) (in questo caso ¢ un risultato
esatto), e che Zepp = +/Vi(0)0®), dove ora §®) = (S Y, — 27 X)) /mik
e Vi(0) = mk/20?, rappresentano lo stimatore di massima verosimiglian-
za e I'informazione attesa parziale per 6 utilizzando le osservazioni fino alla

k-esima analisi. Si ha che, sotto Hy,

COV( ep, kla ep, k2 COV \/ Vkl 0 \/V 9 é(kQ)

= Vi (0)v/Via (6) Cov (8%, 9(k2))
= \/Vkl \/‘/;4;2 9 Var kQ))
= Vkl(ﬁ)/ng(Q), per 1 S k1 S k2 S K.

(2.6)

L’uguaglianza Cov(*) 0*2)) = Var(§*2)) sfrutta il fatto che §*V ¢ calcolato

utilizzando un sottoinsieme delle osservazioni con le quali si calcola 6*2) ossia,

esplicitando,
. mk1 mk1
o) — ZY ZX
mkl mk1 mko mko
é<’f2>= ZY ZX+ dYoovi— ) X))
i=1+mkq i=1+mky
1 mko
_ (k1)
_ka(mkG D4y (Y- X))

i=1+mkq
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risulta
k 1 &
Cov(0%) g*2)) = Cov (§%0), k) 4 — Y, - X,
( ) ( k2 mk? zzgnkl( >)

]{31 ~ 20’2

= ZVar(§%)) 4+ 0= =
kg ar( ) * ka

— Var(§*2).

In alternativa alla statistica di Wald si potrebbero utilizzare la score, o la
statistica log rapporto di verosimiglianza. In riferimento all’esempio del Pa-
ragrafo 2.2.1, si ha che sotto Hy, Si(0) = mk(Y — X)/20% = WV (0) e
Zy = 0% /Vi(6). T risultati riportati di seguito sono quindi esatti.

Per un generico 6 si ha Si(0) ~ N(0Vi(0), Vi(0)) e Z, 1 ~ N(0/Vi(0),1).

La covarianza tra le varie componenti per Si(f) ¢ pari a:

Cov(Sk1, Sk1+k2) = Cov(Sk1, Sk1 + (Sk1+k2 — Sk1))
= Var(Sy1)

(2.7)

mentre per Z,; vale lo stesso risultato (2.6). Si consideri inoltre la suc-
cessione delle stime di massima verosimiglianza del parametro di interesse

(6, ..., 0U)). Con dati provenienti da una distribuzione normale N (6, 02)

con varianza nota, si ha che tutte le successioni considerate hanno distribu-

zione congiunta normale multivariata con

0B ~ N(0,Vi(0))) e Cov(0*), %)) = v, ()7,
Zepi ~ N(O/Vi(0),1) ¢ Cov(Zy,, Zi,) = / (Via (0)/ Vi (6)),
ZpJﬁ ~ N(Q Vk(e)’ 1) € COV(ZkU Zkz) = \/(Vk’l (0)/‘/762(9))7
Sk(e) ~ N(QVk(G), Vk(G)) e COV(Skl, Sk2) = ‘/kl (9),

perk=1,....,Kel <k <ky<K. Esprimere un test sequenziale a gruppi
con barriere riferite a é(k), o a una delle altre statistiche non altera le sue
proprieta e, nel caso di risposte diverse da quelle normali a varianza nota,

di solito si sceglie in favore del metodo computazionalmente meno oneroso.
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Si noti che considerare le varie analisi e gli intervalli tra di esse in base a
Vi(0) o a mk non produce alcuna differenza poiché le due quantita sono

proporzionali.

I risultati sopra illustrati sono basati sul modello normale con varianza
nota. In modelli pitt complessi € comunque possibile utilizzare tali statisti-
che test, e procedere in analogia agli esempi illustrati, utilizzando la loro
distribuzione asintotica. Si utilizzeranno quindi distribuzioni approssimate
e non piu esatte. Quando, per via della complessita della situazione siamo
obbligati a lavorare con distribuzioni approssimate, ¢ auspicabile utilizzare
la statistica test che fornisca la migliore approssimazione alla distribuzione

normale.

In letteratura sono presenti esempi di utilizzo dei test sopra citati in
modo sequenziale. Ad esempio Z,, ¢ utilizzato nel test Pocock, il test Sy (0)
¢ utilizzato da Whitehead nel test triangolare. Per Z,; si veda Lai (1988) e
per un esempio pratico Shih et al. (2010).

Quanto riportato finora puo essere applicato ad altri modelli statistici.
Nel seguito verra esposto il caso di un modello lineare normale ed un model-
lo parametrico generale. Come riferimento é stato utilizzato quanto ripor-
tato in Jennison e Turnbull (2000, Capitolo 3) e si considerano esperimenti

sequenziali in generale, senza essere vincolati ai soli esperimenti comparativi.

2.3 Modello Lineare normale

Si ipotizzi di lavorare con osservazioni X;, ¢ = 1, 2,..., indipendenti e nor-
malmente distribuite con valore atteso linearmente dipendente dal vettore
di parametri 3 = (B,...,08,)". 1 dati sono raccolti ed esaminati in mo-
do sequenziale ogni volta che si osservano m osservazioni aggiuntive con
un massimo di K analisi. Ad ogni analisi i dati disponibili sono mk. Sia

X®) = (Xy,..., X)) il vettore delle osservazioni disponibili alla k-esima
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analisi. Si assume che
X® ~ N(DWS 1,0?),

dove D) denota la matrice del disegno per le prime mk osservazioni e I,
é la matrice di identitd mk x mk. Lo stimatore dei minimi quadrati di 3 ¢

calcolabile ad ogni analisi e per i primi k gruppi di osservazioni é
BE) = (DWW DN -1 p®* x (k)

ed é noto che é normalmente distibuito con valore atteso pari a § e matrice
di covarianza Var(3®) = (D®" D®)~152_ L’informazione di Fisher i(f3) ¢
Pinversa di tale matrice, i(8) = Var(8%*))~1. Poiché ogni 5 ¢ combinazione
lineare di normali indipendenti, marginalmente B(k) ha distribuzione normale
e il vettore (3@, ..., 3®)) & una normale multivariata della quale si conosce
la distribuzione di A® e si deve calcolare la covarianza tra i S*). Si ha
che Var(6®) = (D®" D®)~152 con (D®" D®)) che non dipende da 3. Per
ki1 < ko i dati dell’ananlisi k; sono un sottoinsieme di quelli dell’analisi ks,
percio si puo scrivere
B(kl) _ ATX(k2).

Dato che B(’“) ¢ uno stimatore non distorto per (3, si ha che
E(ATX(kQ)) = ATD(kQ)ﬂ = per ognif
ossia ATD"?) — I,. Siottiene quindi

COV(B(kl), B(k2)) = C()V(flT)((kQ)7 (D(kZ)TD(kQ))—1D(k2)TX(k2))
= ATVar(X(kQ))D(’W)(D(’fz)TD(kz))fl
= (D2)" plk2))=152
= Var(3%*2)).

Riassumendo, la distribuzione della successione delle stime dei parametri é
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una distribuzione normale multivariata con

a(k) . -1
1

<k <K,
Cov(f*), 52)) = Var(§®)), <

1
§k1§k27 K.

Si supponga che il parametro di interesse in un esperimento sia ad esempio
0 = (1, cioé il primo elemento del vettore 3, e che si voglia verificare H :
0@ = 0 contro un’alternativa bilaterale. In tale esperimento, # rappresenta
leffetto del trattamento, mentre gli altri elementi di S sono trattati come
parametri di disturbo relativi a covariate che influenzano la risposta ma non
sono di primario interesse. Il test sequenziale a gruppi per Hy : 8 = 0 si basa
sulla successione di stime (A(,... 8%)). La varianza di %) alla k-esima
analisi & elemento di posto (1, 1) della matrice di covarianza Var(3)® =

(D(k)TD(k))_102, ed é il reciproco dell'informazione parziale di Fisher per 0:
Vi(0) = Var(0W)~! = [{(DWTDW) 1} 16771 k=1,..., K.

La statistica Z, per verificare H ¢ quindi

o) -
Lepf = —F—— =9k Vi) k=1,...,K.
Var(6)®)
Dato che il vettore (B(l), e ,B(k)) é una normale multivariata, ne segue
che (9(1), o ,é(K)) ¢ anch’esso normale multivariata con

E@®)y=0, 1<k<K,
Cov(é(kl), é(’”)) = Var(é(’”)), 1<k <ky,<K.
Percio si ha

(Zeps- -+ Zep i) normale multivariata,
E(Zup) = 0V/Vil®) 1<k<K, 29)
CoV(Zep ity Zepiz) =V Vir(0)/Via(0), 1<k <ky < K.
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Analoghi risultati si ottengono per ipotesi del tipo Hy : ¢/ = ~. Il parametro
di interesse ¢ § = ¢/ — 7 con c vettore p x 1 e v scalare. Gli stessi risultati

del caso di incorrelazione valgono quando
X ) N(D(k)ﬁ, Z(k)O'Q),

con ¥ matrice non diagonale e ¢? entrambi noti. La stima di massima

verosimiglianza per § all’analisi k é

-1

B® = (D(k)Tz(k) D(k))—lp(k’)Tz(k)’lX(k)’

con distribuzione normale multivariata con valore atteso pari a [ e va-
rianza (D(’“)TE(’“)AD(’C))_IJQ. La distribuzione congiunta di (B(l), o ,B(k))

¢ normale multivariata con valore atteso e matrice di covarianza (2.8).

2.4 Altri modelli parametrici

Si supponga di condurre un esperimento sequenziale a gruppi con osservazioni
generate da una distribuzione qualsiasi con vettore di parametri ¢ per i
quali sia possibile calcolare le stime di massima verosimiglianza alle analisi
k=1,..., K. Grazie ad un risultato illustrato in Jennison e Turnbull (1997),
sotto certe condizioni di regolarita del modello statistico e delle covariate dei
valori osservati, la successione di stime (ﬁ(l), . ,zﬂ(k)) ¢ approssimatamente

normale multivariata con

Cov (p*1) 2y = Var (), 1 <k < ky, < K,

quando la numerosita campionaria é sufficientemente elevata. lLa distribu-
zione congiunta per stime successive del vettore di parametri ¢ é pertanto

riconducibile a quella per osservazioni normali.
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In Jennison e Turnbull (2000, Paragrafo 11.6), viene dimostrato che 'in-
versa della matrice di informazione di Fisher per ¢ all’analisi k restituisce

una stima consistente di Var(¢/®).

Ad esempio, se si desidera verificare un’ipotesi nulla del tipo Hy : 0 = 0
contro I'alternativa bilaterale utilizzando la statistica test Z., ;. Il parametro
di interesse ¢ 0 = ¢’ — v, con 7 scalare e ¢ vettore p x 1. In base a
quanto appena descritto, la successione (Zep1, ..., Zep k) ha distribuzione

approssimata (2.9).

Le condizioni sotto le quali vale il precedente risultato dipendono dal
particolare modello statistico che si sta utilizzando. In sintesi sono quelle
richieste per applicare la teoria asintotica della verosimiglianza ad ogni sin-
gola analisi. La numerosita di ogni singolo gruppo di osservazioni, m ¢ una
variabile chiave, da determinare in base alle caratteristiche specifiche di ogni
esperimento. E consigliabile sceglierla tenendo conto che la numerosita dei
gruppi dovrebbe essere sufficientemente grande da garantire I'applicazione

dei risultati asintotici a partire dalla prima analisi.

2.5 Forma generale dei test sequenziali

Utilizzando come riferimento Jennison e Turnbull (2000, Paragrafo 3.2) si
fornisce ora una formulazione generale per i test sequenziali, che, con op-
portuni accorgimenti é possibile applicare a varie tipologie di dati, di test
e problemi di verifica d’ipotesi. Il motivo sta nel fatto che le successioni di
statistiche test fanno capo ad un’unica distribuzione congiunta comune che é
la (2.9). Di seguito si considera il caso in cui il vettore di parametri generale
1 & suddiviso in una componente di interesse # di dimensione 1 e una com-
ponente di disturbo A di dimensione p — 1. Si é fatta questa scelta poiché
gli esperimenti comparativi che verranno considerati in seguito utilizzeranno
la stessa suddivisione dei parametri. La statistica test scelta per la verifica

d’ipotesi ¢ Zp, .
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Si supponga di disporre di osservazioni suddivise in gruppi con identica
numerosita provenienti da due tipi di trattamenti, uno di controllo, C e uno
sperimentale, E. Il parametro sul quale si desidera fare inferenza é 6 che
misura la differenza tra i due trattamenti. E richiesto di verificare I'ipotesi
Hy : 0 = 0 contro l'ipotesi bilaterale H; : § = 40, con probabilita di errore
di I tipo a e potenza 1 — 3 per # = £46. Sotto Hy, la distribuzione di

(Zepiy-os Zeprc), con 1 < ky < ky < K, & approssimatamente:
(Zeps - - - Zepc) normale multivariata,
E(Zypr) =0, per k=1,....K, e (2.10)

COV(Zep,kh Zep,k?) =V V}cl(e)/vlﬂ(@):

mentre, quando # = =£4, la distribuzione approssimata diventa

(Zeps - - - s Zepic) normale multivariata,
E(Zepr) = 20/ Vi(0),  per k=1,... K, (2.11)

COV(Zep,kh Zep,k2) =V ‘/kl(e)/ka(e)

Tali distribuzioni sono esatte nel caso di osservazioni normali con varianza

nota. La probabilita di commettere un errore di I tipo é
9Pl£){|Zep7k| > ¢, per qualche k=1,... K}

valutata quando Z.,, k= 1,..., K, segue la distribuzione nulla (2.10). Le
soglie ¢; sono calcolate numericamente per fare in modo che questa probabi-
lita sia uguale al valore di « scelto. Per costruzione le barriere superiori ed

inferiori del test saranno simmetriche. La potenza del test per § = +0 é
K
Per{quep,ﬂ <ciperj=1,....k—1e|Zypi| > ck)} (2.12)
k=1

valutata quando Z.,x, k = 1,..., K segue la distribuzione (2.11). Dati K, «,

[ e i valori critici (¢q,...,cx) é possibile trovare un valore dell’informazione
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che renda la probabilita (2.12) pari a 1 — 5. Tale valore é I'informazione
massima richiesta per soddisfare i requisiti di potenza, V,,.,(#). In base alla
formulazione dell’informazione attesa parziale massima, V., (6), imponendo
Vinaz(0) = Vi (0), é possibile derivare i requisiti su mK come visto alla fine
del Paragrafo 2.2.1. Si ricorda che Vi é il livello di informazione raggiunto

nell’ultima analisi.

L’informazione massima necessaria, derivante dalla (2.12) ha la stessa
formulazione dell’informazione di un test a numerositd campionaria fissata
che verifica la stessa ipotesi, V' (€), dato che entrambe sono calcolate sullo
stesso modello. Le due informazioni pertanto sono tra loro proporzionali:
Vinaz(0) = RV (0), dove R ¢ una costante di proporzionalita maggiore di uno
che dipende da K, «, 3 e dal tipo di barriere che si sono scelte. Con livelli

di informazione equispaziati e dati normali con varianza nota si ha

Vi) = (k/K)Vin(0) = (k/K)RV(0)
kR {e(1-a/2)+ 0 (1-p))
- = 5 L k=1,... K,

ed essendo Vj(0) proporzionale ad mk, é possibile ottenere il valore di m
che soddisfa i requisiti di potenza. In fase di progettazione dell’esperimen-
to & quindi possibile decidere in anticipo il livello di informazione Vi () al

raggiungere del quale verra effettuata la k-esima analisi.

Per alcuni test, come quelli di Pocock, O’ Brien e Fleming, e Wang e Tsia-
tis, che verranno illustrari in seguito, i valori di R sono tabulati e derivano
da calcoli numerici. Pertanto, I'informazione massima necessaria affinché un
test sequenziale soddisfi i requisiti di potenza é facilmente calcolabile utiliz-
zando i valori di R, K, o, 5 e V(). Per altri test, come quello triangolare di
Whitehead, I'informazione massima viene definita dal punto di intersezione

delle barriere; nel Capitolo 3 verra illustrato come calcolarla.

Una volta trovate le soglie ¢, la regola di arresto viene applicata come
segue: per k = 1,..., K — 1, si calcola la statistica scelta, in questo caso

la statistica standardizzata Z e se |Z > ¢ Pesperimento termina ri-
ep,k ep,k k
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fiutando Hj, altrimenti continua analizzando il gruppo successivo. Quando
Zepi > ¢ s1 ha evidenza di superiorita del trattamento sperimentale, e quan-
do Z.pr < —ci si ha evidentza di inferiorita del trattamento sperimentale.
Se si arriva all’ultima analisi, la K-esima, ’esperimento termina e si accetta
Hy se |Ze, k| < ck altrimenti si rifiuta.

Si noti che Vi () viene utilizzato solamente in fase di programmazione
dell’esperimento. Quando 'esprimento é in corso, Vi(#) viene sostituito dal-
I'informazione osservata, I;(6). Nel corso dell’esperimento possono dunque
esserci delle discrepanze tra i valori attesi e quelli osservati.

Un metodo generale per impostare un esperimento sequenziale a gruppi

puo essere riassunto in 5 fasi (cfr. Jennison e Turnbull, 2000, Paragrafo 3.2)

1. Identificare il modello statistico che descriva la distribuzione dei i dati
e il parametro di interesse # che deve avere valore pari a 0 sotto I'ipotesi
nulla. Decidere la probabilita di errore di I tipo, . Scegliere 5 e § in
modo tale che il test Hy : # = 0 abbia potenza 1 — [ per 6 = +4.

2. Scegliere il tipo di test, ovvero il tipo di barriere da utilizzare e il
numero massimo di analisi K. Una scelta puo essere fatta in base a

quanto riportato nel Paragrafo 2.9.4.

3. Definire la statistica test che si utilizza e trovare 'espressione per

I'informazione Vj(#) proporzionale al numero di osservazioni.

4. Trovare il fattore R adatto al tipo di test e al numero di analisi, K, quin-
di calcolare i livelli di informazione necessari per ogni analisi, ovvero
Vi(0) = (k/K)RV(0), k= 1,..., K, dove V() é 'informazione di Fi-
sher per un esperimento a campione fisso ad alternativa bilaterale. Di-
segnare I’esperimento ed il campionamento in modo che la numerosita

campionaria permetta di raggiungere tali livelli di informazione.

5. Condurre I'esperimento applicando la regola di arresto spiegata prece-

dentemente.
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2.6 Incrementi disuguali nei livelli di

informazione

[’assunzione di lavorare con gruppi di osservazioni con uguale numerosita,
finora adottata trova scarsa applicazione a livello pratico. Puo succerdere
che i livelli di informazione osservati durante il corso di un esperimento non

siano equivalenti a quelli attesi, calcolati in fase di programmazione.

Le differenze tra i livelli di informazione osservati e quelli obiettivo con-
ducono a deviazioni dalle probabilita di errore di I e II tipo pianificate. In
particolare, deviazioni dal valore dell’informazione finale modificano la po-
tenza effettiva, mentre deviazioni nella spaziatura dei livelli di informazioni
hanno effetto sull’errore di I tipo. In situazioni di questo genere I'esperimento
puo essere condotto come programmato, e ad ogni analisi la verifica d’ipotesi
verra svolta utilizzando il valore dell’informazione effettivamente osservato

anche se é diverso da quello obiettivo.

Questo modo di procedere, seppur approssimato, é considerato soddisfa-
cente. In base a studi su dati simulati, le probabilita di errore di 1 e II
tipo, calcolate quando 'infomazione osservata é diversa da quella attesa, so-
no risultate molto vicine ai valori predeterminati. In particolare, Proschan,
Follmann e Waclawiw (1992) hanno condotto uno studio per identificare 'in-
cremento massimo nell’errore di I tipo sotto alcune restrizioni sulla numero-
sita osservata di ciascun gruppo. Si dimostra che il tasso di errore ¢ robusto
a deviazioni dai valori obiettivo, e raggiunge valori inaccettabili solo in casi
estremi. La richiesta di avere almeno approssimativamente numerosita cam-
pionaria uguale tra i gruppi € molto limitante a livello pratico. Se si prevede
di riscontrare ingenti ed inevitabili differenze nella numerosita dei gruppi os-
servati, & conveniente utilizzare approcci alternativi come 1" Error Spending
Approach, adatti a gestire diverse e imprevedibili numerosita campionarie.

Per approfondire tale argomento si veda Whitehead (1997, Paragrafo 6.2).
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2.7 Test t sequenziale

Si consideri il modello lineare normale del Paragrafo 2.3, con la differenza

2 & ignoto. In questo caso la statistica di interesse sara T}, che

che ora o
prende il nome di test t, e avra distribuzione t-student con n — p gradi di
liberta, dove p é il numero di elementi del vettore di parametri 5 sui quali si fa
inferenza. Sia s2, k = 1,..., K, una stima non distorta di 0> e DU, ... D&),
una successione tale che Var(®) = (D®TD®)~152 S ipotizzi di voler
fare inferenza su una combinazione lineare delle componenti del vettore di
parametri 3, cioé il parametro di interesse ha generica forma 6 = '8 —~ di

dimensione 1. Ad ogni analisi k£ la stima di 6 ¢
0" ~ N0, 0" (DWT DR ~1e).

Per verificare Hy : @ = 0 contro un’alternativa bilaterale quando o2 é noto si

puo utilizzare la statistica test Z,,; che ha la forma

(k) .
0 = 0™/ V().

Lepk = =
Pk Vo2 (DWTDM)~T¢

Nel caso di varianza ignota si usa invece

4k
o \/Sch(D(k)TD(k))AC'

Th (2.13)

Sotto Hy, Ty ha distribuzione ¢t-student con mk — p gradi di liberta (in questo
caso p—1). E noto che per valori grandi di m la distribuzione t-student
converge ad una distribuzione normale standard (si veda Pace e Salvan 2001,
esempio 0.12). Sotto I'alternativa, H; : @ = 6, avra distribuzione T'(mK —
p;6//cL(D®TD®)~1cs2) dove T'(v; () denota una distribuzione t-student

con v gradi di liberta e parametro di non centralita (. La probabilita di

errore di I tipo per il test sequenziale nel suo complesso é data da:

K
a=P(Th| > )+ > P(Tl > cx, ITi| vy [Tica| S cer)  (214)
k=2
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Le soglie (c1,...,cx) devono soddisfare la (2.14) e vengono calcolate ap-
prossimando la distribuzione t-student con la normale. Se si effettua il test
sequenziale utilizzando come valori critici le soglie (cq,...,cx) calcolate in
questo modo, ¢ possibile che il livello « effettivo e la potenza raggiunta dal
test siano leggermente diversi dal suo livello nominale. Tali valori critici sa-
ranno accurati se 'approssimazione alla normale é buona, ovvero quando si
lavora con valori grandi di m.

Garantire la potenza pari a 1 — 3 per uno specifico valore del parametro
0 & pin difficile, dato che la potenza dipende da un valore stimato di ¢2. In
analogia con il caso di varianza nota, stando a quanto riportato nel Para-
grafo 2.5, ci si attende che la potenza di un test ¢ sequenziale per una data
alternativa, sia uguale a quello di un test ¢ a campione fisso con informazio-
ne attesa parziale V(#)R = Vi (), cioé con varianza Var(d) = RVar(§*)).
Percio é sufficiente calcolare la potenza per un test a campione fisso con
Var(f) = R 2T (DWTD®))~1¢.

La probabilita di rifiutare I'ipotesi nulla per valori molto grandi in valore
assoluto e negativi di T é trascurabile quando # = § > 0 percio per calcolare

la potenza si usa

Pr{T(mK — p;6/\/R$2cT(DOTDW)1e) > by apa}.  (215)

La potenza per # = —J & uguale, data la simmetria.
Una forma pilu grezza ma pit semplice per calcolare il livello di potenza

che un test ¢ sequenziale raggiunge é

o 0
\/R SQCT(D(k)TD(k))—lc

— o711 - a/2)> (2.16)

che si utilizza quando mK — p é grande e si sceglie di trascurare l'errore
derivato dalla stima di o2

In Shao e Feng (2007) viene considerato il test ¢ sequenziale per valori
piccoli di m. I valori delle soglie dovrebbero essere calcolati in riferimento

alla probabilita (2.14), percio si necessita della distribuzione congiunta di
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(Ty,...,Tk). Dato che tale distribuzione non ha una forma semplice si &
scelto di derivarla tramite simulazione utilizzando il metodo Monte Carlo.
La probabilita di errore di I tipo da soddisfare é data dalla (2.14) e tramite
simulazioni sono stati ottenuti i valori di (cy,...,ck) che soddisfano I'ugua-
glianza in base al valore di « scelto. Shao e Feng (2007) dimostrano che tali

soglie sono pitt accurate nel rispettare le probabilita di errore di I e II tipo.

2.8 Test unilaterali

Quando I'ipotesi nulla é contrapposta ad un’alternativa unilaterale, per esem-
pio Hy : 8 = 0 contro Hy : 6§ > 0 si parla di problemi di verifica d’ipotesi
con alternativa unilaterale. In molti casi &€ appropriato considerare proble-
mi di questo tipo, per esempio quando verificare I'ipotesi alternativa in una
delle due direzioni é insensato o impossibile o0 quando sono di interesse solo
variazioni in una certa direzione.

A differenza dei corrispondenti test bilaterali, i test unilaterali sono defi-
niti da coppie di costanti (ay, by) con ap < byperk=1,..., K—1,eax = bg.
Si supponga di utilizzare la statistica test Z., . La regola d’arresto é definita
nel seguente modo: alla k-esima analisi, per k =1,..., K — 1, se Z.,, > by
I'analisi si conclude rifiutando Hy, se Zp,;, < a; I'analisi si conclude accettan-
do Hy, altrimenti continua analizzando il gruppo successivo. Alla K-esima
analisi, se Z., g > by si rifinta Hy mentre se Z,, x < ak si conclude accet-
tando la nulla. Definire ax = bg assicura che il test termini alla K-esima
analisi in favore di una delle due ipotesi.

Nell’ambito di questo tipo di test, é interessare ricordare la proposta della
famiglia di test unilaterari fatta da Emerson & Fleming (1989) indicizzata
ad un parametro A. Piu A cresce maggiori sono le possibilita di arresto
anticipato, e maggiore diventa la numerosita campionaria massima, poiché
il fattore di proporzionalita con un test a numerosita campionaria fissata,
R(K,a,ﬁ,A) che verra introdotto a breve, cresce con A. Si utilizza la

3

successione di statistiche test Z, ; con parametro di interesse 6 di dimensione
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1 con distribuzione congiunta (2.9) uguale a quella dei corrispondenti test
bilaterali, dato che l'ipotesi nulla di uguaglianza a zero é la stessa. Il test
¢ condotto ipotizzando equispaziatura tra i livelli di informazione. I valori

critici per £k =1,..., K sono

b = CL(K, o, B, A)(k/K)A~Y?

~ (2.17)
ar = 0/ Vi(0) — Co(K, v, B, A) (k) K )22,
Per fare in modo che ax = by l'informazione finale deve essere
(K A) + Co(K A}
VK(9> _ {Cl( 705767 )+02( 7&757 )} ] (218)
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Le costanti Cy (K, a,,A) e Co(K, o, 3,A), indipendenti da 6, sono scelte
in modo da garantire i valori obiettivo degli errori di I e II tipo. In test di
questo tipo, il vincolo superiore puo essere visto come un test di significativita
ripetuta per l'ipotesi 6 = 0 con valori critici per Z, proporzionali a kA-1/2

mentre la soglia inferiore si riconduce ad un test ripetuto con ipotesi nulla
6 = § anch’essa con valori critici per Z;, — d+/V,.(0) proporzionali a k2~1/2.

Utilizzando la (2.18) ed esprimendo la (2.3) in termini di informazione

necessaria per un test a numerosita campionaria fissata unilaterale, si ottiene

Vie(0) _ {Ci(K,a,8,A) + Co(K, o, 8, A)}
V() {271 —a)+ 71— §)}2/é2

R(K,a,(,A) =

che é il rapporto tra I'informazione massima necessaria per un test sequen-
ziale a gruppi rispetto a quella richiesta per un test a numerosita fissa. Il
fattore R(K, a, 5, A) ¢ utilizzato per calcolare il livello di informazione mas-
simo per soddisfare i requisiti di potenza. Valori tabulati di R(K,a, 3,A),
él(K,a,ﬁ, A)e C’Q(K, a, B, A) per diversi K, a, 3, A si possono trovare in
Emerson e Fleming (1989) o Pampallona e Tsiatis (1994).
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2.9 Alcuni test sequenziali

Di seguito verranno introdotti brevemente i test di Pocock (1977), O’Brien
e Fleming (1979) e Wang e Tsiatis (1987), basandosi sul volume di Jennison
e Turnbull (2000, Capitolo 2), al quale si rimanda per approfondimenti. Si
consideri un test sequenziale comparativo, con K analisi, in cui si osservano
risposte da soggetti assegnati a due diversi trattamenti, uno sperimentale,
E, e uno di controllo, C. Le risposte sono assunte normali indipendenti con
varianza nota, X; ~ N(ug,0?) e Y; ~ N(uc,0?), dove i = 1,2,...,mk. 1l
parametro di interesse ¢ la differenza tra le medie dei due gruppi: 0 = ug—puc
e si desidera verificare l'ipotesi nulla H, : # = 0 contro alternativa bilaterale.
Si ha che Var(é) coincide con il reciproco dell'informazione attesa parziale
per 0, Vi (0)~'. La statistica utilizzata per verificare le ipotesi ¢ Z, . Viene

calcolata ad ogni analisi e ha la forma

mk
Ty = ( X, — Y) k=1... K. (2.19)
= it (B2

che avra distribuzione N((ug — pc)y/mk/202, 1), cioé N(64/Vi(0),1). Que-

sto e il modello di base per i test descritti nel seguito.

2.9.1 1l test di Pocock

Nel test di Pocock la regione di arresto ¢ definita tramite le costanti Cp(K, «).
Tali valori sono scelti in modo da mantenere la probabilita di errore di I tipo
uguale ad « per I'esperimento nel suo complesso, distribuendola in parti

uguali ad ogni analisi. Le soglie devono soddisfare I'uguaglianza
QP_%{R,iﬁutare Hy allanalisi k =1,k =2,...,0k =K} =«.

Formalmente la regola d’arresto funziona come segue: dal primo al (K —
1)-esimo gruppo l'esperimento termina se si rifiuta Hy, cioé se |Zg, | >

Cp(K, «), altrimenti continua passando al gruppo successivo. Se I'esperime-
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to prosegue fino all'ultimo gruppo, il K-esimo, si sceglie in favore dell’ipotesi

alternativa se |Z,, | > Cp(K, ) e in favore di H, altrimenti.

Le soglie Cp( K, a) sono calcolate numericamente utilizzando la distribu-
zione congiunta della successione di statistiche (Z,, 1, ..., Zep ). Ad esempio,

per K = 2, il valore Cp(2,a) deriva dai seguenti passaggi:

P(Rifiutare Hy|0 = 0) =
= P{(|Zepa| = Cp(2,0)) 0 (|Zep| < Cp(2,0) € Zepy > Cp(2,a)) 0
(1Zepal < Cp(2,0) € Zepy < =Cp(2,0)) }
= P{|Zepa| = Cp(2,0)} +2P{Zepy > —Cp(2,0) € Zeps > Cp(2,0) }
—2P{Z.p1 > Cp(2,0) € Zepp > Cp(2,0)}
=P{|Zep1| = Cp(2,0)} +2P{—Zp1 < Cp(2,a) e Zepo < —Cp(2,a)}
—2P{—Z.p1 < —Cp(2,a) e — Zppo < —Cp(2,0a)}
=2[1 = ®(Cp(2,))] + P2(Cp(2,a), =Cp(2,a), p)
— Oo(—Cp(2,a), —Cp(2,), p)
(2.20)

dove q)g(ﬂfl,l’g,p) = P(Xl S Jfl,Xg S Ig) per X = (Xl,X2>T ~ NQ(O,E)
con X = (2, 7). Il valore di Cp(2, ) ¢ scelto in modo da rendere i passaggi
sopra uguali ad a.

Nel test di Pocock ad ogni analisi la probabilita di errore di I tipo ¢ sempre

uguale per ogni analisi ed ¢ o/ = 2[1 — ®{Cp(K,a)}].

Percio il test rifiuta Hy se il livello di significativita osservato a®® per
un test non sequenziale su Hy con alternativa bilaterale che utilizza i1 dati
disponibili fino alla k-esima analisi ¢ minore di «’. La probabilita di errore
di primo tipo si mantiene pari ad a qualunque sia la numerosita dei gruppi

m.

I requisiti di potenza sono

efjrtd{Rlﬁutare Ho} =1-6.
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e vengono soddisfatti scegliendo il livello di informazione massimo, V;,4.(0) =
Vi (0), che verifica questa uguaglianza. Essendo in questo caso Vi (0) =
mK /20%, con o? noto, questo si traduce in una scelta del valore di mK.
Arrotondamenti di m ad un valore intero possono avere un leggero effetto
sulla potenza del test, percio ¢ consigliabile arrotondarli in eccesso, in modo
da ottenere un test conservativo, cioé con potenza di poco superiore a quella
nominale.

Come visto per i test sequenziali in generale, anche per quelli di Pocock il
livello di infromazione massima richiesto é proporzionale a quella di un test

a numerosita campionaria fissa. La costante di proporzionalita é data da:

RP<K7a75) =

e i valori sono raccolti in tabelle per varie combinazioni di K, a e 5. Si veda,
ad esempio, Jennison e Turnbull (2000, Capitolo 2). Le costanti di proporzio-
nalita vengono utilizzate per definire I'informazione massima necessaria per
il test sequenziale, a partire da quella di un test a numerosita campionaria
fissata.

I valori di Rp(K,«, ) derivano dallo stesso tipo di calcoli numerici uti-

lizzati per determinare Cp (K, «).

2.9.2 1l test di O’Brien e Fleming

In alternativa al test appena visto, O'Brien e Fleming (1979) propongono un
test in cui il livello di significativita nominale, non viene mantenuto uguale
per tutte le analisi, ma cresce al procedere dello studio. Di conseguenza ri-
sultera pin difficile rifiutare 'ipotesi nulla nelle prime analisi ma piu facile
successivamente.

Il test funziona come quello di Pocock, ma cambia la successione di valo-
ri critici ¢q,...,cx che in questo caso derivano dalla moltiplicazione di una
costante Cp(K,a) per /K/k. In tal modo le soglie ¢, decrescono al cre-

scere di k, ed il livello nominale di significativita cresce. Come nel test di
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Pocock, le costanti C'g(K, «) sono calcolate in modo da garantire la proba-
bilita complessiva di errore di I tipo pari ad «. Si noti che quando K = 1,
Cp(l,a) = Cp(1, ). Cambiando le barriere, cambiano anche le costanti di
proporzionalita per il calcolo della numerosita campionaria massima. Tali
costanti sono riportate in tabelle simili a quelle per il test di Pocock e sono
calcolate allo stesso modo. Si veda, ad esempio, Jennison e Turnbull (2000,
Capitolo 2).

2.9.3 1 test di Wang e Tsiatis

Questa famiglia di test bilaterali, proposta da Wang e Tsiatis (1987) ¢ in-
dicizzata da un parametro A al variare del quale variano le forme delle
barriere, ed include i test di Pocock e O’Brien e Fleming come casi parti-
colari. Il test rifiuta Hy dopo l'analisi del gruppo k se |Z., x| > ¢, dove
cr = Owr(K, o, A)(k/K)2"Y2 k =1,... K, altrimenti prosegue con I’ana-
lisi del gruppo successivo. Se si arriva all’'ultimo gruppo, K, si rifiuta Hy se
| Zk| > Cwr (K, a,A) altimenti si accetta H.

Prendendo A = 0.5 0 A = 0 si ottengono i test di Pocock e O’Brien e Fle-
ming rispettivamente. Valori di A tra 0 e 0.5 restitutiscono test con barriere
di forma intermedia. Come per i precedenti test, le costanti Cyr (K, a, A)
sono scelte per assicurare un errore di I tipo globale pari ad a. Per la nume-
rositd campionaria, calcoli numerici hanno fornito i valori Ry7 (K, «, 5, A)
aventi la stessa funzione di Rp(K,«, ) e Rp(K,«, ) viste nei precedenti
test.

I test di Wang e Tsiatis sono una famiglia molto ricca e flessibile. Di par-
ticolare interesse sono quelli con A = 0.25 caratterizzati da ampie soglie nelle
prime analisi, che rendono piu difficile 'arresto anticipato, ma non troppo
estreme come quelle dei test di O’Brien e Fleming. Questa famiglia di test
gode di alcuni dei vantaggi dei test di Pocock e O'Brien e Fleming. Rispetto
al primo ha in comune bassa numerosita campionaria attesa quando il vero
valore del parametro di interesse ¢ distante dall’ipotesi nulla. Rispetto al test

di O’Brien e Fleming ha in comune bassa numerosita campionaria massima
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e valori critici vicini a quelli di un test a campione fisso al raggiungimento

dell’ultima analisi.

Esempio: Test di Wang e Tsiatis con risposte normali

A titolo illustrativo si riporta ora un esempio del test di Wang e Tsiatis
tratto da Jennison e Turnbull (2000, Paragrafo 2.7.1). E possibile derivare
un esempio per il test di Pocock semplicemente modificano il valore di A,
ponendolo pari a 0.5. Lo stesso si puo fare per il test di O’Brien e Fleming,

definendo A = 0.

Si ipotizzi di condurre un esperimento sequenziale, con K = 5 gruppi di
osservazioni, 02 = 4, a = 0.05 e potenza 1 — 3 = 0.9 per ug — pc = £1. 11
parametro di interesse € al solito 6 = ug— e che vale 0 sotto Hy. La varianza
dello stimatore di massima verosimiglianza ¢é il reciproco dell’informazione
attesa parziale, Vj (). L’esperimento viene condotto utilizzando le barriere
di Wang e Tsiatis con A = 0.25 e ad ogni analisi viene calcolata la statistica

test Zep k.

La numerosita campionaria necessaria per garantire i requisiti di potenza
viene calcolata utilizzando I'equazione Vi (0) = Rp(K, a, B)V(0), con V(0) =
nysa/(20%) e Vi (0) con formulazione analoga ma calcolata su mK osservazio-
ni. La numerosita necessaria per un test a campione fisso con alternativa bila-
terale, utilizzando la (2.2) é nyo = 84.1 osservazioni per tipo di trattamento.
Il valore della costante di proporzionalita, ¢ Ry (K, a, 8, A) = 1.066 (Ta-
bella 2.10, Jennison e Turnbull, 2000). Si ottiene quindi mK = 1.066 x 84.1.
Con K = 5 i requisiti di potenza sono soddisfatti se le analisi intervallari
sono svolte ogni m = 17.93 pazienti per tipo di trattamento, arrotondato a
18.

Ad ogni analisi viene ricalcolata la statistica test aggiungendo le nuove
risposte osservate. Le soglie hanno la forma CyT (K, a, A)(k/K)*71/% e in
questo caso Cy/T(5,0.05,0.25) = 2.136 (Tabella 2.9, Jennison e Turnbull,
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2000). TI test termina rifiutando I'ipotesi nulla alla k-esima analisi se:

| Zepr| > CwT (K, a, A)(k;/K)A—l/27

cioe
1 18k 18k
_—_ X; — Y;| > 2.136(k/5) 0%
\/18k‘><2><4; ; - (k/5)
e se questo non avviene per nessun k = 1,...,5, allora si accetta H,. Il

numero massimo di risposte osservate per l'esperimento nel complesso é
2mk = 180.

2.9.4 Proprieta e confronto

Quando si confrontano test sequenziali, si puo decidere quali proprieta con-
siderare. Normalmente le pitl indicative sono le probabilita di errore di I e
IT tipo, la numerosita campionaria attesa e quella massima. Quest’ultima
indica cosa potrebbe succedere nel caso peggiore. Nella Tabella 2.1, tratta
da Jennison e Turnbull (2000, Tabella 2.5), & riportato un esempio di con-
fronto tra il test di Pocock e O’Brien & Fleming con K=5. Ciascuno dei test
considerati finora ha vantaggi e svantaggi. Il test di Pocock ha numerosita
campionaria attesa minore quando |f| é grande; percio asseconda in misu-
ra maggiore i requisiti etici. Tuttavia quando |f| & piccolo, la numerosita
campionaria attesa ¢ piu alta e addirittura superiore a quella di un’analisi a
campione fisso.

Il test di O’Brien e Fleming, avendo il livello di significativitd nominale
dell’ultima analisi vicino alla probabilita di errore di I tipo totale, tutela
contro la situazione ambigua in cui I'ipotesi nulla ¢ accettata mentre verrebbe
rifiutata in un’analisi a campione fisso che consideri tutti i dati raccolti.

In alcuni casi, per varie ragioni, pud essere necessario scegliere un test
che renda difficile I’arresto durante le prime analisi. Per esempio, problemi
tecnici nella qualita dei dati, risolti poco dopo l'inizio dell’analisi o difficolta

nel controllare le assunzioni fatte sulla distribuzione dei dati per un campione
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Tabella 2.1: Funzione di potenza, numerositd campionaria attesa e sua deviazione
standard per tre tipi di test. I test hanno 5 gruppi di osservazioni, errore di primo
tipo @ = 0.05 e potenza 1 — 5 = 0.9 per |u4 — pp| = 1. Le osservazioni per ogni
trattamento sono normali con varianza o = 4.. Fonte: Jennison e Turnbull (2000,
Tabella 2.5).

Campione Fisso Pocock O’Brien e Fleming

Pr(Rifiutare Hy)

lpa — ps| = 0.0 0.050 0.050 0.050
0.5 0.371 0.351 0.378
1.0 0.903 0.910 0.912
1.5 0.998 0.999 0.999

E(Nr oss)

\pa — pp| =0.0 170.0 204.8 178.7
0.5 170.0 182.3 167.9
1.0 170.0 116.9 129.8
1.5 170.0 70.1 94.4

Dev. Std. (Nr oss)

s — gl = 0.0 0.0 26.1 8.6
0.5 0.0 50.8 24.7
1.0 0.0 57.9 35.5
1.5 0.0 34.1 25.7

molto piccolo. Di grande rilevanza anche la consapevolezza che la comunita
scientifica potrebbe non accettare conclusioni basate solo su poche osserva-
zioni. Tali questioni sono di minore interesse se la numerosita campionaria ¢
sostanziale gia dalla prima analisi; allora la commissione di controllo dell’e-
sperimento potrebbe essere riluttante a continuare un esperimento dopo aver
osservato un valore del test molto alto nelle prime analisi, anche se il vincolo
di O'Brien & Fleming non é stato superato. Non sempre percio la scelta é
semplice. Il test di Wang & Tsiatis con A = 0.25, che gode di molte delle
proprieta di quelli di Pocock e O’Brien & Fleming, puo essere visto come un

compromesso tra i due.



Capitolo 3

Il test triangolare di Whitehead

3.1 Introduzione

Un test sequenziale a gruppi alternativo a quelli descritti nel Capitolo 2, é
quello triangolare proposto da Whitehead. Ad esso verra dedicato il pre-
sente capitolo, trattandolo pit approfonditamente degli altri test, in quanto
il lavoro svolto per questa tesi & basato su di esso. Si fara principalmente
riferimento a quanto riportato nel libro di Whitehead (1997). Come i test
visti in precedenza, anche il test triangolare si pud descrivere basandosi su
quantita di verosimiglianza ed utilizza opportune barriere per verificare 1'i-
potesi di interesse. A differenza degli altri test ha il vantaggio di poter essere
applicato senza prefissare il numero massimo di analisi, K, o il livello di infor-
mazione necessario per ogni analisi e soddisfa accuratamente i requisiti delle
probabilita di errore di I e II tipo anche quando le analisi non sono tra loro
equispaziate nei livelli di informazione. Inoltre, per determinare le barriere

sono sufficienti semplici calcoli, poiché vengono approssimate a delle rette.

Il Paragrafo 2 descrive le caratteristiche principali del test triangolare. Il
Paragrafo 3 estende quanto esposto nel Paragrafo 2 nei casi in cui I'ipotesi
alternativa da verificare sia bilaterale o unilaterale. Il Paragrafo 4 riassume

gli strumenti utilizzati per analizzare ’esperimento una volta concluso.
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3.2 Caratteristiche principali dell’esperimento

Come fatto in precedenza, ci si concentrera su esperimenti comparativi, tra
due trattamenti, E e C. Il parametro di interesse 6 é indice della differenza
media tra due trattamenti ed é scalare, mentre il parametro di disturbo A ha
dimensione p — 1. Si é interessati a verificare I'ipotesi nulla di uguaglianza
dei due trattamenti. Se l'ipotesi alternativa & unilaterale, si utilizza il test
triangolare singolo, mentre nel caso di ipotesi alternativa bilaterale, si utilizza

il test triangolare doppio.

Il test si basa principalmente su due quantita, la score, Si(0), e I'in-
formazione attesa parziale, V(0), entrambi calcolati per § = 0. Da questo
momento, per alleggerire la notazione, Si(0) e V;(0) verranno indicati con Sy

e V. Siricorda la forma di Sy e V} in termini di quantita di verosimiglianza:

Sk = l@(o, j\ék)) € Vk; - {i69(07 5\((]k))}_17

dove S\Sk) é la stima di massima verosimiglianza di A\ per 6 fissato pari a
0. In generale, Si(f) ha distribuzione asintotica normale di media 6V (0) e
varianza V(0), e per § = 0, Sx/+/V) ha distribuzione approssimata normale
standard (tale distribuzione é esatta nel caso di osservazioni normali con
varianza nota).

Essenzialmente, il test triangolare di Witehead utilizza il test score, Z,,,
discusso nel Paragrafo 2.2.1. Nel Capitolo 4 verra considerato, in alternativa,
il test Z, e un suo miglioramento basato su argomenti asintotici di ordine
superiore.

Il test triangolare ¢ sviluppato approssimando il processo score con un
moto Browniano con deriva (drift) 6 e varianza unitaria, osservato ai tempi
Vi,...,Vk. La teoria sviluppata da Whitehead (1997, Paragrafi 4.11-4.14)

consente di ottenere espressioni semplici per barriere lineari del tipo

up = a+ cVj,

Iy = —a+ 3cVg,
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a partire da approssimazioni per la funzione di potenza ottenute ignorando
Ieffetto (overshoot) dovuto al monitoraggio non continuo. In particolare,
assumendo che la distibuzione congiunta delle statistiche Sy sia quella di un
moto Browniano {S(V'),V > 0} il test triangolare considera barriere lineari
sul piano (V,.5).

La regola di arresto é applicata come segue. Siano wuy e [ i valori che
assumono la barriera superiore e inferiore rispettivamente all’analisi k, cioé
in corrispondenza di V. Se S; > wy il test termina rifiutando Hj, indican-
do una superiorita del trattamento alternativo. Se S) < [ il test termina
accettando H,. Negli altri casi non si ha nessuna evidenza e si prosegue al-
I’analisi sucessiva. Arrivati all’'ultima analisi, il test termina rifiutando H, se

Sk > uk, accettandola altrimenti.

Per calcolare i valori critici si utilizzano i requisiti di potenza da soddi-
sfare, basati sulle probabilita di errore di I e II tipo, v e 5. In base a quanto
riportato da Whitehead (1997) si adotta un approccio simmetrico. Cioé, de-
finendo C'(0) = C*T(0) + C~(0) = a, si impone che CT(0) = C~(0) = a/2,
dove C*(0) & la probabilita sotto Hy di rifiutare U'ipotesi nulla a favore del-
l'ipotesi di superiorita del trattamento sperimentale, e viceversa per C~(0).
Si definisce inoltre C(0) = CT(d) + C~(0), con CT(J) che ¢ la probabilita
di rifiutare I'ipotesi nulla a favore dell’ipotesi di superiorita del trattamento
sperimentale quando 6 = 0, e viceversa per C'~(¢). Il valore § rappresenta il
valore del parametro sotto ipotesi alternativa. Quando si desidera verificare

un’ipotesi con alternativa Hy : 6 > 0, si utilizza il test triangolare singolo.

Di seguito si fara inizialmente riferimento al test triangolare singolo, poi-
ché il test triangolare doppio rappresenta una semplice estensione e utilizza le
stesse quantita utilizzate per il caso di alternativa unilaterale. Si é interessati
quindi a soddisfare i requisiti C*(0) = «/2 e C*T(§) + C~(§) = 1 — (. Dato
che per ipotesi di questo tipo il valore di C'~(9) ¢é tipicamente molto piccolo,
I'ultima uguaglianza diventa C'T(0) = 1 — (; non si ha nessun vincolo sul

valore di C~(0) e C~(0).

In un test triangolare singolo, in cui si desideri verificare se i due trat-
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tamenti sono uguali, contro 'alternativa che il trattamento sperimentale sia
superiore a quello di controllo (indicato con E > ('), i requisiti di potenza

sono della forma:

C(0) = P( concludere E > C0 = 0) = /2
C(6) = P( concludere E > Cl0 =§)=1—-0

con § > 0.

In un test a campione fisso con « e [ fissati, il valore critico che sod-
disfa il primo requisito, ¢ cy/Vj, con ¢ = ®1(1 — a/2), essendo che sotto
I'ipotesi nulla S ~ N(0,V). Una volta trovato ¢, utilizzando 'equazione di
C(9), é possibile definire 'informazione V' necessaria a soddisfare i requisi-
ti di potenza. Sapendo che per 0§ = 6, S(0) ~ N(06V(0),V(6)), si ottiene

V(8) = {e+ 2711 - B)}2/52,

Pit complessa ¢ la situazione per un test triangolare. Si ipotizzi, per
semplicita, di effettuare KX = 2 analisi. La prima viene condotta calcolando
Vi, 11, uy e S1. Se S; > wuy lo studio si arresta concludendo che E = C. Se
S1 < [; lo studio si ferma concludendo per 'uguaglianza dei due trattamenti.
Se [; < S1 < uy si procede all’analisi successiva e vengono calcolate le stesse
quantita per £ = 2. A questo punto se Sy > wusy si conclude che F = C,

altrimenti si conclude che non c¢’é differenza tra i due trattamenti.

Rispetto ai test visti nel Capitolo 2, il calcolo delle costanti da utiliz-
zare per le barriere risulta un po’ pitt complesso. Ad esempio, riferendosi
ai calcoli esatti visti nelle (2.20), nel test triangolare le incognite sarebbero
1, u1,us, V1, Vo che devono soddisfare le due equazioni dei requisiti di poten-
za. Per poter definire univocamente ogni variabile, si dovrebbero definire

ulteriori vincoli.

Nel caso in cui K > 2, é evidente come diventa ancora piu laborioso
effettuare considerazioni individuali su ogni valore soglia. Al fine di evitare
calcoli troppo complessi, Whitehead (1997, Paragrafo 4.11) propone di uti-

lizzare valori soglia lineari. In particolare propone di approssimarli con delle
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rette di equazione

uk:a+ch

l, = —a + 3¢V,

che definiscono la regione di continuazione del test. I valori di a e ¢ sono
calcolati in modo da soddisfare i requisiti di potenza. Espressioni semplici
esistono solo quando § ¢ un multiplo di 2¢ e quando %oz = 3. Nel seguito ci si
concentrera solamente sul caso in cui 6 = 0 sotto I'ipotesi nulla e § = § = 4c

per fissare la potenza sotto I'ipotesi alternativa; in questa fattispecie si ha

a = (2/6)log(1/a),
1 (3.1)
C = 15

Nel seguito verra sempre utilizzata questa formulazione per le barriere, percio

. N . . 1 o
si avra in ogni esempio ;o = f3.

Per completezza, si noti che, nel caso in cui § # 3, in un test a campione
fisso con errore di I tipo o e potenza 1 — 3 in 6 = 9, la potenza é paria 1 —«

per 0 = &6, dove
20711 — )

o Il1—a)+ @ (1-p5)

¢ =

11 test pud quindi essere condotto come definito sopra ma utilizzando 6 = &6
al posto di § nelle formule per il calcolo delle barriere e di V' (Whitehead
e Stratton, 1983). Non verranno trattati qui esempi di questo tipo. Per
collegare il questo tipo di barriere a quelle dei test visti nel Capitolo 2, si
veda Kittelson e Emerson (1999).

In fase di progettazione di un test triangolare, non é necessario defi-
nire i livelli di informazione da raggiungere ad ogni analisi, ma é impor-
tante definire qual’é I'informazione che consente di soddisfare i requisiti di
potenza, ossia l'informazione massima, V... Come si vede dalla Figu-
ra 3.1 le due barriere delimitano un’area di forma triangolare, chiamata

regione di continuazione. Le due soglie si avvicinano al crescere di Vi,
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fino ad incontrarsi nel punto V... = a/c. 1l vertice del triangolo rappresen-
ta un limite superiore per 'informazione attesa, e dato che le barriere sono
calcolate tenendo conto dei requisiti di potenza, consente di trovare V...
Al valore di V,,,, corrisponde una certa numerosita campionaria, che é la

numerosita campionaria massima dell’intero esperimento, mK.

E importante notare che Vj, viene utilizzato solo in fase di progettazione
dell’esperimento, poiché é necessario per definire mK. Una volta iniziato
I'esperimento Vj, & sostituito da I;(0) I'informazione osservata parziale cal-
colata utilizzando i dati disponibili alla k-esima analisi. Per brevita, verra
indicata con [. Quando un esperimento viene condotto fino all’'utima anali-
si, e il valore di V,,, non dipende dalle osservazioni, dovrebbe verificarsi che
Ik = Viae- Se Ve dipende dalle osservazioni é possibile riscontrare qualche
differenza tra I'informazione attesa massima e 'informazione osservata finale,

in seguito alla variabilita dei dati.

Bisogna considerare che il monitoraggio continuo non é ottenibile in pra-
tica; anche analizzando i dati dopo ogni singola risposta non si impedisce a
Vi di crescere a piccoli salti. Inoltre svolgere le indagini a determinati istanti
di tempo rende difficile controllare i valori della statistica test nell’intervallo
tra un’analisi e 'altra. Per applicare quindi vincoli continui ad esperimen-
ti che di fatto sono discreti, Whitehead e Stratton (1983) hanno adattato i
test continui ad un monitoraggio discreto, utilizzando un risultato di Sieg-
mund (1979). Tali aggiustamenti, come si puo vedere in Figura 3.1 vengono

chiamati ad albero di Natale per via della loro forma.

Sostanzialmente le soglie del test originale vengono portate verso I'inter-
no per un ammontare pari a 0.583\/—(‘/;€ — Vi—1) ad ogni analisi. Quindi pit
é elevata la differenza tra le informazioni di due analisi successive, maggio-

re sara l'aggiustamento necessario. Percio, per una generica successione di
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12
10

0 5 10 i 20 25

Figura 3.1: Test triangolare singolo disegnato nel piano (V,S). Le due linee conti-
nue rappresentano le due barriere, e quelle tratteggiate rappresentano
la correzione ad albero di Natale. All'interno & disegnato un esempio
di sample path ossia di valori che puo assumere la statistica .S ad ogni
analisi. Fonte: http://www.sciencedirect.com.

(V4,...,Vk) le barriere diventano

2 1 )
Uk = g 10g<£> — 0583\/ ‘/k - Vk_l + Z—le,

Iy, = 2 log(i) + 0.583v/ Vi — Vi1 + Evk
) 2a0 4
La costante 0.583 é una correzione di continuita e deriva da calcoli approssi-
mati sviluppati in Siegmund (1985). Nel caso in cui si utilizzi la correzione
di continuita, le soglie vengono avvicinate tra loro, e il valore massimo di
Vi diminuisce. Se si considerano analisi effettuate a livelli di informazioni

equidistanti, con Vi = V4., U'intervallo tra le informazioni é pari a V., / K,

e Vi = (k/K)Vjpae. 1l livello di informazione massimo, V4., utilizzando la
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correzione di continuita verra calcolato come punto di incontro tra le rette

k Vmaac
U = @+ ¢ — Ve — 0.583
K K
L (3.2)
Vmaa}
Iy = —a—l—SCEVmM + 0.583 i
Poiché le barriere si incontrano per ux = lg, risolvendo un’equazione di
secondo grado si ottiene:
4 % 0.5832 2% 0.583]% 1
Ve = —— + 16ac — 3.3
max |: K + ac \/E :| 16 52 ( )

dove V¢

. indica il nuovo valore di V,,,, calcolato utilizzando la correzione

di continuita. Il valore di V¢ __ risultera inferiore rispetto a quello calcolato

max

senza la correzione di continuita V., = a/c.

3.3 Test triangolare inverso e triangolare
doppio

Per avere maggiore e predeterminata potenza nell’indagare sull’inferiorita di
un trattamento si utilizza il test triangolare inverso. Un test di questo tipo
verifica l'ipotesi nulla Hy : § = 0 contro 'alternativa H; : 6 < 0. I vincoli
imposti per soddisfare i requisiti di potenza in un test di questo tipo sono
C(-=0)=1—p0FeC(0) = a/2. Questo test ¢ utilizzato quando I'ipotesti
alternativa di superioritd non ¢ di interesse. Le barriere sono esattamente
I'opposto di quelle del test triangolare singolo con ipotesi alternativa 6 > 0,
cio¢ u, = —l e I}, = —uy. La regola di arresto viene applicata in modo
speculare a quella del test singolo visto in precedenza.

Un test triangolare doppio consiste nella combinazione di un test trian-
golare con uno triangolare inverso, la zona di continuazione ¢ definita da 4
barriere, wug, I, u), l,. E utilizzato quando si vuole verificare un’ipotesi con

alternativa bilaterale del tipo H; : # = +0. Diversamente da quello singolo,



3.3 Test triangolare inverso e triangolare doppio 51

Experimental
significantly betler

-
v G = ~
S e
e No_significant
I difference
e i .
_ b —_

Experimental -
significanily worse

Figura 3.2: Test triangolare doppio disegnato sul piano (V,.S). Fonte: Whitehead
(1997, Figura 4.26).

il test triangolare doppio richiede C'(0) = a e CT(§) = C~(0) =1 — (. Esso
infatti desidera avere una predefinita potenza nell’individuare sia inferiorita

che superiorita del trattamento sperimentale.

Il test triangolare doppio continua finché non si raggiunge una delle tre
regioni di arresto comune ad entrambi i test. Le tre regioni di arresto porgo-
no evidenza in favore di superiorita del trattamento sperimentale se Sy > wuy,
inferiorita del trattamento sperimentale se Sy < [ e uguaglianza dei due
trattamenti se [, > S > wuj, come mostrato in Figura 3.2. L’ultima disu-
guaglianza puo essere verificata solo dal punto in cui le barriere uj, e dj, si
incrociano, in poi. In assenza di uno dei tre casi il test continua fincheé le

soglie non si incontrano, cioé fino al raggiungimento di V4.
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3.4 Analisi dell’esperimento

Una volta concluso I'esperimento, é possibile confrontare i risultati ottenuti

con quelli di altri test, e valutare la credibilita del risultato ottenuto.

E interessante notare che in un test a campione fisso I'informazione neces-
saria per condurre I'esperimento ¢ un valore fisso determinato dai requisiti
di potenza e dal valore di 0. In un test triangolare non si pud sapere in
via preventiva quale sia il livello di informazione necessario per concludere
I’esperimento, dato che non si pud prevedere in quale analisi si verifichi la
regola d’arresto. Si conosce solamente V... che rappresenta il livello di infor-
mazione necessario nel caso peggiore, ossia quando si prosegue fino all’ultima
analisi. Si definisce quindi V*, il valore dell’informazione al momento della
conclusione 'esperimento, ed é una variabile casuale con massimo nel punto
Vinaz- Ci si attende che in un test sequenziale, la quantita di informazio-
ne utilizzata per concludere I'esperimento sia inferiore a quella di un test a
campione fisso. Essendo V* una variabile casuale, é possibile derivarne la

distribuzione, calcolarne il valore atteso, la mediana e i percentili.

Per avere un’idea di come derivare la distribuzione di V* si definiscano

fi=P(Sk € (lp,u),k=0,...,(i—1) e S; < ;|0 = 0)

con ¢ =1,..., K, ipotizzando Sy = 0, l[p = —00 e ug = co. La quantita f;
definisce la probabilita di arrestare I'esperimento dopo aver violato la soglia
inferiore all’i-esima analisi e non prima e il valore di (h;—g;) é la probabilita di
arrestare ’esperimento dopo aver violato la soglia superiore all’i-esima analisi
e non prima. Il valore atteso dell’informazione V* al termine dell’esperimento

¢ dato da:

EVS)=(fi+h—g)Vi+ -+ (fx + hx — 9x) Vi
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Dalle stesse probabilita si puo ricavare anche la mediana, MED(V*;0),
definita da
P(V* < MED(V*;6);60) = 0.5.

In modo analogo si possono calcolare i percentili. Per approfondimenti sul
calcolo della distribuzione di V*, si veda Whitehead (1997, Paragrafo 4.11.2).

Quando un esperimento sequenziale viene concluso, si ha evidenza in
favore di una delle due ipotesi. E possibile avere ulteriore riprova dell’evi-
denza che I'esperimento sostiene, esprimendo i risultati in termini di livello
di significativita osservata, stime puntuali e intervalli di confidenza. L’inter-
pretazione di tali misure ¢ la stessa adottata per i test a campione fisso, ma
nell’ambito degli esperimenti sequenziali non esiste un unico approccio per
calcolarli. Sono stati proposti vari metodi, che possono portare ad ottenere

risultati differenti a partire dallo stesso insieme di dati.

Di seguito tali quantita verranno esposte facendo riferimento alle defini-
zioni di Whitehead (1997, Paragrafi 5.2-5.3). La funzione p-value, P(6) ¢é
definita come la probabilita, quando il valore del parametro é 6, di ottene-
re evidenza in favore dell’ipotesi di superiorita del trattamento sperimentale
forte quanto quella ottenuta con l'insieme di dati osservati o piu forte. Per
calcolare tale funzione é richiesto quindi un metodo che consenta di confron-
tare e ordinare tutte le possibili realizzazioni dell’esperimento. I.’approccio
convenzionale utilizza 'ordinamento di Fairbanks e Madsen (1982). In base a
questo ordinamento, un esperimento che termina con le statistiche (s(l), U(l))
fornisce maggiore evidenza di un esperimento che termina con (s, v®) se
s > 5@ ey = 9@ o se sV supera la barriera superiore, e vt < v
oppure se s supera la barriera inferiore, e vV > v . Ad esempio, si sup-
ponga di condurre un esperimento con K = 2 analisi con valori finali delle

statistiche (s*,v*). Se v* = 1} allora:

P(f) = P(Sy > s*) = 1 — &{(b" — 011)/\/V4}
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mentre se v* =V,

P(0) =P(S1 > w1 0 {S1 € (li,w1) e Sp > b*})
—uy// Vi 4+ 0 V1) + ®o(=1y )/ Vi + O/ Vi, —(b* — OVa) /\/Va, p)
— Oy(—ur [/ Vi + 03/ Vi, = (bx —015)/ vm,

Una volta definita la funzione p-value ¢ possibile calcolare il livello di signi-

ficativita per un test con alternativa unilaterale:
p+ =P(0)
e per un test con alternativa bilaterale:
p=2min {P(0),1 —P(0)}.

La funzione p-value ¢ utilizzata come informazione aggiuntiva sui risultati
ottenuti con un esperimento sequenziale. La conclusione di superiorita del
trattamento sperimentale é supportata se si ottiene P(0) < «a. Viceversa,
P(0) > 1 — « é a sostegno dellipotesi di inferiorita del trattamento speri-
mentale. Tramite la funzione p-value ¢é inoltre possibile definire intervalli di
confidenza per 6. Ad esempio, si definiscano 0y, e 0y tali che P(6;) = 0.025 e
P(0y) = 0.975. Allora, P(8 < 0,(D)) =0.025 ¢ P(0 < 0y(D)) = 0.975. Ne
segue che P(0,(D) < 0 < 0,(D)) = 0.95, (cfr. Whitehead 1997, Paragrafo
5.2) dove A(D) ¢ una variabile casuale che rappresenta il valore di 6 rispetto a
un potenziale dataset, D. Percio (0, 0y ), calcolati utilizzando i dati osservati

formano un intervallo di confidenza di livello 95% per 0.

Esempio: Test triangolare con risposte binarie

Quando le risposte dei pazienti possono assumere solo due valori, siamo nel
caso di risposte binarie. Solitamente uno dei due valori é rappresentativo di
un “successo” e l'altro di un “insuccesso”, come per esempio il manifestarsi

o meno di effetti collaterali. Si supponga di analizzare risposte indipendenti
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provenienti da pazienti trattati con un trattamento sperimentale e con uno
di controllo. Le risposte provengono dalle variabili casuali X ~ Bin(mk, pc)
e Y ~ Bin(mk, pg), in riferimento al trattamento di controllo e sperimentale
rispettivamente. Si supponga di svolgere la k-esima analisi, e quindi di avere
a disposizione 2mk risposte osservate.

In generale, negli esperimenti comparativi, si hanno osservazioni prove-
nienti da due diverse densita, ovvero f(x;11,m) e f(x;19,7n) dove n & un
parametro di disturbo comune ignoto. Il parametro di interesse puo esse-
re ad esempio 0 = %(@/)1 — 1hy) e i parametri di disturbo sono ad esempio
¢ = 1(¢1 + 1) ed 7.

In questo esempio 1 non € presente, e il parametro di disturbo deriva
dalla riparametrizzazione utilizzata per esplicitare € e viene indicato con .
Il parametro di interesse che si desidera utilizzare per misurare la differenza

tra i due trattamenti ¢ il log odds ratio:

1—
9:log{p—s< pc)}'
pc(l —ps)
Si noti che il suo valore é nullo sotto I'ipotesi nulla di uguaglianza dei due

trattamenti.

Si riparametrizza il modello utilizzando ¥y = 2log{pg(l — pr)} e s =
2log{pc(1 — pc)} in modo che

ezlog{w} o )\zlog{( PEpC }

pc(l —pE) 1 —pc)(1 - pE)

Il parametro di disturbo & .

La log verosimiglianza per il modello utilizzato per il trattamento speri-

mentale utilizzando i dati fino all’analisi £ é:

l(pe) = yrlog pg + (mk — yi) log(pg), oppure

1
l(thr) = §¢1yk — mklog(1 + /%),

La log verosimiglianza congiunta, utilizzando la riparmetrizzazione in ), e
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1y diventa
1 1y 1 1y
L1, 1) = §¢1yk —mklog(l +e2") + 5%9% — mklog(1 +e2"?).

Sapendo che ¥; = A\+6 e 1) = A—0 é possibile ottenere la log verosimiglianza

in funzione dei parametri di interesse e di disturbo:
1 1
10, ) = Sye(A+0) —mk 10g(1+61/2(’\+0))—|—§xk(/\—6’)—mk log(1+e!/23=0))

Si puo quindi procedere al calcolo di Sy, = (0, S\g)k)) fissando A pari a j\ék),
e si ottiene:

— X
Sk:yk2 k‘

Per il calcolo di I, dato che si sta considerando il caso multiparametrico,

si utilizza la formula:

Iy = —{1%(0, Ay}

= 1a0(0.78%) = L (0, 5 HIn 0. 58} {1 (0. 48y

_ (g + yr)(2mk — x) — yi)
8mk

Una volta ottenut Sy e V}, si possono derivare le barriere

1 1
=Zlog( = )+-01
Uk 5 og<a>+45 k

dove ¢ é il valore del parametro di interesse sotto I'ipotesi alternativa. Le

barriere assumono questa forma ipotizzando %a = [ e monitoraggio continuo.



Capitolo 4

Estensione del test di Whitehead

4.1 Introduzione

L’idea alla base di questo lavoro é applicare i metodi asintotici di verosimi-
glianza di ordine superiore al test di Whitehead per esperimenti comparativi.
Tale applicazione ¢ suggerita dal fatto che il test triangolare utilizza quan-
tita basate sulla verosimiglianza e sfrutta ’approssimazione normale per la
distribuzione della score. Whitehead (1997, Paragrafo 3.9) suggerisce la pos-
sibilita di utilizzare la versione log rapporto di verosimiglianza in luogo della
statistica score (Whitehead, 1997, Paragrafo 3.9.1) e di ricorrere a trasfor-
mazioni normalizzate per migliorare I’approssimazione normale (Whitehead,
1997, Paragrafo 3.9.4).

Nel Paragrafo 2 di questo capitolo verranno introdotti i metodi asintotici
di ordine superiore basandosi sui volumi di Pace e Salvan (1996) e Severini
(2000). Nei Paragrafi 3 e 4 verra spiegata l'intuizione alla base del lavo-
ro svolto, i risultati attesi e 'organizzazione della ricerca per verificarli. I

risultati ottenuti saranno esposti nel Paragrafo 5.
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4.2 I metodi asintotici di ordine superiore

La teoria asintotica di ordine superiore si basa su risultati relativamente
recenti, successivi al 1980. Come indicato dal nome, i metodi di ordine supe-
riore permettono di ottenere approssimazioni asintotiche per le quantita di
verosimiglianza con errore asintotico pit piccolo rispetto alle approssimazio-
ni del primo ordine. Pertanto, tali metodi consentono di raffinare alcuni dei

risultati del primo ordine.

Si consideri un modello statistico parametrico regolare con generico pa-
rametro ¢ € ¥ C RP. Si indichi con s(z) la statistica sufficiente minimale
di tale modello e si supponga che possa essere rappresentata in funzione di
(@E, a), dove a é una statistica ancillare, ossia con distribuzione indipendente
da 1 e tale che la relazione che lega s(z) e (1), a) sia biunivoca. In questo caso
la funzione di log verosimiglianza, (1)), puo essere riscritta come [(¢; 0, a),
per enfatizzare il fatto che é funzione dei dati tramite la statistica sufficiente

(1), a), oltre che del parametro 1.

I metodi asintotici di ordine superiore basano molti dei loro risultati sull’u-
tilizzo di un’approssimazione della densita dello stimatore di massima verosi-
miglianza condizionata alla statistica ancillare a, altimenti chiamata formula
p* di Barndorff-Nielsen (1980, 1983).

La formula p* ha la seguente espressione:

(5 ¢la) = e(, a)lj(ds &, @) exp{l(vs4),a) = 1, a)} (4.1)

con c(1, a) costante di normalizzazione. In generale, p* approssima la densita

condizionata esatta di ¢|a con errore di ordine O(n=3/2), cioé:

~

Pgaca (Wi, @) = p* (s la){1 + O(n~ )},

*

Nel caso di famiglie di posizione e scala, con ¢) = (i,0)eda= (ar,...,a,), p
da esattamente la distribuzione di @Z|a ove a ¢ la statistica di configurazione,

con a; = (y; — 1)/, i = 1,...,n. Altri casi di esattezza non verranno qui
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trattati. Per approfondimenti si rimanda a Pace e Salvan (1996, Paragrafo
11.2) e Severini (2000, Paragrafi 6.3, 6.6.5).

4.2.1 Versioni modificate di Z e Z,

Tramite I'utilizzo della formula p* é possibile modificare alcune quantita cal-
colate con i metodi asintotici del primo ordine allo scopo di ottenere risultati
di approssimazione piu accurati. Tali perfezionamenti riguardano in parti-
colare le distribuzioni nulle di W, W,, W, e Z, definiti nel Paragrafo 2.2.1,
anche nelle analoghe versioni per modelli con parametri di disturbo. In que-
sto paragrafo ci si concentrera solamente sulla versione modificata di Z e
Zp. Verra utilizzato il concetto di ordine di una successione, indicato con
il simbolo O(+) nel caso deterministico e con O,(-) nel caso stocastico (cfr.
Pace e Salvan, 1997, Paragrafo 3.4.1).

Si consideri innanzitutto la seguente trasformazione per una variabile ca-
suale con distribuzione approssimata normale, X, con errore O,(1) e densita

della forma
ch(z/v/m)() (4.2)

dove h ¢ di ordine O(1), h(0) = 1 e ¢ ¢ una costante del tipo ¢ = 1 +
O(n™'). E possibile dimostrare (cfr. Severini, 2000, Paragrafo 7.2) che una

trasformazione di X ¢é data da:

.o logh(X/vi)
X —X—T.

La variabile casuale X* ha distribuzione normale standard con errore di

ordine O,(n=%/?).

Si consideri quindi il test log rapporto di verosimiglianza, Z, nel caso

monoparametrico:

Z = sgn(db — )2(1(¢) — 1)}/,
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[’approssimazione p* é data da

c () exp{l(v) — 1)}
dove I(v) = 1(¢; 0, a) é visto come funzione di ¥ per a fissata, e ¢ puo essere
scritto come ¢ = ¢/v/2m con ¢ =1+ O(n™!'). Si noti che

L2 = 10d) ~ 1) (43)

percio la densita di Z puo essere approssimata da

o

ciien{ L2

dove j(1)) ¢ visto come una funzione di z. Utilizzando la (4.3), ed indicando
con lw() la derivata prima della log verosimiglianza, rispetto alla stima di

massima verosimiglianza di v, segue che:

0z
o)

= Ly(0) = Ly();

percio

|8z‘ - )l(w)!

Un’ulteriore approssimazione per la densita di Z, considerando ¢ come fun-
zione di z é quindi

J(@E)l/QIZI
15 () = 1;(¥)]

con ¢ =1+ O(n~1). Sinota che questa approssimazione ¢ della forma (4.2)

¢(2)

con

] (ki
=) Lp () = L ()]

e h(0) = 1, essendo che z = 0 corrisponde a ¢ = ). La versione modificata
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di Z pertanto é data da
. 1
7" =7+ Elog(U/Z),

U =)Ly () = Ly ()},

Il test Z* ha distribuzione N(0,1) con errore di ordine O,(n~%/2). 11 segno

di U ¢ lo stesso di Z percio U/Z non puo essere negativo.

Nel caso in cui il parametro complessivo sia suddiviso in due blocchi di
componenti, (0, ), indicative rispettivamente del parametro scalare di in-
teresse e di quello di disturbo di dimensione p — 1, é possibile calcolare la
versione modificata di Z,, avente distribuzione nulla N(0,1) con ordine di
errore Op(n*3/2). I passaggi svolti per ottenere tale quantita si possono tro-
vare in Severini (2000, Paragrafo 7.4). Assumendo che la statistica sufficien-
te minimale sia esprimibile nella forma (é, 5\, a) con a ancillare, la versione
modificata di Z, é:

. 1
Zy = Zp+ Z log(U,/Z,) (4.4)

con A )
Ly(¥) — ZA;Q;(%)
l,\;J, (1/19>

dove ](@@) ¢ la matrice di informazione osservata per 1 calcolata in ) = (é, 5\),
)

p

/ (U@ Y252, (45

jAA(@Eg ¢ il blocco (A, A) della matrice di informazione osservata calcolato in

o = (0, Ne) lw(iﬁe) = 31;1;(1&9)/5”\.

La teoria suggerisce pertanto che sostituire una quantita calcolata con
metodi asintotici del primo ordine, con il suo equivalente calcolato con metodi
asintotici di ordine superiore, consente di ridurre ’errore di approssimazione.
Ad esempio, sostituendo la statistica Z, con il suo equivalente Z;, I'errore
di approssimazione utilizzando la distribuzione normale passa da O,(n~'/2)
a O,(n=%/?).
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4.3 L’idea di base

Essendo il test di Whitehead basato sull’approssimazione normale per la
distribuzione della score, & possibile che i risultati ottenuti non siano molto
accurati soprattutto nel caso di piccoli campioni. A tal proposito si noti che
in base alla teoria, la convergenza di Z7 alla propria distribuzione asintotica
é piu veloce di quanto accade per i test che utilizzano la teoria asintotica
del primo ordine. Si é pensato quindi di modificare il test di Whitehead, in
modo da renderlo pitt preciso nei casi in cui si hanno a disposizione poche
osservazioni.

Il ragionamento parte dal fatto che il test di Whitehead utilizza la stati-
stica Si(0) = Zyp i/ Vi(0) calcolata in € = 0 e che le statistiche Z, e Z,, sono
equivalenti a livello asintotico. Si ha quindi che una sostituzione della statisti-
ca Si(0) con Z, 1/ Vi(0) non provoca variazioni a livello asintotico, dato che
entrambe le quantita hanno distribuzione asintotica nulla N(0, V4(0)). Tale
equivalenza ¢ sostenuta anche da Whitehead (1997, p. 60). E possibile inoltre
sostituire ulteriormente Zp,k\/m con la sua forma equivalente Z; \/m,
calcolata in € = 0, che si ritiene possa fornire una migliore approssimazione
asintotica e ha distribuzione asintotica N (0, Vi (0)). Dall’ultima sostituzione
ci si attende una maggior accuratezza dei risultati, particolarmente in ca-
so di bassa numerosita campionaria. Se questo fosse verificato, per piccoli
campioni, il test di Whitehead modificato sarebbe migliore di quello classico.

Si desidera quindi verificare se la sostituzione di Sx(6) con Z,\/Vi(0)

produce effettivamente i miglioramenti attesi.

4.4 Struttura della ricerca

Per provare la validita dell’intuizione del paragrafo precedente, si sono utiliz-
zate simulazioni Monte Carlo con 50000 replicazioni. Avvalendosi del Soft-
ware R (R Development Core Team, 2012) e prendendo come riferimento
di confronto Whitehead (1997), é stato applicato il test triangolare in tre

differenti versioni. La prima utilizza come statistica test quella scelta da
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Whitehead, cioé Si(0), la seconda utilizza Z,;+/Vi(0) e la terza utilizza
Zr e/ Vi(0), tutte calcolate in ¢ = 0.

Per confrontare tra loro i tre tipi test, sono stati stimati, per ognuno, la
probabilita di errore di I tipo dell’esperimento nel suo complesso e il valore
atteso dell’informazione osservata necessaria per arrivare ad una conclusio-
ne, F(V*). Da quest’ultimo, tramite l'espressione di V., si puod derivare il
valore atteso della numerosita campionaria necessaria per concludere ’espe-
rimento, E(mk*). Questo valore viene poi espresso come percentuale rispetto
alla numerosita campionaria necessaria di un test a numerosita campionaria
fissata per verificare le stesse ipotesi con le stesse probabilita di errore dil e
IT tipo, e verra denotato con il simbolo E(mk*)g. La probabilita di errore di
I tipo, & viene utilizzata come indice della bonta dell’approssimazione. Piu
il valore di & é vicino al suo valore nominale, «, piu il metodo é preciso.
Il valore di E(mk*)y ¢ invece indice dell’efficacia di un metodo sequenzia-
le in termini di riduzione della numerosita campionaria rispetto ad un test
a numerosita campionaria fissata. A parita di precisione, viene considerato

preferibile il test che minimizza E(mk*)y stimato.

Le assunzioni fatte per replicare il test triangolare sono le seguenti. Si
hanno a disposizione due gruppi di osservazioni indipendenti provenienti da
pazienti assegnati a due differenti trattamenti: x1,..., Tk € Y1,. .., Yk CON
generica distribuzione f(z;0c,\) e f(y;0g,A). 1l pedice C, viene utilizzato
per contraddistinguere il modello utilizzato per il trattamento di controllo,
mentre il pedice E viene utilizzato per il trattamento sperimentale. In en-
trambi i modelli il vettore di parametri ¢ suddiviso in una componente di
interesse scalare, 6 0 0g, e una di disturbo comune ad entrambi, \. Si desi-
dera verificare I'uguaglianza tra i due trattamenti, ovvero tra i due modelli.
Si definisce quindi il parametro scalare # che é una riparametrizzazione dei

due parametri 6c e 0, tale che valga 0 quando 0g = 6.

L’ipotesi nulla di uguaglianza dei due trattamenti viene verificata sia nel
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caso di alternativa bilaterale che nel caso di alternativa unilaterale, ossia:

Hy:0=0 contro Hi:0#0 e
Hy:0=0 contro H,:0>0.

Nel primo caso viene utilizzato un test triangolare singolo, mentre nel secondo
caso un test triangolare doppio. A tal proposito si ricorda che per un test
triangolare singolo si impone C(0) = C*(0) = /2 e per un test triangolare
doppio C'(0) = C*(0) + C~(0) = a, dove C(0) ¢é la probabilita di rifiutare
Iipotesi nulla quando questa é vera. Il livello di significativita scelto ¢ o =
0.05 e la potenza = «/2 = 0.025.

Sono stati considerati esperimenti con K analisi, ognuna svolta al rag-
giungimento di m osservazioni aggiuntive per ogni campione. Le analisi sono
quindi equispaziate. La numerosita campionaria per la k-esima analisi é 2mk,
e la numerosita campionaria totale dell’esperimento é 2mK. Si é scelto di
confrontare i tre test per diverse numerosita campionarie totali, variando il
valore di K e di m. Per K sono stati scelti i valori 2, 4 ,6, 8 e per m i valori
5, 10, 15, 20, 50.

In fase di progettazione dell’esperimento la prima cosa da fare é definire
le soglie, ossia calcolare i valori di a e ¢, e definire il valore dell’informazione
attesa massima, V,,,,. Normalmente in base a V,,,, viene definita anche la
numerosita campionaria massima, e quindi m e K. Nel nostro caso pero, si
vuole imporre una bassa numerosita campionaria, percio i valori di m e K
sono definiti a priori. Ne segue che il valore di § verra imposto dalla scelta
della numerosita campionaria totale, ossia: viene calcolato il valore di Vi,
sotto Hy utilizzando come numero di osservazioni il numero massimo di os-
servazioni disponibili per un campione, mK; si impone che V,,,, corrisponda

al vertice del triangolo, cioé al punto d’incontro delle barriere:

8 1
Vma:): = 5_2 10g< ) (46)

(%

e 'unica quantita ignota é 0 che viene quindi definita tramite quest’equazione.
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 possibile ora calcolare le costanti a e ¢ utilizzando le formule (3.1).

Il passo successivo ¢ quello di considerare la correzione di continuita del-
le soglie, che ha leffetto di ridurre 'informazione massima necessaria per
I'esperimento. Viene quindi calcolata tramite la (3.3) I'informazione massi-
ma che verra effettivamente utilizzata. Si noti che la correzione del valore
dell'informazione massima, comporta anche una correzione nella numerosita
campionaria totale 2mK. Si é deciso di seguire 'approccio indicato da Jen-
nison (2000, Paragrafo 4.5), ossia di mantenere inalterato il valore di K e di
modificare il valore di m. Per via della correzione di continuita, quindi, il
valore di m effettivamente utilizzato sara inferiore a quello definito inizial-
mente. Tale riduzione non influisce in termini di confrontabilita tra i metodi

dato che ¢ uguale per tutti e tre i test.

4.5 Modelli e simulazioni

Sono stati considerati due modelli, uno per dati continui e uno per dati
discreti. Per i dati continui é stata utilizzata la distribuzione normale con
varianza ignota, mentre per i dati discreti é stata utilizzata la distribuzione

binomiale, in due alternative contraddistinte da diversi parametri di interesse.

4.5.1 Il modello normale con varianza ignota

In questo esempio, vengono considerati dati normali generati dalle variabili
casuali Xy ~ N(uc,0?) e Yy ~ N(ug,0?) con parametri ignoti. Le osserva-
zioni provenienti dalle due variabili casuali hanno uguale numerosita. Come
parametro di interesse 6 = ug — e e il parametro di disturbo é stato posto
A = (uc,0?). Per non appesantire la notazione, dato che i parametri di
disturbo non sono stati sottoposti a nessuna riparametrizzazione, vengono

denotati di seguito con il loro simbolo originale e non con il simbolo .
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La funzione di log verosimiglianza congiunta, per k. =1,..., K, é

1O, e, 0%z, yp) = —mk10g02— { s, 4S5 —0—po)*+(Tr—pco)?}

dove 52 = Z;nkl(ym y2)/mk, x) e y; sono le osservazioni campionarie
riferite alla k-esima analisi e Z; e g, sono le medie campionarie calcolate
alla k-esima analisi. In questo caso il parametro generale ¢» = (6,\) ha
dimensione p = 3. Le stime di massima verosimiglianza dei parametri so-
no 6% = g — 3, & = z,, 620 = (s2, +53.)/2, e le stime di massi-

ma verosimiglianza vincolate, sotto Hy : 8§ = 0, sono [Lgf%) = (Up + 71)/2 e

Go ™ = = (57, +52.)/24 (I — Tk)/2)*. Per questo modello 'informazione par-
ziale attesa calcolata in corrispondenza del numero massimo di osservazioni
& Vinaz = mK/(2A2(k ). Tale valore pero dipende dall’insieme totale dei dati
e quindi non é possibile calcolarlo in fase di progettazione dell’esperimento.
Questo impedisce di procedere oltre dato che V,,,, rappresenta il punto di
partenza per calcolare le barriere e quindi per definire le altre quantita neces-
sarie all’esperimento. Il parametro di interesse 0 = ug — uc in effetti viene
sconsigliato da Whitehead (1997, Paragrafo 3.9.4), anche nel caso di varian-
za nota. Inoltre, tramite simulazioni, Facey (1992) dimostra che le proprieta
di test sequenziali per dati normali basati su § = up — pe non sono vicini
alle previsioni teoriche. Si é quindi deciso di utilizzare come parametro di
interesse quello consigliato da Whitehead (1997), cioé 0 = (up — pc)/o. 1
parametri di disturbo sono uguali a quelli del caso precedente: uc e o2, La

funzione di log verosimiglianza congiunta, per k =1,..., K, é
10, e, 0%z, yp) = —mk?logUQ— { s2 +s2 )+ (=00 —pc)*+(Tr—pc)’

Le stime di massima verosimiglianza dei parametri sono %) = (g, —z,) /6
~ (k .

/~L(o) = T, g2k = (35
vincolate a § = 0 sono ﬂg% = (G + T)/2 e 62" = (55, +52)/2 4+ ((x —

71)/2)?. L’informazione di parziale attesa ¢ V, = mk/2 e, calcolata per il

.+ 52.)/2, e le stime di massima verosimiglianza

numero massimo di osservazioni diventa V., = mK /2. Risolvendo poi la
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(4.6) ¢ possibile trovare il valore di § che andra sostituito nelle (3.1) per
determinare le costanti a e c¢. Una volta trovati i valori di a e ¢ ¢ possibile

tramite la (3.3) trovare il valore di V¢ . Mantenendo inalterato il valore di

max-*

K, e imponendo V¢ . = mI/2, ¢ possibile trovare quale sara il valore di
m effettivamente utilizzato. Una volta definite le barriere, si puo condurre
I'esperimento. Vengono generati mK dati per entrambi i trattamenti da una
distribuzione normale, X ~ N(uc,0%) e Y ~ N(ug,0?) con 6% = 4. Al fine
di calcolare & entrambi i campioni vengono generati sotto I'ipotesi nulla di
uguaglianza, percio ug = puc = 0.
I valori delle quantita utilizzate sono

S, = mk(Jx — Tk)

25

1 = 4 )\2
kaﬂ#@‘(--%)
2 166,

Zpy = Sgn(é(k))\/ 2mk log(ag ™ /621).

Per calcolare Z7 ; viene utilizzata la log verosimiglianza riscritta in modo da
essere funzione dei dati tramite le stime di massima verosimiglianza. Per

ogni k=1,..., K, ha la forma

Ay (B mk , . 52k g2 (k) A
10,050, 57) = —mbogr + 7 (%) — T
— iR 5E 4 4R Wg 4 4R 60 4 4 1P hg
0202
~(k
+208 e — 5 He = nebo).

Utilizzando la (4.5) si ottiene la matrice al numeratore di U,

mka2®H®) 0 mk  mk
262 EICH 52
mko®) 2mk mkO®)
G20 520 2y erm |
mk
0 0 S
a,

0
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~

la matrice j,\,\,k;(%)

2mk
=m
90
0 mk |’
i@
e la matrice jj,(¢))
I mk mkO®
" 5®) 262(8)
mk 2mk mkO*)
o (k) 52 (k) 2(52(#))3/2
mkO® mkO® mk 62 *)
2620 2(62(M)32  5AK) (1+ 4 )
Si ottiene quindi )
I mké?®0(k)
7k = T o(k) ——
52 omk

e tramite la (4.4) é possibile calcolare Z7, .

Si procede poi a verificare se la regola di arresto é verificata. Nel caso in
cui la statistica S, non sia all’interno della zona di continuazione, 'esperi-
mento termina, altrimenti si ripete il procedimento utilizzando ulteriori 2m
osservazioni. Se si arriva fino alla K-esima analisi, I’esperimento termina, e
per costruzione ci sard evidenza empirica in favore dell’ipotesi nulla o del-
I’alternativa. Una volta terminato I'esperimento, viene annotato tramite un
contatore se l'ipotesi nulla é stata rifiutata. In questo modo, dividendo il
valore finale del contatore per le 50000 replicazioni, é possibile ottenere una
stima di & per 'esperimento nel suo complesso. Memorizzando inoltre in un
vettore il numero k al quale termina ogni esperimento, ¢ possibile ottenere
la distribuzione di £*, si veda ad esempio la Figura 4.1. Facendo la media di
tutti i valori di £* e moltiplicandolo per il valore di m utilizzato si ottiene la
stima di F(mk*). Nel caso di test bilaterale, il numero di volte in cui viene
rifiutata I'ipotesi nulla per superiorita o inferiorita del trattamento sperimen-
tale vengono memorizzati in due contatori diversi e il numero totale di rifiuti

¢ dato dalla loro somma. In questo modo é possibile verificare se I'errore di
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Figura 4.1: Distribuzione delle frequenze di k* per le statistiche Sy, Z, v/ Vi e
Z;,k Vi, ottenuta con un test triangolare singolo con K=6, m=10,
50000 replicazioni e osservazioni generate da N(0,4).

primo tipo é simmetrico, cioé CT(0) = C~(0) = a/2.

Lo stesso procedimento viene utilizzato per gli altri due test.

I risultati ottenuti dalle simulazioni sono riportati nelle Tabelle 4.1 e
4.2. L’errore di simulazione sul calcolo della probabilita di errore di primo
tipo & stimato pari a 0.00097. Per calcolare E(mk*)y ¢ stata utilizzata la
numerosita campionaria necessaria per un test a numerosita campionaria
fissata unilaterale ossia

(@11 —a) + 0~L(1 — B))2202
ng1 = 52

e nel caso di test bilaterale si utilizza ny, che si ottiene sostituendo «/2 al

posto di « nella formula di ny ;.

Dalle tabelle si nota che in generale, per i tre test, al crescere della nu-
merosita campionaria, i valori di & convergono al loro valore nominale (che &
0.025 nel caso di test unilaterale e 0.05 nel caso di test bilaterale). A parita
di numero di osservazioni disponibili, mK, ad esempio con K =2 e m = 20
ocon K =4 em = 10, il valore stimato di F(mk*)y é decrescente al crescere
del numero di analisi K. Inoltre il valore di F(mk*)y tende a decrescere al

crescere di mK.
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Confrontando i tre test tramite i dati riportati nelle tabelle si nota che
sia nel caso bilaterale che in quello unilaterale, per qualsiasi valore di K e
m, il test Z;,k V}. restituisce valori di & piu vicini al suo valore nominale. I
valori di & riferiti ai test Sy e Z, xv/ Vi sono molto simili tra loro. La nume-
rosita campionaria necessaria per concludere I’esperimento é sostanzialmente
la stessa per tutti e tre i test. E possibile concludere quindi che il test che

fornisce un’aprossimazione migliore ¢ Z7,v/Vj.

La Tabella 4.3 riporta le percentuali di errore di primo tipo per supe-

riorita e inferiorita del trattamento sperimentale conteggiate separatamente,

Tabella 4.1: Valori di & e numerosita campionaria attesa di un test triangolare
singolo nelle tre varianti per osservazioni nomali con varianza ignota. Osservazioni
generate da N(0,4), parametro di interesse (ug — pc)/o, 50000 simulazioni.

Errore di I tipo E(mk*)y
St ZprVVi Z;,k\/vk: St ZpiVVi Z;,k\/vk
K =2 m=5 0.043 0.045 0.032 76.9 76.4 76.4
10 0.034 0.034 0.028 81.6 81.6 81.2
15 0.031 0.032 0.028 78.8 78.8 78.6
20 0.030 0.030 0.027 80.6 80.6 80.4
50 0.029 0.029 0.028 79.9 79.9 79.8
K=4 m=5 0.032 0.034 0.028 68.6 68.4 70.0
10 0.029 0.029 0.026 69.7 69.7 70.2
15 0.027 0.027 0.025 70.2 70.2 70.5
20 0.027 0.027 0.025 70.1 70.1 70.2
50 0.026 0.026 0.025 70.6 70.6 70.6
K=6 m=5 0.030 0.031 0.027 68.7 68.6 69.3
10 0.026 0.026 0.025 67.9 67.9 68.2
15 0.028 0.028 0.026 67.6 67.6 67.8
20 0.026 0.026 0.025 67.5 67.5 67.7
50 0.027 0.027 0.026 67.6 67.6 67.7
K =8 m=5 0.028 0.029 0.025 65.8 65.8 66.0
10 0.026 0.026 0.025 65.8 65.8 65.9
15 0.026 0.026 0.025 65.95 65.5 65.6
20 0.026 0.026 0.025 65.6 65.6 65.7

o0 0.026 0.026 0.025 65.8 65.8 65.8
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in riferimeto al test triangolare doppio. Si puo osservare che i risultati sono
simmetrici, ossia la percentuale di rifiuto dell’ipotesi nulla per superiorita é

molto simile a quella di rifiuto per inferiorita.

4.5.2 Il modello binomiale con parametro di interesse
il log odds ratio

Si considerino dati binomiali generati dalle variabili casuali X ~ Bin(mk, pc)

e Yy ~ Bin(mk, pg), in riferimento al trattamento di controllo e sperimenta-

Tabella 4.2: Valori di & e numerosita campionaria attesa di un test triangolare
doppio nelle tre varianti per osservazioni nomali con varianza ignota. Osservazioni
generate da N(0,4), parametro di interesse (ug — pc)/o, 50000 simulazioni.

Errore di I tipo E(mk*)y,
Sk Zp,k\/vk Z k\/_ Sk Zp,k\/vk Z k\/_
K =2 m=5 0.083 0.088 0 063 88.5 88.1 87 3
10 0.064 0.065 0.053 83.0 83.0 82.4
15 0.057 0.057 0.050 81.6 81.6 81.1
20 0.058 0.058 0.053 81.8 81.7 81.4
50 0.058 0.058 0.056 80.9 80.9 80.8
K=4 m=5 0.063 0.067 0.054 79.5 79.2 79.0
10 0.059 0.060 0.053 78.1 78.1 77.9
15 0.057 0.058 0.053 77.6 77.6 775
20 0.055 0.055 0.052 77.2 77.2 77.1
50 0.052 0.052 0.050 76.5 76.5 76.4
K =6 m=5 0.060 0.061 0.052 76.8 76.7 76.6
10 0.057 0.058 0.054 76.0 76.0 75.9
15 0.055 0.055 0.052 75.8 75.8 5.7
20 0.052 0.052 0.051 75.4 75.4 75.4
50 0.056 0.056 0.055 75.8 75.8 75.8
K =8 m=5 0.058 0.059 0.053 73.9 73.9 73.8
10 0.053 0.053 0.050 73.1 73.1 73.0
15 0.051 0.051 0.049 72.9 72.9 72.9
20 0.053 0.053 0.051 72.7 72.7 2.7

20 0.052 0.052 0.051 72.6 72.6 72.6
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le rispettivamente, con parametri ignoti. Le osservazioni provenienti dai due
campioni hanno uguale numerosita campionaria. Una misura della differenza
tra i trattamenti potrebbe essere # = pp — po, ma di solito non viene uti-
lizzata (cfr. Whitehead 1997, Paragrafo 3.2). Si ¢ scelto quindi di utilizzare

come parametro di interesse il log odds ratio

]_ _
9 — log{pE( PC)}
pc(l —pp)
In questo modo € puo assumere valori nell'intervallo (—oo, c0) e 'approssi-

mazione Si(6) ~ N(0Vi(6), Vi(0)) é solitamente adeguata. Come parametro

Tabella 4.3: Suddivisione di & in probabilitd di rifiutare lipotesi nulla per
superiorita e per inferiorita per il test triangolare doppio.

S RVATA VAIRVATA
sup Qi f Osup Qi f Asup Qi f

K =2 m=5 0.0419 0.0415 0.0440 0.0441 0.0313 0.0315
10 0.0317 0.0327 0.0321 0.0332 0.0261 0.0274
15 0.0285 0.0284 0.0287 0.0286 0.0251 0.0250
20 0.0286 0.0296 0.0288 0.0297 0.0260 0.0269
50  0.0297 0.0281 0.0297 0.0281 0.0285 0.0272

K =4 m=5 0.0312 0.0320 0.0334 0.0339 0.0267 0.0269
10 0.029 0.0302 0.0292 0.0305 0.0259 0.0274
15 0.028 0.0293 0.028 0.0294 0.0259 0.0276
20 0.0276 0.0271 0.0277 0.0272 0.0263 0.0259
50 0.0257 0.0259 0.0258 0.0258 0.0253 0.0252

K =6 m=5 0.0302 0.0297 0.0307 0.0302 0.026 0.0257
10 0.0282 0.0293 0.0282 0.0294 0.0262 0.0275
15 0.0281 0.0271 0.0282 0.0272 0.0269 0.0256
20 0.0262 0.0262 0.0263 0.0263 0.0254 0.0255
50 0.0274 0.0282 0.0274 0.0282 0.0271 0.0278

K =2 m=5 0.0289 0.0293 0.0292 0.0296 0.0260 0.0267
10 0.0268 0.0265 0.0268 0.0266 0.0253 0.0251
15 0.0255 0.0257 0.0255 0.0257 0.0244 0.0248
20 0.0262 0.0266 0.0262 0.0267 0.0254 0.0261
50 0.0267 0.0251 0.0267 0.0251 0.0264 0.0249
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di disturbo si puo considerare

)\zlog((l _pZE)](?f—pc))

La log verosimiglianza congiunta dei due gruppi di osservazioni, utilizzando

la riparametrizzazione scelta, per k =1,..., K, é

1 1 _
1O, 2, yx) = §($k+yk))\+§(yk—xk)9—mk log(1+e#)—mk log(1+e¥).

Le stime di massima verosimiglianza dei parametri sono facilmente otte-

nibili sfruttando 1'equivarianza, con ﬁgf) = xp/mk e ;555)

= yx/mk, dove xy
e Y sono le osservazioni campionarie riferite alla k-esima analisi. La stima

del parametro di interesse vincolata a 6 =0 ¢ j\ék) = 2log((xr + yi)/(2mk —
Tk — Yk))-

In fase di progettazione dell’esperimento viene calcolata l'informazione
di attesa parziale corrispondente alla numerosita campionaria massima del-
I'esperimento, mK, ottenendo quindi V0. = po(l — pe)(2mK — 1)/4. Ri-
solvendo la (4.6) é possibile trovare il valore di ¢ che andra sostituito nel-

le (3.1) per determinare le costanti a e ¢. Una volta trovati i valori di

a e ¢ ¢ possibile tramite la (3.3) trovare il valore di V¢ .. Imponendo
Ve.w = pc(l —pe)(2mK — 1)/4, mantenendo inalterato il valore di K ¢

possibile trovare quale sara il valore di m effettivamente utilizzato.

Una volta definite le barriere si puo procedere alla conduzione dell’esperi-
mento. Al fine di monitorare 'errore di primo tipo, i dati per entrambi i cam-
pioni vengono generati dal modello prescelto sotto 'ipotesi nulla di uguaglian-
za dei trattamenti. In questo caso, per ogni trattamento, vengono generati

mK dati da una binomiale con probabilita di successo pc = pg = 0.5.

Ogni m osservazioni viene svolta un’analisi in cui si calcolano I, Sk e i
ks Ok
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valori delle soglie corrispondenti al valore di I calcolato. In questo modello

—x

Sk‘ = Y 2 ka

I — (zx + yx) (2mk — ), — yi)

k — .
8mk

Il valore di Z,, ; viene calcolato utilizzando la formula Z, j, = sgn(0%)){2(1p(6®)—
1p(0))}/2 sostituendo nella log verosimiglianza i valori delle stime di massi-
ma verosimiglianza e delle stime vincolate, le cui espressioni sono state prima

definite.

Il valore di Z}, viene calcolato utilizzando una formulazione semplificata
(Pace e Salvan, 1996, Esempio 11.6) utilizzabile per le famiglie esponenziali
naturali. Se si utilizza la parametrizzazione canonica, infatti, é possibile

scrivere la funzione di log verosimiglianza nel seguente modo:
1(0,\) = 0t +  u — mkG(0, \)

dove G(0,\) é una funzione che dipende dal parametro di interesse e da

quello di disturbo. In questo caso si ha che ¢ = (yp — 2x)/2, u = (yp + 1) /2

A—6

e G(0,)) =log(1+ €% ) —log(1+e2 ).
L’espressione per il test Z} ¢

1

2= Zpk +
p,k p7k Zp’k

IOg(CkUk/Zp’k) (47)

con

1/2

o |G (08, 30
‘G)\A(O, /\(()k))}l/Z
VU — (é(k) — O)Ik(é(k))_1/2

(4.8)

dove si ricorda che Ik(é(k)) é I'informazione osservata parziale per 6 calcolata
in (0% A®) e Gy\(-,-) identifica la derivata seconda di G(-,-) rispetto a \.

L’informazione I;(A*)) ha la seguente espressione (cfr. Pace e Salvan 1996,
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Paragrafo 5.7)

~ A ~

I:(0%)) = mk‘(G99<é(k), AED) — Gor (08 XN G (0% XYL G L (6P, j\(k)))

Per il modello considerato si ottiene

C, — \/(mk — Yr)yr + (mk — xp)xy,
’ mk(yr + zi) — (yp + x1)%/2

vy = (mk — yi)(mk — 1) 21Yk
\/ (mk — yp)yx + (mk — z1)x)
I risultati ottenuti dalle simulazioni sono riportati nelle Tabelle 4.4 e 4.5.

[’errore di simulazione sul calcolo della probabilita di errore di primo tipo é
stimato pari a 0.00097.

Per il calcolo Z, ;. e Z ., si & dovuto risolvere il problema della presenza di
dati sulla frontiera, che causa stime di massima verosimiglianza pari a oo,
e quindi rende impossibile il calcolo di l(é,j\) Il problema é stato risolto
considerando caso per caso i valori che potevano assumere le osservazioni
provenienti dai due gruppi, ossia xy = mk,zp = 0, 0, 0 < z; < mk e lo stesso
per la variabile casuale Y,. In totale si delineano quindi 9 casi possibili.
Quando 0 < xp < mk e 0 < y, < mk non si hanno problemi. In tutti i casi
in cui si é sulla frontiera, si pone Zy 1 = Zpy € il valore di Z,;, viene ottenuto
nel seguente modo. Se x, = 0 e y, = 0 oppure x, = mk e y, = mk si pone
Zpr = 0. Negli altri casi si nota che la log verosimiglianza profilo tende ad
una costante per § — 400 0 # — —o0o, a seconda dei casi, e si utilizza il

valore di tale costante al posto di (6, ).

La numerosita campionaria per un test a numerosita campionaria fissata

unilaterale, utilizzata per calcolare E(mk*)y ¢ (cfr. Moreno et al., 2002)

(e '(1-a)+ 0 '(1-p))
6?pc(1 —pe)

ng1 =

dove si ricorda che ¢ é il valore del parametro di interesse sotto I'ipotesi nulla.
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Nel caso di test bilaterale, ns si ottiene sostituendo «/2 al posto di a nella

formula di ng ;.

Confontando tra loro i tre test, si nota che il test Z>, 1/ V() necessita di
una numerosita campionaria di poco superiore agli altri due test, accentuata
soprattutto nel test bilaterale e per K = 2,4 nel test unilaterale. La nu-
merosita campionaria finale per gli altri due test risulta invece essere molto
simile. Per quanto riguarda i valori stimati di «, non ¢’é una netta preferenza
di un test rispetto ad un altro, tuttavia il migliore pare essere Si. Per quanto

riguarda il test triangolare singolo, il test Z;k\/Vk(G) ha un’approssimazio-

Tabella 4.4: Valori di & e numerosita campionaria attesa per i tre tipi di test
ottenuti con 50000 simulazioni di un test triangolare, osservazioni generate da
Bin(mk, p) con p = 0.5. Parametro di interesse log odds ratio.

Errore di I tipo E(mk*)qy
St ZprVVi Z;’k\/vk St ZpiVVi Z;,k\/vk:
K=2 m=5 0.030 0.019 0.020 79.3 79.9 88.7
10 0.025 0.036 0.024 81.6 80.3 86.3
15 0.032 0.032 0.028 81.5 81.5 85.2
20 0.032 0.032 0.036 83.0 83.0 85.6
o0  0.028 0.028 0.029 81.3 81.3 82.6
K=4 m=5 0.022 0.022 0.023 1.7 73.1 74.3
10 0.020 0.022 0.021 71.6 71.6 71.6
15 0.027 0.027 0.026 70.1 70.1 70.8
20 0.027 0.030 0.027 70.8 70.5 71.2
50 0.025 0.027 0.026 71.2 71.2 70.8
K=6 m=5 0.026 0.033 0.027 71.7 71.7 71.2
10 0.025 0.027 0.024 69.4 69.4 67.4
15 0.025 0.026 0.024 68.7 68.7 67.2
20 0.025 0.024 0.025 69.1 68.6 67.6
50 0.026 0.024 0.025 68.6 68.6 67.6
K =8 m=5 0.028 0.029 0.027 67.8 67.6 67.2
10 0.027 0.029 0.028 65.9 65.7 66.4
15 0.026 0.027 0.026 65.9 65.9 65.7
20 0.026 0.026 0.027 65.7 65.5 65.7

o0 0.025 0.025 0.026 65.8 65.8 65.6
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ne migliore del test Z,;+/Vi(#), ma questo non viene confermato per il test
triangolare doppio. La modifica apportata al test di Whitehead non sembra

quindi in questo caso apportare i miglioramenti attesi.

In riferimento al test triangolare doppio sono state stimate le percentuali
di errore di primo tipo per superiorita e inferiorita del trattamento sperimen-
tale conteggiate separatamente. La relativa tabella non é stata riportata, ma
si ottengono risultati in linea con quelli della Tabella 4.3. Risultati analoghi

sono stati ottenuti cambiando il valore del parametro, pc # 0.5.

Tabella 4.5: Valori di & e numerosita campionaria attesa per i tre tipi di test,
ottenuti con 50000 simulazioni di un test triangolare doppio, osservazioni generate
da Bin(mk,p) con p = 0.5. Parametro di interesse log odds ratio.

Errore di I tipo E(mk*y)
Sk Zp,k\/vk Z k\/_ Sk Zp,k\/vk Z k\/_
K =2 m=5 0.088 0.062 0 062 80.5 81.0 90 6
10 0.057  0.057 0.062 90.4 90.4 90.1
15 0.058  0.070 0.063 86.4 85.5 92.8
20 0.065 0.065 0.075 85.7 85.8 89.2
50  0.049 0.049 0.053 80.6 80.6 83.0
K=4 m=5 0.053 0.052 0.054 82.3 82.7 86.0
10 0.051 0.052 0.057 70T 77.6 79.8
15 0.057  0.057 0.060 78.6 78.6 80.8
20 0.051 0.052 0.055 77.0 77.0 78.3
50 0.053  0.055 0.055 76.6 76.4 77.0
K =6 m=5 0.052 0.066 0.057 78.6 77.8 81.1
10 0.049 0.053 0.050 76.1 75.9 77.6
15 0.047 0.052 0.048 75.4 75.1 76.0
20 0.049 0.050 0.052 75.2 75.1 76.1
50 0.050  0.050 0.052 75.3 75.3 75.7
K =8 m=5 0.055 0.058 0.061 73.9 73.9 78.3
10 0.054  0.056 0.056 73.2 73.0 76.0
15 0.045 0.052 0.047 72.4 71.9 74.1
20 0.051 0.052 0.053 72.3 72.2 73.8

20 0.050 0.050 0.052 72.6 72.6 73.6
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Si osservi come, in questo esempio, il valore dell’informazione parziale
osservata, [, dipenda dai dati, pertanto analisi equispaziate nel numero di
osservazioni possono non esserlo nei livelli di informazione. A tal proposito
si € pensato di utilizzare una riparametrizzazione tale da rendere il valore di
I, indipendente dalle osservazioni, per vedere se produca un impatto sulle
proprieta dei tre test. Per farlo si é utilizzata la trasformazione arcoseno per

una variabile casuale binomiale (Cochran e Cox, 1957).

4.5.3 Trasformazione arcoseno per il modello binomiale

Si consideri lo stesso modello del paragrafo precedente, con le stesse assun-
zioni. Data una variabile casuale con distribuzione Bin(n, p), la trasforma-
zione arcoseno riparametrizza il modello utilizzando 1’arcoseno della radice

del parametro p. Si dimostra che (Cochran e Cox, 1957)

1
arcsiny/p ~N (arcsiny/p, 4—)
n

Tale trasformazione consente quindi di stabilizzare la varianza dello sti-
matore di massima verosimiglianza. Ai fini degli esperimenti sequenziali
comparativi che si stanno considerando, viene utilizzata tale trasformazio-
ne per entrambi i modelli, cioé quello per il trattamento sperimentale e per

il trattamento di controllo.

Grazie alla trasformazione arcoseno si ottiene che I, = Vi, quindi non
si ha distorsione prodotta dal fatto che i valori osservati dell'informazione

siano diversi da quelli attesi. Viene definito il parametro di interesse 6 =

arcsin,/pg — arcsin,/pc e A = pc.

La log verosimiglianza della distribuzione congiunta dei due modelli, uti-
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lizzando la nuova riparametrizzazione €, per k =1,..., K,

10, \; 71, ) =y log(sin?(0 + arcsiny/pc)) + (mk — yi) log(cos?(6 + arcsiny/pc))

+ ap log pe + (mk — x1) log(1 — pe).

Le stime di massima verosimiglianza dei parametri sono facilmente otte-

nibili sfruttando ’equivarianza, con ﬁ(ck) = xp/mk e ﬁg)

= yg/mk, dove xy
e Yx sono le osservazioni campionarie fino alla k esima analisi. La stima del

parametro di interesse vincolata a § = 0 & A\ = (2, + y1.)/(2mk).

[’informazione di parziale attesa calcolata in fase di progettazione dell’e-
sperimento € V.. = 2mK e successivamente vengono calcolati i valori di a
e ¢ per determinare le barriere utilizzando le (3.1). Le espressioni di I, e di

S} sono

Ik = ka,
(yr — x1)2mk

S = )
V (Y + k) (2mEk — yp — a3

1 valore di Z, viene ricavato dalla formula Z,, = sgn(0®){2(1p(0%*)) —
1p(0))}!/2 sostituendo nella log verosimiglianza del modello i valori delle sti-
me di massima verosimiglianza e delle stime vincolate, sopra definite. La

statistica Z7, & calcolata utilizzando la (4.4) e la (4.5).

La funzione di log verosimiglianza espressa tramite i parametri e le loro

stime di massima verosimiglianza, per k =1,... K, é:

10, X; 0% AP =2mk sin?(0® + arcsin V A(®) log(sin (0 + arcsinv/ X))+
2mk(1 — sin?(0™ 4 arcsin V A(®)) log(cos( + arcsinv/A))+
mkA) Tog X + mk(1 — A®)) log(1 — \).

La matrice che compare al numeratore di U,; ha dimensione (2 x 2) e il

suo generico elemento verra indicato con [A(k)](iyj). Per k =1,..., K, isuoi
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elementi sono:

[A®)] 1 1) = dmk sin(w)cos(w) [log(sin(w)) — log(cos(w))
— log(sin(v)) + log(cos(v))],
[A9) ) = 2mk sin(w)cos(w)

i — 32 [log(sin(w)) — log(cos(w)) — log(sin(v))

+ log(cos(v))] + mk log(A®)) — mk log(/\( "+ mklog(1 — )\(k))
— mklog(1 — A®),
2mk
(A1) = ——— sin(w)cos(w) [cot (v) + tan ()],
)\(k) o )\2 (k)
0 0
) mk sin(w )cos( )[cot(v) + tan(v)]  mk mk

(A 22) =

+ =+
_ \ (k —
\/)\ 1 )\(k )( )\( )) )\gk) 1 )\ék)

Y

dove w = 0% + arcsinV \®) ¢ v = arcsiny/ )\(()k).

Essendo A scalare, jy, x(10g) € scalare, e la sua formula ¢é

e(f®) 2y F o) & (mk —y) (L + tan*(w)) | mk —

+ +
228 (1 = A (1— )2

[ye(cot(v)) — (mk — ye)tan(¥))] (1 —228") &
2007 (1 — Ag))3/2 A

dove v é definito come sopra. La matrice di informazione ji (1), di dimensione

2 x 2 ha i seguenti elementi:

()], =2[yn(1 + cot?(w)) + (mk — i) (1 + tan®(w))],
[Jk@)](l,?) :[jk(d})](m) = yr(1 + cot*(w)) + (mk — yi

)(1 + tan?(w))

NG (1 — A(®) )
. ~yk(1 4 cot*(w)) + (mk — y) (1 + tan®(w )) mk — xy,
[Jk(w>](2,2) - 25\(19)(1 _ ;\(k)> (1 B 5\(@)2

[ye(cot(w)) — (mk — yi) (tan(w))] (1 — 2A%) L
2(AR) (1 — Ak)))3/2 A2k
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dove w ¢ definito come sopra.

I risultati delle simulazioni sono riportati nelle Tabelle 4.6 e 4.7. La nu-
merosita richiesta da un test a numerosita campionaria fissata unilaterale con
questa riparametrizzazione, utile per il calcolo di E(mk*)g, é (cfr. Moreno

et al., 2002)

(@'l —a)+ @71 - §))?
202 '

Nel caso di test bilaterale ¢ possibile ottenere ny, semplicemente sostituendo

ng1 =

a/2 al posto di a nell’espressione di ns;. L’errore di simulazione é pari a
0.00097.

Tabella 4.6: Valori di & e numerosita campionaria attesa per i tre test ottenuti con
50000 simulazioni di un test triangolare singolo, osservazioni generate da Bin(mk, p)
con p = 0.5. Parametro di interesse Arcsin,/pg—Arcsin,/pc.

Errore di I tipo E(mk*)y,
Se ZoVi ZiVi  Su Zp/Vi ZoVi
K =2 m=5 0.030 0.016 0.012 73.4 74.3 74.3
10 0.022 0.036 0.020 77.8 76.6 77.9
15 0.032 0.032 0.024 7.7 7.7 76.3
20 0.032 0.032 0.032 81.8 81.8 81.8
50 0.024 0.024 0.023 81.5 81.5 81.6
K=4 m=5 0.026 0.023 0.021 69.6 69.6 69.6
10 0.020 0.022 0.019 68.5 68.4 68.5
15 0.026 0.028 0.025 68.2 68.0 68.2
20 0.027 0.030 0.027 69.2 69.1 69.2
50 0.026 0.027 0.026 70.8 70.7 70.8
K =6 m=5 0.027 0.033 0.025 70.1 69.3 71.6
10 0.026 0.027 0.025 67.5 67.4 67.5
15 0.025 0.027 0.024 67.0 66.8 67.0
20 0.026 0.026 0.025 67.9 67.2 67.9
50 0.025 0.025 0.025 67.8 67.8 67.9
K =8 m=5 0.028 0.028 0.027 65.6 65.9 65.9
10 0.026 0.027 0.025 64.2 63.8 64.0
15 0.027 0.027 0.027 65.0 65.0 64.9
20 0.026 0.026 0.026 64.6 64.5 64.7

20 0.025 0.025 0.025 65.4 65.3 65.4




82 Capitolo 4. Estensione del test di Whitehead

Eventuali problemi nel calcolo di Z, ; e quindi di Z},, dovute alla presenza
di osservazioni con valori sulla frontiera, sono stati risolti inducendo una
leggera perturbazione dei dati prendendo a modello la correzione di Firth
(1993).

Anche in questo caso, in generale, per tutte e tre le statistiche test, i
valori di a tendono a convergere al loro valore nominale al crescere di mK.
La stima di E(mK*)y decresce al crescere di mK, e a parita di mK, decresce

al crescere di K.

Confrontando i tre test si nota che in questo caso la stima di E(mK*)g, ha

Tabella 4.7: Valori di & e numerosita campionaria attesa per i tre test ottenuti con
50000 simulazioni di un test triangolare doppio, osservazioni generate da Bin(mk, p)
con p = 0.5. Parametro di interesse Arcsin,/pg—Arcsin,/pc.

Errore di I tipo E(mk*)y
St ZprVVi Z;,k\/vk: St ZpiVVi Z;,k\/vk
K =2 m=5 0.060 0.031 0.009 77.5 70.0 74.5
10 0.044 0.072 0.035 76.9 75.0 76.5
15 0.064 0.064 0.037 76.2 76.2 79.3
20 0.064 0.064 0.038 83.9 83.8 77.1
50 0.048 0.048 0.046 83.4 83.4 80.1
K =4 m=5 0.054 0.047 0.033 78.5 79.1 75.4
10 0.040 0.044 0.038 73.2 73.1 73.6
15 0.051 0.056 0.039 73.3 73.1 73.8
20 0.054 0.060 0.045 76.3 75.8 75.4
50 0.052 0.053 0.048 76.7 76.5 76.7
K =6 m=5 0.054 0.065 0.038 77.1 76.5 75.2
10 0.052 0.054 0.042 75.0 74.9 75.0
15 0.049 0.054 0.044 73.3 73.0 74.1
20 0.050 0.051 0.046 74.9 74.9 75.1
o0 0.050 0.050 0.050 74.8 74.8 74.9
K =8 m=5 0.056 0.057 0.041 72.4 72.5 70.6
10 0.053 0.055 0.043 72.4 72.2 72.2
15 0.056 0.057 0.046 71.6 71.8 72.1
20 0.053 0.053 0.048 72.6 72.6 72.2

o0  0.051 0.051 0.049 72.4 69.9 72.6
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un valore molto simile per tutti e tre i test. Spesso ha un valore leggermente
inferiore per la statistica Z, \/m, ma si tratta di una differenza minima.
Confrontando i valori di «, la statistica che sembra essere migliore é ancora
Sy soprattutto per valori piccoli di m e K. Anche Z;,k\/m non sembra
comportarsi male, ma non é superiore a Sy come qualita. Per quanto riguarda
il test triangolare singolo, il test Z>,1/Vi () ¢ leggermente migliore del test
Zy i/ Vi(0), ma questo non viene confermato per il test triangolare doppio.
Come nell’esempio precedente, il risultato non é cambiato simulando dati
con valore del parametro pc # 0.5. 1 valori delle percentuali di errore di
primo tipo stimate per superiorita e inferiorita del trattamento sperimentale,
in riferimento al test triangolare doppio sono molto simili, percio il test é
simmetrico. La relativa tabella non é stata qui riportata, poiché i valori sono

conformi a quelli della Tabella 4.3.
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Considerazioni finali

Gli esperimenti sequenziali a gruppi sono caratterizzati dal fatto che i da-
ti vengono analizzati piu volte durante lo studio. Le analisi vengono svolte
quando si hanno a disposizione un gruppo di osservazioni di numerosita pre-
fissata. Nel contesto degli esperimenti sequenziali a gruppi si utilizza, tra gli
altri, il test di Whitehead (1997).

Il lavoro di questa tesi é stato finalizzato a verificare se I'utilizzo di metodi
asintotici di verosimiglianza di ordine superiore applicati al test di Whitehead
produce dei miglioramenti a livello di accuratezza nel controllo dell’errore di
I tipo. Per farlo si ¢ adattata la teoria sui test sequenziali presentata nei

Capitoli 2 e 3 alle considerazioni teoriche riportate nei Paragrafi 4.2 e 4.3.

Sono state proposte due varianti al test di Whitehead, che nella sua forma
originale utilizza come test la funzione score. La prima variante é asintoti-
camente equivalente ma utilizza come test la versione unilaterale del test log
rapporto di verosimiglianza, Z, ;. La seconda variante utilizza una versione
modificata di Z

Z*. . che dovrebbe ridurre l'errore di approssimazione.
p,k> k>

P
Per tutte le tre versioni, tramite simulazione sono stati stimati la numerosita
campionaria attesa come percentuale di quella di un test a campione fisso e
I'errore di primo tipo. Tali quantita sono state prese in considerazione per

confrontare le tre statistiche test.

Come applicazioni si sono considerati tre casi: il caso di dati normali
con varianza ignota e il caso di dati binomiali con due diversi parametri di
interesse. I risultati ottenuti nelle simulazioni confermano quanto atteso solo

nel primo caso. Per dati normali con varianza ignota, il test di Whitehead
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che utilizza Z}, risulta pin accurato, in particolare per piccole numerosita
campionarie; il test che utilizza Z, ) ¢ invece sostanzialmente equivalente a
quello originale.

Negli altri due casi invece il test originale pare essere la scelta migliore,
andando quindi in contrasto con quanto atteso.

Una possibile spiegazione della divergenza dei risultati ottenuti da quelli
attesi nei due casi sopra menzionati potrebbe essere trovata in Pierce e Bel-
lio (2006). Infatti, la statistica Z,, espressa nella forma (4.7), puo essere

riscritta come
ok = Zpx + NP + INF

dove NP = Zp_,li log C; controlla I'aggiustamento di Z, ; per tener conto della
presenza di parametri di disturbo, mentre INF = Z;,i log(vk/Z, ) apporta
una correzione per migliorare ’approssimazione normale. L’aggiustamento
dovuto ad INF puo essere sostanziale solo se I'informazione per il parametro
di interesse 0 ¢ piccola, ma solitamente € piccolo o trascurabile. Nel caso di
vari parametri di disturbo 'aggiustamento dovuto a NP puo essere notevole
anche quando I'informazione per il parametro di interesse 6 é grande.

Com’é noto, la definizione di una regola d’arresto negli esperimenti se-
quenziali puo essere vista come una specificazione sul modello che non in-
fluenza la log verosimiglianza. Al contrario, questa specificazione influenza
il comportamento campionario delle quantita legate alla verosimiglianza. In
particolare, ¢’é una dipendenza del secondo ordine nell’aggiustamento dovuto
a NP, ma del primo ordine nella componente INF. Tuttavia questo ¢ limitato
alle regole d’arresto da loro trattate, e potrebbero esserci dei casi in cui NP
é sempre indipendente dalla regola di arresto.

Nella fattispecie dei test sequenziali a gruppi, le osservazioni sono assunte
indipendenti, ma il gruppo k-esimo viene osservato solo condizionatamente
al fatto che la regola di arresto non sia stata violata con il (k — 1)-esimo
gruppo. Sarebbe opportuno quindi tener conto di questo tipo di dipendenza,
anche nella derivazione di Z] .

E noto inoltre che i modelli per dati discreti possono presentare pro-
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blemi per l'accuratezza dei metodi asintotici. Questo puo essere un’altra
giustificazione del comportamento osservato nel modello binomiale.

Infine, le conclusioni precedenti sono limitate al test triangolare semplice
e triangolare doppio di Whitehead, per gli esempi presentati nel Capitolo
4. Potrebbe valere la pena considerare forme funzionali alternative per le
barriere d’arresto nel test di Whitehead o in altri tipi di test, in particolare

quelle che portano piu frequentemente ad arresti anticipati.
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Appendice A
Codice delle simulazioni

Di seguito viene riportato il codice utilizzato in R, con il quale si sono ottenuti
i risultati presentati nel Capitolo 4. Nel primo esempio, per il test triangolare
doppio ¢ riportato I'intero algoritmo, mentre, per il test triangolare singolo é
riportata solo la parte che differisce dal test triangolare doppio, ossia la parte
del controllo degli sforamenti. Negli ultimi due esempi vengono riportate solo
la parte di codice relativa al calcolo delle costanti da utilizzare per derivare
le soglie e la parte relativa al calcolo delle statistiche test, poiché il resto é
uguale al primo esempio. Nel programma le variabili S, r, rstar indicano i

test Sy, Zpx € 2, rispettivamente.

A.1 Modello normale con varianza ignota

Test bilaterale

tri_std<-function(sigma, nota="no",alpha=0.05, minput=0, K=0, SIM,
seed=FALSE, graf=”TRUE")
{

if (!is.null(seed)) set.seed(seed)
sigma2=sigma”2

n_max=K*minput

V_max=n_max/2
delta=sqrt(8*log(1/alpha)/V_max)
print(c("delta",delta))
a=(2xlog(1/alpha)/delta)

c=delta/4

diff=V_max/K
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nuovoV_max=(sqrt (0.53872%4/K+(16*a*c))-(0.583%2/sqrt(K)))~2/delta~2
nuovon_max=(2*nuovoV_max)

m=round (nuovon_max/K)

print ("V max e mK")

print (c(V_max,n_max))

print("V e mK corretto ")

print (¢ (nuovoV_max, nuovon_max))

print(c("m corretto", m))

rstar.mat=matrix(0, nrow=SIM, ncol=K)
S.mat=matrix(0, nrow=SIM, ncol=K)
r.mat=matrix (0, nrow=SIM, ncol=K)
V.mat=matrix(0,nrow=SIM, ncol=K)
uu.mat=matrix(0,nrow=SIM, ncol=K)
du.mat=matrix(0,nrow=SIM, ncol=K)
#simulazione

for (sim in 1:SIM)

{

S=V=r=rstar=rep(0,K)
u=d=Up=denUp=numUp=rr=rrstar=rep(0,K)
x=rnorm(m*K, sd=sigma)

y=rnorm(m*K, sd=sigma)

xquad=x"2

yquad=y~2

for (k in 1:K)

{

mk=m*k

meanx=mean (x [1:mk])

meany=mean (y[1:mk])
sa2=sum(xquad[1:mk]-meanx~2) /mk
sb2=sum(yquad[1:mk]-meany~2) /mk
mediatot=(meanx+meany) /2
thetal0=0
lambdaO=(meanx+meany)/2
sigma20=(sa2+sb2)/2+((meanx-meany)/2) "2
sigmaO=sqrt (sigma20)
sigma2hat=(sa2+sb2)/2
sigmahat=sqrt(sigma2hat)
thetahat=(meanx-meany)/sigmahat
lambdahat=meany

if (nota=="no")

{

V[k]=mk*(0.5-(((meanx-meany)/2)~2/(4*sigma20)))

S [k]=mk* (meanx-meany) /(2*sigma0)
rr[k]=sign(thetahat) *sqrt (2*mk*log(sigma20/sigma2hat))
r [k]=rr [k]*sqrt (V[k])

denUp [k]=sqrt ((2*mk~2)/(sigma20~3)* (mk~3/sigma20°3))
numUp [k]=mk~3*sigma2hat*thetahat/sigma20~4

Up [k]=numUp [k] /denUp [k]

rrstar [k]=rr[k]+((1/rr[k])*1log(Up[k] /rr[k]))

rstar [k]=rrstar [k]*sqrt (V[k])

3
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if (nota=="si")

{

V[k]=mk/2

S[k]=mk* (meanx-meany)/(2*sigma)
r [k]=mk* (meanx-meany)/(2*sigma)

}

if (k==1)
{
uul[k]=a+(cxV[k])-(0.583*sqrt (V[k]))
dulk]=-a+(3*c*V[k])+(0.583*sqrt(V[k]))
¥
else
{
uu [k]=a+(c*V[k])-(0.583*sqrt (V[k]-V[(k-1)1))
dulk]=-a+(3*c*V[k])+(0.583*sqrt (V[k]-V[(k-1)1))
¥
ud [k]=-du [k]
dd [k]=-uu[k]
¥
S.mat[sim,]=S
r.mat[sim,]=r
rstar.mat[sim,]=rstar
V.mat [sim,]=V
uu.mat [sim,]=uu
du.mat [sim,]=du
ud.mat [sim,]=ud
dd.mat [sim,]=dd
}

#controllo sforamenti e calcolo degli alpha

sup=S.mat>=uu.mat

inf=S.mat<=dd.mat
mezzo=(S.mat>=ud.mat)&(S.mat<=du.mat)
sup.r=r.mat>=uu.mat

inf.r=r.mat<=dd.mat
mezzo.r=(r.mat>=ud.mat)&(r.mat<=du.mat)
sup.rstar=rstar.mat>=uu.mat
inf.rstar=rstar.mat<=dd.mat
mezzo.rstar=(rstar.mat>=ud.mat)&(rstar.mat<=du.mat)

primosup=apply(sup,l,function(x) min(which(x==TRUE)))
primoinf=apply(inf,1,function(x) min(which(x==TRUE)))
primomezzo=apply(mezzo,l,function(x) min(which(x==TRUE)))
primosup.r=apply(sup.r,l,function(x) min(which(x==TRUE)))
primoinf.r=apply(inf.r,1,function(x) min(which(x==TRUE)))
primomezzo.r=apply(mezzo.r,1,function(x) min(which(x==TRUE)))
primosup.rstar=apply(sup.rstar,1,function(x) min(which(x==TRUE)))
primoinf.rstar=apply(inf.rstar,1,function(x) min(which(x==TRUE)))
primomezzo.rstar=apply(mezzo.rstar,l,function(x) min(which(x==TRUE)))

A=cbind (primosup,primoinf,primomezzo)
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B=cbind (primosup.r,primoinf.r,primomezzo.r)
Bstar=cbind (primosup.rstar,primoinf.rstar,primomezzo.rstar)

fine=apply(A,1,which.min)
fine.r=apply(B,1,which.min)
fine.rstar=apply(Bstar,1,which.min)

#quando per una certa simulazione non si hanno arresti anticipati,
#la riga corrispondente a tale simulazione della matrice "primi"
#riporta in tutti glielementi il valore Inf. In quei casi il minimo
#di primi restituisce sempre 1 (cioé arresto in favore di H1). Devo
#quindi togliere questi casi da quelli in cui effettivamente il primo
#arresto ¢ in favore di H1

storno=0

storno.r=0

storno.rstar=0

for (sim in 1:SIM)

{

if((Alsim,1]==Inf)&(A[sim,2]==Inf)&(A[sim,3]==Inf)) storno=storno+i

if ((B[sim,1]==Inf)&(B[sim,2]==Inf)&(B[sim,3]==Inf)) storno.r=storno.r+1

if ((Bstar[sim,1]==Inf)&(Bstar[sim,2]==Inf)&(Bstar[sim,3]==Inf))
storno.rstar=storno.rstar+1

}

contasup=sum(fine==1)-storno
containf=sum(fine==2)

contamezzo=sum(fine==3)
contasup.r=sum(fine.r==1)-storno.r
containf.r=sum(fine.r==2)
contamezzo.r=sum(fine.r==3)
contasup.rstar=sum(fine.rstar==1)-storno.rstar
containf.rstar=sum(fine.rstar==2)
contamezzo.rstar=sum(fine.rstar==3)

alphatot=(contasup+containf)/SIM
alphatot.r=(contasup.r+containf.r)/SIM
alphatot.rstar=(contasup.rstar+containf.rstar)/SIM
alphasup=contasup/SIM

alphasup.r=contasup.r/SIM
alphasup.rstar=contasup.rstar/SIM
alphainf=containf/SIM

alphainf.r=containf.r/SIM
alphainf.rstar=containf.rstar/SIM

print("alpha per superiorita")

print (c(alphasup, alphasup.r, alphasup.rstar))
print ("alpha per inferiorita")

print (c(alphainf,alphainf.r, alphainf.rstar))

print ("arresto anticipato per H_O=nessuna differenza")
print (c(contamezzo,contamezzo.r, contamezzo.rstar))

kdistr=apply(A,1,min)
kdistr.r=apply(B,1,min)
kdistr.rstar=apply(Bstar,1,min)
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par (mfrow=c(3,2))
if (!contamezzo==0)
barplot(table(kdistr) ,xlab="kx*",ylab="Freq", main="S")
if (!contamezzo.r==0)
barplot (table(kdistr.r),xlab="kx", ylab="Freq",main="Z_ep")
if (!contamezzo.rstar==0)
barplot(table(kdistr.rstar) ,xlab="k*", ylab="Freq",main="Zx*_ep")

kdistr[kdistr==Inf]<-K
kdistr.r[kdistr.r==Inf]<-K
kdistr.rstar[kdistr.rstar==Inf]<-K
ek=mean(kdistr)

ekr=mean(kdistr.r)
ekrstar=mean(kdistr.rstar)

riga0<-"----- valore di alpha (per S, r e rstar) ----"

names(riga0)<-" "

print(rigal, quote=F)

print(c(alphatot,alphatot.r, alphatot.rstar))

tab=data.frame(S.mat," ", uu.mat)

nome="valori statistica S, e soglia superiore"

names (nome)<-" "

names (tab)=" "

if (K==2) names(tab)<-c("S_1","S_2"," " M"u_1","u_2")

if (K==4) names(tab)<-c("S_1","S_2","S_3","S_4" " ",
Ilu_lll s Ilu_2ll s Ilu_3ll s llu_4ll)

if (K==6) names(tab)<—c("S_1",”S_2”,”S_3”,”S_4”,”S_5”,"S_6"," n’
Ilu_lll s Ilu_2ll s Ilu_3II s Ilu_4ll s Ilu_5ll s Ilu_6ll)

if (K==8) names(tab)<-c("S_1","S_2","S_3","S_4","S_5","S_6","S_7",
IIS_8II s nn s llu_lll s llu_2ll s llu_3l| s Ilu_4|| s Ilu_5l| s llu_6l| s llu_7l| s llu_8ll)

uscita=list(nome,tab,alphatot,alphatot.r,alphatot.rstar,ek,ekr,ekrstar)
if (graf=="TRUE")
{

#creo le soglie Continue :

Inn=seq(0,V_max,0.01)

uuc=a+(c*xInn)

duc=-a+(3*c*Inn)

udc=-duc

ddc=-uuc

#GRAFICO SOGLIE PER S

plot(Inn,uuc,xlim=c(0, (V_max+10)), ylim=c((min(ddc)-20), (max(uc)+20)),
Xlab="V" s ylab="S" ,type=lllll)

par (new=T)

plot(Inn,duc,xlim=c(0, (V_max+10)), ylim=c((min(ddc)-20), (max(uc)+20)),
Xlab="V" s ylab="S" ’type=lllll)

par (new=T)

plot (Inn,udc,xlim=c(0, (V_max+10)), ylim=c((min(ddc)-20), (max(uc)+20)),
Xlab=”V”, ylab="S",type=”l”)

par (new=T)

plot(Inn,ddc,xlim=c(0, (V_max+10)), ylim=c((min(ddc)-20), (max(uc)+20)),
Xlab=IIVII , ylabzllsll ,typezlllll)
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#SAMPLE PATH (P0OSSO DECIDERE RISPETTO A QUALE SIMULAZIONE)

points(V.mat,S.mat)

#points(V.mat[2,],S.mat[2,], col="green")

#GRAFICO SOGLIE PER r

plot (Inn,uuc,xlim=c(0, (V_max+10)), ylim=c((min(ddc)-20), (max(uc)+20)),
Xlab="V", ylab="r",type="1")

par (new=T)

plot(Inn,duc,xlim=c(0, (V_max+10)), ylim=c((min(ddc)-20), (max(uc)+20)),
Xlab=llvll’ ylab="r",type="1")

par (new=T)

plot(Inn,udc,xlim=c(0, (V_max+10)), ylim=c((min(ddc)-20), (max(uc)+20)),
Xlab="V", ylab="r",type="1")

par (new=T)

plot(Inn,ddc,xlim=c(0, (V_max+10)), ylim=c((min(ddc)-20), (max(uc)+20)),
Xlab=llvll’ ylab="r",type="1")

#SAMPLE PATH (P0OSSO DECIDERE RISPETTO A QUALE SIMULAZIONE)

points(V.mat,r.mat)

#GRAFICO SOGLIE PER rstar

plot (Inn,uuc,xlim=c(0, (V_max+10)), ylim=c((min(ddc)-20), (max(uc)+20)),
xlab="V", ylab="rstar",type="1")

par (new=T)

plot(Inn,duc,xlim=c(0, (V_max+10)), ylim=c((min(ddc)-20), (max(uc)+20)),
xlab="V", ylab="rstar",type="1")

par (new=T)

plot(Inn,udc,xlim=c(0, (V_max+10)), ylim=c((min(ddc)-20), (max(uc)+20)),
xlab="V", ylab="rstar",type="1")

par (new=T)

plot(Inn,ddc,xlim=c(0, (V_max+10)), ylim=c((min(ddc)-20), (max(uc)+20)),
xlab="V", ylab="rstar",type="1")

#SAMPLE PATH (P0OSSO DECIDERE RISPETTO A QUALE SIMULAZIONE)

points(V.mat,rstar.mat)

}

return(uscita)

}

#confronto tra vari K per stat score e r e rstar:

simulazioni=50000

analisi=8

sl=tri_std(alpha=0.05, px=0.5, minput=5, K=analisi, SIM=simulazioni,
seed=12344,graf="TRUE")

s2=tri_std(alpha=0.05, px=0.5, minput=10, K=analisi, SIM=simulazioni,
seed=12344,graf="TRUE")

s3=tri_std(alpha=0.05, px=0.5, minput=15, K=analisi, SIM=simulazioni,
seed=12344,graf="TRUE")

s4=tri_std(alpha=0.05, px=0.5, minput=20, K=analisi, SIM=simulazioni,
seed=12344,graf="TRUE")

sb=tri_std(alpha=0.05, px=0.5, minput=50, K=analisi, SIM=simulazioni,
seed=12344,graf="TRUE")

alphascore_k8=c(s1[3],s2[3],s3[3],s4[3],s5[3])
alphar_k8=c(s1[4],s2[4],s3[4],s4[4],s5[4])
alpharstar_k8=c(s1[5],s2[5],s3[5],s4[5],s5[5])
ek8=c(s1[6],s2[6],s3[6],s4[6],s5[6])
ekr8=c(s1[7],s2[7],s3[7],s4([7],s5[7])
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ekrstar8=c(s1[8],s2[8],s3[8],s4[8],s5[8])

par (mfrow=c(1,1))

valm=c(1,2,3,4,5)

plot (valm,alphascore_k8,ylim=c(0.0,0.1) ,xlab="m", ylab="alpha",
col="violet", main=paste(c("Triangolare, ALPHA per K="),analisi))

par (new=T)

plot (valm,alphar_k8,ylim=c(0.0,0.1) ,xlab="m",ylab="alpha", col="blue")

par (new=T)

plot(valm,alpharstar_k8,ylim=c(0.0,0.1) ,xlab="m",ylab="alpha",col="red")

legend(2,0.45,legend=c("score","r","rstar"), pch=c(1,1,1),

col=c("violet","blue", "red"))

SE=sqrt(0.05%(1-0.05) /simulazioni)

IC1=0.05+1.96*SE

IC2=0.05-1.96%SE

abline (0.05,0)

abline((IC1),0, lty=2)

abline((IC2),0, lty=2)

Test unilaterale

#controllo sforamenti e calcolo degli alpha

sup=S.mat>=uu.mat
arresto=S.mat<=du.mat
sup.r=r.mat>=uu.mat
arresto.r=r.mat<=du.mat
sup.rstar=rstar.mat>=uu.mat
arresto.rstar=rstar.mat<=du.mat

primosup=apply(sup,l,function(x) min(which(x==TRUE)))
primoarresto=apply(arresto,l,function(x) min(which(x==TRUE)))
primosup.r=apply(sup.r,l,function(x) min(which(x==TRUE)))
primoarresto.r=apply(arresto.r,1,function(x) min(which(x==TRUE)))
primosup.rstar=apply(sup.rstar,1,function(x) min(which(x==TRUE)))
primoarresto.rstar=apply(arresto.rstar,1,function(x) min(which(x==TRUE)))

A=cbind(primosup,primoarresto)
B=cbind(primosup.r,primoarresto.r)
Bstar=cbind (primosup.rstar,primoarresto.rstar)

fine=apply(A,1,which.min)
fine.r=apply(B,1,which.min)
fine.rstar=apply(Bstar,1,which.min)

storno=0
storno.r=0
storno.rstar=0
for (sim in 1:SIM)
{
if ((A[sim,1]==Inf)&(A[sim,2]==Inf)) storno=storno+1
if ((B[sim,1]==Inf)&(B[sim,2]==Inf)) storno.r=storno.r+1
if ((Bstar[sim,1]==Inf)&(Bstar[sim,2]==Inf))
storno.rstar=storno.rstar+1
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}

contasup=sum(fine==1)-storno
contarresto=sum(fine==2)
contasup.r=sum(fine.r==1)-storno.r
contarresto.r=sum(fine.r==2)
contasup.rstar=sum(fine.rstar==1)-storno.rstar
contarresto.rstar=sum(fine.rstar==2)

alphatot=contasup/SIM
alphatot.r=contasup.r/SIM
alphatot.rstar=contasup.rstar/SIM

print ("alpha per superioritd, S r e rstar")

print (c(alphatot,alphatot.r, alphatot.rstar))
print("arresto anticipato per H_0")

print (c(contarresto, contarresto.r, contarresto.rstar))

A.2 Modello binomiale con parametro di
interesse il log odds ratio

lp<-function(lambda,theta,n,ssx,ssy)

logv=(lambda*(ssx+ssy)/2)+(theta*(ssy-ssx)/2)-(n*log(l+exp((lambda+
theta)/2)))-(n*log(1l+exp((lambda-theta)/2)))
return(logv)

logL<-function(par,data)

n=datal1]

sx=data[2]

sy=data[3]

sy*log(sin(par[1]+asin(sqrt(par[2])))~2)+(n-sy)*log(cos(par[1]+
asin(sqrt(par[2])))~2)+sx*log(par[2])+(n-sx)*log(l-par[2])

logLp=function(theta,data)

-nlminb(0,function(x) -logL(c(theta,x),data),lower=-Inf,
upper=Inf )$objective

tribin<-function(alpha=0.05,px,minput, K=0, SIM,seed=FALSE,graf="TRUE")
{

if (!is.null(seed)) set.seed(seed)

n_max=minput*K

V_max=n_max/2* (px-px~2)

delta=sqrt(8xlog(1/alpha)/V_max)

a=2/delta*log(1/(alpha))

c=delta/4

diff=V_max/K

nuovoV_max=(sqrt (0.538~2*4/K+(16*a*c))-(0.583*2/sqrt(K)))~2/delta"2
nuovon_max=(2*nuovoV_max/ (px-px~2))
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m=round (nuovon_max/K)
print(c("m",m))
mK=m*K

S=rep(0,K)

rr=rep(0,K)

r=rep(0,K)

rrstar=rep(0,K)

Cp=rep(0,K)

up=rep(0,K)

V=rep(0,K)

rstar=rep(0,K)

Cu=rep(0,K)

uu=rep(0,K)

du=rep(0,K)

ud=rep(0,K)

dd=rep(0,K)

S.mat=matrix(0, nrow=SIM, ncol=K)
r.mat=matrix(0, nrow=SIM, ncol=K)
V.mat=matrix(0,nrow=SIM, ncol=K)
rstar.mat=matrix(0,nrow=SIM, ncol=K)
uu.mat=matrix(0,nrow=SIM, ncol=K)
ud.mat=matrix(0,nrow=SIM, ncol=K)
du.mat=matrix(0,nrow=SIM, ncol=K)
dd.mat=matrix(0,nrow=SIM, ncol=K)

for (sim in 1:SIM)

{

x=rbinom(K,m, px)

y=rbinom(K,m, px)

for (k in 1:K)
{

mk=mxk
sx=sum(x [0:k])
sy=sum(y[0:k])
st=sx+sy
ft=(mk-sx)+(mk-sy)
V[k]=(st*ft)/(8*mk)
S[k]=(sx-sy)/2
thetahat=log(sy* (mk-sx)/(sx* (mk-sy)))
lambdahat=log(sx*sy/((mk-sy)* (mk-sx)))
lambdaO=2*log(st/ft)
thetal0=0

#per i dati sulla frontiera:

if ((sx==0)&(sy==0))
{

r[k]=0

rstar [k]=0

}

if ((sx==mk)&(sy==mk))
{

r[k]=0
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rstar[k]=0
}

if ((sx>0)&(sx<mk)&(sy==0))
{

dati = c(mk,sy,sx)
differenza=round((logLp(-1000,dati)-loglLp(thetal,dati)),5)
if (!thetahat==0) rr[k]l=sign(thetahat)*sqrt(2*(1_hat-1_0))
r[k]=rr[k]*sqrt (V[k])

rstar [k]=r[k]

}

if ((sy>0)&(sy<mk)&(sx==0))
{

dati = c(mk,sy,sx)
differenza=round((loglp(1000,dati)-loglp(thetal,dati)),5)
if (!thetahat==0) rr[k]=sign(thetahat)*sqrt(2*(1_hat-1_0))
r[k]=rr[k]*sqrt (V[k])

rstar [k]=r[k]

}

if ((sy>0)&(sy<mk)&(sx==mk))
{

dati = c(mk,sy,sx)

1_hat=logLp(-100,dati)

1_0=logLp(thetal,dati)

differenza=round((1_hat-1_0),5)

if (!thetahat==0) rr[k]l=sign(thetahat)*sqrt(2*(1_hat-1_0))
r [k]=rr [k]*sqrt (V[k])

rstar [k]=r[k]

3

if ((sx>0)&(sx<mk)& (sy==mk))

{

dati = c(mk,sy,sx)

1_hat=1logLp(100,dati)

1_0=logLp(thetal,dati)

differenza=round((1_hat-1_0),5)

if (!thetahat==0) rr[k]l=sign(thetahat)*sqrt(2*(1_hat-1_0))
r[k]=rr[k]*sqrt(V[k])

rstar [k]=r[k]

}

if ((sx==mk)&(sy==0))
{

dati = c(mk,sy,sx)

logLlp(-100,dati)
differenza=round((logLp(-1000,dati)-logLp(thetal,dati)),5)
if (!thetahat==0) rrlk]l=sign(thetahat)*sqrt(2*(1_hat-1_0))
r [k]=rr[k]*sqrt (V[k])

rstar[k]=r [k]

}

if ((sx==0)&(sy==mk))
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#dati

}

{

dati = c(mk,sy,sx)
differenza=round((logLp(100,dati)-logLlp(thetal,dati)),5)
if (!thetahat==0) rr[kl=sign(thetahat)*sqrt(2*(1_hat-1_0))
r[k]=rr[k]*sqrt (V[k])

rstar [k]=r[k]

}

non sulla frontiera

if ((sx>0)&(sy>0) & (sx<mk)& (sy<mk))

{

1_hat=1lp(lambda=lambdahat,theta=thetahat, n=mk, ssx=sx, ssy=sy)
1_0=1p(lambda=lambdal,theta=thetal,n=mk, ssx=sx, ssy=sy)
differenza=round((1_hat-1_0),3)

if (thetahat==0) rrl[k]l=sqrt(2xdifferenza)

if (!thetahat==0) rr[k]=sign(thetahat)*sqrt(2*(1_hat-1_0))
r[k]=rr[k]*sqrt(V[k])

if (rr[k]==0)
{

rrstar[k]=0
}
else
{
Cp[k]=sqrt (((mk-sy)*sy+(mk-sx)*sx)/ (mk*st-(st~2/2)))
up[k]=thetahat*(1/sqrt(mk))/(sqrt (((mk-sy)*sy+(mk-sx)*sx)))*
(sqrt ((mk-sx) * (mk-sy) *sx*sy) )
Cu[k]=Cp [k] *up [k]
rrstar [k]=(rr[k]+(1/rr[k])*log(Culk] /rr[k]))
rstar [k]=rrstar [k]*sqrt (V[k])
}
}

if (k==1)
{
uu [k]=a+(c*V[k])-(0.583*sqrt (V[k]))
dul[k]=-a+(3*c*V[k])+(0.583*sqrt (V[k]))
}
else
{
uu [k]=a+(c*V[k])-(0.583%sqrt (V[k]-V[(k-1)1))
du[k]=-a+(3%c*V[k])+(0.583*sqrt (V[k]-V[(k-1)1))
}
ud [k]=-du[k]
dd [k]=-uu [k]

S.mat[sim,]=S
r.mat[sim,]=r

V.mat [sim,]=V
rstar.mat[sim,]=rstar
uu.mat [sim,]=uu
du.mat [sim,]=du
ud.mat [sim,]=ud
dd.mat [sim,]=dd
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}

#il resto della funzione é uguale a quella per il primo esempio...
#(...)
b

A.3 Modello binomiale con trasformazione
arcoseno

cot <- function(x) 1/tan(x)
logL=function(par,data)
{

n=datal[1]

sx=data[2]

sy=datal[3]

sy*log(sin(par[1]+asin(sqrt(par[2])))~2)+(n-sy)*log(cos(par[1]+
asin(sqrt(par[2])))~2)+sx*xlog(par[2])+(n-sx)*log(l-par[2])

}

tribin<-function(alpha=0.05,px,minput,K=0,5IM, seed=FALSE, graf="TRUE")
{

if ('is.null(seed)) set.seed(seed)
n_max=minput*K

V_max=n_max*2
delta=sqrt(8xlog(1/alpha)/V_max)
print(c("delta", delta))
a=2/delta*log(1/(alpha))

c=delta/4
nuovoV_max=(sqrt(0.538~2*4/K+(16*axc))-(0.583%2/sqrt(K)))~2/delta~2
nuovon_max=(nuovoV_max/2)

print ("V max e mK")

print (¢ (V_max,n_max))

print ("nuovo V_max e mK corretto")
print (¢ (nuovoV_max,nuovon_max))
m=round (nuovon_max/K)
print(c("m",m))

mK=m*K
S=rr=r=rrstar=rstar=up=V=rep(0,K)
numeratore=denominatore=V
Cu=Cp=rep(0,K)

uu=du=ud=dd=rep(0,K)

S.mat=matrix(0, nrow=SIM, ncol=K)
r.mat=matrix (0, nrow=SIM, ncol=K)
V.mat=matrix(0,nrow=SIM, ncol=K)
rstar.mat=matrix(0,nrow=SIM, ncol=K)
uu.mat=matrix(0,nrow=SIM, ncol=K)
ud.mat=matrix (0,nrow=SIM, ncol=K)
du.mat=matrix(0,nrow=SIM, ncol=K)
dd.mat=matrix(0,nrow=SIM, ncol=K)

#simulazione
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for (sim in 1:SIM)
{

x=rbinom(K,m, px)
y=rbinom(K,m, px)

for (k in 1:K)
{

mk=mx*k
sx=sum(x[0:k])
sy=sum(y[0:k])
V [k]=2%*mk

1f (! ((sx>0)&(sx<mk) & (sy<mk)& (sy>0)))

{

sy=sy+0.5

sx=sx+0.5

mk=mk+2

}
data=c(mk, sx,sy)
S[k]=2*mk* (sy-sx)/sqrt ((sx+sy) * (2*mk-sx-sy))
thetal0=0
lambdaO=(sy+sx)/ (2*mk)
lambdahat=sx/mk
thetahat=asin(sqrt(sy/mk))-asin(sqrt((sx)/(mk)))
cap=thetahat+asin(sqrt(lambdahat))
zero=asin(sqrt (lambda0))
parhat=c(thetahat,lambdahat)
parzero=c (thetal,lambda0)
1_hat=logL(parhat,data)
1_0=logL(parzero,data)
differenza=round((1_hat-1_0),3)
if (!thetahat==0) rr[k]l=sign(thetahat)*sqrt(2*(1_hat-1_0))
else rr[k]=0
r[k]=rr[k]*sqrt (V[k])

if (rr[k]==0)
{
rrstar [k]=0
}
else
{
thetal=0
numll=4*mk*sin(cap)*cos(cap)*(log(sin(cap))-log(cos(cap))-
log(sin(zero))+log(cos(zero)))
numl2=2*mk*sin(cap)*cos(cap) * (Log(sin(cap))-log(cos(cap))-
log(sin(zero))+log(cos(zero)))/sqrt(lambdahat-lambdahat~2)+
mk*log(lambdahat)-mk*log(lambda0)+mk*log(1-lambdaO) -
mk*log(1-lambdahat)
num21=2*mk*sin(cap) *cos (cap) * (cot (zero) +tan(zero))/
sqrt (lambda0-lambda0~2)
num22=mk*sin(cap) *cos (cap) * (cot (zero) +tan(zero) )/
sqrt (lambdaO*lambdahat*(1-lambdal) * (1-lambdahat))+
mk/lambdaO+mk/ (1-lambda0)
Num=matrix(c(numll,numl2,num21,num22) ,ncol=2,nrow=2,byrow=T)
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numeratore [k]=det (Num)

jlambda=(sy*(1+cot(zero)~2)+(mk-sy)* (1+tan(zero)~2))/
(2*1lambdaO#* (1-lambdal))+(sy* (cot (zero)) - (mk-sy) *
(tan(zero)))*(1-2*1lambdal)/(2*(lambdaO* (1-lambda0))~(3/2))+
sy/lambda0~2+(mk-sy)/(1-lambda0) "2

j11=2*(sy* (1+cot (cap) ~2)+(mk-sy)* (1+tan(cap)~2))

j12=(sy*(1+cot (cap) ~2)+(mk-sy)* (1+tan(cap)~2))/sqrt (lambdahat
*(1-lambdahat))

j22=(sy* (1+cot (cap) ~2) +(mk-sy) * (1+tan(cap) ~2) )/ (2*1lambdahat*
(1-lambdahat) )+ (sy*(cot (cap))- (mk-sy)*(tan(cap)))*
(1-2x1lambdahat) /(2% (lambdahat* (1-lambdahat))~(3/2))+sy/
lambdahat~2+(mk-sy)/(1-lambdahat) ~2

Jhat=matrix(c(j11,j12,j12,j22) ,ncol=2,nrow=2,byrow=T)

J=det (Jhat)

denominatore [k]=sqrt (J)*sqrt (jlambda)

Cu[k]=numeratore[k] /denominatore [k]

rrstar [k]=(rr[k]+(1/rr[k])*log(Culk] /rr[k]))

}

rstar[k]=rrstar [k]*sqrt (V[k])

if (k==1)
{
uul[k]=a+(c*V[k])-(0.583*sqrt (V[k]))
dulk]=-a+(3*c*V[k])+(0.583*sqrt (V[k]))
}
else
{
uul[k]=a+(c*V[k])-(0.583*sqrt (V[ k]-V[(k-1)]1))
dulk]=-a+(3*c*V[k])+(0.583*sqrt (V[k]-V[(k-1)]1))
}
ud [k]=-du [k]
dd [k]=-uu[k]
}
S.mat [sim,]=S
r.mat[sim,]=r
V.mat [sim,]=V
rstar.mat[sim,]=rstar
uu.mat [sim,]=uu
du.mat [sim,]=du
ud.mat [sim,]=ud
dd.mat [sim,]=dd
¥

#il resto della funzione é uguale a quella per il primo esempio...
#(...)
b
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