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Introduzione

Negli ultimi decenni ¢’¢ stato un notevole progresso nello studio delle proprieta della materia
grazie anche allo sviluppo di approcci matematici e computazionali che permettono di descri-
verne la struttura elettronica. Sebbene I’implementazione di algoritmi sempre piu accurati abbia
permesso di valutare I’impatto di vari modelli teorici, rimane la complessita risolutiva e le ap-
prossimazioni che spesso si rendono inizialmente necessarie per implementare. E’ noto infatti
che la struttura elettronica della materia si ottiene a partire dalla risoluzione quanto-meccanica
di sistemi contenenti nuclei ed elettroni. Al crescere del numero di quest’ultimi, il problema
diventa progressivamente pia complesso. A maggiora ragione, tale complessita diviene elevata
nel caso delle molecole, ove cioé si ricava la soluzione dell’equazione di Schrodinger per una
collezione di atomi interagenti. Ad eccezione di semplici molecole o cristalli, lo studio del-
la struttura elettronica della maggior parte delle strutture molecolari e cristalli si basa percio su
metodi approssimati. Questi metodi di approssimazione sono partiti dal modello di Thomas Fer-
mi, includendo poi I’approssimazione di Hartree-Fock e di Born-Oppenheimer. Sicuramente la
teria Funzionale Densita (Density functional theory, (Kohn-Sham, 1965) ha spostato 1’attenzio-
ne dalla funzione d’onda alla densita di carica. Tale teoria ¢ molto utile e presenta delle grandi
potenzialita a discapito del fatto che per semplificare i conti puo richiedere di lasciare indefinito
il funzionale di correlazione-scambio, che rappresenta 1’interazione caratteristica degli elettroni.
Sviluppi di questo funzionale di correlazione-scambio rappresentano oggi il punto di lavoro di
molti teorici. Esistono poi ulteriori metodi per affrontare tale problema, come ad esempio il me-
todo ”Quantum-chemical” oppure il metodo degli “’stati solidi”. Il primo usa orbitali localizzati
e li applica a molecole o cluster, il secondo si applica a cristali o sistemi materiali con condi-
zioni al contorno periodiche. Un esempio, che vedremo anche applicato in seguito, ¢ il metodo
LCAO (Linear Combination of Atomic Orbitals). Anche se classificato come un metodo degli
stati solidi, ¢ piu corretto considerarlo come un ibrido tra questo ed il quantum-chemical. Il
successo del metodo LCAO si deve forse al fatto che ¢ relativamente semplice da applicare alla
soluzione dell’equazione di Schrodinger. Nel 1926 Schrodinger pubblico infatti il suo lavoro
sul metodo dell’equazione d’onda per la meccanica quantistica, questo diede il via al lavoro di

molti fisici che cercarono di descrivere I’equazioni d’onda di atomi, molecole, solidi e cristalli.



L’idea di una combinazione lineare degli orbitali atomici era sorta durante lo sviluppo di metodi
per larisoluzione dell’equazione di Schrodinger di un sistema elettronico riguardante il tentativo
di descrivere la struttura dei solidi in termini dei loro costituenti. Questa idea era naturale dal
momento che la materia ¢ composta da atomi o molecole coese che sono descritti con orbitali
atomici basati sui fondamenti della meccanica quantisitica. Usando il concetto di LCAO per
varie applicazioni vennero formulati diversi metodi, un tipico esempio ¢ il metodo di Hiickel,
introdotto negli anni *30 e che fu particolarmente importante per la chimica quanto-molecolare.
Un successivo sviluppo del metodo LCAO fu il metodo OLCAO (Ortogonalized Linear Com-
bination of Atomic Orbitals), il cui nome fu coniato, negli anni >70 da Ching e Lin, e realizzato
per calcoli di sistemi piu complessi senza le tipiche simmetrie dei cristalli. Oggigiorno, questo
metodo, ¢ stato ulteriormente perfezionato per renderlo piu versatile ed efficiente. Il suo punto
di forza sta nel fatto di riuscire a descrivere la struttura elettronica di grandi sistemi con un alto
livello di accuratezza.

All’interno del seguente lavoro di tesi andremo ad analizzare lo studio di una struttura mole-
colare. Partendo della definizione dell’Hamiltoniana che descrive una generica molecola, pre-
senteremo ’approssimazione che ci permette di trattare un problema di per s¢ complesso, per-
mettendoci di semplificarlo: I’approssimazione di Born-Oppenheimer. Questa ci consente di
trattare in maniera separata il moto dei nuclei da quello degli elettroni nel quale le posizioni dei
nuclei sono considerate fisse. Di seguito sara discussa un’applicazione di due principali metodi
approssimativi applicati allo studio di una generica molecola che, per semplicita, considereremo
biatomica nella forma AB™: il metodo LCAO (Linear Combination of Atomic Orbitals) ed il
metodo variazionale. Applicheremo questi due metodi nello studio dei livelli energetici elettro-
nici osservando la loro variazione al al variare della distanza internucleare. Questo ¢ un passo
importante per integrare successivamente il moto dei nuclei e studiare, quindi, I’impatto delle
vibrazioni nello spettro d’energia.

La presente tesi ¢ organizzata in 3 capitoli:

1. nel primo capitolo verra presentata I’Hamiltoniana di una generica molecola, focaliz-
zandoci poi sul caso di intaresse di una molecola biatomica discutendo e giustificando

I’approssimazione di Born-Oppenheimer.

2. nel secondo capitolo si spiegheranno tre metodi di approssimazione utili per la risoluzione
di sistemi quanto-meccanici: il metodo variazionale, il metodo di Rayleigh-Ritz ed il
metodo LCAO.

3. infine, nel terzo capitolo, vedremo 1’applicazione del metodo LCAO al caso di una gene-
rica molecola AB™, focalizzando, poi, I’attenzione sul caso specifico della molecola H.,"

ed introducendo da dove originano vibrazioni.



Capitolo 1

Hamiltoniana di una generica molecola ed

approssimazione di Born Oppenheimer

Nell’ambito della fisica della materia lo studio delle molecole e delle loro proprieta riveste un
ruolo importante. Una struttura molecolare si compone di un numero /N di atomi, ognuno con
1 propri elettroni. Per descrivere una molecola, supponiamo percid composta da un numero
N di nuclei ed N, elettroni, usiamo come di consueto il sistema di coordinate cartesiane e
denominiamo conseguentemente con 7, Ry...Ry le posizioni dei nuclei e con r1,72...7x, le
posizioni degli elettroni in questo sistema di riferimento. Inoltre indichiamo per semplicita con
Ry = (Ry, Rs...Ry) il vettore che contiene le posizioni di tutti i nuclei ed analogamente 7, =

(r1,72...7N,,) per gli elettroni. Definiamo I’Hamiltoniana che descrive la molecola come:

H:TN+Tel+V (11)

Dove Ty si riferisce all’energia cinetica dei nuclei pari a:

EQ
Ty ==Y -V (1.2)

T, rappresenta I’energia cinetica degli elettroni:

Nel +2

h
Ty=-) -—V2 (1.3)

2m2-

1=

V' ¢ il potenziale che si compone di 3 contributi coulombiani che si riferiscono alla repulsione
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elettrone-elettrone, nucleo-nucleo ed attrazione nucleo-elettrone:

Nel N Nel Ng

CAVA
ZjZ‘lWEoV - R | +ZZ47T€0|T —r. | ZZ 47T€0|R R | (1.4)

Risolvere I’equazione di Schrodinger per la molecola significa scrivere
HVU(Ry,7y,) = EV(Ry, 7y, (1.5)

Tuttavia, come riportato in [1] un tale sistema di coordinate puo risultare complicato dal mo-
mento che non ci permette di mettere in evidenza la possibilita di separare la componente trasla-
zionale del moto dei nuclei dalle altre sue componenti, il moto rotazionale e vibrazionale. Per
rendere visibile la possibilita di operare questa separazione € conveniente scegliere, come nuovo
sistema di riferimento, un sistema centrato nel centro di massa della molecola, il cui moto risul-
tera essere pari a quello di una particella libera. Dato che il rapporto tra la massa dell’elettrone
e la massa dei due nuclei € poco significativo, € lecito trascurare il contributo elettronico nel
calcolo della posizione del centro di massa. Possiamo vedere questa separazione nel caso, che
prenderemo poi in esame, di una molecola biatomica. Nel sistema di riferimento del laboratorio

¢ rappresentata come in figura 1.1

Figura 1.1: Rappresentazione della molecola vista dal sistema di riferimento del laboratorio



Definiamo con R4 ed Rp le posizioni dei due nuclei di massa rispettivamente M4 ed Mp,
rispetto al sistema di riferimento del laboratorio. Indichiamo la posizione del centro di massa

come
 RuM4+ RpMjp

R, = 1.6
My + Mg (1.6)
Inoltre chiamiamo la distanza relativa tra 1 nuclei come
R=Rs— Rp (1.7)
La massa ridotta del sistema come
MsMpg
p= (1.8)
My + Mp
La massa totale come
M = M4+ Mg (1.9)

L’Hamiltoniana della molecola (in questo caso biatomica) allora si puo scrivere nel seguente
modo:
H=Tg, +Tr+T,+V (1.10)

dove:

« Il termine 7' si riferisce all’energia cinetica del moto relativo dei nuclei e sara pari a
TLQ
—V3 1.11
L (1.1)

* Il termine T, si riferisce all’energia cinetica del centro di massa ed ¢ pari a

TLQ
Y2
517 Vi (1.12)

e Itermini 7,; e V sonougualia 1.4 e 1.3

Si puo osservare che il termine R, compare solamente nel termine riferito all’energia cineti-
ca del centro di massa, di conseguenza si puo separare dalle altre variabili. E’ cosi possibile
risolvere 1’equazione di Schrodinger per il centro di massa come

T2

h

Wvgmcb(z%cm) = E.n®(Rem) (1.13)

dove notiamo che la soluzione per le autofunzioni del centro di massa sono, come anticipato,

onde piane corrispondenti al moto di una particella libera di massa M. Per il sistema ridotto



invece scriviamo 1’equazione di Schrodinger come:
(Tr+Tu+ V)Y(R,Te) = EV(R, 7o) (1.14)

come evidenziato in [1] questo problema puo risultare particolarmente complesso, soprattutto
una risoluzione numerica pud essere pesante dal punto di vista computazionale. E importante
cercare delle approssimazioni che possano semplificare quanto piu possibile la forma dell’e-
quazione di Schrodinger per la molecola. In questo senso risulta fondamentale la cosiddetta
approssimazione adiabatica di Born-Oppenheimer, introdotta dai due omonimi fisici nel 1927,
mediante la quale ¢ possibile disaccoppiare, nella trattazione quantistica di una qualsiasi mole-
cola, il moto degli elettroni da quello dei nuclei, fattorizzando le autofunzioni molecolari in due
componenti separate, € assumendo che nella risoluzione delle equazioni del moto elettronico la

distanza internucleare possa essere mantenuta fissa.

La ragionevolezza d questa approssimazione ¢ stata supportata da indagini sperimentali 0s-
servando i pattern di diffrazione dello scattering di neutroni su molecole come riporta [2]. 1
neutroni, essendo privi di carica, interagiscono solo con i nuclei mediante la forza forte. In que-
sto modo si possono studiare le distanze di equilibrio tra 1 singoli nuclei. Un esempio puo essere
la piu semplice molecola diatomica neutra, H, in cui la distanza tra i due protoni & di 0.74 A.
Evidenze riportate da analisi spettri di diffrazione raggi X e spettri molecolari dimostrano che
quando gli atomi si legano gli elettroni delle shell piu interne sono quasi del tutto indisturba-
ti, rimanendo confinati nel proprio atomo di appartenenza, mentre gli elettroni piu esterni, gli
elettroni di valenza, si distribuiscono nella molecola, provvedendo all’energia di legame. Pos-
siamo vedere su basi semiclassiche la giustificazione di questa separazione traendo spunto da
[3]. Considerando I’energia degli stati elettronici, se indichiamo con « la distanza tipica tra i nu-
clei nelle molecole, allora, grazie al principio di indeterminazione, possiamo ottenere un ordine
di grandezza del momento degli elettroni di valenza pari a % e quindi un’energia cinetica

T2

B, ~ % (1.15)
Usando come distanza a un valore pari a qualche A e m la massa degli elettroni otteniamo una
separazione dei livelli di qualche eV, corrispondente alla regione dello spettro dell’ultravioletto
e del visibile. Consideriamo inoltre che anche i nuclei non sono statici, ma possono traslare,
ruotare o oscillare attorno a delle posizioni di equilibrio. Abbiamo visto precedentemente che
il moto di traslazione puo essere separato dai moti per vibrazione e rotazione, percio possiamo
concentrarci principalmente su questi ultimi due. Per stimare 1’energia vibrazionale possiamo
osservare quanto segue. Se gli elettroni sono legati alla molecola da una forza F, allora i nuclei

devono essere legati da una forza uguale ed opposta. Considerando questa forza come armonica
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di costante k, la frequenza armonica delgli elettroni sara pari a wy = (£ )% mentre quella del

moto nucleare wy = (%)% dove M ¢ dell’ordine della massa di un nucleo. Il rapporto tra le

energie del moto vibrazionale dei nuclei rispetto agli elettroni si pud calcolare come

hwy m .1
— ~(—)2 1.16
Ton = ar)? (1.16)
e quindi
m 1
E,~(—)2FE, 1.17
(M)2 ! (1.17)

Considerando che tipicamente il rapporto 7; € compreso nell’ordine di grandezza 1073 —107°
notiamo che F, ¢ circa cento volte piu piccolo di F,;. Tale risultato ¢ ragionevole dato che le
tipiche transizioni vibrazionali si trovano nella regione di spettro corrispondente all’infrarosso.
Inoltre, portano ad una correzione del primo ordine nelle linee elettroniche, con uno splitting
dell’ordine di 0.1eV'. Per quanto riguarda il moto di rotazione dei nuclei, per stimare 1’energia
rotazionale £, prendiamo in esame il caso semplice di una molecola diatomica con nuclei di
stessa massa M ad una distanza a. Il momento di inerzia associato alla molecola sara [ = 4.

2
Sfruttando il risultato dell’energia rotazionale associata al rotore rigido pari a

L2
Ero = (57) (1.18)

. . .. . -9 .
e considerando che L? varia per quanti di ordine °, otteniamo

I m
)~ T E (1.19)

E, =~ ( i

Quindi I’energia rotazionale associata alla molecola € dell’ordine di §; volte piu piccola dell’e-
nergia elettronica e (%)% volte piu piccola dell’energia vibrazionale dei nuclei. Il moto rotazio-
nale porta ad uno splitting del secondo ordine nelle linee spettrali, dell’ordine di 0.001eV. Tran-
sizioni tra livelli rotazionali vengono osservate nella regione dell’infrarosso e delle microonde.
Da queste considerazioni semiclassiche possiamo verificare la plausibilita dell’approssimazione

di Born Oppenheimer che sara trattata piu in dettaglio nella prossima sezione.

1.1 Approssimazione di Born Oppenheimer per molecole

biatomiche

Nell precedente sezione ¢ stato illustrato come scrivere I’ Hamiltonina per un molecole biatomi-
che in 1.14 dove ci concentriamo sul sistema ridotto trascurando il moto del centro di massa.

Utilizzando il formalismo gia introdotto, nel seguito si trattera piu in dettaglio come si imple-



menta questa approssimazione nel caso di molecole biatomiche traendo spunto da [2]. Come
prima cosa possiamo separare le autofunzioni dei nuclei da quelle degli elettroni ed andare a stu-
diare il moto di questi ultimi considerando i nuclei come fissi nelle loro posizioni. Il problema

agli autovalori si puo percio riscrivere come
(T + V)P (R; 11,72, ...7n,,) = Eg(R)®(R; 71,72, ...7N,,) (1.20)

conosciuta come equazione d’onda elettronica. Gli autovalori e le autofunzioni degli elettroni,
ad un dato stato ¢, dipendono parametricamente dalla posizione dei nuclei, considerati fissi nei
calcoli. Questa dipendenza parametrica dalla distanza internucleare compare anche per I’auto-
valore d’energia E,. Le funzioni d’onda ®, formano, al variare di ¢ un set completo per ogni

R. Sipuo scegliere, inoltre, le autofunzioni in maniera tale che formino una base ortonormale:

/d?N"Nel(I):;(R; 7~"N€l>q)p(R; %Nel) = 5qp (121)

Grazie alla completezza della base costruita, le funzioni d’onda esatte per la molecola si possono

espandere nel seguente modo:

J(R:Tn,) ZF J(Ri7N.,) (1.22)

Dove F,(R) rappresenta il moto nucleare quando il sistema elettronico ¢ nello stato g. Le
sue equazioni si possono trovare inserendo le autofunzioni trovate ¢ in 1.14 e proiettando le

equazioni con ®4(s = 1,2...). Cosi
> / di N, @ (Tg + Ty + V — E)Fy(R)®, = 0 (1.23)
Usando le equazioni 1.20 e la condizione di ortonormalita 1.21 si riduce nella forma

Z [/ d?’Nelq):(TR)q)qFAR) + (Es(R) — E)Fy(R) =0 (1.24)

q

Poich¢ entrambe ®,(R) e F,(R) dipendono da R, I’azione dell’operatore cinetico 7 risulta

52
Tr(®,F,(R)) = o [Fy(V3®,) + 2(VRF, - Vi®,) + ©,(VHEF,)] (1.25)
L’approssimazione di Born-Oppenheimer consiste nel trascurare il termine |V z®,| rispetto al

termine |V p £ | per valori di R vicini alla posizione di equilibrio R,. Allora I’equazione 1.24



che comprende F(R) soddisfa I’equazione del moto nucleare

TLQ

—ZV%JrES(R) —E|F(R)=0 (1.26)

4 * Transizioni tra differenti livelli rotazionali appartensanti

3 allo stesso livello elettronico & vibrazionala cornspondono
2 ainfrarossi poco energetici & microonde
1
1]

-]
I
[

4
v=1 3
2
1
0 L
Transizioni tra differenti livalli vibrazionali appartenanti
allo stesso livello eletronico coinvalgono radiazion
infrarosse
4
3
r=I) 2
1 i
0
K

Figura 1.2: Diagramma riportato da [4] rappresenta i livelli energetici di una moecola biatomica
che appartengono allo stesso livello elettronico. I livelli vibrazionali sono identificati dal numero
quantico v e quelli rotazionali dal numero quantico K.



Capitolo 2

Metodi di approssimazione

2.1 Metodo Variazionale e metodo di Rayleigh-Ritz

Nello studio quanto—meccanico della maggior parte dei sistemi fisici, come riporta [5], ¢ ne-
cessario spesso 1’utilizzo di metodi di approssimazione, uno di questi, ¢ il metodo variazionale,
molto utile per ottenere le energie di uno stato legato e le funzioni d’onda di un’Hamiltoniana
H tempo-indipendente. ”L’idea di partenza del metodo variazionale ¢ costruire un funzionale
definito sullo spazio di Hilbert dei ket del sistema preso in esame, 1 cui ket critici siano soluzioni
del problema agli autovalori dell’Hamiltoniana del sistema stesso”’[6]. Seguendo 1’idea di [2],
indichiamo con £, gli autovalori dell’Hamiltoniana, con v, le corrispondenti autofunzioni orto-
normali ed assumiamo che I’Hamiltoniana H di interesse abbia almeno un autovalore discreto.

Indichiamo con ® una arbitraria funzione normalizzabile, e

|H|P) [O*HDdr
(®|®) [ o*ddr

Blo] = ¢ 2.1)

dove I’integrazione ¢ estesa su tutto il dominio di esistenza delle coordinate. E’ chiaro che se ®
¢ identica ad una delle autofunzioni esatte 1),, dell’Hamiltoniana, allora E[®] corrisponde ad un
esatto autovalore F,,. Si puo mostrare che per una funzione & per la quale il funzionale E[®] ¢
stazionario ¢ autofunzione dello spettro discreto di H. Cosi, se ¢ e 1), differiscono fra loro per

una quantita infinitesima 0P, ovvero
O =, + 5 (2.2)
allora le corrispondenti variazioni al primo ordine di F[¢)] sono nulle:
0E =0 (2.3)
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e le autofunzioni di H sono soluzioni dell’equazione differenziale 2.3. Per provare questa

affermazione, notiamo che nell’equazione 2.1, differenziando, otteniamo
oF / O*Pdr + F / 0P *ddr + F / O G DdT = /5®*H<I>d7 + / O*HIDdT (2.4)

Dal momento che si assume solitamente (®|)® finito e non nullo, la condizione 2.3 diventa

equivalente a
/5@*(H — E)dodr + /@*(H — E)§ddr =0 (2.5)

Anche se le quantita infinitesime 6®* e ® non sono indipendenti, possiamo trattarle come tali,
cosi 1 singoli termini nell’equazione precedente possono essere presi pari a zero. Per vede-
re come questo succede, al posto della variazione infinitesima d® inseriamo 0P con i unita

immaginaria, cosi:
—i/(SCI)*(H — E)ddr +z’/®*(H — E)ddPdr =0 (2.6)
Combinando le espressioni 2.5 e 2.6 otteniamo

/ §0*(H — E)Pdr =0 2.7)

/(ID*(H — E)§ddr =0 (2.8)

che corrisponde al risultato desiderato. Usando il fatto che H ¢ Hermitiana, allora le due

equazioni 2.7 ed 2.8 risultano equivalenti all’equazione di Schrodinger
(H—-E[®)P=0 (2.9)

In questo modo una qualsiasi funzione & = v, per cui il funzionale 2.1 ¢ stazionario, ¢ un’auto-
funzione di H corrispondente all’autovalore F,,. Al contrario, se ¢, ¢ autofunzione di H ed E,
il relativo autovalore, abbiamo E,, = E[i,,] ed il funzionale F[t),] ¢ stazionario poiché 1), sod-
disfa le equazioni 2.7 2.8. E’ importante sottolineare che se v,, ¢ ® differiscono per una quantita
infinitesima d®, il principio variazionale 2.3 implica che I’errore nell’approssimare 1’autovalo-
re corretto ¢ nel secondo ordine in $. E’ inoltre importante sottolineare che il funzionale 2.1
dipende dalla fase e dalla normalizzazione di ®. In molti casi si € soliti imporre la condizione

(®|®) = 1. Quanto visto prima si puo riottenere differenziando il funzionale (®|H|P) soggetto
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alla condizione (®|®) =1,
6/®*H<I>dr - 0,/(1)*<I>dr —1 (2.10)

I1 vincolo puo essere trattato introducendo un moltiplicatore di Lagrange che denotiamo con F,
Cosi:

5 U CID*H@dT—E/(I)*CI)dT} =0 (2.11)

oppure
/5(1)*(H — E)®dr + /(I)*(H — E)§®dr =0 (2.12)

Quest’ultima ¢ identica a quanto ricavato sopra ed il moltiplicatore di Lagrange FE risulta pari
all’autovalore dell’energia. Un’importante proprieta aggiuntiva del funzionale 2.1 ¢ quella di
fornire un limite superiore all’esatto stato fondamentale F. Per provare questo risultato espan-
diamo la funzione arbitraria ¢ normalizzabile in una serie completa di autofunzioni ortonormali
W, di H:
o = Zan¢n (2.13)
n

Sostituendo questa equazione in 2.1, otteniamo:

> lan* B
B[] = &l oo (2.14)
2 lanl®
Dove abbiamo usato Hi, = Ev, e (®|®) = > a,|*. Se ora sottraiamo Ey ad entrambi i

membri; )
o @l (Ey — Ep)

E[®] — By = &=

(2.15)
2o lan]?
Dal momento che F,, > Ej, il membro di destra ¢ positivo, di conseguenza
E\<E[P] (2.16)

ed il funzionale E[®] costituisce un limite superiore per ’energia dello stato fondamentale.
Questa proprieta costituisce la base del metodo variazionale di Rayleigh-Ritz per il calcolo ap-
prossimato di Ey. Questo metodo consiste nel valutare la quantita F[®] usando una funzione
di prova ® che dipende da un certo numero di parametri differenziali, e poi minimizzare E[®]
rispetto a questi parametri in modo da ottenere la miglior approssimazione dello stato energetico
fondamentale, la cui accuratezza dipendera dalla scelta di ®. Il metodo variazionale di Rayleigh-
Ritz puo anche essere usato per ottenere un limite superiore per 1’energia di uno stato eccitato,

scegliendo la funzione di prova ¢ in modo tale che sia ortogonale a tutte le altre autofunzioni
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corrispondenti a stati aventi energia inferiore rispetto al livello considerato. Indichiamo i livelli

energetici in sequenza ascendente come Fjy, F, Es... e prendiamo & tale per cui vale
(1hn]®) = 0, (n = 0,1,...7) (2.17)

Cosi possiamo espandere, come fatto prima, ¢ nel set ortonormale di funzioni v,, ed abbiamo
che a,, = (,|® = 0(n = 0,1, ...7). Allora il funzionale E[®] diventa

Zn:i+1 |an|2En

E[dD] =
2] Zn:i-‘rl |an|?

(2.18)

Cosi che
Ei+1) < E[D] (2.19)

Come esempio, supponiamo che I’autofunzione del livello energetico piu basso sia ¢y € sia nota,

® ¢ invece la funzione di prova. La funzione
® ~ @ — o (tho|®) (2.20)

¢ ortogonale a ¢y (infatti <¢0|<i> = () e puo essere usata per ottenere un limite superiore per £,
’energia esatta del primo stato. Le autofunzioni ¢, (n = 0,1, ...7) non ¢ detto siano conosciute
con esattezza ma solo in forma approssimata. In questi casi la condizione di ortogonalita 2.17
non ¢ garantita ed ¢ piu difficile da raggiungere con esattezza, non si ritrova percio la condizione
2.19. L’applicazione del metodo variazionale agli stati eccitati € tuttavia piu semplice nel caso
in cui I’Hamiltoniana del sistema possieda alcune proprieta di simmetria. La condizione di
ortogonalita potra esser esattamente soddisfatta per alcuni stati. Un esempio puo essere il caso
in cui uno stato eccitato abbia differente parita o momento angolare rispetto ai precedenti stati,
cosi che la condizione di ortogonalita sia automaticamente soddisfatta. Funzioni d’onda di prova
particolarmente utili possono essere costruite a partire da un determinato numero (V') di funzioni

linearmente indipendenti X1, x2...xn che formando una combinazione lineare:

N
o= oy (2.21)
1=1

Dove i coefficienti ¢; sono parametri che vengono determinati minimizzando il funzionale E[P]

per ottenere un’approssimazione di Fy. Sostituendo questa equazione in 2.1:

N N
121 CrrCnHpp

E[®] = %g;—l %N—l s (2.22)
n=1 n/=1 tp/tn=nn/
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Dove

Ay = (X [Xn) (2.24)

Se le funzioni x; sono tra loro ortonormali, allora A,,,,, = J,, . Per determinare il valore dei

coefficienti ¢,, che minimizzano E[®], riscriviamo 2.22 come:

N N N N
E[@]> ) chenluw =D > chcnHpw (2.25)

n=1n'=1 n=1n/=1
Differenziando rispetto ad entrambi ¢}, ,c,, esprimendo gTEL =0e 596 E — (), otteniamo un sistema
di NV equazioni omogenee e lineari nelle variabili ¢,,:
N
> en(Hpw — Ay E) = 0, (peri = 1,2, ...N) (2.26)

n=1

La condizione per avere un sistema con soluzioni non banali ¢ porre nullo il determinante:
det ‘Hnn/ — Ann/E‘ =0 (2.27)

avremo cosi N soluzioni di questa equazione EY,...EY . Sostituendo poi £}’ nel siste-
ma di equazioni e risolvendolo per i coefficienti ¢, in termini di uno di essi, otteniamo la

corrispondente miglior approssimazione @, per lo stato fondamentale ).

2.2 Metodo LCAO

Un ulteriore metodo di approssimazione ¢ il cosiddetto metodo della Combinazione Lineare de-
gli Orbitali Atomici (Linear Combination of Atomic Orbitals, LCAO), che useremo anche nei
calcoli del prossimo paragrafo e che viene usato nei sistemi con piu atomi. Questo metodo, ori-
ginariamente proposto da Bloch [7], consiste nel creare una combinazione lineare degli orbitali
atomici a coefficienti ’costanti” indipendenti dalle coordinate elettroniche e dipendenti invece
solo dalle posizione dei nuclei che fungono percio da parametri. Nel caso di sistemi molecolari
si usa per costruire gli autostati della molecola come combinazione lineare di autostati elettronici

di atomi isolati. Il metodo LCAO assume le seguenti ipotesi iniziali

1. H ~ H,, ovvero si trascurano le correzioni;
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2. V(RnN,TN,) = VN—a + Ve—_e ovvero si trascura I’interazione nucleo-nucleo. Tale ap-
prossimazione ¢ ragionevole se i nuclei sono a distanza reciproca sufficientemente alta da

poter esser ritenuta poco significativa;

3. Ty ~ 0, ovvero i nuclei sono fissi (fermi; approssimazione adiabatica di

Born-Oppenheimer).

La molecola viene quindi descritta con una Hamiltoniana
HO =T+ ‘/elfel + anel (228)

e si risolve il problema agli autovalori, considerando le posizioni dei nuclei (fissi) come dei

parametri e

[Tet + Ver—er + Va—ealrcao = Ev¥rcao (2.29)

dove Y40 € opportuna combinazione lineare di autofunzioni elettroniche di atomo singolo
Pr.
Yroao = Z CrPr (2.30)
k
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Capitolo 3

Applicazioni per una generica molecola
ABT

3.1 Applicazione metodo LCAO

Vediamo a questo punto un’applicazione del metodo LCAO Al caso di una generica molecola
biatomica AB™. Tale caso di studio riveste un particolare interesse perché, nella sua generalita,
include anche la descrizione del comportamento di molecole monoelentali come Hs,, O, anche
in stati ionizzati semplicemente operando I’identita A = B. La generica molecola biatomica

ABT ¢ composta dai seguenti elementi:
1. nucleo A di massa M 4, carica Z se e posizione R 4.
2. nucleo B di massa Mp, carica Zge e posizione Rp.
3. un singolo elettrone di massa m, carica e e posizione 7.

e dove indichiamo la distanza internucleare con R = R g = R4 — Rgp. L’Hamiltoniana della
molecola si puo scrivere, come visto nel primo capitolo, come:

T2 2 2

e, h 9 ZsZpe? h _, Z ge? Zpe?

— Vi, ———V - —V; - —
oMy B4 2Mp BB dmeg|Ry— Rp| 2m " dmelr — Ra|  4meg|r — Rp]

(3.1)

Sfruttando I’approssimazione di Born-Oppenheimer discussa in precedenza andiamo ad appli-
care il metodo LCAO per cercare le energie degli stati elettronici. Come visto 1.20, possiamo

riscrivere I’Hamiltoniana per il sistema ridotto in questo modo:

7L_2 > 7 s€? B Zge?
2m " Aweg|lr — Ra|  4meo|r — Rp|

(3.2)
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Tuttavia, scegliamo un sistema di riferimento piu comodo per fare i calcoli, posizionando il

centro sull’atomo A come riportato in figura 3.1

Figura 3.1: Rappresentazione del sistema di riferimento centrato sull’atomo A, inoltre 1’asse z
del sistema coincide con 1’asse della molecola, questo ci permette di passare facilmente ad una

descrizione in coordinate polari sferiche

Allora, grazie a questa scelta:
(3.3)

(3.4)

la distanza tra ’elettrone e 1’atomo B:

lr — Rp|=rp = \/r2 + R% — 2rRpcos(f)

(3.5)

la distanza tra ’elettrone e 1’atomo A:

Ir—Ral=ra=r (3.6)

Applichiamo il metodo LCAO scegliendo come autofunzioni dell’Hamiltoniana H, una combi-
nazione lineare delle autofunzioni di singolo atomo per gli atomi A e B (considerandoli, dunque,
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come se non interagissero tra loro) come

Yrcao = cathoa(ra) + catop(rp) (3.7)

con 1pa(r4) che rappresenta 1’autofunzione di singolo atomo per I’atomo A con un singolo
elettrone. In particolare assumiamo che la sua autofunzione si possa scrivere come autofunzione

di un atomo idrogenoide nella forma:
Vot = RnlY}ml (38)

in cui noi siamo interessati allo stato fondamentale dell’atomo, percio utilizzeremo, per la

combinazione lineare, la seguente autofunzione:

3
Yoa(ra) = RigYy =2 (%) ) 6p7AY00 (3.9)
dove
pa = 25;‘@? (3.10)
(ag rappresenta il raggio di Bohr) e
Yy = L (3.11)

Var

essendo I’armonica sferica Y una quantita costante possiamo concentrarci sulla parte radiale

dell’autofunzione che quindi scriviamo, gia normalizza, come

3

Z 2 ZA’V‘A

oa(ra) =2 (—A) e (3.12)
Qo

In modo analogo ¢y (r g) rappresenta I’autofunzione di singolo atomo per ’atomo B con un sin-

golo elettrone che anche in questo caso supponiamo rappresentabile nella forma di autofunzione

di un atomo idrogenoide come:

B ZB"B

Yop(re) =2 (—) ’ e a0 (3.13)

Qo

A questo punto scriviamo 1’equazione di Schrodinger per il nostro problema:

I 5 Z 4€° Zpe?

2m " Armeg|r — Ra|  4meo|r — Rp|

Yrcao = Ercao¥rcao (3.14)
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dove inseriamo la v 40 definita prima (3.7) ed otteniamo:

_7L_2 > 7 46> B Ze?
2m " Aweglr — Ra|  4meo|r — Rp|

(<alioa(ra) + cnlén(ra))
::z;LCAC)(cAr¢0A<rA)>%-CBL¢OB<TB>>) (3.15)

Notiamo, in particolare, che nella precedente formula, quando 1’autofunzione ¢4(r4) va ad

Z a2

— m] dell’Hamiltoniana H, restituisce il valore dell’energia

. . . E 2
agire sul termine [ 5= Vo

dello stato fondamentale dell’atomo A:

712 2 ZA62 (0)
“om V" dmelr — Ral [Yoa(ra)) = E4" [$oa(ra)) (3.16)
In modo analogo, anche per I’atomo B:
TLZ ZB€2
[—% 2 - Ireolr — Rp| Yos(rs)) = B} [tos(rs)) (3.17)

Sfruttando queste condizioni possiamo riscriver I’equazione di Schrodinger 3.15 evidenziando

gli autovalori degli stati dei singoli atomi nel seguente modo:

2362

B dmeg|r — Rp|

ZA€2

E(O) o
CA[ A dmeg|r — Ra|

[ oatra)) + cn | ) [ uatre)

= Erca0 (CAWOA(?”A)) + CBWOB(?“B)>> (3.18)

In modo equivalente, portando tutti gli addendi alprimo membro dell’equazione:

ZB€2

dmeg|r — Rp|

ZA€2

EY —Eroao— Y|
cA [ 4 Lodo dmeg|r — Ra|

] [Yoa(ra))+cp {Eg)_ELCAO— } |Yop(rE)) =0
(3.19)
Possiamo riscrivere la differenza Ez(f) — FErcao come AEﬁlo) e Eg)) — Frcao come AEgJ). Cosi

otteniamo 1’equazione finale:

2362

~ Areo|r — Ry

ZA€2

AEY e
CA[ A dmeg|r — Rl

ﬂmm+@P$M }MWM=OOE)

A questo punto andiamo a considerare le proiezioni di questa equazione sui ket (¢g4(74)| €
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(op(rp)| uno alla volta, ottenendo un sistema:

(Woa(ra)| |AEY — =225 caltboa(ra)) + (toa(ra)| | AEY — 22— eplop(rp)) = 0

dmeg|r—Rp)|

0 e? 0 €2
(os(rp)| | AEY — 5285 [ caltoa(ra)) + (Yon(rp)| | AEY — 2245 cplon(rs)) = 0
(3.21)
Ricordando che le autofunzioni prese in considerazioni sono anche gia normalizzate,

riconosciamo i seguenti contributi:

1. il primo contributo ¢ rappresentato dalla proiezione dell’autofunzione su se stessa e dara

ridultato

(hoa(ra)l [AE&P} caltoa(ra)) = caAEY (3.22)
ed in modo analogo

(Yos(rs)| [AE](BO)] csldos(ra)) = caAEY (3.23)

2. un termine, I’integrale di Coulomb molecolare (solitamente espresso con C')

ZB€2
(Yoa(ra)l { - m] caltoa(ra)) (3.24)
e omologo ,
A
(YoB(rB)| { - Wﬁlﬂd cpltos(rB)) (3.25)

che rappresenta ’interazione attrattiva Coulombiana di una densita di elettronica con il

nucleo (ad esempio €?[1)y4|* con il nucleo B)

3. un termine detto si Scambio o Risonanza (D)

ZA€2
(toa(ra)l [ - m} cslton(rB)) (3.26)
ed omologo )
A
(Yop(rs)| { - Wﬁﬂﬁd caltboa(ra)) (3.27)

che rappresenta I’interazione Coulombiana che si origina dall’interazione tra la

“sovrapposizione” —egatp € il nucleo A (B).

4. un contributo dovuto alla sovrapposizione delle due funzioni d’onda che fornisce, quindi,
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una stima del grado di overlapping, detto anche Integrale di Sovrapposizione (.5)

(oa(ra)l [AE&?] calYon(rp)) = cBAES (Woa(ra)ltos(rs))  (3.28)

ed omologo

(on(rs)] [mﬂ caltroa(ra)) = cAAEY (op(rp)toalra))  (3.29)

Possiamo allora riscrivere il sistema 3.21, alla luce di quanto visto, come

ca| AEY + OAA} +cp [AE,(E?) -Sap+Dag| =0
(3.30)
CA AES)) . SBA + DBA:| +cp |:AEJ(90) + CBB =0

Questo rappresenta un sistema a due equazioni e due incognite [c4,cp] che viene risolto

imponendo il determinante pari a zero:
[AE&O’ + CAA] : {AEQ) + CBB] - {AES” - Spat DBA} : [AE}Q) Sap+ DAB} —0 (331)

A questo punto dobbiamo calcolare il valore dei vari integrali da introdurre nel calcolo finale.

A titolo di esempio presentiamo il calcolo di (1pa(r4)] [ - #EQRB'} caltboa(ra)):
Zpe? Za\" 2zara 1
atiis /4(—A) e w0 —ddr (3.32)
47eg ag B

Utilizziamo le espressioni viste (3.5 e 3.6) ed integriamo utilizzando le coordinate polari sferi-
che. Il nostro sistema, per la particolare configurazione scelta, centrando il sistema di riferimento
sull’atomo A ¢ invariante rispetto all’angolo ¢, Pertanto integrando su ¢ otteniamo valore 27.

In coordinate polari otteniamo:

Zpe? Za\? 2zar m 1
_ZBe / 4(—A) ¢ o 2mridr / sin Ad6 (3.33)
dmeg o o \/r?+ R4 —2rRpcos(d)

Con una sostituzione di variabili z = /r2 4+ R% — 2rRpcos(f) I’elemento di integrazione

diventa sin 0dfl = % ¢ cambiano gli estremi di integrazione che andranno da |r — R| ed (r + R)
cosi otteniamo: X
Zget [ (7,4 2Zpr
— 41 — w0 27— R—|r—R 3.34
e [Ta( L) S a4 m- 1 - ) (.34
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Facendo attenzione nel trattare il valore di |[r — R| integrando nelle giuste regioni quando r > R

ed r < R otteniamo il risultato finale:

ZBZA€2 _2%ap Qo Qo
— e ap _1 — +
€oQo RZA 2RZA

Riportiamo allora il risultato dell’espressione ricavata prima 3.31:

AEY  AED+

ZpZae? [ _22a a a
AE(O) _ZBZAT o B -1 = 0 0
ToEs { o & RZ:) T2RZ,)| T

ZpZa€* a _27p a
AEO | _ZBZA o _ %R (y 0
+ 4 €0Qo ZBR c ’ +ZBR +

. (ZBZA€2)2
€0

ay  2BR [ ao
— a, 1
ORZ, (RZB * )
ay 2ZAp ao
— a 1
RZy ( +ZAR)

227 p Qo CL% Qo
a 1—
e (ZBR LR Y = ZAR)

22

27 47 R?

(3.35)

(3.36)

(3.37)

(3.38)

(3.39)



73 ao \* [ _2zp 2 1 1 \?
—AE(O)-AE(O) 8 2 A Yo = RZZ S
A s O\ Z) |1© " e\ R T e 7R

2ap (2 Zy 2 1 \?
a B2 (24 24
te ’ B (CL[) + Qo +RZT+ZBR

4 2
+ Ao 6_2ZTB @_%R é+ 2Zp — 2Zp _e_%R @4_1 _‘_l
ZD ao ZDR ZDR ap R R
4
ao Zrp 2 1 1 2 Za 2 1
_ (=22 a0 Py - _ s 4 z4 _—
(ZT> oo (ZTR " Qg ZBR> <ao N ap * ZrR + ZBR)

4
. Qg 625(;3R23< 2 +i_ 1 ) [eié)R (é_{_ 2ZB) B QZB

ap ap * ZTR ZBR

_2pp al { 2 1 1 } {1 _ipg (ZD 1)}
—e a0 Z +__— c|l—=—e @ _+_
Y ZrZ0)? | ZrR a9 ZgR| |R ap R

4 _2z _2z Z 1 _Zpg (74 27 A 1 27 1
+ o S| —e “(?R—i-e aOTR _T_|__ .le aﬁR _B_|_ B__D+_ _ B+_
(ZTZD) ZB R Qo RZD Qo R RZD R

4
_22pp [ ag 1 _Zpgp (Zp 1 _%pp (Zp 275 Zp 1 27 1
e (ZD> <R e (a0+R>>[e ’ (a0+RZD a0+R> RZD+RH

(3.41)
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73 27 162 _2z 2 1 1 R
et () (O Al sl fe
ZBay €0

ZBZT}
a2 1 1) (7
ZT ZTR Qo ZBR ZT
—e 2rZBdo | 2 i——l . @ R—ﬂ—i- %o eiZTé)R —I—l—ef%R
ZD ZTR Qo ZBR Qo ZD ZD
1R, o 2 Z A 2 1 Qo R ()
e w2 | 2 24 B R T T U
c B[a0+a0+ZTR+ZBR 72 7 Iy
n e—M—OARZBGO

L N - 75,

Zr Qg ap ZrR ZgR
_ZrpZpag | 2 Zy 2 1 Zg Qo ag _%4DR _%pp Qo 2
a, —_— [ . —_— R__ —_— a, 1_ a, —_
e Zp [ao+ao+ - }[ao Z/:)jLZD6 )riTe” Zr
5 3
e N

D

@ "RZn @ "R) RZ» R
_ZBR Qo R ao _ZAap agp ZB
_ a Z _ _ R, a _ _— 1
{ e 9o B{Z%+ZT+ZBZT}+6 0 ZT<ZT+)
_ZB R Qg

ZB ao ag _%4DR _“%bp
WL NZ8 (R 0y Ve 1—¢ @ 3.42
+e ZD[ao( 7 (3.42)

2 2 —2%BR
_4ZAZB€ ZA ap e @ A Qo i R I agp
6(2) Qo ZT R B

22 Zr  ZpZr
Zr p ZB agp R agp
— a 7 ). = -
© <T+R> (Z%JFZTJFZBZT”
2
Qo _2%2pp 1 _“ZbpbpR ZD 1 ag R ap
[ a - a = —_ 7 — -
(ZD> © {R o <GO+R)} B(Z%+ZT+ZBZT
3 R
ag e 9o ZB 22A R ZT 1 ZB
— —— 1 a — — .| = 1
@) [w @)= (@) (2 0)
_2Zpp

_ZrpRp ZT 1 ZB Qo ag _“ZDpp _ZDR
a —_— — . —_— R__ —_— a, 1_ a
e (ZB+R) {ao ( ZD+ZD6 ' )+ cr H
P azpp 1 Zop (Zp  1\][Z
*(z—) ‘ “"BR[}T“?R(_D* )H‘( 7

ap R ao

Questa formula rappresenta il calcolo finale inserendo i valori degli integrali dove Zp = Z4 +
Zp, Zp =24 — Zp.
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Per stimare il minimo dell’energia del legame ¢ stato impiegato anche il metodo variazionale,

1 cui risultati sono riportati in Appendice.

3.1.1 Vibrazioni

Per quel che riguarda i nuclei, il problema agli autovalori non ¢ semplicemente riducibile a
risolvere 1’equazione:
HnYne (Ra, Rp) = Entn g (Ra, Rp) (3.44)

dato che l’interazione coulombiana attrattiva nucleo-elettroni non ¢ trascurabile. In linea di
principio 1 nuclei non solo possono traslare in modo rigido (ovvero conservando la loro distanza
reciproca), o ruotare, ma possono manifestare anche moti relativi di avvicinamento o allontana-
mento tra loro, ovvero le cosiddette vibrazioni. Di fatto il valore Erc40 trovato nella sezione
precedente esprime 1’effetto che gli elettroni mediamente esercitano sui nuclei e, di fatto, agisce
come “potenziale efficace” centrale che chiameremo E, .;s(Rap) con Ryp = R. Tale gran-
dezza si puo esprimere in espansione in serie di Taylor attorno alla distanza di equilibrio R4

dei nuclei componenti la molecola, ovvero

dE&eff

Eee R :Eee R e
eff(Rap) eff(Ras, q)+(dRAB

) s (Ras — Ragen)

1 dQEe eff 2
— | —== — 4
+ 5 ( iR, ) |(Bap.eg (BAB — RaBeq)” + ... (3.45)

In prossimita della distanza di equilibrio, quindi, la molecola ¢ descrivibile da un potenziale

centrale che ¢ ben approssimato da un oscillatore armonico (dal momento che per R4p 4, la

2
derivata prima in 3.45 ¢ nulla) di costante elastica & = (d di‘;’ef L ) |(Rap..,- InOltre, alla molecola
AB ’
viene associato il momento angolare:
Jmol = (Jmol,:w Jmohya Jmol,z) (346)

che permette di descrivere le sue rotazioni. Si osserva che i termini — mv Rap T Eecry (RaB)

commutano con Jy,o; € Ji,01,.. Per prossimita della distanza all’equilibrio 1245 ¢, risulta che

Ezjmol (Jmol + 1) ~ E2Jmol (Jmol + 1)

~ (3.47)
2uapRag® 2uapRap.”
Ovvero la molecola esprime un “momento di inerzia” che si puo definire
O = /J’ABRZB,eq' (348)
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Gli autovalori £

. dell’energia del sistema ridotto avranno quindi un contributo dovuto alle

vibrazioni connesso a:

1. una componente del potenziale che assume I’andamento dell’oscillatore armonico presso

R 4B cq € ha spettro discreto del tipo:

(n, =0,1,..) (3.49)

con wy = IJIA%

2. un contributo connesso alle rotazioni che potenzialmente si possono manifestare nella

molecola (quantizzate e descritte da J,,,,;);

3. dauna parte che risente dell’effetto dovuto alla presenza degli elettroni (che presso R4p ¢q
¢ dell’ordine di Ee orf (RaB,eq))-

In conclusione si possono riassumere tutti i contributi agli autovalori del problema agli autova-
lori per i nuclei £y come la somma della componenente vibrazionale, rotazionale, traslazionale
(del centro di massa) e quella elettronica (espressa nella sezione precedente). Nel caso di mole-
cole biatomiche, un accordo migliore con gli spettri sperimentali € ottenuto considerando anche

termini superiori, da cui 1’utilita di avere una soluzione analitica di F,,.
g

3.2 Caso particolare: applicazione alla molecola H

Possiamo verificare la correttezza del modello nel caso della piu semplice molecola biatomica
con un elettrone: H, . In questo caso i due atomi A,B sono identici e corrispondono a due
atomi di idrogeno, percio le loro autofunzioni saranno definite in ugual modo come autofunzioni

dell’atomo di idrogeno nel suo stato fondamentale
2 _r
1/117070(7“)([“[2) = 3—/26 @0 (350)

Inoltre, anche le energie relative agli stati fondamentali dei due atomi saranno identiche percio,

nella formula di prima, avremo i termini
AEY = AEY — AE® = EO — E,040 (3.51)

26



Inserendo, quindi, questo valore nel calcolo precedente otteniamo un’equazione di secondo gra-
do nella variabile AE® che dara origine a due diversi autovalori per 1’energia con le loro

rispettive autofunzioni ¥y 40:

1. una soluzione dara valore

C+D
1+5

Ercaog = E, = E© + (3.52)

inserendo questo risultato nel sistema 3.30 troviamo il rispettivo valore per i coefficienti:
cqA=cCp (3.53)

che porta a
[Yrcaog) = [¥g) = ca(ltoalra)) + [¢os(rs))) (3.54)

con YPoa(ra) e op(rp) nella forma 3.50. Questa autofunzione (che rappresenta la par-
te spaziale) risulta essere una combinazione simmetrica per lo scambio dei due nuclei e

prende il nome di autofunzione Gerade o legante.

2. l’altra soluzione assumera valore:

C—-D
Ercaon =B, =BY + (3.55)
’ 1-5
il valore dei coefficienti che otteniamo ¢:
cq4 = —Cp (3.56)
che porta al risultato
[Yrcaow) = [u) = ca (|Yoa(ra)) — [Yos(rB))) (3.57)

Questa autofunzione risulta antisimmetrica per scambio dei due nuclei e prende il nome

di autofunzione a Ungerade o antilegante.

Il metodo LCAO ¢ un metodo approssimato, infatti, stiamo sfruttando I’approssimazione di
Born-Oppenheimer che ci consente di trattare separatamente il moto dei nuclei da quello degli
elettroni concentrandoci solo su questi ultimi e trascuriamo 1’interazione repulsiva che sussiste
tra 1 nuclei stessi. Se vogliamo correggere le formule precedenti tenendo conto della repul-

sione nucleo-nucleo, possiamo aggiungere ad entrambi i valori di energia trovati il termine di
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potenziale:

(0) C —+ D 62

E,=F
* <47T60R

g +1+S

(3.58)

C—-D e?

E,=EY
+ 1-S + <47T60R>

(3.59)

Possiamo graficare la soluzione per i valori di £/, ed E,, utilizzando come valori dei vari integrali

1 seguenti:
1. Integrale di sovrapposizione S'

_R
S =¢e a

2
R (§> (3.60)

Qo 3 Qo

2. Integrale di Coulomb C":

e? e o R\ _:2=r
C=— 1—(1—— a 3.61
4meqg R [ ( ao) € 0} ( )

3. Integrale di scambio D:

dmeg ap aop

_R
p—-_-<2 %" [1+£] (3.62)

Poniamo x = % e grafichiamo 1 risultati utilizzando la formula:

AFE =

47TEQ apgx

(3.63)

e 1 L l—-(1+2)e®+ax(l+ax)e™®
1+ (1+z+2)e

dove le soluzioni con il "+ " si riferiscono all’energia gerade (AE, = E,— E© che grafichiamo
come Eg per semplicita) e quelle con il " — " all’energia ungerade (AE, = E, — E© che

grafichiamo come Eu per semplicitd). Utilizzando ay = 0.53 A, il vantaggio ¢ che il rapporto
2

% ¢ adimensionale, inoltre usiamo il valore di =

4

o = 26.69¢V. Variando R (di conseguenza
x) il risultato ¢ il seguente riportato 3.2.

Notiamo che il sistema risulta debolmente legato, con una distanza di equilibrio, minimo
dell’energia gerade, attorno a % ~ 2.49 che corrisponde a R ~ 1.3 A ed un’energia di legame
dicirca 1.73eV . Possiamo confrontare il nostro dato con quelli che otteniamo sperimentalmente.
Dal punto di vista sperimentale, ci si attende una distanza di equilibrio di ~ 1.1 A con un’energia

di circa 2.65eV : il metodo LCAO quindi permette di stimare tali grandezze con un’accuratezza
|Rsp—R] |AEsp—AE| _
Rgp AEsp -

percentuale di circa ~ 18% per la stima della posizione di equilibrio, circa

35% per la stima dell’energia di legame.
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35

25

0.5
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Figura 3.2: Rappresentazione grafica per H, dell’energia gerade ed ungerade al variare del
valore di %, AF espresso in eV

Siriporta a titolo di esempio uno schema della forma attesa da E. . r; (R.4p) che si otterrebbe
nella molecola Hy: in rosso € rappresentato il significato fisico di considerare 1’approssimazione

armonica e I’impatto che ne deriva dallo spettro discreto che € connesso al contributo E;pqzi0n:-

VR,) V)

Figura 3.3: Rappresentazione dell’approssimazione armonica per E, . r¢
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Capitolo 4
Conclusioni

Nel presente lavoro di tesi ¢ stata focalizzata 1’attenzione su due metodi approssimativi che ci
consentono lo studio dei livelli energetici elettronici applicati nel caso di una molecola biato-
mica: il metodo variazionale e il metodo LCAO, ovvero combinazione lineare degli orbitali
atomici. Al di la della complessita dei calcoli, quello che risulta chiaro ¢ la dipendenza del
minimo dell’energia di legame dalla distanza internucleare R, questo ¢ valido sia nel caso di
molecole diatomiche monoelementali, sia, piu in generale, per molecole eteroelementali. In
entrambi 1 metodo, seppur usando approssimazioni differenti, si riconoscono all’interno del mi-
nimo di energia una dipendenza dalla distanza interatomica tra i componenti della molecola che

contiene termini che si puo ricondurre alla seguente espressione analitica:

1
E(R) = By — 7t KeH (4.1)

dove compaiono le seguenti quantita:

1. E che rappresenta il valore asintotico dell’energia, ottenuto considerando gli atomi a

distanza infinita e non interagenti

2. Ke 7% che rappresenta un termine esponenziale decrescente dipendente da due parametri

(K e ) che nascono da un potenziale repulsivo

Dato che le vibrazioni della molecola possono esser descritte in funzione del moto relati-
vo degli atomi della molecola, tale espressione permette di rappresentare le vibrazioni andando
a introdurre una dipendenza temporale all’interno di R. Si tratta, quindi, di un approccio che
sebbene approssimato, permette di tener conto della complessita della molecola e dell’eventua-
le ridistribuzione di carica elettronica correlata con le vibrazioni stesse. La scala dei tempi ¢,
come si ¢ visto, differente, per tale ragione normalemnte ¢ una buona approssimazione tenere

disgiunti i due fenomeni, ovvero il moto elettronico da quello vibrazionale espresso dai nuclei.
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Tuttavia, recenti evidenze sperimentali hanno mostrato come lo spettro vibrazionale sia di fatto
influenzato da delocalizzazioni di carica elettronica in corrispondenza del mininmo dell’energia
di legame. Il presente lavoro di tesi ha permesso di mettere in evidenza che ¢ possibile, median-
te il metodo LCAO, usare un approccio relativamente semplice alla soluzione del problema per
esprimere tale minimo di energia in funzione di termini portanti. La soluzione ottenuta ¢ stata
inoltre verificata ad un caso noto, quello della molecola di H .

In conclusione, abbiamo trattato un caso di una molecola diatomica con un solo elettrone, ma
potremmo allargare il nostro orizzonte e chiederci cosa succederebbe se ce ne fosse piu di uno,
come capita in molti casi reali. Quello che si osserva ¢ che, per esempio aggiungendo un ul-
teriore elettrone nel sistema, bisogna tener conto di un’ulteriore quantita, lo spin, che finora,
data la particolare configurazione, potevamo trascurare. Gli elettroni, essendo fermioni punti-
formi, rispettano il principio di esclusione di Pauli e non possono occupare uno stesso stato con
tutti 1 numeri quantici identici. Gli spin di ciascuno dei due elettroni (che possono assumere
valore +1/2) interagiscono tra loro e possono dare origine ad un tripletto di spin (simmetri-
co per lo scambio dello spin) oppure ad un singoletto di spin (antisimmetrico per scambio di
spin). Va inoltre considerata anche I’indistinguibilita tra gli elettroni, questo porta ad avere del-
le autofunzioni spaziali che potranno essere simmetriche per lo scambio degli elettroni oppure
antisimmetriche. Bisogna quindi antisimmetrizzare ed il risultato finale sara che le autofunzioni
finali che descrivono gli elettroni dovranno essere globalmente antisimmetriche, complicando
ulteriormente il problema, la parte simmetrica spazialmente si accoppiera al singoletto di spin,
dando origine ad un’autofunzione gerade o legante, mentre la parte antisimmetrica spazialmen-
te si accoppiera con il tripletto di spin dando origine da una autofunzione antilegante o unge-
rade. Il presente lavoro potra quindi esser progressivamente aggiornato introducendo in modo

progressivo tutti tali elementi non considerati in questo studio iniziale.
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Appendice: Applicazione metodo

variazionale

Allo stesso modello di molecola presentato precedentemente applichiamo a questo punto il me-
todo variazionale. Anche in questo caso ci andiamo a studiare il sistema considerando i nuclei
fermi e trascurabile la loro interazione (come nel metodo LCAO) lasciando come parametro da
far variare, il valore di R dinstanza internucleare. In questo modo I’Hamiltoniana che descrive
il sistema ¢ la stessa H, vista in precedenza 3.2. Scegliamo la stessa configurazione precedente,
cenrando il sistema di riferimento sull’atomo A come in 3.1. Si assume nel seguito che 1’au-
tofunzione che descrive il sistema sia una combinazione di autofunzioni di singolo atomo A e
B, supponendo siano esprimibili entrambe nella forma di autofunzioni di atomo idrogenoide
viste prima in 3.12 e 3.13, tenendo conto, stavolta, della possibilita di scambio nella posizione

dell’elettrone:

Yar = 0(|w0A<m>¢OB<rB>> " wm(rB)ww(m») (42)

dove C ¢ una costante che regola la normalizzazione di ¢,,,.. Procediamo col calcolare il valore

dell’energia come associata all’Hamiltoniana H, come

Evar = <wvar|H0|Q/}'uaT> (43)

Seguono dei calcolo di integrali simili a quanto discusso prima per il metodo LCAO. Riportiamo

1 valori dei vari termini contenuti in 4.3. Per semplicita, chiameremo

Zr=Zas+Zp (4.4)
Ip=274—27Zg 4.5)
Zn =25 — Za (4.6)

Il Primo corrisponde a:
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(Y0a(ra)or(re) + [voa(re)os(ra)l —

e R a}

_22pp (ZAR
+e @9 (ZT

2ZAR

+e w0

+2

_ZJR

+e @

(ZA€2 2 Z%ZA) |:
+ _ 5 N
e R ag

2Z

ZA€2

degra

[V0a(ra)Vos(TB) £ Yoa(rE)Yos(Ta))

ZA€2 2 <Z%ZA> { _2Z7AR |:ZAG() QZAR Qo ‘|
— _ . e ag +

272 7y 2Zr
Zady _ pZa 0o
o2z Yoz,

Za pp Z aag 2p g (27 ag 2
R— 1— X - =5 1-— @ —=R 1 — 1— X

Zae® 8 (ag\> [ ZaZp\®
€0 R ZT CL%

[R ZTRQ} }

—+

2 2@0

_2%2Bp ZBCLO ZBR ao

© < Zr | Zr +QZT>

te w(ZpR 4
ag
c BT S T T,

Zpay _ ZgR n ag ) n ZgR <67250BR—672‘IZTAR>

277 Zp

VA4 _2%2p _2Z 27 _2Z _2%4a
— 2?;0 [e ol e GSAR(CL—ODﬁLl)} +;70D [e ol e GSARH 4.7

Il secondo termine:

(Yoa(ra)vos(re) £ oa(re)bos(ra)| —

ZB€2

4megrp

[V0a(ra)vos(rB) £ Yoa(re)tos(ra))

ZB€2 ZBZA 3 Qo _22Bp ao 2
— —4 5 — . — e ap -
2
_22ap agp QZTR
a ., . 1
e (2ZT> ( W )
2
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L’ultimo termine

72

(Coa(ra)tos(re) = voa(rs)dos(ra)] — -

2mv72~W0A(7”AWOB(7”B) + Yoa(rp)os(ra)) (4.9)
Dove compare ’operatore V2 che operera sulla somma del prodotto delle due autofunzioni.

Vediamo che quando I’operatore V2 agisce sul prodotto ¢g4(r4)top(rs) si comporta

(Voa(ra)) vos(re) + 2V, toa(ra)Vitos(re) + voa(ra) (Vivos(rs)) (4.10)

Dobbiamo percio definire la forma dell’operatore di Laplace e del gradiente, considerando che
stiamo lavorando in coordinate polari sferiche. Percio:

VZ_la_2T+i(a2 19, 1 a?)

ror’ T2\ o0 T tan0 0t sin?0 062 *10
o 10 1 0
VT_E—FT(%’—FrsinQ@_qS (4.12)
A questo punto 4.9 diventa :

T2

(Yoa(ra)vos(re) £ Yoa(re)bos(ra)| — Zh_mv72»|¢0A(TA)¢OB(TB) + Yoa(re)vos(ra))

[ (Za)' Zo\ [An] mn (  ZeR g
2m ao Qo R

277 Zrp 277

_2%2ap ZB(IO agp
— e ap _|_ R
(55 +3%,)

. 2pp |22 [ ao R ap \’ - 22p R ag apg _2*’ppR 1
— aq . - - - aq _ - - — —e¢ ag

ay \ 2Zp 27p 2Zp 2Zp

2w Ly 2pp (2R 9 ap 3 'R 0 2 ap 2

— — 6 — — — —

R Qo on) 2ZT QZT 2ZT

2Za QZB

e 9o

(4.13)
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+ _TL_Q4 Za 3.4 Z5 . 4_76—%1% _E_ZTRQ
2m  \ ao apZ3 R 2 2aq
—Zrp | Zr 3 aoR
w |1 2
() e ()
+2 & 3_R ﬂ %4_1 +6*HR ﬁR_3+R_2
277 2Z7 ag ag 6 2
i—16ﬁ—223_32_”. Z5\°* _ aZp
2m \ ao ao R Zr zZ2
2
R

27 > /(27
B o) Cr( ) (22T R
ao 2ZT ap
[ 2 QZTR+1 L R3ZT+R2
— . — a() R
2727 ao ‘ 6 ao 2

(4.14)

T2 2 2 2
R D)) )
4o w [QZTR?’JFS (220T> R2+6 (;ZT)SR% (%)4— (%)3( (QizR)QH <ZZG€R>
s (0) (Do) az () (+3)
A () () ) (2 (29
i) () ) () ) )
R_3 CLOR2 (_0)_+ }
Zr 2

Zr

4+ 2me” @0

(4.15)
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E2 Za 3 Zp 3 ag Qo 2 _22pp
16— (=2) (Z£) X —2n(=—) ¢ =
2m \ ag ap ) 27g 277
T 2+ G, __%
ZT R 2ZB QZB QZBZTR
2 3 4
_22ap| ag 3 ap 2 Qo ap
2 a, - - R, -
v s () () ()
3 2
Qo 2ZTFE 2ZT
— (=2 . 2( L) R+2
() () () ny
R2 2ZT 2 2ZT 1 ao Qo 2 Qo
+ 2 (CL()) <(IO R+ >+RQZB QZT R+ZT
1 ao 2 ao 2 2ZT 1 ap 3 QZTR 2
R<22T> (2ZB) Qo R+ +R QZT Qo +
1 (a0 \' [ [2ZrR\’ 2Zr R\’ 2ZrR R ( ay \* (2Zr
- | — . [ — Jd— 1
2R (QZT) (( ao ) 9 aop +0 ao +0 2 2ZT Qo At
3
R . —=

27 R 27pR\ > 27 R
( D>+3 D>+6( D)+6)+6
Qg ao Qo

+

2

(ZZDR) +2(—2ZDR)+2>+2
Qg ap
4L ( (a0 N[ ten 220 p 1) 11
J— - _ R ap JR—

R QZB 2ZD ¢ Qo

27 2 27
( DR) +2(—DR)+2)+2
ag ao

_22p 27 3 27 2 27
_e aéDR(( DR) +3( DR) +6( DR)+6)+6

Qo Qo Qo

R ao 2 _2%2pp 2ZD
‘5(%) [‘e ° <—aOR“>“H

(4.16)
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}_12 ZA 3 ZB 3271' _2%2Bp 1 Qo 2ZB Qo 3 Qo 2
—16— (22) (2B) e f (oo ) | 2Z2E () —R(-2
2m ao agp R 4 4ZB ao QZT QZT
(a Lo Zmr (L a0\ [2Zs(( a0 *((2ZrR 2+2 22:RY
2ZT 4 4ZB Qo ZZT Qo ao
2 2
Qo 2ZT ap QZT
“R(-2) (LR 20) (2R 41
<QZT> (ao i ))+<2ZT> (ao i )]
_22pp (1 ag 27 ap 3 _2%ppR 2ZpR 2 2Zp
Tl - : e a 2(Z2LR) 42 +2
e (4 423) {ao {<2ZD) © w ) T\ )T T
2 2
Qo _2%pp QZD Qo _2%pp QZD
R — —e @ —R+1 | = == —-e ¢ —R+1 1
onlagy) o e ol = ag) [ ()
1_2Z7BR Qo 2 1—2Z—AR Qo 2 QZT
_ — a. —_— — a, — . — 1
2" <22T> T3¢ " ez, w T

1 _22Zpp aop 2 _22pp QZD
— — ) |-e @ ERy1)+1
+26 ’ (QZD) [ © ’ Qo + +

(4.17)

72 3 3 2
+( — h_4 Zs 4 ZA2 s e—%R R ZiR
2m  \ ag apZs R 2 2aq
2n Zp| _Zrr |1 [ ag 2 ap R _Zrp| Zr Qo 3 Qg 2
MZB |2 (Lo 4 G0 w2020} po 20) 4o
+ R ag |: ’ 2 (ZT) + ZT 4 te ap 2ZT + 2ZT +
2 2
Qo 2ZT ap 2ZT
R (22T L 0 ) (22T
(&) () (3] (2)

_zrp (Zr RP  R?
e (ag 6 2

(4.18)
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(6 (2aY (2 27N Za\* _aoZs
2m \ ao ag R Zr Z3
zrp (1 [ ap )\’ ao _zr y [ 2y ao \° [ (2ZrR\° 27 R
_ a _ _ - a P - 2 2
( c <2 (ZT) +R4ZT>)+€ ’ |:CL0 ((QZT) Qo + Qo +
2 2 - .
(o5 2ZT Qo 2ZT _ZJR R3 ZT RQ
— R — —R+1 — —R+1 a —_——+ —
<QZT> (ao +))+(QZT) <a0 +>_+e O (6 a2

EQ Zp 4ZA 4| _22ap (agZya ZAR Qo _2Zpp ( Zaag Qo
— 4| = - — e @0 + + — e ap + —
2m Qo Qo R QZT ZT 2ZT 2ZT QZT
274 ao/ R4 ao/ 26—%12 B ao/ ? B ao/ e—zf(;DR+ 1
a \ 27, 27, 27, 27,
+ Q_Wé e_zaZTAR _QZA 2 & ’ + R _ao ’ + _ao ’
R ag ao 2ZT 2ZT QZT
QZA Ao 2 ap s Qg Qg ?
AR (2) 422 R (2
ag ( (QZT) * (QZT * 2ZT + QZT
o 2 2 Z 3 3
+ e_Z)fTAR —2ZA — e R ao/ + R —ao, + 2 w0 & —ao, -2 —ao,
o 27, 27, 27, 27,
i) e o g (w) (4.19)
_ — aq - - .
2z ) © 27" 27"

_2Zpp

+e 90
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6 (ZaY (2 2m [ zan (1 a0 \ [22a( (a0 \' o a0 \\ (a0’
2m \ ag ao R 4 474 ao 277 247 2771
2Zan (1 ag 27 4 ao \° | /2Z7R\? 27+ R
a - _ . 2 2
te ’ (4 4ZA) |i Qo <<2ZT> ( Qo > + Qo *
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’ / 2
22ap (1 ag 274 ( a0 \* _27pp | (2Z,R 277,
a, —_— — . 7 —_— a, R
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o ZZDR+1 f1] () | QZDR—H +1
27,
1 _22pp Qo ZZT
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Qg ayp
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(o (2) (2) 2 () ) 52 ()
tome b B {QZTRSJrS (22) R2+6 (;ZT)BR% (%)4— (%)3( (QZC;R)QH <2ZCZR)
ez (L) (D) e (62) (v05)
) () (o) a () (5 = (00 -)
() () o (28 <o (5 ve) ()

R_3 %32 )’ R
Zr) 3

Zr

4+ 2me” @0
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Possiamo ottenere una stima dell’energia mettendo insieme i vari risultati calcolati e

normalizzando per la norma della funzione scelta:

er ‘ HO ‘wvar>
er ‘wvar>

Eyor = (4.23)

In questo modo abbiamo una stima di £,,,, al variare di R.
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