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Capitolo 1

Introduzione

I sistemi complessi sono sistemi costituiti da un grande numero di componenti microscopiche
che interagiscono localmente tra loro. La caratteristica che contraddistingue tali sistemi ¢é la
possibilita di originare spontaneamente fenomeni di auto-organizzazione globale collettiva a livello
macroscopico, che difficilmente possono essere spiegati e predetti sulla base della sola conoscenza
dei loro costituenti microscopici. Lo studio dei sistemi complessi si focalizza dunque su come
pattern su grande scala possano emergere da interazioni su piccola scala.

Un’importante classe di sistemi complessi é data dai sistemi modulari: insiemi composti da
un numero elevato di elementi microscopici preesistenti che, combinandosi fra loro in svariate
proporzioni, danno origine a diverse realizzazioni. I set di LEGO, i capitoli di un libro, le
famiglie di proteine presenti in un genoma e le molecole di mRNA nei trascrittomi di cellule
appartenenti a tessuti diversi sono esempi di sistemi modulari.

Una caratteristica peculiare di questi sistemi é la presenza di leggi empiriche che emergono
esaminando la loro composizione e che sono comuni a sistemi anche molto diversi tra loro,
suggerendo quindi ’esistenza di leggi universali che non risentono dei dettagli particolari di
ciascun sistema. La legge di Zipf, ad esempio, fa riferimento a una distribuzione a legge di
potenza delle frequenze con cui compaiono gli elementi microscopici che compongono un sistema
modulare in funzione della posizione che tali elementi occupano in una classifica stilata in ordine
di frequenza decrescente. Tale legge deve il nome al linguista americano George Kingsley Zipf [1],
che I’ha osservata studiando la distribuzione delle parole piu frequenti in un corpus di testi in
lingua inglese, ed é stata riscontrata, ad esempio, anche in sistemi biologici, in campo economico,
urbanistico e sociale [2]. Altre leggi empiriche osservate sono la crescita sublineare del numero di
elementi diversi in funzione della dimensione del sistema (legge di Heaps) e una dipendenza
a legge di potenza della varianza in funzione della media delle frequenze con cui appare un
dato elemento (legge di Taylor). Un’ulteriore caratteristica di questi sistemi é il fatto che la
distribuzione delle componenti comuni risulti seguire una "distribuzione a U": compaiono quindi
molti elementi comuni, molti elementi rari e pochi elementi intermedi.

Sono stati proposti numerosi modelli generativi per la realizzazione simulata di sistemi
modulari: molti di questi modelli si basano sul principo dell’attaccamento preferenziale |3|,
andando gradualmente a ridurre il vocabolario possibile per spiegare ’emergenza della legge
di Zipf nella distribuzione delle frequenze. In ogni caso, indipendentemente dalla natura del
modello utilizzato, un meccanismo che voglia descrivere statisticamente la composizione dei
sistemi modulari deve riproporre le leggi empiriche finora descritte.

Una possibilita a tal proposito é data dai null models: modelli generativi di natura statistica
che non sono soggetti a vincoli legati alla specificita del sistema simulato e che definiscono
la probabilita di estrazione di ogni elemento in base alla frequenza empiricamente osservata.
Studiando la differenza tra la composizione sistemi reali e dei sistemi simulati con un null model



si pud capire come e in che misura tali leggi siano frutto di effetti stocastici e quanto invece siano
date da specifici vincoli strutturali. In questo modo ¢é possibile mettere in evidenza meccanismi
che soggiaciono alla realizzazione dei sistemi esaminati.

In questa tesi descriveremo da un punto di vista matematico il comportamento di un null
model a estrazione casuale, soffermandoci in particolare su come tale modello preveda elementi pit
o meno comuni e derivando alcune espressioni analitiche che ne descrivono 'azione. Applicheremo
poi tale modello allo studio di due dataset: il database SUPERFAMILY, che riporta la composizione
dei proteomi di organismi procarioti e che ¢ stato gia analizzato in [4], e alcuni dati meta-omici
raccolti dalla spedizione TARA [5] su una classe di organismi unicellulari eucarioti autotrofi,
le diatomee. L’analisi del database SUPERFAMILY permette di ricondurre alcuni aspetti della
distribuzione delle occorrenze a fenomeni di natura stocastica che emergono anche da un processo
di generazione casuale; d’altro canto, ’analisi svolta ha messo in evidenza un risultato gia
riportato da Mazzolini et. al [4], ovvero l'esistenza, nei proteomi dei batteri, di componenti
che compaiono esattamente una volta in ogni individuo e che non possono essere ricondotte
a fenomeni statistici. Nel corso dell’analisi dei dati di TARA, invece, si é proposto un modello
generativo diverso e si € studiato sotto quali ipotesi tale modello possa spiegare 'andamento
generale delle occorrenze.



Capitolo 2

Null model a estrazione casuale

Una vasta gamma di sistemi complessi possono essere visti come collezioni di elementi fonda-
mentali, estratti in quantita diverse da un wvocabolario: definiamo realizzazione un sistema di
questo tipo. Siccome elementi diversi compariranno in quantita diverse, possiamo dire che alcuni
elementi sono piu frequenti di altri (definiremo in modo pid rigoroso questo concetto nelle prossime
righe). Possiamo immaginare queste diverse realizzazioni come il risultato di un processo di
estrazione casuale da un’unica distribuzione "vera", a noi in genere non nota. Questo modello
generativo € un null model, in quanto non fa alcuna ipotesi sull’esistenza di vincoli strutturali
legati alla natura del sistema realizzato.

Conoscendo il comportamento di un simile modello, possiamo verificare se la composizione
di veri sistemi complessi modulari possa essere ricondotta a un processo di estrazione casuale,
permettendo quindi di capire se un determinato pattern sia sintomatico di vincoli strutturali o se
possa semplicemente emergere per effetti statistici.

Nelle prossime pagine studieremo analiticamente il comportamento di un tale modello
generativo.

2.1 Definizioni

2.1.1 Notazione e rappresentazione matriciale

Si consideri un insieme di R realizzazioni aventi dimensione My, Mo, ..., Mg e si supponga che
le loro componenti provengano da un vocabolario di N elementi distinti. Possiamo rappresentare
questo dataset come una matrice A di dimensione N x R: ogni colonna rappresenta una
realizzazione e ogni riga uno specifico elemento. In questo modo l'entrata A;; corrisponde al
numero di volte in cui la componente i-esima compare nella j—esima realizzazione: definiamo
quindi A;; come ’abbondanza dell’elemento ¢ nella realizzazione j.

Focalizziamoci ora su un’unica realizzazione. Se denotiamo con a; I’abbondanza dell’elemento
i in tale realizzazione, segue naturalmente la definizione di frequenza dell’elemento ¢ nella
realizzazione j: f; = a;/ fo:l ag. Sinoti che per definizione si ha Zf\il Ji=lefi >20,Vi=
1,...,N. Il caso f; = 0 corrisponde all’eventualita in cui I’elemento ¢ non compare mai nella
realizzazione considerata.

Siamo inoltre interessati alla frazione di realizzazioni in cui compare un dato elemento,
indipendentemente dalla sua abbondanza: definiamo quindi I’occorrenza o; := % Zle(l —04,,,0);
dove d, g ¢ la funzione delta di Kronecker.



2.1.2 Null-model a estrazione casuale con sostituzione

Definiamo ora il concetto di null-model a estrazione casuale con sostituzione, supponendo di
partire da un set empirico di realizzazioni. Prendiamo in considerazione R realizzazioni aventi
dimensione My, Ms, ..., Mg, : ognuno degli N elementi del vocabolario comparira con una
frequenza diversa nelle varie realizzazioni.

Supponiamo ora di voler generare una realizzazione di dimensione M: abbiamo bisogno di
una distribuzione che descriva la probabilita di estrazione dei vari componenti. Cid puo essere
fonte di ambiguita: vorremmo infatti giungere alla stima di una frequenza teorica a partire dai
dati empirici.

La f dei vari elementi é soggetta a una variabilita intrinseca legata alla diversa natura di ogni
realizzazione. In particolare, definendo f = [ fio... fN] il vettore composto dalle N frequenze,
supponiamo che tale variabilita intrinseca si manifesti come una distribuzione di probabilita
o( f ). Chiamando @ = [ay, ..., ay] 'array che contiene le abbondanze dei vari elementi in questa
realizzazione, avremo

P@@M) = /01 dfp (f) HM;, H(fi)“i- (2.1)

Come si evince dall’equazione 2.1, la variabilita nell’abbondanza dell’elemento 7 é data non solo

—

dalla presenza della p(f ), ma anche da un effetto di campionamento, rappresentato dal termine

HM;! [L;(fi)*. La conoscenza della p( f ) ¢ spesso impossibile; se, tuttavia, supponiamo che il suo

effetto sulla variabilita delle abbondanze sia trascurabile rispetto al rumore di campionamento,
possiamo approssimare la statistica del null model con un processo di tipo poissoniano. Il valore
"vero" della frequenza f; potra infine essere stimato dal valor medio delle frequenze con cui
I’elemento ¢ si presenta nelle varie realizzazioni. Stiamo dunque supponendo che per la frequenza
fi la densita di probabilita sia data da p(f;) = 6(f; — f), ove fi & la frequenza media data da

—_ 1 aij

i = .
! Robs § Mj

(2.2)

Il sistema cosi ottenuto puo essere dunque descritto da un vettore di abbondanze a; alla luce
delle considerazione appena esposte, gli array seguiranno una distribuzione multinomiale:

. mo X
Plf) = =—— 11" (2.3)

[Tz 05! 5

Osserviamo che nell’equazione 2.3 stiamo trascurando le correlazioni, ipotizzando quindi che
Iestrazione di un elemento % non influenzi la probabilita di una successiva estrazione di un altro
elemento j.

La probabilita che il singolo elemento 7 compaia a; volte sara data invece da una distribuzione
binomiale, ottenuta marginalizzando la 2.3:

M

(2

)(fz’)ai(l — M o~ M) (2.4)

CLZ‘!

Plails) = (

Il limite poissoniano ¢ giustificato nel caso di basse frequenze e alte dimensioni (M f; = cost., f; —
0t, M — +00); la validita di tale approssimazione dipendera dalle dimensioni dei dataset
considerati.

11 null model consiste dunque in questo: & un’estrazione di elementi dal vocabolario, adottando
come distribuzione di probabilita ’array delle frequenze medie f Tale modello ¢é talvolta detto
"con sostituzione" poiché la probabilita di estrazione dei vari elementi non cambia man mano che
vengono estratti.



Nota importante: Siccome, visto quanto detto finora, lavoreremo sempre supponendo che la p(f)
sia una delta piccata sul valor medio, nell’analisi dei dataset adotteremo la notazione f; := f;.

2.1.3 RAD e SAD

Da un punto di vista sperimentale, I'informazione che abbiamo su un insieme di realizzazioni &
I'insieme di elementi diversi campionati e la loro abbondanza.

I usanza comune lavorare quindi con rank-abundance distributions (RAD): gli elementi vengono
etichettati con un indice ¢ = 1,2, ..., Nops, andando in ordine decrescente dall’elemento con f
maggiore (i = 1) a quello con f minore (i = Nps).

Definiamo invece species abundance distribution (SAD) la densita di probabilita per la
frequenza f; in altre parole essa descrive l'istogramma in cui contiamo quanti elementi hanno
una data frequenza (detta anche "abbondanza relativa" in alcuni articoli). Talvolta la SAD viene
indicata come RSA (relative species abundance). Se abbiamo un’espressione analitica g(f) per
la SAD, il rank di un elemento pud essere visto come una variabile continua i(f) che sottosta
alla relazione differenziale di = —N,psq(f)df; un’espressione analitica f(i) per la RAD puo essere
ricavata integrando tale espressione e invertendola.

Termine Definizione

Frazione di elementi di una realizzazione appartenenti al tipo .
Frequenza | Nell’analisi di dataset reali stimiamo il suo valore "vero" con la frequenza media
tra tutte le realizzazioni

Frazione di realizzazioni in un dataset

Occorrenza . . ) . .
in cui compare almeno una volta I’elemento in questione
Funzione f(i), ove i
RAD ¢ la posizione in classifica della frequenza f (i =1
per lelemento a frequenza maggiore,
i = Ngps per lelemento a frequenza minore)
SAD Densita di probabilita per la frequenza f.

Tabella 2.1: Principali termini introdotti nella sezione precedente e relative definizioni.

Dataset RAD Random sampling

|R1|R2 R3] .. |
] | ) .
O =1 |a11|a12 |al3 N 5
A2 |a21|a22|a23] > g = |Daoano..
[] i=3 |a31|a32 a33 3 '

‘ o
Rank

Figura 2.1: Schema riassuntivo della procedura di random sampling. La RAD ¢& ottenuta mettendo in
ordine decrescente le frequenze medie dei vari elementi; tali valori costituiscono le probabilita
di estrazione, attraverso le quali viene fatto il random sampling.



2.2 Distribuzione di Mandelbrot e legge di Zipf

Supponiamo di avere un vocabolario composto da N elementi e di indicizzarli in base alla loro
posizione 4 in una classifica in ordine di frequenza decrescente, andando dunque a definirne la
RAD. La distribuzione di Mandelbrot, motivata dall’osservazione empirica delle frequenze in

tali sistemi, & data da
1
fi= a(c+ i) 7 (2.5)

con ¢,y > 0 parametri reali e o = Zf\il(c + ¢)77 fattore di normalizzazione. Nel caso ¢ = 0
ricadiamo nella distribuzione di Zipf-Pareto, la cui rilevanza in natura € nota come legge empirica
di Zipf. Questo andamento delle frequenze é di particolare rilevanza: la legge di Zipf, infatti,
nasce dall’osservazione empirica che in numerosi sistemi modulari la RAD segue un andamento
a legge di potenza [1]. Essa compare, ad esempio, nel caso delle famiglie di proteine, oggetto
d’analisi del prossimo capitolo.

Per questo motivo, ¢ utile calcolare analiticamente il comportamento atteso di un null model
che segua la legge di Zipf (il caso piu generale definito da una distribuzione di Mandelbrot
prevede un calcolo del tutto analogo e conduce alla stessa espressione analitica). In particolare,
supponiamo di comporre R realizzazioni di abbondanza totale M, estraendo gli elementi da un
vocabolario avente una distribuzione del tipo:

N

1
fi= ai*'y con «a= Zifﬁ/ (2.6)

1

In generale, ’elemento ¢ avra occorrenza &;, che nell’ipotesi di null model é una variabile aleatoria
distribuita in modo gaussiano. Definendo M = [Ml e M R} I’array contenente le abbondanze
totali delle R realizzazioni, il suo valore atteso o; € dato da

oi( fil R, M) =1~ (1= fi)™. (2.7)

:U\'—‘
M:u

Jj=1

Possiamo spiegare intuitivamente il significato della 2.7: la sommatoria é la somma su ogni
realizzazione della probabilita che I’elemento non compaia; I'idea dunque & che 'occorrenza attesa
sia ottenuta sottraendo a 1 la frazione attesa di realizzazioni in cui I’elemento non compare.

Se supponiamo che ogni realizzazione abbia la stessa abbondanza totale M, la 2.7 si riduce a

oi(fil R, M) =1—(1— fi)™. (2.8)

Sempre supponendo che ogni realizzazione abbia la medesima abbondanza totale, il valore di
aspettazione del vocabolario osservato, i.e., il numero totale di elementi diversi campionati, sara

N
Nops(N|MR) = N = (1= f;)M*. (2.9)

Statistica delle componenti condivise nel caso di una power-law distribution

Componendo realizzazioni simulate secondo una distribuzione di Zipf, possiamo immaginare
di riempire un istogramma con le occorrenze attese o;. Qual é I'espressione analitica p(o) che
descrive l'istogramma cosi ottenuto?

Osserviamo innanzitutto che la posizione in classifica ¢ di un dato componente ¢ data dal numero
di elementi aventi occorrenza attesa o maggiore; € bene ricordare, per evitare di cadere in



errori grossolani, che questa osservazione € vera solo se si parla di valori attesi, come stiamo
facendo adesso. Ricordando che Nyps = Nops(N|M R) ¢ il valore atteso del vocabolario osservato,
abbiamo:

o1 o1
i(0) = 3 Nonwbl) = N [ plo/)do (2.10)
o'=o o
ove o1 := o(f1) ¢ il valore di aspettazione dell’occorrenza per '’elemento con frequenza maggiore.
Il passaggio dal discreto al continuo € giustificato dal fatto che, per Ny > 1, gli incrementi

possono essere considerati infinitesimi, vedendo quindi il rank ¢ come funzione continua di o.
Usando queste due formule si puo ricavare analiticamente ’espressione di

p:lon,.,01] = RT.

Per semplicita, nei prossimi calcoli supponiamo che ogni realizzazione abbia abbondanza totale
M e facciamo uso dell’approssimazione Nyps(N|MR) ~ N: tale limite ¢ giustificato se MR > 1,
come si evince dalla 2.9. Abbiamo, rifacendoci alla 2.7,

R

1 1 s 1
oi:1—§Z(1—az W)Ma:1—(1—&z MM
j=1

_1- <1 -2 (N / " p(o')do'> ﬂ)

Da cui, derivando rispetto a o, sostituendo con le espressioni note e sfruttando la relazione 2.11,

. (2.11)

troviamo:

M-1

1= -M (1 - é (N / " p(o')do’> ﬂ) 2 (N / " p(o’)do’> T N

= M1~ o) (D)Np(o) a1~ (1 —0)ir)]

(%

2=

a (1—o)ir!

- YMN GM5[— (1— g)u )t

= p(o)

da cuil troviamo la forma analitica:

0) = (1= oyt 2.12
v YMNai[1— (1 — o) ]+ 212

E facile verificare che questa espressione, in approssimazione N > 11, soddisfi la condizione di
normalizzazione [' p(o)do = 1. Infatti la sostituzione 1 — (1 — o)™ = f porge

o1 1 fmam 1 N _ 1
[ perdo=—— [apr = F

obs

1
ove si ¢ fatto uso della sostituzione (af) > = 4. Il termine % deriva dal fatto che stiamo

approssimando il "conteggio" degli elementi ZZ]\; 1 1 con un integrale le di.



Nel limite di componenti rare o < 1 la 2.12 tende a

1
My a1
T omat (2.13)

p(o) ~ T
avyN
La distribuzione p(0) ha dunque, nel limite di componenti rare o — 07, una dipendenza a legge
di potenza con esponente (5 := % +1.

E infine facile vedere, come anticipato prima, che I’espressione 2.12 si estende anche al caso di una
pit generica distribuzione di Mandelbrot f; = a(c+4)~7: la derivazione della formula procede allo

stesso identico modo e conduce allo stesso risultato, osservando che %(c—i—i(o)) = dil(oo) = —Np(o);

si & quindi scelto di ricavare la p(0) per una legge di Zipf senza perdita di generalita.
Riportiamo in figura 3.3 il confronto tra la p(0) appena ricavata e 'istogramma delle occorrenze

per un sistema simulato; la simulazione é stata effettuata estraendo elementi da una RAD a

power-law con probabilita data dalla loro frequenza.

p(0), teoria vs. simulazione

Frequenza simulazione, y=1.3 100 F— I l l l | | |
b Occorrenze
1.000000 ¢ . : .
3 Frequenze p(o) teorica
0.100000 £ 4 10 e
0.010000 . i 4 —_—
& 5 o 1F
g a
E
g
&
0.001000 £ N ]
0.1k
0.000100 ¢ |
0.01 L 1 1 1 1 1 1 1 |
0.000010 1 I i
1 10 100 1000 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
Rank i o

Figura 2.2: Sinistra: RAD a power-law utilizzata per la simulazione di un insieme di realizzazioni;
la simulazione segue la procedura di estrazione casuale prevista dal null model. Destra:
Confronto tra distribuzione delle occorrenze teorica e simulata. Parametri impostati per
il random sampling: set di R = 2000 realizzazioni con M = 2000 elementi estratti da un
vocabolario di N = 1200 parole.)

2.2.1 Dimensione del core

Definiamo core size del vocabolario la frazione di componenti che compaiono con un’occorrenza
0> 0., con 6, € [0,1] parametro arbitrario che indica la soglia di occorrenza oltre la quale una
componente pud essere considerata "comune". E di interesse definire una formula analitica per
la dimensione del core per confrontarla in un secondo momento con i dati empirici.
Supponiamo una distribuzione delle frequenze a power-law, avendo quindi p(o) data da 2.12. La
core size ¢ sara quindi data da:

1
Omax Omazx 1 _ ——1
c:/ p(o)do :/ do 1( o)
B ?[

. AMNai[l—(1— o))t
1 1.1 max
— -
Na~



e infine, osservando che, per M > 1 e o fissato,

1

(1—(1—o0)¥) s = <1 ~ exp (% In(1 — o))>_i ~ (-1 In(1— 0))_ (2.14)

arriviamo a

1 1
~k(—In(1—6))"7, k=27 0.> opmin
¢ = k(—In( ) 7, , 0.>0 (2.15)

c=1, 0. < omin

Abbiamo quindi che, fissati i parametri 6. e -, la dimensione del core cresce linearmente con k.

Legge di Heaps come conseguenza della legge di Zipf

Come visto in precedenza, il vocabolario misurato cresce in funzione di M e R. In particolare la
legge di Heaps osserva che tale crescita ¢ sublineare [6].

Sempre supponendo una distribuzione delle frequenze come da equazione 2.6, possiamo studiare
analiticamente la dipendenza del vocabolario N di una realizzazione dal numero di elementi m
(il caso di R set di dimensione M ¢ analogo al caso di un unico set di dimensione m = M R vista
la natura del null model).

Abbiamo che il valore atteso N ¢ dato da

N

N o\ m ~
Nobs(m) =N—Z <1—Za) :N_Zemln(l— )
=1

i=1

Da qui, approssimando la sommatoria con un integrale e supponendo m > 1, troviamo

1 _1.,
di:(%)v(—%)z 7 dz

N _ i 1
N — 1/ di e~ e N — dz (m) Ty e
7N «

ove si ¢ fatto uso della funzione gamma incompleta I'(s,t) := t+°° 2 "le™%dz.

L’integrale ottenuto andrebbe calcolato come differenza tra due termini, proporzionali ri-

spettivamente a F(—%,%) e T(—%, ﬁ),

nell’approssimazione 7+ — +o0c0. Abbiamo quindi trovato l'espressione

1
N (MY (1 m
Nops(m) ~ N (a) 7r< y’an>‘ (2.16)

il primo termine pud tuttavia essere trascurato

Per studiare il comportamento di questa funzione per grandi realizzazioni possiamo usare

I'espansione asintotica in un intorno di +oo data da I'(s, 2) &~ 27 1e™* > 72 %z_k trovando

1 . . v m
Nops(m) = N — (%) ” i[(a%)vleam} - N[l - O‘WJZ ieam] (2.17)
Osserviamo quindi che il vocabolario raggiunge la saturazione per dimensioni dell’ordine di a/N7.
Cio implica che la velocita con cui il sistema "scopre" tutti gli elementi possibili, raggiungendo
quindi il regime di saturazione Nyps(m) =~ N, dipende dall’esponente della power-law distribution.

Si puo inoltre dimostrare analiticamente [6] che prima del regime di saturazione, ovvero
quando N > m, la distribuzione di Mandelbrot (e quindi anche la legge di Zipf) implica che la

9



crescita del vocabolario sia ben descritta da una crescita a legge di potenza N(m) o< m¢, con
¢=11,
5

N(m)
10000 p=0.5
L =1
8000 H
6000
=125
4000 -
2000 p=15
o ‘_,':1 75
e 1 L L L L m
F 20000 40000 60000 80000 100000

Figura 2.3: Andamento del vocabolario osservato N, al variare dell’abbondanza totale m: confronto
tra teoria (linee tratteggiate) e simulazione (linee colorate). Il null model a estrazione casuale
con frequenze a power-law distribution rispetta l’espressione analitica.

2.3 Statistica delle componenti comuni per una distribuzione
esponenziale

Nella sezione 2.2 avevamo osservato che, nel caso di una distribuzione di Zipf-Pareto, le occorrenze
sono distribuite secondo una distribuzione di probabilita p(o) che, per componenti rare (ovvero
0 < 1), segue un andamento a legge di potenza con esponente —% — 1. Estendendo la trattazione
al caso di frequenza distribuite secondo un’esponenziale decrescente possiamo osservare che
I'andamento a legge di potenza delle occorrenze emerge nuovamente. Ricaviamo dunque la p(o)
per questa nuova distribuzione delle frequenze.

Data

1 . .
fliy=—=e,  a=> e (2.18)
varrd ancora la relazione data da 2.7:
1 ,
o=1-(1-HM=1-(1 - —eHM,
o

Derivando rispettoa o si trova

e~ A .
L= =M1 ——)M(Ee ) (=Np(0))

che, applicando sostituzioni analoghe a quelle svolte nella derivazione di 2.12, conduce a

(-0
-0
p(o) = T (2.19)
AMNI[1 — (1 — 0)n]
Prendendo il limite di grandi campioni M > 1 si trova quindi
1. 1 ln(1—o) . (=9
ML~ (1= )] = M1 —eH 1)~ (cn(1—0) = T plo) = o

!
In particolare la legge trovata da van Leijenhorst e van der Weide & N(m) = I'(1 — i)ao”omi ove Qoo ¢ il

limite per N — oo del fattore di normalizzazione .
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Nel limite di componenti rare o < 1 possiamo fare uno sviluppo in serie, ottenendo

1+o0 1+o0 1
— f— ~ ——O
AN (—o) NMo N

p(o) ~

Si ha quindi che anche per questa distribuzione si ottiene una decrescita a legge di potenza per
la p(0) nel limite di componenti rare, in questo caso con un esponente —1 indipendente dalla A
che caratterizza l’esponenziale.

. ) Mandelbrot, teoria vs. simulazione
Frequenze simulazione

T
Occorrenze
4.5 o B p(o) teorica s

Fvequenzé Mandelbrot, v:1‘.2‘ c=10 —— j

Frequenze
p(o)
o
&
T

0.001 |

0.0001

10 100 1000
Rank i o

Figura 2.4: Sinistra: RAD, distribuzione di Mandelbrot. Destra: Confronto della distribuzione delle
occorrenze teorica con quella simulata con un processo di random sampling (set di R = 2000
realizzazioni con M = 2000 elementi da un vocabolario di N = 1200 parole.)

p(o), teoria vs. simulazione

Frequenze simulazione
100 T T T T

0.010000

T T
Occorrenze

Espoﬁenziale, 2=0.005 — h
p(o) teorica

0.001000 |-

p(o)

0.000100 |-

0.01 I 1 I 1 1 I I I 1

0.000010 L L . 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
1 10 100 1000

Rank i o

Figura 2.5: Sinistra: RAD, distribuzione a esponenziale decrescente. Destra: Confronto della distribuzione
delle occorrenze teorica con quella simulata tramite un processo di random sampling (numero
di realizzazioni R = 2000, M = 2000 elementi per ogni realizzazione, estratti da un vocabolario
di N = 1200 parole.)

2.4 Distribuzione delle occorrenze nel caso di una RAD a power-
law con cutoff esponenziale

Abbiamo ricavato un’espressione analitica per I'istogramma normalizzato delle occorrenze, prima
ipotizzando una RAD a legge di potenza, poi nel caso di una distribuzione a esponenziale
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decrescente. Abbiamo ottenuto delle espressioni gia note [7].

Una RAD che piu volte compare nello studio di dataset empirici € data da una legge di potenza,
che viene modulata da una coda esponenziale, effetto della taglia finita del sistema. Proviamo
quindi a ricavare un’espressione analitica per la p(0) ottenuta da tale distribuzione.

La RAD ¢ data da: 1
fi) = =i e (2.20)

(%

Proviamo a ottenere una espressione per la p(0) descritta da questa distribuzione.
Supponiamo, come fatto per la distribuzione di Zipf (2.2)e per esponenziale (2.3), di estrarre da
un vocabolario di N parole, componendo R realizzazioni di abbondanza totale M. Ricordiamo
inoltre che si suppone sempre che il vocabolario osservato Nps(N|M R) possa essere approssimato
da quello totale N: Nys(N|MR) ~ N.

Avremo

o=1-(1-H" = 1=M(1- f)M*%(—Np(o))

=MN(1 - o)kﬁp(o) [1 - (1- o)ﬁ} [% + u]

;1
Abbiamo i = %W(“(a{\) - ), ove W ¢ la funzione di Lambert t.c. W(z) =w <= we® = z.
Arriviamo dunque a

o) = 1 (1-— o)ﬁfl . 1 -1
MO -0 T W s amam ) 22
p(o)

Valore teorico

1.0 L \ Valori calcolati
05+ AN

\'A‘"\/".__ -

e v
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 2.6: Confronto, nel caso di RAD a power-law modulata da un esponenziale decrescente, tra
realizzazioni ottenute tramite simulazione e p(o) ricavata analiticamente.
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Capitolo 3

Un’applicazione pratica: 1 domini
strutturali

Nella sezione precedente abbiamo esaminato alcune leggi statistiche che, sotto I'ipotesi di un’
estrazione casuale, predicono la dimensione del vocabolario e la distribuzione delle occorrenze; &
interessante adesso confrontare tali risultati con un dataset reale.

Inizieremo dal database SUPERFAMILY: le realizzazioni saranno i proteomi di organismi procarioti,
mentre le componenti saranno domini strutturali, sezioni autonome della catena di aminoacidi di
una proteina.

Genoma, trascrittoma e proteoma

Acidi nucleici (DNA e RNA) e proteine sono macromolecole che svolgono un ruolo fondamentale
in ogni forma di vita: il DNA contiene I'informazione genetica che codifica la composizione delle
proteine, mentre 'RNA ¢é coinvolto nella loro biosintesi. I costituenti di DNA e RNA sono i
nucleotidi, mentre le proteine sono composte da aminoacidi |8].

I quattro nucleotidi (A, T, C, G) che compongono il
DNA codificano la composizione in aminoacidi delle pro-
teine sintetizzate dall’organismo. Negli organismi viventi
vengono sintetizzati 20 aminoacidi diversi, ognuno dei
quali é codificato nel DNA da una terna di basi; queste
terne prendono il nome di codoni®.
Nella codifica di una proteina 'informazione viene tra-
sferita dal DNA ai ribosomi tramite I’RNA messaggero
(mRNA), il quale trascrive la sequenza di nucleotidi che
codifica la proteina: nelle cellule eucariote 'mRNA deve
Translation essere trasportato dal nucleo al citoplasma, mentre in
una cellula procariota (quindi priva di nucleo) il processo
di sintesi per azione dei ribosomi puo avere inizio subito
dopo la trascrizione. L’intero pool di mRNA presente in
un organismo ¢ detto trascrittoma; similmente il termine
proteoma indica I'insieme delle proteine sintetizzate da

Transcription

mRNA (Transcriptome)

un organismo.

LA dire il vero, codoni diversi possono codificare lo stesso aminoacido: abbiamo 42 possibili terne di nucleotidi
contro un totale di 20 aminoacidi diversi. Per questo motivo il codice genetico & detto degenere.
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Proteine e domini strutturali

La sequenza di aminoacidi di una proteina & detta struttura primaria; la conoscenza della
sola struttura primaria di una proteina non permette di predirne univocamente la funzione:
quest’ultima dipende infatti dalla configurazione spaziale degli aminoacidi [4],[8],[9]

Questa struttura, detta struttura terziaria, é estremamente complessa; tuttavia, é possibile
distinguere sezioni della proteina la cui disposizione spaziale ¢ determinata indipendentemente
dal resto della catena. In altre parole, la sequenza di aminoacidi puo essere divisa in sezioni che
si dispongono indipendentemente 1'una dall’altra: queste sezioni prendono il nome di domins
strutturali. Un singolo dominio ha una lunghezza compresa tra circa 50 e 250 aminoacidi; svariate
proteine sono costituite da piu di un dominio. Domini diversi possono essersi evoluti da un
medesimo dominio e possono dunque essere classificati in una super famiglia.

E possibile classificare le superfamiglie in base al ruolo che esse tipi-
camente ricoprono. La SCOP annotation (Structural Classification
of Proteins) [10] mappa le superfamiglie in sette categorie:

1. Informazione: funzioni legate alla conservazione del codice
genetico, alla replicazione del DNA e a processi di trascrizione.

2

2. Regolazione: regolazione dell’espressione genica® e risposta agli

input ambientali.

3. Metabolismo: processi necessari alla respirazione cellulare

4. Processi intracellulari: mobilita della cellula, trasporto intra-

cellulare, secrezione
Figura 3.1: Proteina (Py-
5. Processi extracellulari: adesione cellulare e altre funzioni ryyate kinase) in cui si di-

inter- e extracellulari. stinguono tre domini strut-
turali
6. Funzioni generali: domini strutturali con molteplici funzioni

7. Altro: funzioni non ancora note.

Il database SUPERFAMILY [9] contiene la classificazione in superfamiglie

delle sequenze di aminoacidi estratte dal genoma di svariati organismi

procarioti.

Possiamo considerare i proteomi come sistemi complessi modulari le

cui componenti sono le superfamiglie di proteine: analizzando la composizione in superfamiglie
di diversi genomi possiamo provare ad applicare le considerazioni teoriche svolte finora a un
contesto reale. In particolare noi prenderemo in analisi un set di R = 1082 proteomi con un
vocabolario totale di N = 1530 superfamiglie. In un proteoma del dataset analizzato compaiono
in media M = 3388 superfamiglie diverse.

3.1 Distribuzione delle frequenze e delle occorrenze

3.1.1 RAD e distribuzione delle occorrenze

In figura 3.2 riportiamo le frequenze con cui le superfamiglie compaiono nei genomi analizzati.
Nei sistemi reali non é raro osservare una distribuzione delle frequenze che presenta diversi

2Per espressione genica si intende il processo in un cui informazione di un gene risulta nella produzione della
proteina da esso codificata.
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Figura 3.2: Sinistra: frequenze delle superfamiglie nel dataset utilizzato. Destra, in alto: fit delle
componenti rare (ovvero con o(i) < 0.05) tramite una funzione esponenziale. Destra, in
basso: fit per o < 0.05 con una funzione o< o~ ! in virta di quanto previsto per dalla teoria
per un random sampling.

regimi; in questo caso, ad esempio, la distribuzione presenta un andamento a power-law per le
componenti ad alte frequenze e una decrescita esponenziale nelle componenti piti rare. Possiamo
tuttavia estendere la trattazione teorica svolta finora restringendo 1’analisi a un sottoinsieme
delle frequenze possibili.

Nel primo capitolo avevamo osservato che da una distribuzione a esponenziale decrescente segue
un andamento o< 0~ ! per le componenti rare. Possiamo verificare la persistenza di tale andamento
effettuando un fit esponenziale dei punti (¢, f) con o(i) < 6, ove 6, & un parametro arbitrario al
di sotto del quale le componenti sono considerate "rare". Ricordiamo che 'aspettativa teorica
delle occorrenze é data da 2.7. Il modello teorico prevede quindi una dipendenza monotona
crescente dell’occorrenza in funzione della frequenza; gli elementi con o(i) < 6, saranno dunque
tutti e soli gli elementi di posizione in classifica i > i(6;).

Scegliamo di usare 6, = 0.05. In figura 3.2 riportiamo il risultato di tale fit (che fornisce un
esponente A = 0.0116 £ 0.0001) e la distribuzione delle occorrenze p(o) avendo fittato i punti
0 < 6, con una funzione Ao~'. Non si osservano divergenze apprezzabili dalla predizione teorica:
Ielevata frazione di componenti rare &€ una conseguenza dell’eterogeneita delle frequenze ed ¢
ben descritta da un modello teorico basato sul random sampling. Essa non é quindi indice di
particolari vincoli strutturali legati alla natura dei genomi.

3.1.2 Occorrenze: confronto tra dati e simulazione

Esaminiamo ora la distribuzione delle occorrenze, confrontandola con quella descritta dal null
model.

Riportiamo in figura 3.3 l'istogramma delle occorrenze empiriche e simulate. La simulazione é
stata effettuata estraendo elementi con probabilita data dalla RAD empirica; per ogni realizzazione
Jj del dataset, data la sua abbondanza totale M, sono stati estratti M; elementi, preservando
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p(0), dati vs. simulazione

107"

Figura 3.3: Confronto della distribuzione delle occorrenze: dati empirici (istogramma) e simulazione
(linea tratteggiata). Si osserva una discrepanza tra null model e dati intorno a o ~ 0.6.

quindi I’abbondanza totale empirica.

Il dataset presenta ’andamento a U tipico dei sistemi modulari; come descritto nel paragrafo
precedente, la presenza di numerose componenti rare ¢ spiegata dalla distribuzione molto etero-
genea delle frequenze. Osserviamo invece un discostamento notevole della simulazione dai dati
empirici attorno a o ~ 0.6.

Possiamo esaminare meglio tale discrepanza studiando la distribuzione delle occorrenze al variare
della classificazione delle superfamiglie prevista dalla SCOP annotation [10]. Riportiamo in
figura 3.4, a titolo di esempio, uno scatter-plot dei punti empirici (f,0) per le superfamiglie
appartenenti rispettivamente alla classi funzionali Informazione e Metabolismo. 11 valore atteso
delle occorrenze nel caso di un null model, dato dall’equazione 2.7, descrive solo parzialmente i
dati empirici; in particolare osserviamo che, per f fissato, le occorrenze si distribuiscono su un
range ampio attorno al valore atteso.

Osserviamo inoltre che il valore di o é superiormente limitato: un elemento di abbondanza a;,
infatti, avra occorrenza massima data da 0,4, = min (a;/R, 1); il caso o = a;/R corrisponde alla
situazione in cui ognuna delle a; < R copie dell’elemento si trova in una realizzazione diversa.

Mentre le superfamiglie della classe funzionale Metabolismo risultano omogeneamente di-
stribuite attorno al valore teorico, le superfamiglie del gruppo Informazione sono concentrate
sul punto di incontro tra la curva delle massime occorrenze e la retta o = 1. Cid suggerisce la
presenza di superfamiglie della classe Informazione che compaiono una sola volta in ogni genoma.
Osserviamo che una superfamiglia che compaia esattamente una volta in ogni realizzazione
avrebbe un’occorrenza attesa, data dalla formula 2.7, pari a o =~ 0.59, coerentemente con la
discrepanza tra null model e dataset osservata in figura 3.3.

La sovrabbondanza di famiglie del gruppo Informazione che compaiono una sola volta in ogni
realizzazione appare evidente anche osservando l'istogramma 2D dei punti (f,0) (figura 3.5).

Il grafico delle rank-abundances (figura 3.6) mostra effettivamente un plateau nella zona di
frequenze che vengono mappate dal random sampling nel range di occorrenze del picco.

Osserviamo inoltre che escludendo le famiglie del gruppo Informazione dal grafico delle rank-
abundance il plateau non é piu apprezzabile. Escludendo, infatti, le famiglie del gruppo In-
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Metabolismo, frequenza vs. occorrenza, N = 480
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Figura 3.4: Scatterplot dei punti (f,0) per superfamiglie appartenenti alle categorie Informazione e
Metabolismo. Le occorrenze delle superfamiglie appartenti alla classe Informazione si concentrano
all’intersezione tra la curva delle massime occorrenze e o = 1.

formazione abbiamo una diminuzione significativa del picco di occorrenze a 0.6 (figura 3.7)

Comportamento di una distribuzione teorica con plateau

Nota importante: nel resto della tesi, per semplicita, si é sempre definito il valore di aspettazione
dell’occorrenza simulata come Efo](f):=o(f). Siccome, in questa sezione, dovremo prendere in
considerazione la variabilita del null model, torneremo momentaneamente alla notazione originale:
il valore di aspettazione dell’occorrenza sara dunque definito come Efof(f).

Verifichiamo che la presenza, in una RAD, di un plateau alla frequenza f , si manifesta nella
distribuzione delle occorrenze come un picco centrato attorno al valore di aspettazione Eo](f).

Osserviamo innanzitutto che, ipotizzando una distribuzione uniforme delle frequenze (f(i) =
%, con N numero di parole nel vocabolario), otteniamo una p(o) pressoché gaussiana, centrata
attorno a E[o](f) (fig. 3.9). Cio & spiegabile osservando che z, il numero di realizzazioni in cui
compare un elemento di frequenza f, segue un andamento poissoniano con valore di aspettazione
A := E[o](f) - R. Questa pdf, per R >> 1, tende a una gaussiana centrata su A e con deviazione
standard v/A. La distribuzione delle occorrenze & ricavabile riscalando 1’asse delle ascisse tramite

il cambio di variabile 0 = %. In questo modo il valor medio ¢ E[o](f) e la deviazione standard
o — YEODR _  [EL)
R R

Possiamo studiare il caso di una distribuzione teorica f(i) a cui agguiungiamo un plateau a una
data frequenza f ; ¢l aspettiamo di veder comparire un picco gaussiano attorno a Eo]( f) in
maniera analoga a quanto osservato sperimentalmente con i genomi.

Possiamo modellizzare il risultato atteso vedendo l'istogramma come somma di un "fondo" a
power-law e un "segnale" gaussiano.

della gaussiana diventa
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Distribuzione punti (f,0)
isto
e T | Enres 1530

IMeanx -9.174
Meany  0.4431
Std Devx 2267
- Std Dev y 0.3801

30
25
1
20 0.9
0.8
153 0.7
0.6
104 0.5
0.4
5- .3
.2
0

ognifunto una edmponente2
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Figura 3.5: Istogramma dei punti empirici (f,0) per tutti i gruppi funzionali (sopra) ed escludendo
le famiglie della famiglia Informazione (sotto); si nota la scomparsa di un picco posto
all’intersezione tra la curva di massima occorrenza

Denoteremo Npe,, il numero di elementi distribuiti secondo la power-law e Ny, il numero di

elementi contenuti nel plateau.
L’espressione della p(o) ¢ quindi:

Npow Nplat

0) = pp(0) + ————-G(0
p( ) Npow+Nplat ppl( ) Npow+Nplat ( )

1 ~

— (1—o)™ " — 1 _ 1 (0=E[](f))*] Ty :

con pp;(o) : YO TeTE eG(o) : e TRTENE exp [— 3 BRI |. Tale espressione
é riportata in figura 3.8, sovrapposta all’istogramma delle occorrenze simulate.
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0.001 . .

T
Frequenze

0.000237755 - - - -
0.0003797 - - - -
0.000305836

Frequenze

0.0001 1 1 L
400 500 600 700 800

Rank i

Frequenze senza famiglie INFORMAZIONE, zoom tra rank i=300 e i=700
0.001 . ;

\

T
Frequenze
0.00023775502 —
0.00037973908

i

Frequenze

0.0001 1
300 400 500 600 700

Rank i

Figura 3.6: Rad, zoom sulle frequenze mappate nel picco a 0o = 0.6, con (sopra) e senza (sotto) famiglie
dell’informazione: dopo la rimozione, si nota la scomparsa del plateau. Esso era infatti per
lo pitu da elementi mappati nella funzione Informazione.

p(0), dati vs. simulazione p(o0), dati vs. simulazione

Figura 3.7: Distribuzione delle occorrenze con e senza le famiglie del gruppo Informazione: il picco &
meno notevole dopo la rimozione.
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Power law, y=1.2, aggiunti 50 elementi a f(0.6) Occorrenze, power-law simulata con plateau
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Figura 3.8: Distribuzione teorica con plateau e relativa distribuzione delle occorrenze: il plateau alla
frequenza f si manifesta sotto forma di un picco gaussiano centrato a o(f).
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Figura 3.9: Distribuzione delle occorrenze partendo da una RAD costante (la leggera decrescita ¢ dovuta
a un effetto di campionamento). L’istogramma delle occorrenze ¢ ben descritto da una
gaussiana centrata sul valore atteso o(f).
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Capitolo 4

La spedizione TARA

In questa sezione studiamo un altro sistema reale: un dataset di metagenomica e metatrascrit-
tomica raccolto nel corso della spedizione TARA. Come vedremo nelle prossime pagine, i dati
raccolti sono per loro natura molto diversi da quelli del database SUPERFAMILY. Cio rende poco
sensato 'utilizzo di un null-model identico a quello usato in quella circostanza; proviamo dunque
a proporre un null-model diverso, verificando sotto quali ipotesi esso possa ben descrivere la
distribuzione delle occorrenze osservata empiricamente. Nello studio dei proteomi avevamo
visto, infatti, che 'andamento complessivo della p(0) empirica (forma a U, andamento a legge di
potenza) era spiegabile nell’ottica di un random sampling; ci chiediamo quindi se un modello
leggermente modificato possa ancora descrivere 'andamento generale delle occorrenze.

4.1 Obiettivi della spedizione TARA

La spedizione TARA Oceans ha avuto luogo tra il 2009 e il 2013: essa & consistita nell’estrazione
di campioni di plankton in 210 punti (stazioni) dell’oceano. Dal 2009 al 2013, la spedizione ha
percorso 140000 km, raccogliendo campioni di plankton a diverse profondita. Il plankton raccolto
¢é stato separato in gruppi a seconda della dimensione, estraendone successivamente campioni di
acidi nucleici per generare dati di metabarcoding, metagenomica e metatrascrittomica.

I dati utilizzati nel resto dell’analisi sono relativi alle diatomee, organismi unicellulari di dimensioni
che vanno da 1 pm a pochi mm. Le diatomee sono presenti in tutto il mondo: la loro presenza é
maggiore in acque artiche (piu torbide e ricche di nutrienti), ma sono presenti anche in altre zone
dell’oceano, dove si possono trovare in stati dormienti in condizioni di particolari stress di nutrienti.
Questi organismi svolgono un ruolo chiave nella catena alimentare marina e nell’estrazione di
CO2 dall’atmosfera, in quantita paragonabili a quelle di tutte le foreste pluviali messe assieme

I5].

4.2 Meta-omics e struttura del dataset

I termini metagenomica, metatrascrittomica e metabarcoding, noti collettivamente sotto il nome
di meta-omics, indicano lo studio di materiale genetico estratto da un campione che contiene
contributi provenienti da molte (o tutte) le specie presenti in un ecosistema. Il termine metabar-
coding fa riferimento all’identificazione di diverse specie (OTU, Operational Taxonomic Units)
da un campione di questo tipo; 'insieme dei genomi e dei trascrittomi presenti nel campione
costituiscono rispettivamente il metagenoma e il metatrascrittoma.

I dati utilizzati sono divisi in tre dataset: metaG, metaT e metaB, corrispondenti rispettivamente
ai dati meta-genomica, -trascrittomica e -barcoding. FEssi riportano, per 77 stazioni della
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spedizione TARA, le abbondanze con cui compaiono gli unigenes (nel caso di metaG e metaT) e le
OTU (nei metaB). Nell'ottica di un sistema complesso modulare, possiamo dire che in ciascuno di
questi tre dataset ogni stazione costituisce una realizzazione i cui elementi sono gli unigenes o le
OTUs. Naturalmente, I’'abbondanza di un unigene é influenzata dall’abbondanza delle diatomee
che lo codificano: se, in una certa stazione, una diatomea compare con abbondanza molto elevata,
gli unigenes tipicamente espressi da tale diatomea compariranno con alta abbondanza. Le
distribuzioni del metaG e metaT in ciascuna stazione risentiranno dunque della distribuzione delle
diatomee ivi presenti, ovvero dal metaB. In questo senso, tale sistema ¢ molto diverso da quello
del database SUPERFAMILY, in cui ogni realizzazione ¢ costituita dal proteoma di un batterio e in
cui la popolarita dei batteri non influenza ’abbondanza dei domini strutturali.

4.3 RAD empiriche nei dati di TARA

Prima di procedere con la formulazione di un null model che tenga in conto la natura del dataset
considerato, riportiamo in figura 4.1 le RAD empiriche relative ai tre dataset: metaB, metaG
e metaT. I dati di metaG e metaT seguono un andamento approssimativamente a power law
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Figura 4.1: RAD empiriche dai dati di TARA. Nei dati di metaG e metaT si osserva il classico andamento
a power-law con modulazione esponenziale.

per i primi quattro ordini di grandezza, con esponenti rispettivamente v5 = 0.67474 + 0.0003
e yr = 0.7272 £ 0.0006. La coda esponenziale che compare per elementi rari é frutto della
dimensione finita del dataset, similmente a quanto visto anche nel database SUPERFAMILY.

Nei dati di metaB 'andamento ¢ meno chiaramente a legge di potenza; un eventuale fit
potrebbe essere ottenuto ipotizzando una power-law con offset e decadimento esponenziale.

4.4 Analisi delle occorrenze e null-model a estrazione pesata

11 problema del sottocampionamento nei dati di TARA rende particolarmente utile lo studio delle
occorrenze: infatti 'ipotesi di conoscere, in ogni stazione, quali elementi compaiono e quali non
compaiono, ¢ meno stringente rispetto all’ipotesi di conoscerne esattamente le abbondanze.
Avevamo visto, nel caso dei proteomi, che 'andamento complessivo della p(o) empirica (forma a
U, a meno del picco gaussiano dovuto al plateau) era spiegato da fenomeni statistici. Dedichiamo
quindi le prossime pagine a uno studio delle occorrenze nei dati di metaT e alla proposta di
un null model che possa a grandi linee rendere conto di questa distribuzione. In particolare,
ricaveremo una ipotesi di RAD che possa riproporre 'andamento osservato.
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Andamento delle occorrenze

L’istogramma delle occorrenze nei metaT presenta un andamento particolare: esso € ben descritto
da un esponenziale decrescente (4.2).

p(o), metaT p(o0), metaT, fit lineare dei logaritmi
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Figura 4.2: Istogramma normalizzato delle occorrenze nei dati di metaT e relativo fit esponenziale. Ai
conteggi ¢ stata associata un’incertezza poissoniana.

Proviamo a vedere se un modello a estrazione casuale, con gli opportuni accorgimenti, possa
riproporre questo andamento. Ricordiamo che ogni realizzazione é una stazione della spedizione
TARA e che ogni elemento é un unigene.

Ipotesi del modello

Il modello casuale partira dalle seguenti ipotesi:

1. T trascrittomi sono ottenuti con un processo di estrazione casuale da una RAD, analogamente
a quanto fatto con i proteomi. Questa RAD sara diversa da quella osservata empiricamente,
siccome quest’ultima é frutto del conteggio degli unigenes ed é quindi influenzata dalla
diversa popolarita delle varie diatomee.

2. In una stazione, le diatomee della stessa specie compaiono con lo stesso trascrittoma.

3. L’espressione media di una diatomea, ovvero il numero di unigenes che compaiono in un
trascrittoma, contati con la loro abbondanza, € la stessa per tutte le diatomee di tutte le
stazioni campionate. Indicheremo tale quantita con la lettera a.

4. La presenza o assenza di una specie in una stazione é fornita dai dati di metaB.

La seconda ipotesi viene fatta per semplicita e pud risultare stringente, in quanto stiamo
supponendo che, in una stazione, tutte le diatomee di una certa specie stiano esprimendo gli stessi
geni, ovvero stiano "facendo la stessa cosa" (fotosintesi, riproduzione, etc.). Allo stesso modo,
anche la terza ipotesi puo risultare semplicistica, dal momento che I'attivita di una diatomea puo
variare a seconda di molti fattori, quali le condizioni ambientali o le diverse funzioni che una
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diatomea pud svolgere. Dunque, un modello piu dettagliato potrebbe supporre una variabilita
nell’espressione all’interno di una stessa specie.

Consideriamo per semplicita le ipotesi appena introdotte. L’idea é la seguente: avvalersi dei
dati di metaB per sapere quali diatomee compaiono in una stazione e generarne il trascrittoma
con un random sampling. Un’analisi matematica del modello pud portare a una stima di quale
RAD meglio si addica allo scopo.

RAD metaT
Random sampling
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Figura 4.3: Schema riassuntivo del modello utilizzato. I dati di metaB vengono utilizzati per sapere
quali diatomee sono presenti in una data stazione; i trascrittomi delle singole OTU vengono
realizzati da una procedura di random sampling analoga a quella vista finora.

Descrizione matematica del modello e stima della RAD

Sia S; il numero di specie diverse (ricchezza) all’interno della j—esima stazione e sia f; la
frequenza dell’i—esimo elemento. Ricordiamo che, in questo contesto, le realizzazioni sono le
stazioni e gli elementi sono gli unigenes.

Partendo dalle ipotesi appena esposte, avremo che il valore atteso dell’occorrenza é dato da

o=l — @£ (4.1)

Nstaziom' . .
JjEstazioni

ove ricordiamo che a é 'abbondanza totale media di un trascrittoma.
Osservando l'istogramma delle ricchezze empiriche si nota che ’andamento é ben descritto da
un’esponenziale decrescente (4.4).

Abbiamo quindi un’espressione analitica per la distribuzione delle ricchezze:

p(S) = Te kS
N’mam (42)
c :/ e "5ds
Nmin
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Figura 4.4: Distribuzione della ricchezza dei metaB: essa € ben descritta da un esponenziale.

con Npin € Npgr minima e massima ricchezza possibile. Per agevolare i calcoli supponiamo
Npin = 0 € Nppgzr = +00, ottenendo ¢ = %
Approssimando la sommatoria di 4.1 con un integrale (il che é giustificato dal grande numero di

unigenes rilevati sperimentalmente) avremo

off)=1- /+OO(1 — H)*pe*9ds
; I

che porge
1

R T

Invertendo la relazione troviamo un’espressione per f(o):

f@)zlam[“u

a 1-o0

) (4.0

Ricordiamo che questi passaggi da frequenze a occorrenze attese si basano sulla corrispondenza
monotona crescente f — o del modello casuale e sono di fatto analoghi a dei cambi di variabile.
Ci chiediamo ora che legame esista tra la distribuzione delle occorrenze attese p(o) e la distribuzione
delle frequenze ¢(f). La g(f) ¢, in altre parole, la SAD: essa descrive I'istogramma normalizzato
delle f;.

La q(f) e collegata alla distribuzione delle occorrenze p(o) dalla seguente relazione:

a(f)df = p(o)do

(N =p)| L

o=o(f) ¥

che porge
a 1 1

Tu 1 i-em(i— )

a(f) p(0) (4.5)

o(f)

Nei metaT abbiamo osservato empiricamente un andamento esponenziale delle occorrenze.
Ponendo dunque p(0) = Aexp [—Bo|, p : [0min, Omaz] — RT, troviamo:

Ba In[l— f] } a 1 1

q(f) = Aexp | == =11 ]

=2l ] 2 (46)
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con supporto [f(0min), f(0maz)]. La q(f) cosi ottenuta, inserendo per A, B, , a i valori del dataset
metaT, & rappresentata in figura 4.6. La normalizzazione della p(o0) implica la normalizzazione
della g(f), come é facilmente verificabile integrando la 4.6.

Proviamo ora a ricavare un’espressione per la RAD. Sia N il numero di elementi diversi (in
questo caso il numero di unigenes diversi). Partiamo dalla relazione

Nq(f)df = —di
Nith) == [athar+ e

L’integrale di ¢(f) si svolge applicando la sostituzione s = 1 — %ln[l - fl.
Otteniamo

NA

i(f) = 5 exp {B(l_%T

L —1)] + Ne

(4.7)

/]
D=1 [P(1- ;
= f(i) =1 P{a(l 1+%ln[%(i—NC)])]

. !
con ¢ costante di integrazione; il suo valore viene fissato imponendo che i( finq2) = 1, ottenendo

1 A 1
c= T [ oxp [B(l—ﬁln[l—fmm]_l)] (4.8)

La rank-abundance cosi ricavata dipende dai parametri u, A, B, N e a. Mentre il valore dei primi
quattro é noto dai dati sperimentali (i, A e B sono note dai fit esponenziali e N ¢ il vocabolario
totale dei metaT), "abbondanza totale a di un trascrittoma ¢ pitt ambigua: non solo ’abbondanza
media per diatomea varia notevolmente di stazione in stazione, ma i dati empirici sono anche
affetti da fenomeni di campionamento che non permettono di conoscere l'effettiva abbondanza
dei singoli trascrittomi. D’altra parte, anche se cio fosse possibile, I'espressione media per OTU &
estremamente variabile e sensibile alle condizioni ambientali, come mostrato in figura 4.5.
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10! 102 10°
Average Expression per OTU

Figura 4.5: Espressione media per OTU nelle stazioni della spedizione TARA. I valori variano su due
ordini di grandezza.

Possiamo pero stimare il parametro a ricordando la condizione }, f; =1 = [ ;:Ziz fa(f)df =
1/N. Risolvendo con metodi numerici rispetto ad a e imponendo la validita della condizione
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si giunge alla stima a ~ 1073. Come ordine di grandezza tale valore ¢ in linea con quanto
atteso: precedenti studi di dataset di trascrittomica (applicati perd a specie diverse dal plankton)
avevano fornito per l'attivita media stime dell’ordine di &~ 1200 elementi per cellula [7]. Possiamo
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Figura 4.6: Sinistra: SAD (sinistra) e RAD (destra) ricavate dall’istogramma delle occorrenze dei metaT.

verificare la correttezza dei calcoli generando delle "stazioni simulate" con la procedura descritta
e raccogliendone l'istogramma delle occorrenze: i risultati sono riportati in figura 4.7. Il buon

Distribuzione delle occorrenze: dati, valori attesi e simulazione p(o): dati, teoria e simulazione
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Figura 4.7: Sinistra: confronto tra l'istogramma delle occorrenze empiriche, la predizione teorica e i
risultati della simulazione. Destra: idem, scala logaritmica.

accordo tra dati, simulazioni e teoria implica solo la consistenza dei calcoli effettuati e non ¢
necessariamente prova di un significato fisico del modello utilizzato. Lavori futuri potrebbero
testare la validita del modello confrontandolo con aspetti statistici diversi dalla distribuzione
delle occorrenze.

27



Capitolo 5

Conclusioni

In questo lavoro di tesi abbiamo innanzitutto presentato alcuni aspetti matematici dello studio
dei sistemi modulari, soffermandoci in particolar modo sul legame tra frequenze e occorrenze;
sono state derivate espressioni analitiche per la distribuzione delle occorrenze definita da una
RAD a legge di potenza, a esponenziale decrescente e, infine, a legge di potenza con modulazione
esponenziale.

Tali concetti sono stati messi in pratica studiando il database SUPERFAMILY, che riporta la
composizione in domini strutturali di svariati proteomi procarioti. L’analisi ha messo in evidenza
alcuni aspetti gia noti dalla letteratura, come la presenza di domini che compaiono una volta sola
in ogni proteoma, discostandosi quindi dallla statistica di un’estrazione casuale. Altri aspetti,
come la forma a U dell’istogramma delle occorrenze, sono riproposti dal null model e sono dunque
riconducibili a fenomeni statistici [4].

Ci si é infine dedicati all’analisi di alcuni dataset della spedizione TARA, i quali consistono
in dati di metagenomica, metatrascrittomica e metabarcoding relativi a campioni di plankton
estratti dalle acque oceaniche. Questi dati presentano aspetti molto diversi rispetto al dataset
precedentemente studiato; per questo motivo, si & apportata una leggera modifica al modello
generativo finora utilizzato e si é ricavata una RAD da cui esso potesse riproporre la statistica delle
occorrenze empiricamente osservata. Studi futuri potrebbero provare ad applicare un modello
simile allo studio di aspetti statistici diversi dalla distribuzione delle occorrenze.
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Appendice
Dimensione del vocabolario e legge di Heaps

o Sinistra: distribuzione empirica dei punti

v = Valore atteso . . .

{m,N}, simulazione numerica e valore atteso.

Sotto, sinistra: fit delle frequenze con una
legge di potenza per i primi 700 elementi e
con una funzione esponenziale per i
rimanenti. Sotto, destra: punti (m,N) e
valore predetto dalla funzione analitica; la
correzione esponenziale & stata integrata
numericamente.

Dati empirici

" Genemi = Funzione analitica
]
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Figura 5.1: Andamento del vocabolario campionato in funzione dell’abbondanza totale.

Riportiamo in figura 5.1 le coppie (m, Nys) del dataset, ove m ¢ la dimensione del genoma e
Nyps € il vocabolario misurato in quella specifica realizzazione. Osserviamo che sia la simulazione
che i dati empirici sono ben descritti dal modello teorico (la curva Valore atteso); la differenza
principale tra simulazione e dataset ¢ data dalla diversa distribuzione dei punti (m, Nyps) rispetto
al valore atteso: la simulazione é infatti distribuita in modo pitt compatto attorno alla curva
teorica.

Visto ’andamento non interamente a power-law, la dimensione del vocabolario effettivo in
funzione della dimensione del genoma non potra essere descritta dalla formula analitica 2.16
poiché essa non tiene conto della coda esponenziale. Possiamo giungere a un’espressione ad hoc
tenendo conto dei due diversi regimi (power-law ed esponenziale) e avvalendoci del fit che ben
approssima la distribuzione delle frequenze. Tali fit & riportato in figura 5.1: esso tiene conto di
un decadimento a legge di potenza e di una coda esponenziale.

29



Graph

Figura 5.2: Un fit pitt accurato potrebbe tenere conto di due diversi regimi a legge di potenza; riportiamo
un esempio con un regime a power-law per i rank da 1 a 100, una seconda power-law da 101
a 700 e una coda esponenziale da 701 a 1530.

Abbiamo, ponendo N7 = 700, Ny = 1530:
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ove l'ultimo passaggio & stato ottenuto applicando la sostituzione z = mBe . Abbiamo in
sostanza apportato una correzione per tenere conto della coda esponenziale: la correzione pud
essere valutata usando metodi numerici (e puo essere riscritta in termini della funzione integrale
esponenziale Ei(zr) := — fjxoo et;tdt).

In figura 5.1 riportiamo le coppie (m, N') empiriche, confrontandole con i risultati ottenuti dalla
simulazione e con l’espressione numerica appena ricavata. Osserviamo che il modello teorico
tende a sovrastimare leggermente I’andamento effettivo dei dati; cio & dovuto al fatto che il fit
effettuato tende a sovrastimare le frequenze per i rank ¢ € [200,800], nella regione quindi in cui
¢’é una transizione tra power law e decadimento esponenziale. Cionondimeno il buon accordo fra
dati, simulazione e teoria implica che la legge di Heaps nel caso dei genomi puo essere spiegata
nell’ottica di un random sampling e non é dunque influenzata in modo apprezzabile da vincoli
strutturali. [4]
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