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Capitolo 1IntroduzioneIn sistemi multiagenti gli agenti hanno generalmente preferenze diverse su uninsieme di possibili deisioni e può essere neessario aggregare queste preferenzeper poter prendere una deisione ollettiva. Esistono numerosi asi pratii in uiquesto senario può presentarsi. Gli agenti, per esempio, potrebbero dover dei-dere ome distribuire un insieme di risorse tra di loro, determinare un potenzialepresidente oppure stilare una lassi�a dato un insieme di libri o dishi.Un meanismo per giungere ad una selta ollettiva dato un insieme di pre-ferenze sono le votazioni. In una votazione le possibili selte sono rappresentateome andidati, mentre la deisione ollettiva è vista ome il vinitore tra i sud-detti andidati ed è omputata attraverso una regola di voto. La regola di votomaggiormente usata, e he sarà adoperata anhe in questo elaborato, si basasu onfronti tra oppie di andidati, dove ogni onfronto è vinto dal andidatomaggiormente preferito dagli agenti. Il vinitore dipende quindi dalla sequenzaselta di onfronti, he può essere rappresentata da un albero binario dove le fo-glie sono etihettate ome i andidati nell'elezione, i nodi interni rappresentanoil vinitore dello sontro tra i due nodi �gli e la radie india il vinitore totale.Sfortunatamente riavare da molti agenti delle preferenze tali da riusire adeseguire un'elezione è di�ile e dispendioso in termini di tempo e di denaro.Per di più, gli agenti potrebbero non rivelare ompletamente le loro preferenze,ad esempio per motivi di privay, dando osì vita a situazioni di inertezza neivoti oppure potrebbe esseri qualhe forma di inertezza riguardo alla regola divotazione stessa, rendendo osì il ompito di eleggere un vinitore anora piùarduo.Ciò he si vuole è riusire a prendere una deisione nonostante la presenza diinertezza e per questo motivo in tali situazioni si onsiderano molteplii nozionidi vinitori.Per migliorare questo proesso in termini di tempo, inoltre, si introduono igra� di maggioranza he riassumono i voti in forma di gra� diretti, dove esisteun aro tra due andidati se e solo se una maggioranza di agenti preferise il pri-mo andidato al seondo. Il vantaggio he deriva dall'introduzione del grafo di



2 Introduzionemaggioranza è dovuto al fatto he la omputazione dei vinitori attraverso que-sto rihiede un tempo polinomiale anhe nel aso in ui il grafo sia inompleto(per la mananza di aluni arhi) e i siano un numero esponenziale di possibiliompletamenti dello stesso [1℄. Purtroppo però, in aso di inertezza, l'ugua-glianza dei vinitori riavati dalla votazione e dal relativo grafo di maggioranzanon è garantita, ome già evidenziato in [2℄, dove si a�ronta uno studio dellerelazioni he interorrono tra diverse nozioni di vinitori omputati a partire dapreferenze inomplete e a partire dai gra� di maggioranza ad esse assoiati.In questa tesi si a�ronta uno studio sulle relazioni di uguaglianza dei vinitorideterminati a partire dalle preferenze o dai gra� di maggioranza, analogo a quellofatto in [2℄, in due situazioni preise di inertezza.La prima situazione di inertezza riguarda l'inserimento di nuovi votanti avotazione già onlusa. Questi agenti pertanto risulteranno non aver espressonessuna preferenza rispetto l'insieme di andidati su ui la votazione si svolge epotrebbero apportare la modi�a del grafo di maggioranza esistente prima delloro inserimento nella votazione.La seonda situazione di inertezza he si a�ronta è quella in ui, a votazioneonlusa, si aggiungono un erto numero di andidati. I andidati aggiunti in unseondo momento non risultano essere presenti in nessuna preferenza espressadagli agenti e pertanto verranno aggiunti nel grafo di maggioranza he si avevaprima del loro inserimento nella forma di nodi senza arhi a loro inidenti.Un esempio in ui potrebbe presentarsi una delle due situazioni inertezzaintrodotte è nel aso di votazione ontrollata da hi organizza l'elezione hepotrebbe voler aggiungere dei nuovi votanti o dei nuovi andidati in modo dapoter manipolare il vinitore totale e far vinere il andidato da lui preferito.Questo è un omportamento he ovviamente si vuole evitare [3℄.Lo sopo di questo elaborato è di analizzare quando, in un'elezione in uisia presente una delle due situazioni di inertezza sopra desritte, i vinitoriomputati a partire dal grafo di maggioranza sono gli stessi he si riavano dallepreferenze, ioè quando è possibile basarsi sul solo grafo di maggioranza peromputare i vinitori.1.1 Struttura dell'elaboratoL'elaborato è strutturato ome segue.Nel apitolo 2 sono riportate alune nozioni e teoremi di base, tra ui lede�nizioni di preferenze, pro�li e gra� di maggioranza, la de�nizione degli alberidi voto in semplii e generali, le diverse nozioni di vinitori e le relazioni notetra i vari tipi di vinitori.Nel apitolo 3 si introdue l'inertezza sui votanti, ovvero situazioni in uia votazione ultimata si introduono nuovi agenti. A tale sopo si de�nise unanuova nozione di pro�li, i pro�li V-inompleti, e si analizzano le relazioni tra idiversi tipi di vinitori omputati da pro�li V-inompleti e da gra� di maggio-



1.1 Struttura dell'elaborato 3ranza da questi indotti, prima per alberi di voto semplii e suessivamente peralberi di voto generali.Nel apitolo 4 si de�nise l'inertezza sui andidati: a votazione onlusa siha l'aggiunta di nuovi andidati. Come per l'inertezza sui votanti, si introdueuna nuova nozione di pro�lo inompleto, il pro�lo C-inompleto, e si studiano lerelazioni tra vinitori determinati a partire dai pro�li C-inompleti e dai relativigra� di maggioranza per alberi di voto semplii prima e alberi di voto generalipoi.Nel apitolo 5 è riportata una breve sezione sullo stato dell'arte dove si de-srivono aluni degli studi preedentemente ondotti su tale argomento e su uii si è basati per redigere questo elaborato.Nel apitolo 6 sono riportate le onlusioni e i possibili sviluppi futuri.



4 Introduzione



Capitolo 2Nozioni e teoremi di base2.1 Preferenze, pro�li e gra� di maggioranzaSi de�nisono ora le nozioni basilari relative allo studio della determinazione deivinitori in alberi di voto [2, 1℄.De�nizione 1 (Preferenza). La preferenza di un agente è de�nita ome unordinamento totale stretto, ioè un ordinamento asimmetrio, transitivo e om-pleto, su un insieme di m andidati. I andidati sono presi da un insieme Ω erappresentano le possibili opzioni su ui gli agenti possono votare.De�nizione 2 (Pro�lo). Un pro�lo P su Ω è una ollezione di n ordinamenti to-tali stretti su Ω, ad esempio P = (P1, ..., Pn), dove Pi è la relazione di preferenzadell'agente i.D'ora in avanti, per sempliità, assumiamo he il numero degli agenti siadispari. Questa ondizione non risulta essere restrittiva in quanto i risultatipossono essere estesi anhe a pro�li on numero di agenti pari spei�ando peròome si trattano i asi di pareggio. Vediamo ora un esempio di pro�lo.Esempio 1. Sia dato l'insieme di andidati Ω = {A,B,C,D}. Un pro�lo P sutale insieme di andidati può essere denotato dalle seguenti preferenze di treagenti� B > C > D > A� A > B > C > D� B > C > D > A.Le tre preferenze riportate indiano he il primo votante preferise il andidato
B al andidato C, il andidato C al andidato D e il andidato D al andidato
A e in modo anaologo sono de�nite le preferenze del seondo e terzo agente.



6 Nozioni e teoremi di basePreferenze e pro�li possono essere inompleti, iò aade quando si ha a hefare on ordinamenti inompleti su un insieme di andidati.De�nizione 3 (Preferenza inompleta). Una relazione di preferenza inompleta
> su Ω è un ordinamento stretto su Ω, ioè una relazione transitiva e irri�essivasu Ω.De�nizione 4 (Pro�lo inompleto). Un pro�lo inompleto su Ω è una ollezione
P = (P1, ..., Pn) di relazioni di preferenza inomplete su Ω.Si possono de�nire inoltre pro�li ompleti e pienamente inompleti.De�nizione 5 (Pro�lo ompleto). Un pro�lo è detto ompleto se ogni agenteesprime una preferenza su ogni andidato di Ω.De�nizione 6 (Pro�lo pienamente inompleto). Un pro�lo è detto pienamenteinompleto se i andidati non esprimono nessuna preferenza sui andidati di Ω.Dato un pro�lo inompleto è possibile de�nire un suo ompletamento.De�nizione 7 (Completamento di un pro�lo). Sia P = (P1, ..., Pn) un pro�loinompleto de�nito su un insieme di andidati Ω, un ompletamento R di Pè una tupla (R1, .., Rn) tale he ogni Ri è un ordinamento totale stretto su Ωontenente Pi.Un utile strumento per rappresentare un pro�lo è il orrispondente grafo dimaggioranza, he non è altro he un grafo diretto dove esiste un aro orientatoda un andidato A a un andidato B se esiste una maggioranza di agenti hepreferisono il andidato A al andidato B.De�nizione 8 (Grafo di maggioranza). Dato un pro�lo (inompleto) P , il grafodi maggioranza M(P ) indotto da P è il grafo diretto il ui insieme dei vertii è
Ω e dove un aro orientato da A a B (denotato A >m B) india he una strettamaggioranza di votanti preferisono A a B.Esempio 2. Il grafo di maggioranza indotto dal pro�lo dell'Esempio 1, è riportatonella Figura 2.1.Il grafo di maggioranza M(P ) indotto da un generio pro�lo P è asimmetrio,ma non neessariamente transitivo.Analogamente a quanto fatto per i pro�li, è possibile de�nire gra� di mag-gioranza ompleti e pienamente inompleti.De�nizione 9 (Grafo di maggioranza ompleto). Un grafo di maggioranza èdetto ompleto se, per ogni oppia di vertii, esiste un aro diretto he li ollega.De�nizione 10 (Grafo di maggioranza pienamente inompleto). Un grafo dimaggioranza è detto pienamente inompleto se non ontiene arhi.Inoltre, se M(P ) è inompleto, l'insieme di tutti i gra� di maggioranza om-pleti he estendono M(P ) orrisponde a un sovrainsieme (possibilmente proprio)dell'insieme dei gra� di maggioranza indotti da tutti i possibili ompletamentidi P .



2.2 Alberi di voto 7
Figura 2.1: Grafo di maggioranza del pro�lo P .2.2 Alberi di votoDe�niamo ora formalmente gli alberi di voto he sono le regole d voto heonsidereremo in questa tesi.De�nizione 11 (Albero di voto). Dato un insieme di andidati, la regola deglialberi di voto è de�nita da un albero binario on un andidato per foglia, doveogni andidato può apparire più di una volta nelle foglie. Ogni nodo internorappresenta il andidato he vine tra i �gli del nodo stesso. Il vinitore tra unaoppia di nodi è omputato dalla regola di maggioranza, dove A batte B se e solose 'è una maggioranza di voti he a�ermano A > B. Il andidato nella radiedell'albero è il vinitore assoluto.De�nizione 12 (Albero di voto semplie). Un albero di voto è detto sempliese ogni andidato appare esattamente una volta nelle foglie.Si nota he, dal momento he il numero dei votanti è dispari, non sonopossibili asi di pareggio tra due andidati e quindi il vinitore tra due nodi èsempre failmente determinabile.Riporto ora un esempio di albero di voto semplie e di albero di voto generio.Esempio 3. Sia dato l'insieme di andidati Ω = {A,B,C,D}. Si onsidera l'al-bero di voto semplie T1 della Figura 2.2 in ui il andidato A gareggia on B,il vinitore gareggia on il andidato D e il vinitore di quest'ultimo sontrogareggia on C determinando il vinitore assoluto. Considerando il pro�lo Pdll'Esempio 1, si può dedurre he il vinitore risulta essere il andidato C.Esempio 4. Sia dato l'insieme di andidati Ω = {A,B,C,D}. Si onsidera l'al-bero di voto generio T2 della Figura 2.3 in ui la ui radie ha ome �glio sinistrol'albero T1 onsiderato nell'Esempio 3 e ome �glio destro il andidato A, iòsigni�a he il vinitore totale di T2 sarà il vinitore della s�da tra il vinitoretotale di T1 e il andidato A. Ragionando ome prima sul pro�lo P dell'Esempio1, in questo aso il vinitore totale di T2 risulta essere il andidato A.
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Figura 2.2: Albero di voto semplie T1.2.3 Nozioni di vinitoriNumerosi tipi di vinitori sono stati de�niti per pro�li inompleti [2℄.De�nizione 13. Sia P un pro�lo inompleto e A un andidato.� A è un vinitore possibile di Shwartz per P e si denota A ∈ PossS(P ),se e solo se esistono un ompletamento di P e un albero di voto per ui Avine.� A è un vinitore neessario di Shwartz per P e si denota A ∈ NecS(P ),se e solo se per ogni ompletamento di P esiste un albero di voto per ui
A vine.� A è un vinitore possibile di Condoret per P e si denota A ∈ PossC(P ),se e solo se esiste un ompletamento di P tale he A è un vinitore perogni albero di voto.� A è un vinitore neessario di Condoret per P e si denota A ∈ NecC(P ),se e solo se per ogni ompletamento di P e ogni albero di voto, A è unvinitore.De�nizione 14. Sia P un pro�lo inompleto, A un andidato e T un albero divoto.� A è un vinitore possibile per P e T e si india A ∈ Poss(P, T ), se e solose esiste un ompletamento di P per ui A vine in T .� A è un vinitore neessario per P e T e si india A ∈ Nec(P, T ), se e solose, per ogni ompletamento di P , A vine in T .
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Figura 2.3: Albero di voto T2.Le de�nizioni di vinitori sopra de�nite possono essere date anhe a partiredai gra� di maggioranza, dove l'unia di�erenza è he tali de�nizioni onsideranoompletamenti di gra� di maggioranza inompleti e non di pro�li inompleti.De�nizione 15. Sia M(P ) un grafo di maggioranza inompleto e A un andi-dato.� A è un vinitore possibile di Shwartz per M(P ) e si denota A ∈ PossS(M(P )),se e solo se esistono un ompletamento di M(P ) e un albero di voto perui A vine.� A è un vinitore neessario di Shwartz per M(P ) e si denota A ∈ NecS(M(P )),se e solo se per ogni ompletamento di M(P ) esiste un albero di voto perui A vine.� A è un vinitore possibile di Condoret per M(P ) e si denota A ∈ PossC(M(P )),se e solo se esiste un ompletamento di M(P ) tale he A è un vinitoreper ogni albero di voto.� A è un vinitore neessario di Condoret per M(P ) e si denota A ∈
NecC(M(P )), se e solo se per ogni ompletamento di M(P ) e ogni alberodi voto, A è un vinitore.De�nizione 16. Siano M(P ) un grafo di maggioranza inompleto, A un an-didato e T un albero di voto.� A è un vinitore possibile per M(P ) e T e si india A ∈ Poss(M(P ), T ),se e solo se esiste un ompletamento di M(P ) per ui A vine in T .



10 Nozioni e teoremi di base� A è un vinitore neessario per M(P ) e T e si india A ∈ Nec(M(P ), T ),se e solo se, per ogni ompletamento di M(P ), A vine in T .2.4 Relazioni note tra i vinitoriVedremo ora quali sono le relazioni tra vinitori he sono state già individuatenel aso degli alberi di voto [2, 4, 5℄. Eleno aluni teoremi e proprietà riavatiin studi preedenti e he saranno sfruttati nella de�nizione di nuovi risultati [2℄[4℄ [5℄.Quando un pro�lo è ompleto, le nozioni di possibile e neessario oinidonoper ogni nozione di vinitore.Proposizione 1. Dato un pro�lo ompleto P e un albero di voto semplie T ,valgono le seguenti� PossS(P ) = NecS(P );� PossC(P ) = NecC(P );� Poss(P, T ) = Nec(P, T ).Un grafo di maggioranza può avere ompletamenti he non orrispondonoa nessun ompletamento del pro�lo he lo indue. Periò, per erte nozioni divinitori, il vinitore possibile\neessario per il pro�lo inompleto non oinideon il vinitore possibile\neessario per il grafo di maggioranza inompleto.Proposizione 2. Dato un pro�lo inompleto P , il grafo di maggioranza in-ompleto M(P ) da esso indotto potrebbe avere ompletamenti he non possonoessere prodotti da ompletamenti del pro�lo P periò per erte nozioni di vini-tori, il vinitore possibile\neessario per il pro�lo inompleto non oinide on ilvinitore possibile\neessario per il grafo di maggioranza inompleto.Ri�ettendo sul fatto he il grafo di maggioranza può avere più ompletamentidel pro�lo orrispondente, si può dedurre he ogni nozione nella sua versione�possibile� relativa al pro�lo denota un sottoinsieme della stessa nozione relativaal grafo di maggioranza. Ad esempio, Poss(P, T ) ⊆ Poss(M(P ), T ). Vieversa,ogni nozione nella sua versione �neessaria� relativa al grafo di maggioranzadenota un sottoinsieme della stessa nozione relativa al pro�lo. Per esempio,
Nec(M(P ), T ) ⊆ Nec(P, T ).Proposizione 3. Siano dati un pro�lo inompleto P , il grafo di maggioran-za orrispondente M(P ) e un albero di voto semplie T . Valgono le seguentirelazioni� PossS(P ) ⊆ PossS(M(P ));� PossC(P ) ⊆ PossC(M(P ));



2.4 Relazioni note tra i vinitori 11� Poss(P, T ) ⊆ Poss(M(P ), T );� NecS(P ) ⊇ NecS(M(P ));� NecC(P ) ⊇ NecC(M(P ));� Nec(P, T ) ⊇ Nec(M(P ), T ).Teorema 1. Sia P un pro�lo inompleto e A un andidato. Si può a�ermarehe A ∈ NecS(M(P )) se e solo se esiste un ammino da A verso ogni altroandidato in M(P ).Teorema 2. Sia P un pro�lo inompleto. Allora su alberi di voto semplii,valgono sempre le seguenti relazioni� PossC(P ) = PossC(M(P ))� NecC(P ) = NecC(M(P )).Teorema 3. Esiste un pro�lo inompleto P tale he NecS(P ) 6= NecS(M(P )).Teorema 4. Sia P un pro�lo inompleto su tre andidati. Allora NecS(P ) =
NecS(M(P )).Teorema 5. Sia P un pro�lo inompleto. Allora NecS(P ) = NecS(M(P )) se� M(P ) è ompleto, oppure� M(P ) è pienamente inompleto (in questo aso NecS(P ) = NecS(M(P )) =

∅), oppure� i sono due andidati senza arhi entranti in M(P ) (anhe in questo aso
NecS(P ) = NecS(M(P )) = ∅).Teorema 6. Sia P un pro�lo inompleto.� Se 'è un unio andidato B senza arhi entranti, allora, per ogni altroandidato A, A /∈ NecS(M(P )) e A /∈ NecS(P ).� Per ogni andidato A tale he 'è almeno un andidato he A non rag-giunge e tutti gli altri andidati he sono raggiungibili da A in M(P )sono battuti da tutti gli altri andidati he non sono raggiungibili da A,
A /∈ NecS(M(P )) e A /∈ NecS(P ).� Se esiste una partizione dei andidati in due insiemi, detti S1 e S2, talihe ogni elemento in S1 è peggiore di ogni elemento in S2 in M(P ), alloraper ogni A ∈ S1, A /∈ NecS(M(P )) e A /∈ NecS(P ).Teorema 7. Esistono un pro�lo inompleto P e un albero di voto semplie Ttali he Poss(P, T ) 6= Poss(M(P ), T ).



12 Nozioni e teoremi di baseTeorema 8. Esistono un pro�lo inompleto P e un albero di voto semplie Ttali he Nec(P, T ) 6= Nec(M(P ), T ).Teorema 9. Sia P un pro�lo inompleto su tre andidati e T un albero di votosemplie. Allora Nec(P, T ) = Nec(M(P ), T ).Teorema 10. Sia P un pro�lo inompleto e T un albero di voto semplie. Allora
Nec(P, T ) = Nec(M(P ), T ) se� M(P ) è ompleto, oppure� M(P ) è pienamente inompleto (in questo aso Nec(P, T ) = Nec(M(P ), T ) =

∅).Teorema 11. Sia P un pro�lo inompleto e T un albero di voto semplie. Perogni andidato A tale he, per ogni andidato C he può ompetere on A in
T , A <m C oppure la relazione tra A e C non è spei�ato in M(P ), A /∈
Nec(M(P ), T ) e A /∈ Nec(P, T ).Si nota failmente ragionando sulla de�nizione di albero di voto, he un alberodi voto semplie è esso stesso un albero di voto, quindi tutte le disuguaglianzetra nozioni di vinitori riavate per alberi di voto semplie ontinuano a valereper alberi di voto generali.Proposizione 4. Sia T1 un albero di voto semplie e T2 un albero di voto generi-o, se per qualhe nozione di vinitore su T1 è stata dimostrata la disuguaglianzatra vinitore omputato a partire dal pro�lo e dal grafo di maggioranza, allo-ra questa relazione di disuguaglianza ontinua a valere anhe per gli analoghivinitori omputati su T2.Teorema 12. Sia P un pro�lo inompleto e T un albero di voto. Su alberi divoto generali valgono le seguenti relazioni� PossC(P ) = PossC(M(P ))� NecC(P ) = NecC(M(P ))� PossS(P ) 6= PossS(M(P ))� NecS(P ) 6= NecS(M(P ))� Poss(P, T ) 6= Poss(M(P ), T )� Nec(P, T ) 6= Nec(M(P ), T )Si riportano i risultati in modo sintetio nella seguente tabella.
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PossC NeC PossS NeS Poss NeAlberi di voto semplii = = 6= 6= 6= 6=Alberi di voto generali = = 6= 6= 6= 6=Tabella 2.1: Relazioni tra i vinitori preedentemente determinate.
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Capitolo 3Inertezza sui votantiSi vuole apire he relazioni esistono tra i vinitori omputati a partire da unpro�lo inompleto e dal grafo di maggioranza ad esso assoiato in due partiolarisituazioni di inertezza: quando un erto numero di agenti oppure di andidativiene aggiunto a votazione onlusa.Inizio onsiderando l'inertezza relativa all'introduzione di nuovi votanti.A tal proposito si de�nise formalmente un nuovo tipo di pro�lo inompleto.De�nizione 17 (Pro�lo V-inompleto). P è un pro�lo V-inompleto su un in-sieme di votanti V = X ∪ Y dove X ∩ Y = ∅ e un insieme di andidati Ωse: � P è pro�lo ompleto su X e Ω;� P è pro�lo pienamente inompleto su Y e Ω.Esempio 4. Vediamo un esempio di pro�lo V-inompleto P e del relativo grafodi maggioranza M(P ). Il pro�lo è de�nito dalle seguenti preferenze� B > C > D > A� A > B > C > D� B > C > D > A� A,B,C,D� A,B,C,Ddove gli ultimi due agenti non hanno espresso preferenze e quindi appartengonoall'insieme Y . Il grafo di maggioranza M(P ) è riportato nella Figura 3.1.



16 Inertezza sui votanti
Figura 3.1: Grafo di maggioranza di un generio pro�lo V-inompleto.3.1 Studio dei vinitori in alberi di voto sempliiDalla de�nizione di pro�lo V-inompleto si dedue he X è l'insieme degli agentihe hanno espresso le loro preferenze, mentre Y è l'insieme degli agenti senzapreferenza, ossia quelli he sono stati aggiunti dopo la votazione. Supponiamohe la ardinalità di X sia dispari e he quella di Y sia pari osì da avere he

|X+Y | è dispari e non avere possibili pareggi nei voti indotti dai soli agenti in Xe da quelli in X ∪Y . Questa sempli�azione non è essenziale, si può anhe avereuna somma di voti pari, ma in questo aso bisogna spei�are ome si gestisonoi asi di pareggio, quindi è solo per sempliità he si onsiderano le ardinalitàome sopra. Considerando i soli agenti in X, se nel grafo di maggioranza indottodalle loro preferenze è presente l'aro A → B tra due andidati qualunque A e
B, signi�a he una maggioranza m di agenti ha espresso la preferenza A > B.Indihiamo on mmin la più piola tra le maggioranze assoiate ai vari arhi delgrafo. Si possono distinguere ora tre asi distinti a seonda del numero di agentiin X e in Y :� Caso A: |Y | < 2mmin − |X|� Caso B: |Y | > |X|� Caso C: 2mmin − |X| < |Y | < |X|dove le uguaglianze non sussistono per le relazioni di parità e disparità tra leardinalità di X e Y . Si studiano le relazioni tra i vinitori per ogni aso.3.1.1 Grafo di maggioranza ompletoSe vale la ondizione |Y | < 2mmin − |X| sul pro�lo V-inompleto P , dove mminè de�nita ome sopra, allora il grafo di maggioranza M(P ) dato dai votantiappartenenti a X non ambia dopo l'aggiunta dei votanti senza preferenza, inpartiolare M(P ) resta ompleto. Infatti a�nhè esista un aro in un grafo dimaggioranza bisogna he almeno una maggioranza di votanti abbia espresso lapreferenza orrispondente all'aro reato. Supponendo he un aro C1 → C2sia presente in M(P ) perhè m votanti hanno espresso la preferenza C1 > C2



3.1 Studio dei vinitori in alberi di voto semplii 17avremmo he la relazione inversa è stata espressa da |X|−m votanti e dunque laquantità massima di votanti in Y per non invertire queste preferenze deve essere
|Y | < m− (|X| −m) = 2m− |X|.Si studiano ora le relazioni tra i vari tipi di vinitori omputati a partiredal pro�lo V-inompleto P e dal grafo di maggioranza assoiato M(P ) nel asoin ui M(P ) sia ompleto. Preliminarmente si riorda, ome menzionato nellaProposizione 1, he lavorando on gra� di maggioranza ompleti le nozioni dipossibile e neessario per ogni versione di vinitore oinidono.Teorema 13. Sia P un pro�lo V-inompleto he soddisfa le ondizioni del CasoA e M(P ) il grafo di maggioranza da esso indotto, allora valgono le seguentirelazioni� PossC(P ) = PossC(M(P ))� NecC(P ) = NecC(M(P )).Dimostrazione. Segue direttamente dal Teorema 2.Teorema 14. Sia P un pro�lo V-inompleto he soddisfa la relazione del CasoA e M(P ) il grafo di maggioranza indotto da questo, allora vale PossS(P ) =
PossS(M(P )) e NecS(P ) = NecS(M(P )).Dimostrazione. La prima uguaglianza segue dalla Proposizione 1, mentre laseonda deriva direttamente dal Teorema 5, il quale a�erma he se M(P ) èompleto allora vale l'uguaglianza NecS(P ) = NecS(M(P )).Teorema 15. Sia P un pro�lo V-inompleto he soddisfa la relazione del CasoA, M(P ) il grafo di maggioranza orripondente e T un albero di voto sempli-e, allora si può a�ermare he Poss(P, T ) = Poss(M(P ), T ) e Nec(P, T ) =
Nec(M(P ), T ).Dimostrazione. La prima uguaglianza segue anora dalla Proposizione 1. L'al-tro enuniato invee è onseguenza del Teorema 10 he a�erma he se M(P ) èompleto allora Nec(P, T ) = Nec(M(P ), T ).In partiolare quindi si può lavorare sul grafo di maggioranza iniziale, i vin-itori in questo aso non ambiano on l'aggiunta dei votanti appartenenti a
Y .3.1.2 Grafo di maggioranza pienamente inompletoIn questo aso il numero di agenti aggiunti a votazione avvenuta sono in numerostrettamente maggiore rispetto agli agenti he hanno espresso le loro preferenze,il he implia he il grafo di maggioranza orrispondente a questa situazionedi voto sarà pienamente inompleto (nessuna preferenza può assumere in modoerto la maggioranza e quindi non i sono arhi nel grafo di maggioranza).



18 Inertezza sui votantiPreliminarmente si può a�ermare he in un grafo di maggioranza pienamenteinompleto ogni andidato è un vinitore possibile per ogni tipologia di vinitore.Proposizione 5. Se un grafo di maggioranza pienamente inompleto, tutti iandidati sono vinitori possibili in M(P ) per ogni nozione di vinitore.Si proede allo studio delle relazioni tra i vinitori omputati dal pro�loinompleto e dal grafo di maggioranza da esso indotto.Teorema 16. Sia P un pro�lo V-inompleto he soddisfa la relazione del asoB e M(P ) il grafo di maggioranza ad esso assoiato, si può allora a�ermare he� PossC(P ) = PossC(M(P )) = Ω� NecC(P ) = NecC(M(P )) = ∅.Dimostrazione. La dimostrazione segue dal Teorema 2 e dalla Proposizione 5.Teorema 17. Sia P un pro�lo V-inompleto he soddisfa la relazione del CasoB, M(P ) il grafo di maggioranza ad esso assoiato e T un albero di voto semplie.Allora valgono le seguenti:� PossS(P ) = PossS(M(P )) = Ω,� Poss(P, T ) = Poss(M(P ), T ) = Ω.Dimostrazione. Poss(M(P ), T ) = Ω e PossS(M(P )) = Ω sono onseguenze delfatto he il grafo di maggioranza M(P ) è pienamente inompleto (Proposizione5). La stessa relazione può essere espressa anhe ragionando direttamente sulpro�lo, infatti per ogni andidato A si può onsiderare il ompletamento di Pin ui ogni votante mette A ome preferito in assoluto. Quindi si può a�ermarehe Poss(P, T ) = Ω e PossS(P ) = Ω, da ui segue la tesi.Teorema 18. Sia P un pro�lo V-inompleto he soddisfa la relazione del CasoB e M(P ) il grafo di maggioranza ad esso assoiato, allora vale NecS(P ) =
NecS(M(P )) = ∅.Dimostrazione. Essendo M(P) pienamente inompleto è possibile sfruttare ilTeorema 5 da ui segue l'enuniato.Teorema 19. Sia P un pro�lo V-inompleto he soddisfa la relazione del CasoB, M(P ) il grafo di maggioranza ad esso assoiato e T un albero di voto semplie.Allora si può a�ermare he Nec(P, T ) = Nec(M(P ), T ) = ∅.Dimostrazione. Si sfrutta nuovamente il fatto he il grafo di maggioranza M(P )è pienamente inompleto. Sotto questa ipotesi, infatti, è possibile appliare ilTeorema 10 da ui segue l'enuniato.



3.1 Studio dei vinitori in alberi di voto semplii 193.1.3 Grafo di maggioranza parzialmente inompletoSe in un pro�lo V-inompleto P vale la relazione 2mmin − |X| < |Y | < |X| nonsi può dire niente a priori sul grafo di maggioranza ad esso assoiato, la suaaratterizzazione in termini di ompletezza dipende dal numero di votanti hehanno espresso le preferenze per ogni oppia di andidati. Noto he A >m Bperhè m agenti hanno espresso la preferenza A > B (deve essere m > |X
2
|),se m > |X+Y

2
| allora i votanti aggiunti in un seondo momento non possonomodi�are questa preferenza, ma se |X

2
| < m ≤ |X+Y

2
| allora A >m B non è piùertamente valido e il grafo di maggioranza non avrà più un aro he ollega iandidati A e B.Voglio dimostrare he, in questo partiolare aso, per ogni ompletamentodel grafo di maggioranza indotto dalla votazione degli agenti in X ∪ Y esiste unompletamento del pro�lo he lo soddisfa. Se questo fosse un risultato semprevalido, potrei a�ermare he in queste ondizioni determinare i vinitori dal grafodi maggioranza porta agli stessi risultati ottenuti lavorando sul pro�lo. Enunioe dimostro quindi il teorema.Teorema 20. Sia P un pro�lo V-inompleto per ui vale la ondizione del CasoC e M(P ) il grafo di maggioranza da esso indotto. Allora per ogni ompletamentodel grafo di maggioranza M(P ) esiste un ompletamento del pro�lo P he losoddisfa.Dimostrazione. Sia P1 il pro�lo indotto dagli agenti in X, per ipotesi il grafo dimaggioranza M(P1) è pienamente ompleto.Si introduono suessivamente i votanti appartenenti a Y he non esprimononessuna preferenza. Per ipotesi questi |Y | votanti sono in numero 2mmin−|X| <

|Y | < |X| e |X + Y | è dispari. Chiamo P questo nuovo pro�lo formato dagliagenti in X ∪ Y .I votanti aggiunti dopo possono apportare la modi�a di aluni degli arhidel grafo di maggioranza iniziale M(P1). Infatti perhè tra due andidati A e
B qualsiasi esista un aro A → B (rispettivamente B → A) bisogna he i siauna maggioranza di votanti he esprimono la preferenza A > B (rispettivamente
B > A), ma se prima dell'aggiunta degli agenti in Y la maggioranza era raggiuntaon ⌈|X

2
|⌉ voti, ora la maggioranza si ha on ⌈|X+Y

2
|⌉ voti e ⌈|X+Y

2
|⌉ > ⌈|X

2
|⌉.Quindi se un aro in M(P1) era stato indotto da una maggioranza m ≥ |X+Y

2
|sarà mantenuto anhe in M(P ) mentre se la maggioranza m era tale he |X

2
| ≤

m < |X+Y

2
| l'aro dovrà essere rimosso da M(P ) non essendoi più abbastanzavoti per ui m sia una maggioranza erta anhe per P .Voglio dimostrare ora he per ogni aro manante in M(P ) tra due andidatiqualunque A e B, esiste un ompletamento del pro�lo he indue A → B e unompletamento del pro�lo he ne indue uno B → A. Questi ompletamenti,inoltre, dovranno essere in grado di indurre gra� di maggioranza transitivi.In primo luogo dimostro he dati due andidati distinti A e B esiste unompletamento di P he indue A → B e uno he indue B → A. Suppongo



20 Inertezza sui votantidi essere nel aso più sfavorevole, ossia nel aso in ui |Y | = 2mmin − |X| + 1 euna generia preferenza, poniamo A > B, sia stata espressa da m votanti. Comedetto prima, l'aro tra A e B non esiste più in M(P ) in quanto ora gli agentisono |X| + |Y | = |X| + 2m − |X| + 1 = 2m + 1 e la maggioranza minima si haon |X+Y

2
| = ⌈m+ 1

2
⌉ preferenze.Ora si può dire he sistono due tipi di ompletamenti di M(P ):1) ompletamenti in ui A >m B,2) ompletamenti in ui B >m A.e per ognuno di questi esiste un ompletamento di P he lo soddisfa.Nel aso 1) abbiamo già m agenti he diono he A > B, se a questi ag-giungiamo i votanti |Y | = 2m − |X| + 1 otteniamo he 3m − |X| + 1 agentiesprimono A > B ed essendo 3m − |X| + 1 ≥ ⌈m + 1

2
⌉ sempre vera perhè

3m− |X|+ 1 ≥ m+ 1

2
he è m ≥ X

2
− 1, esiste un ompletamento di P del tiporihiesto e ioè quello in ui tutti gli agenti appartenenti a Y diono A > B e sipuò introdurre l'aro A → B.Nel aso 2) si ha he |X| − m agenti hanno espresso la preferenza B > A,analogamente a quanto fatto prima supponiamo he se tutti gli agenti in Yesprimono B > A, allora B >m A e si può inserire l'aro B → A in M(P ).Questo è vero perhè il numero degli agenti he esprime la preferenza B > A è

|X| −m+ 2m− |X|+ 1 ≥ m+ 1

2
he porta a ⌈m+ 1

2
⌉ ≥ m, sempre vera.Quindi esistono e�ettivamente i due ompletamenti rihiesti.Si esamina ora il problema della transitività dei gra�. Infatti, ome già evi-denziato nelle rispettive de�nizioni, un pro�lo risulta essere una ollezione diordinamenti totali stretti he devono essere transitivi mentre il vinolo dellatransitività non deve essere neessariamente soddisfatto da un grafo di maggio-ranza, ioè possono essere presenti ili. Supponiamo di voler indurre un grafoin ui tra k andidati sono presenti gli arhi C1 → C2 → ... → Ck → C1, questaè una hiara violazione della transitività. Esiste un ompletamento del pro�lo Phe indue un tale grafo di maggioranza. Tale pro�lo è quello in ui gli agenti in

Y esprimono preferenze del tipo� P1: C1 > C2 > ... > Ck−1 > Ck è la preferenza del primo agente� P2: Ck > C1 > C2 > ... > Ck−1 è la preferenza del seondo agente� P3: Ck−1 > Ck > C1 > ... > Ck−2 è la preferenza del terzo agentee osì via per tutti gli altri agenti. In questo modo ogni singola relazione rap-presentata dall'aro in M(P ) è espressa da |Y |− 1 = 2m−|X| votanti, he sonoabbastanza per indurre e�etivamente l'aro rihiesto (si nota he gli agenti in Ysono almeno 2 per soddisfare alla ondizione |Y | pari). Si sottolinea il fatto heon questo tipo di ompletamento le maggioranze risultano distinte.Si è periò dimostrato il teorema.



3.2 Studio dei vinitori in alberi di voto 21Si può quindi onludere he lavorare sul grafo di maggioranza porta aglistessi risultati ottenuti a partire dal pro�lo.3.1.4 RisultatiRiassumo i risultati ottenuti su una tabella dove si esamina quando, per i tresottoasi di pro�li V-inompleti studiati, è possibile lavorare sul grafo di maggio-ranza piuttosto he sul pro�lo per determinare i vinitori di Condoret, Shwartze vinitori dato un albero di voto semplie. Il simbolo �=� india he la omputa-zione può essere fatta ragionando sul grafo di maggioranza in quanto i vinitoriosì ottenuti risultano gli stessi he si hanno ragionando sul pro�lo. Si ripor-ta inoltre, tra parentesi quadre, il numero del teorema in ui si dimostra ognirelazione. PossC NeC PossS NeS Poss Ne
M(P ) ompleto = [13] = [13] = [14] = [14] = [15] = [15]

M(P ) pien. inompleto = [16] = [16] = [17] = [18] = [17] = [19]

M(P ) parz. inompleto = [20] = [20] = [20] = [20] = [20] = [20]Tabella 3.1: Risultati per inertezza sui votanti: alberi di voto semplii.3.2 Studio dei vinitori in alberi di votoSi a�ronta ora lo studio della determinazione dei vinitori nella situazione diinertezza de�nita preedentemente onsiderando alberi di voto non semplii.Come prima osa, sfruttando la Proposizione 4, si può a�ermare he tutte ledisuguaglianze dimostrate per gli alberi di voto semplii ontinuano a valereanhe per gli alberi di voto onsiderati ora.Per gli altri risultati si riperorrono le dimostrazioni date nel aso di alberidi voto semplii e si ontrolla se possono essere usate anhe nel aso di alberi divoto.3.2.1 Grafo di maggioranza ompletoEssendo in questo aso il grafo di maggioranza ompleto, dalla Proposizione 1si evine he le nozioni di possibile e neessario per ogni versione di vinitoreoinidono.Teorema 21. Sia P un pro�lo V-inompleto he soddisfa le ondizioni del CasoA e M(P ) il grafo di maggioranza da esso indotto, allora valgono le seguentirelazioni se si onsiderano alberi di voto� PossC(P ) = PossC(M(P ))



22 Inertezza sui votanti� NecC(P ) = NecC(M(P )).Dimostrazione. Segue direttamente dal Teorema 12.Teorema 22. Dato un pro�lo V-inompleto P per ui valgano le assunzioni delCaso A e il grafo di maggioranza M(P ) da esso indotto, valgono le seguentiassunzioni� PossS(P ) = PossS(M(P )),� NecS(P ) = NecS(M(P )).Dimostrazione. Se M(P ) è ompleto, allora è il grafo di maggioranza per ogniompletamento del pro�lo P . Per di più, se A 6∈ NecS(M(P )) allora non 'èun ammino da A verso qualsiasi altro andidato B in M(P ) e per ogni gra-fo di maggioranza M(P1) dove P1 è un qualunque ompletamento di P o-me a�ermato nel Teorema 1. Quindi A 6∈ NecS(P ) e si può a�ermare he
NecS(P ) ⊆ NecS(M(P )). Riordando ora dalla Proposizione 3 he NecS(P ) ⊇
NecS(M(P )), segue l'enuniato.Teorema 23. Siano P un pro�lo V-inompleto per ui valgano le assunzioni delCaso A, M(P ) il grafo di maggioranza indotto da questo e T un albero di voto,allora valgono le seguenti:� Poss(P, T ) = Poss(M(P ), T ),� Nec(P, T ) = Nec(M(P ), T ).Dimostrazione. Essendo M(P ) ompleto, questo è il grafo di maggioranza perqualsiasi ompletamento del pro�lo P . Ciò implia he se il andidato A 6∈
Nec(M(P ), T ) allora A 6∈ Nec(P, T ) perhè ragionare su M(P ) è equivalente aragionare su P , ne segue he Nec(P, T ) ⊆ Nec(M(P ), T )). Dal momento he ènoto dalla Proposizione 3 heNec(P, T ) ⊇ Nec(M(P ), T ), segue l'enuniato.3.2.2 Grafo di maggioranza pienamente inompletoTeorema 24. Sia P un pro�lo V-inompleto he soddisfa le ondizioni del CasoB e M(P ) il grafo di maggioranza da esso indotto, allora valgono le seguentirelazioni� PossC(P ) = PossC(M(P ))� NecC(P ) = NecC(M(P )).Dimostrazione. Segue direttamente dal Teorema 12.Teorema 25. Siano P un pro�lo V-inompleto he soddisfa le ondizioni delCaso B, M(P ) il grafo di maggioranza ad esso assoiato e T un albero di voto.Valgono le seguenti



3.2 Studio dei vinitori in alberi di voto 23� PossS(P ) = PossS(M(P )) = Ω,� Poss(P, T ) = Poss(M(P ), T ) = Ω.Dimostrazione. Si proede in modo analogo al aso di alberi di voto semplii.Teorema 26. Sia P un pro�lo V-inompleto he soddisfa la relazione del CasoB e M(P ) il grafo di maggioranza ad esso assoiato, allora vale NecS(P ) =
NecS(M(P )) = ∅.Dimostrazione. Per dimostrare NecS(P ) = NecS(M(P )) nel aso di alberi divoto semplii si è sfruttato il Teorema 5. Nella dimostrazione del suddettoteorema si onsiderano due diversi ompletamenti di un pro�lo inompleto P .� Nel primo si seglie un andidato B1 e si onsidera il ompletamento in ui

B1 > C per ogni andidato C 6= B1, quindi B1 vine ogni sontro direttoontro ogni altro andidato. Ne segue he B1 vine per ogni albero di voto.� Nel seondo si seglie un andidato B2 6= B1 e si onsidera il ompleta-mento di P in ui B2 > C per ogni C 6= B2. Analogamente a prima B2vine per ogni albero di voto.Si è dimostrato he nel aso di gra� di maggioranza pienamente inomple-ti non 'è un unio andidato he vine per ogni ompletamento di P , periò
NecS(P ) = ∅. Inoltre essendo il grafo di maggioranza pienamente inompleto
NecS(M(P )) = ∅. Segue l'enuniato.Teorema 27. Sia P un pro�lo V-inompleto he soddisfa la relazione del CasoB, M(P ) il grafo di maggioranza ad esso assoiato e T un albero di voto, alloravale Nec(P, T ) = Nec(M(P ), T ) = ∅.Dimostrazione. Nel aso di un albero di voto semplie si è sfruttato il Teorema10. Dimostro he questo è valido anhe per alberi di voto. Se M(P ) è piena-mente inompleto, allora tutti i andidati sono vinitori possibili per M(P ) equindi Nec(M(P ), T ) = ∅. Si possono trovare poi, ragionando ome nella di-mostrazione preedente, due diversi andidati he siano vinitori per due diversiompletamenti di P , periò Nec(P, T ) = ∅. Segue l'enuniato.3.2.3 Grafo di maggioranza parzialmente inompletoIl Teorema 20 è stato enuniato e dimostrato senza onsiderare un partiolaretipo di albero di voto (semplie o meno), quindi le sue onsiderazioni sono valideanhe nel aso di alberi di voto. In partiolare sotto queste ondizioni si puòa�ermare he per ogni ompletamento di un grafo di maggioranza M(P ) esiste unompletamento del pro�lo P he lo soddisfa. Di onseguenza si può omputareogni nozione di vinitore a partire dal grafo di maggioranza M(P ).



24 Inertezza sui votantiTeorema 28. Sia P un pro�lo V-inompleto he soddisfa la relazione del CasoC, M(P ) il grafo di maggioranza ad esso assoiato e T un albero di voto, alloravalgono� PossC(P ) = PossC(M(P ))� NecC(P ) = NecC(M(P ))� PossS(P ) = PossS(M(P ))� NecS(P ) = NecS(M(P ))� Poss(P, T ) = Poss(M(P ), T )� Nec(P, T ) = Nec(M(P ), T ).Dimostrazione. Si prova sfruttanto una dimostrazione analoga a quella fornitaper il Teorema 20.3.2.4 RisultatiI risultati raggiunti sono riportati nella tabella sottostante. Anhe in questo asoun simbolo �=� india he la omputazione può essere fatta ragionando sul grafodi maggioranza in quanto sussiste uguaglianza on i risultati ottenuti dal pro�lo.Tra parentesi quadre è indiato il numero del teorema in ui si dimostra ognirelazione. PossC NeC PossS NeS Poss Ne
M(P ) ompleto = [21] = [21] = [22] = [22] = [23] = [23]

M(P ) pien. inompleto = [24] = [24] = [25] = [26] = [25] = [27]

M(P ) parz. inompleto = [28] = [28] = [28] = [28] = [28] = [28]Tabella 3.2: Risultati per inertezza sui votanti: alberi di voto.



Capitolo 4Inertezza sui andidatiSi vogliono ora studiare le relazioni esistenti tra i vinitori omputati a partire daun pro�lo inompleto e dal grafo di maggioranza ad esso assoiato quando si haa he fare pro�li in ui a votazione ultimata si ha l'aggiunta di nuovi andidatihe quindi non si trovano in nessuna delle preferenze preedentemente espressedai votanti. Come fatto nel aso di inertezza sui votanti, si de�nise un nuovotipo di pro�lo inompleto.De�nizione 18 (Pro�lo C-inompleto). P è un pro�lo C-inompleto sull'insie-me dei votanti V e sull'insieme dei andidati Ω se valgono le seguenti ondizioni:� P è un pro�lo ompleto su V e Ω1 ⊆ Ω;� P è un pro�lo pienamente inompleto su V e Ω \ Ω1.dove Ω1 è un sottoinsieme non vuoto di Ω.Riporto un esempio di pro�lo C-inompleto e del relativo grafo di maggio-ranza.Esempio 6. Sia dato il pro�lo ompleto P su Ω = {A,B,C,D} de�nito dalleseguenti preferenze� B > C > D > A� A > B > C > D� B > C > D > A.Si onsideri ora il pro�lo P1 su Ω1 = {A,B,C,D,E, F} e de�nito dalle stessepreferenze del pro�lo P . P1 risulta essere un pro�lo C-inompleto e il grafo dimaggioranza ad esso assoiato M(P1) è riportato in Figura 4.1.
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Figura 4.1: Grafo di maggioranza di un generio pro�lo C-inompleto.4.1 Studio dei vinitori in alberi di voto sempliiNel aso di pro�li C-inompleti, quello he suede al grafo di maggioranza om-pleto indotto dalle votazioni anteedenti è l'aggiunta di nuovi nodi senza alunaro a loro inidente. Per riassumere, quindi, si ha a he fare on un grafo dimaggioranza ompleto a ui sono aggiunti nodi senza arhi ad essi entranti ousenti. Partendo da questa situazione si possono riavare relazioni analoghe aquelle determinate nel aso di pro�li V-inompleti.Teorema 29. Sia P un pro�lo C-inompleto e M(P ) il grafo di maggioranzada esso indotto, allora valgono le seguenti relazioni� PossC(P ) = PossC(M(P ))� NecC(P ) = NecC(M(P )).Dimostrazione. Segue direttamente dal Teorema 2.Teorema 30. Sia P un pro�lo C-inompleto e M(P ) il grafo di maggioranzaorripondente, allora si può a�ermare he PossS(P ) 6= PossS(M(P )).Dimostrazione. Dalla Proposizione 3 segue he PossS(P ) ⊆ PossS(M(P )),quindi per dimostrare he PossS(P ) 6= PossS(M(P )) è su�iente mostrarehe esiste un andidato A tale he A 6∈ PossS(P ) e A ∈ PossS(M(P )). Si on-sidera un pro�lo C-inompleto P on un solo agente e Ω = {A,B,C}, dove solola relazione tra A eB spei�ata ed è A < B. Il grafo di maggioranza indotto

M(P ) ha un solo ramo da B ad A. Si onsidera ora l'albero di voto semplie
T dove B gareggia ontro C e il vinitore gareggia on A. Si può notare he
A ∈ PossS(M(P )), infatti esiste un ompletamento di M(P ) dove A vine in
T , ad esempio A >m C >m B. Si può però a�ermare anhe he A 6∈ PossS(P ),infatti per nessun ompletamento di P è possibile trovare un albero di votosemplie in ui A vine, essendo questo sempre battuto da B. Abbiamo quindidimostrato il teorema.Teorema 31. Sia P un pro�lo C-inompleto e M(P ) il grafo di maggioranzaorripondente, allora si può a�ermare he NecS(P ) = NecS(M(P )) = ∅.



4.1 Studio dei vinitori in alberi di voto semplii 27Dimostrazione. Il Teorema 1 a�erma he A ∈ NecS(M(P )) se e solo se esisteun perorso da A verso ogni altro andidato in M(P ), ma dopo l'aggiunta deinuovi andidati si hanno dei nodi he non presentano nè lati entranti nè usenti,periò si dedue he NecS(M(P )) = ∅.Cosideriamo adesso due asi distinti:� i andidati aggiunti sono in numero maggiore di uno;� è stato aggiunto un solo andidato.Nel primo aso si può a�ermare he i sono almeno due andidati he non han-no lati entranti in M(P ), quindi sfruttando il Teorema 5 segue he NecS(P ) =
NecS(M(P )) = ∅.Nel seondo aso si sfrutta il Teorema 6. Questo a�erma he se 'è un unioandidato B senza lati entranti(l'unio andidato aggiunto), allora, per ognialtro andidato A, A 6∈ NecS(P ) e A 6∈ NecS(M(P )). Anhe in questo asosi può a�ermare l'uguaglianza tra NecS(P ) e NecS(M(P )), infatti esiste unompletamento di P tale he B perde per ogni albero di voto semplie e taleompletamento è quello in ui B è selto ome meno preferito da ogni agente.Ne segue he B 6∈ NecS(P ). Abbiamo quindi dimostrato l'enuniato.Teorema 32. Sia P un pro�lo C-inompleto e M(P ) il grafo di maggioranzaorrispondente, allora si può a�ermare he Poss(P, T ) 6= Poss(M(P ), T ).Dimostrazione. Si può dedurre dal Teorema 7.Teorema 33. Sia P un pro�lo C-inompleto e M(P ) il grafo di maggioranzaorripondente, allora si può a�ermare he Nec(P, T ) = Nec(M(P ), T ). In par-tiolare, in questo aso il vinitore neessario può essere determinato dal grafodi maggioranza sprovvisto di andidati senza preferenze.Dimostrazione. I andidati aggiunti non possono essere vinitori neessari.Questaè una onseguenza del Teorema 11, he a�erma he dato un pro�lo inomple-to P e un albero di voto semplie T , per ogni andidato A tale he per ogniandidato C he può gareggiare on A in T , la relazione tra A e C non è spe-i�ata in M(P ), allora A 6∈ Nec(M(P ), T ) e A 6∈ Nec(P, T ). Quindi lo studiodi Nec(P, T ) e Nec(M(P ), T ) può essere ondotto senza onsiderare i andidatiaggiunti dopo, ioè studiando il grafo di maggioranza iniziale. Essendo questoompleto per ipotesi, dal Teorema 10 segue l'enuniato.I risultati raggiunti sono riportati nella tabella sottostante. Anhe in questoaso un simbolo �=� india he la omputazione può essere fatta ragionando sulgrafo di maggioranza e un simbolo � 6=� india he bisogna omputare i vinitoriattraverso il pro�lo inompleto in quanto non sussiste uguaglianza on i risultatiottenuti dal grafo di maggioranza. Si india inoltre il numero del teorema in uisi dimostra ogni relazione tra parentesi quadre.



28 Inertezza sui andidatiPossC NeC PossS NeS Poss NeP C-inompleto = [29] = [29] 6= [30] = [31] 6= [32] = [33]Tabella 4.1: Risultati per inertezza sui andidati: alberi di voto semplii.4.2 Studio dei vinitori in alberi di votoSi a�ronta ora lo studio dei vinitori per pro�li C-inompleti nel aso in ui siabbiano alberi di voto generali.Teorema 34. Sia P un pro�lo C-inompleto e M(P ) il grafo di maggioranzada esso indotto, allora valgono le seguenti relazioni� PossC(P ) = PossC(M(P ))� NecC(P ) = NecC(M(P )).Dimostrazione. Segue direttamente dal Teorema 12.Teorema 35. Sia P un pro�lo C-inompleto, M(P ) il suo grafo di maggioranzae T un albero di voto, valgono le seguenti relazioni� PossS(P ) 6= PossS(M(P ))� Poss(P, T ) 6= Poss(M(P ), T ).Dimostrazione. Segue dal Teorema 28 e dal Teorema 30 sfruttando la Proposi-zione 4, da ui si può a�ermare he tutte le disuguaglianze dimostrate per glialberi di voto semplii ontinuano a valere per alberi di voto.Teorema 36. Sia P un pro�lo C-inompleto e M(P ) il suo grafo di maggioranza,si può a�ermare he NecS(P ) = NecS(M(P )) = ∅.Dimostrazione. La dimostrazione è analoga al aso degli alberi di voto sempliiin quanto tutti i teoremi e i ragionamenti usati ontinuano a valere anhe peralberi di voto.Teorema 37. Sono dati un pro�lo C-inompleto P , il grafo ad esso assoiato
M(P ) e un albero di voto T . Vale la relazione Nec(P, T ) = Nec(M(P ), T ).Dimostrazione. La dimostrazione riala quella duale utilizzata nello studio dialberi di voto semplii. Infatti un albero di voto semplie è un aso partiolaredi albero di voto e dato he per il Teorema 11 se A è un andidato tale he
A?mC per ogni andidato C 6= A allora A 6∈ Nec(M(P ), T1) e A 6∈ Nec(P, T1)dove T1 è un albero di voto semplie, questo risultato vale anhe per alberidi voto. Quindi lo studio di Nec(M(P ), T ) e Nec(P, T ) può essere ondottosenza onsiderare i andidati aggiunti in un seondo momento, ossia studiandoil grafo di maggioranza iniziale. Essendo questo ompleto, dal Teorema 10 seguel'enuniato.



4.2 Studio dei vinitori in alberi di voto 29I risultati ottenuti sono riportati nella tabella seguente. Analogamente aquanto fatto nei asi preedentemente analizzati, un simbolo �=� india hela omputazione può essere fatta ragionando sul grafo di maggioranza, mentreun simbolo � 6=� india he bisogna omputare i vinitori attraverso il pro�loinompleto. Tra parentesi quadre il numero del teorema in ui si dimostra ognirelazione. PossC NeC PossS NeS Poss NeP C-inompleto = [34] = [34] 6= [35] = [36] 6= [35] = [37]Tabella 4.2: Risultati per inertezza sui andidati: alberi di voto.
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Capitolo 5Stato dell'arteSi riportano gli studi da ui sono partita per riavare i miei risultati.Nell'artiolo [4℄ si studia il problema di omputare vinitori possibili e nees-sari a partire dal grafo di maggioranza nel aso in ui siano presenti votazionion preferenze non ompletamente spei�ate oppure nel aso in ui sia l'alberodi voto stesso ad essere inompleto.Nell'artiolo [5℄ si a�ronta uno studio simile a quello riportato nell'artiolo[4℄, nel senso he si a�ronta sempre la determinazione di vinitori possibili eneessari in asi di inertezza su preferenze o su alberi di voto, ma a partire daipro�li inompleti invee he dai gra� di maggioranza.Inoltre, ome già aennato, nell'artiolo [2℄ si onsiderano tutte le nozioni divinitori relativi a pro�li inerti analizzati in questo sritto e si studia quando gliinsiemi di questi vinitori sono omputabili a partire dal grafo di maggioranzasenza tenere in onsiderazione il pro�lo he lo genera. In breve lo studio analizzase l'insieme di vinitori determinati a partire dal grafo di maggioranza oinideon i vinitori omputati dal pro�lo inompleto he lo indue.
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Capitolo 6Conlusione e sviluppi futuriNello sritto si sono studiate le relazioni di uguaglianza he esistono tra le nozio-ni di vinitori possibili e neessari di Condoret, vinitori possibili e neessari diShwartz e vinitori possibili e neessari on albero di voto (semplie) �ssato, indue partiolari asi di inertezza: quando a votazione ultimata venivano aggiun-ti nuovi votanti, he quindi non avevano indiato nessuna preferenza riguardol'insieme dei andidati, e quando a votazione onlusa venivano aggiunti nuoviandidati, he periò non erano presenti in nessuna preferenza.Nel aso di inertezza sui votanti si è ottentuto he, per ogni nozione divinitore, si ha l'uguaglianza tra vinitori omputati a partire dal pro�lo V-inompleto e a partire dal relativo grafo di maggioranza, utilizzando tanto alberidi voto semplii quanto generali. In partiolare si è riavato un risultato inte-ressante relativo al aso di grafo di maggioranza parzialmente inompleto: si èdimostrato nel Teorema 20, infatti, he per ogni pro�lo V-inompleto he induaun grafo di maggioranza parzialmente inompleto, per ogni ompletamento delgrafo di maggioranza è possibile riavare un ompletamento del pro�lo he loindue. Questo risultato è partiolarmente interessante in quanto i problemi re-lativi alla omputazione dei vinitori a partire dal grafo di maggioranza risiedonoproprio nel fatto he questo può avere più ompletamenti rispetto al pro�lo helo indue.Nel aso di inertezza sui andidati si sono ottenuti risultati uguali nel aso distudio su alberi di voto semplii e su alberi di voto generali. In partiolare sussisteuna relazione di disuguaglianza per vinitori possibili di Shwartz e vinitoripossibili dato un albero omputati a partire da pro�li C-inompleti e dal relativografo di maggioranza, mentre si hanno relazioni di uguaglianza per tutte le altretipologie di vinitori.Un possibile sviluppo di questi studi potrebbe essere ondotto su altri tipipartiolari di pro�li, ome ad esempio i pro�li single-peaked [6℄, quando l'iner-tezza è sui andidati e quando alune delle preferenze tra oppie di andidati sonomananti. Si onsideri un insieme di andidati e un insieme di agenti, ognunodei quali è dotato di una relazione di preferenza sopra questi andidati. Per ogni



34 Conlusione e sviluppi futuriindividuo è faile ostruire un ordine lineare L di alternative tale he, in qualsiasimodo si prendano le alternative lungo l'ordinamento L, l'andamento di questapreferenza individuale sia sempre resente, deresente oppure prima resentee poi deresente. Un tale ordinamento è detto orientamento ammissibile per unagente. Un pro�lo di preferenze è detto single-peaked se esiste un ordinamentolineare ammissibile per ogni agente. Questo studio risulterebbe essere utile per-hè i pro�li single-peaked sono un esempio di pro�li in ui la diversità dei votiè limitata, nel senso he esistono delle votazioni he nessun agente può espri-mere [7℄, rendendo la votazione stessa più siura ontro manipolazioni esterne,orruzioni e presenza di votazioni disoneste.
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