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Introduzione

I primi risultati riguardanti le derivate seconde di funzioni convesse ri-
salgono al 1935, quando H. Busemann e W. Feller ne mostrarono l’esistenza
quasi ovunque (rispetto alla misura di Lebesgue in R™) nel caso di funzioni in
due variabili. Nel 1939, A.D. Alexandrov non solo dimostrd questa proprieta
nel caso generale delle funzioni in piu variabili, ma arrivo anche a provare la
differenziabilita quasi ovunque del gradiente di una funzione convessa: questo
fatto assunse successivamente il nome di Teorema di Alexandrov. Nel corso
dei decenni, numerosi matematici hanno affrontato il problema con diversi
approcci, uno dei quali proposto da Yu. G. Reshetnyak in [1], facente utilizzo
prevalentemente di strumenti classici di Teoria della Misura.

L’obiettivo del presente lavoro ¢ quello di ripercorrere I'iter dimostrativo se-
guito da L.C. Evans e R. Gariepy in [3|, a sua volta basato sui lavori di
Yu. G. Reshetnyak. Nella prima parte, grazie al Teorema di ricoprimento di
Besicovitch, mostreremo alcuni celebri risultati dell’ Analisi Reale (Lemma di
Radon-Nikodym, Teorema di Decomposizione di Lebesgue, Teorema di dif-
ferenziazione di Lebesgue-Besicovitch) e introdurremo le idee fondamentali
circa le misure a valori matriciali e la loro decomposzione polare.

Nella seconda parte, presenteremo alcune proprieta fondamentali delle funzio-
ni convesse, quali la locale lipschitzianita e alcune stime locali (come (3.3.1),
(3.3.2)), che saranno essenziali nel finale. Il cuore del lavoro risiede, pero, nel
Teorema 3.4: una funzione convessa ammette delle derivate seconde in senso
debole che derivano da misure (con segno) di Radon, le quali costituiscono
una matrice simmetrica di misure. La loro origine va ricercata nel Teore-
ma di Rappresentazione di Riesz, che, tramite il Corollario 3.1, caratterizza i
funzionali lineari non negativi attraverso delle misure di Radon. Dalla decom-
posizione di Lebesgue della matrice ottenuta, ricaviamo la "Matrice Hessiana
Generalizzata’ D?f, che, con la dimostrazione del Teorema 4.1, proveremo
essere I’Hessiana quasi ovunque della funzione convessa f.



Capitolo 1

Differenziazione di misure di
Radon

1.1 Derivate di misure

In generale, indicheremo con B(z,r) la palla chiusa in R™ di centro
x € R" eraggio r > 0 e a(n) := L*(B(r)), dove L" ¢ la misura di Le-
besgue n—dimensionale.
Inoltre, a meno che non sia diversamente specificato, lavoreremo con misure
i, v esterne: dunque, se ristette alle c—algebre dei pu(o v)—misurabili, sono
misure complete per il Teorema di Carathéodory. La completezza delle mi-
sure sara un dettaglio fondamentale per i Teoremi 1.2 e 1.3.
In particolare, lavoreremo con misure di Radon su R", ossia misure di Borel
p: P(R") — Rso U {+0o0} che siano anche:
(i) Borel regolari: comunque preso A C R" esiste un boreliano B tale che
A C Bep(A) = p(B);
(ii) Finite sui compatti: per ogni K C R" compatto, u(K) < +oc.

Definizione 1.1. Comunque preso x € R", definiamo

' v(B(z,r) _
_ limsup ————=  se u(B(z,r)) > 0 per ogni r > 0
Dv(z): =< 50+ w(B(z,7) (B(z,7))

+o0 se esiste r > 0 tale che u(B(z,r)) =0,

e V(B 7)) :

1 f ——= B >0 >0
Dov(z) = im in W(Blo.r) se pu(B(x,r)) per ogni r

+00 se esiste r > 0 tale che u(B(x,r)) = 0.
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CAPITOLO 1. DIFFERENZIAZIONE DI MISURE DI RADON 4

Definizione 1.2. Diciamo che v ¢ differenziabile rispetto a u nel punto x €
R™ se D,v(z) = D,v(r) < +oc e definiamo D, v(z) := D,v(z) = D,v(r),
detta derivata di v rispetto a p nel punto z € R™.

Enunciamo ora due risultati che saranno fondamentali per giungere a una
dimostrazione dei teoremi di differenziazione di fine capitolo. In particola-
re, il Teorema di ricoprimento di Besicovitch presenta una dimostrazione di
natura geometrica che non fa pero utilizzo di strumenti avanzati di teoria
della misura. Le dimostrazioni, che omettiamo, si possono trovare in (3], pp.

30-37.

Teorema 1.1 (Teorema di ricoprimento di Besicovitch). Esiste una costante
N,,, che dipende soltanto da n, per la quale vale:
data F famiglia qualsiasi di palle chiuse in R™(non degeneri) tale che

sup{diam(B) | B € F} < 400

e A linsieme dei centri delle palle div F, allora esistono Gy, ...,Gn, C F tali
che ciascuno dei G; al variare di i in {1,...,N,} & una famiglia numerabile
di palle disgiunte di F e

Corollario 1.1. Siano p misura di Borel su R"™, F una qualsiasi famiglia
di palle chiuse non degeneri, A linsieme dei centri delle palle in F e sup-
poniamo che (A) < +oo e inf{r | B(a,r) € F} =0 per ogni a € A. Allo-
ra, comunque preso un sottoinsieme aperto U di R", esiste G sottofamiglia
numerabile disgiunta di F tale che U BCUe

Beg

Il precedente corollario permette di dimostrare il lemma tecnico che segue, il
quale rivestira un ruolo chiave nell’ottenimento dei teoremi di differenziazio-
ne.
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Lemma 1.1. Dati a € (0,+00) e A CR", seque che:
(i) Se AC{x e R* | D,v(r) < a}, allora v(A) < au(A),
(ii) Se AC {x € R* | D,v(x) > a}, allora v(A) > au(A).

Dimostrazione. (i) A meno di restringerci ad un compatto di R", possiamo
supporre, essendo v e pu misure di Radon, che pu(R"),v(R™) < 4o00. De-
componendo poi R™ in un unione disgiunta di compatti, otteniamo il caso
generale.
Dato A come nell’ipotesi, fissiamo € > 0, U aperto di R™ tale che A C U e
definiamo

F:={B| B=B(a,r),ac A,;r>0,BCUv(B)<(a+euB)}
Osserviamo che F & non vuoto e per ogni a € A, poiché a < +ooe D, v(r) <

v(B(axr))
W(Blar) = @ T6

«, comunque presi € > 0, 9 > 0 esiste r € (0,7g) tale che
da cui
inf{r > 0|B(a,r) € F} =0.

Avendo supposto che v(A) < 400, otteniamo, dal Corollario 1.1, che esiste
una sottofamiglia G di F numerabile e disgiunta tale che

V(A— UB):O.

Beg
Quindi
() <v(|JB)+v(a- U B) =3 wB) <D (a+u(B)
Beg Beg Beg Beg
= (a—|—6),u< U B) < (a+e)u(U).

Beg

Per il Teorema di regolarita dall’esterno, si ha che
v(A) < (a+e€)inf{u(U)|A C U, U aperto} = (a + €)u(A).

Infine, data 'arbitrarieta nella scelta di €, concludiamo che v(A) < au(A).
(ii) La dimostrazione ¢ analoga a quella di (i). O

Osservazione 1.1. Il lemma precedente non richiede né la p—misurabilita
né la v—misurabilita di A: ripercorrendo la dimostrazione si osserva che
cio discende dal fatto che la regolarita dall’esterno ¢ valida per qualsiasi
sottoinsieme di R™. Lo stesso non vale per la regolarita dall’interno.
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Teorema 1.2. Date 1, v misure di Radon suR"™, D, v esiste finita per u—q.o.
x € R". Di piu: la funzione D,v gode di p—misurabilita.

Dimostrazione. : Suddividiamo la dimostrazione in tre passi:
Passo 1. Vogliamo mostrare che D,v(x) esiste finita y—q.o.
Possiamo suppore p(R™), v(R™) < +00: se cosi non fosse, potremmo decom-
porre R™ in un’unione numerabile disgiunta di compatti e lavorare con u e v
ristrette a ciascuno di essi.
Definiamo

I:={zeR"| D,w(r)=+oc}

e, comunque dati 0 < a < b € R,
R(a,b) :={z e R" | D,v(z) <a <b< Dyv(z) < +oo}.

Osserviamo che, poiché¢ I C {x € R" | D,v(z) > a} per ogni a > 0, segue,
per il Lemma 1.1, che v(I) > au(I), cioé pu(Il) < % per ogni a > 0. Avendo
che v(I) < 400, possiamo passare al limite per & — 400, ottenendo che

u(I) = 0. Sempre in forza del Lemma 1.1, osserviamo che v(R(a,b)) <
a(R(a, b)) e v(R(a,b)) > bu(R(a,b)), da cui

R(@b) _v(B@h) oo v(Beh)
b a b
da cui chiaramente (essendo p(R(a,b)) < +oo) pu(R(a,b)) = 0 comunque
presi 0 < a < b € R. Osservato che

N :={z | D,v(z) < Dyw(r) < oo}) = U R(a,b),

0<a<beQ

otteniamo
uN) < S u(R(a,b) = 0,
0<a<beQ

concludendo che D,v esiste ed ¢ finito u—q.o.
Passo 2. Vogliamo provare che, comunque presi x € R" e r > 0, valgono:

(a) limsup u(B(y,r)) < u(B(x,7));

Yy—x

(b) imsup v(B(y,r)) < v(B(z,r)).

Yy—x
Mostriamo soltanto (a), dal momento che la dimostrazione di (b) & del tutto

analoga.
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Possiamo scegliere {yi}ren C R” tale che y, — x e definire f := Xp@,,
fr = XB(y,,r) Per ogni k € N. Allora

limsup fr < f,ossia 1 — f <liminf(1 — f) : (1.2.1)
k——+oo k=400

se y ¢ B(x,r), allora |y — x| > r e, poiché¢ y, — =, esiste k € N tale
che per ogni k > k si ha |yx — x| < |y — x| — 7, da cui per ogni k > k
v — el = [y — 2| — |y — 2] > r, clo¢ y ¢ B(yy,r). Quindi per ogni
b2k fuly) =0=fy) e 0=Tlmsup fiy) < f(y) = 0;

-sey € B(z,r), allora fi(y) <1 = f(y) per ogni k € N, da cui limsup fi(y) <

k—+4o00
f(y).
Utilizziamo il Lemma di Fatou e otteniamo:

(1.2.1)

(B(a,20)) = u(Bla.r) = [ L nas / (1 )

k—+o0 k——+o0

< lim inf /B( )(1 — fr) dp = liminf(u(B(x,2r)) — u(B(yg, 7))
x,2r

) pu(B(z,2r)) — limsup pu(B(yk, 7))

k—+o00

e, quindi, essendo che u(B(z,2r)) < +oo (in quanto p ¢ misura di Radon),

limsup pu(B(yx, ) < p(B(z,r)).

k——+o0
Data l'arbitrarieta nella scelta di {yx }ren, possiamo concludere, per caratte-
rizzazione sequenziale del limite, che limsup pu(B(y, 7)) < p(B(x,r)).

Yy—T
Passo 3. Avendo mostrato al Passo 2 che, comunque preso r > 0, le funzioni

x — pu(B(z,r)) e x = v(B(z,r)) sono superiormente semicontinue, abbiamo
che sono boreliane. Ha quindi senso definire, per > 0, la funzione

I/(B(;C7 r))
fr(z) = w(B(z, 1)) se u(B(z,r)) >0,
oo se u(B(z,7)) = 0.

che & y—misurabile.
Quindi, poiché

D,v(z) = limsup f,(z) = limsup f1 (x),

r—0+t k—+o0
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deduciamo che D, v(z) é funzione p—misurabile, in quanto limite superiore
di una successione di funzioni p—misurabili.

Per il Passo 1, D,v = D,v pu—q.0. e u, se pensata come misura sul-
la o—algebra degli insiemi p—misurabili, & misura completa (Teorema di
Carathéodory): quindi anche D,v é p—misurabile. O]

Osservazione 1.2. Nella dimostrazione del Teorema 1.2:
-abbiamo usato in (*) che, date {a,}nen, {bn}nen C R tali che a, — [ € R,
valgono:

liminf(a, 4+ b,) =+ liminf b, e liminf(—a,) = — limsup a,.

n—+o0o n——+o0o n—-+o0o n——+o0o
-Nel Passo 3, si ¢ usato il fatto che una funzione superiormente semicontinua
sia boreliana e cid puo essere provato mostrando, tramite la definizione di
semicontinuita superiore, che gli insiemi di sottolivello (stretto) di f sono
aperti, quindi boreliani.

1.2 Teoremi di Differenziazione

Ricordiamo che, date p, v misure di Radon su R™:
(i) ¥ < u se, comunque preso A p—misurabile tale che p(A)

=0, v(A4) =0.
(i) u L v se esiste B C R™ boreliano tale che u(R" — B) = v(B) =

0.

Teorema 1.3 (Lemma di Radon-Nikodym).
Siano p,v misure di Radon su R™ e v < p. Allora

v(A) = /A D,v dy

comunque preso A insieme u—misurabile.

Dimostrazione. Mostriamo che ogni A g—misurabile ¢ anche v—misurabile.
Comunque preso, infatti, A y—misurabile, poiché i ¢ misura di Radon, esiste
un boreliano B che contenga A tale che u(B — A) = 0. Poiché v < pu,
v(B—A)=0,dacui B— A ¢v—misurabile e, quindi, lo¢ A = B—(B—A).
Definiamo anche gli insiemi

Z :={zxeR"| D,v(z) =0},
I :={zeR"| D,v(r) =+oo}.
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Per il Teorema 1.2, u(I) = 0, da cui v(I) = 0. Inoltre, comunque preso
a > 0, si ha, per il Lemma 1.1, che v(Z) < au(Z). Dunque, se u(Z) < 400,
facendo tendere « a 0, si ottiene che v(Z) = 0. Se, invece, u(Z) = +o0 &
possibile decomporre R™ in un’unione numerabile di compatti e sfruttare il
fatto che p sia misura di Radon. In ogni caso, abbiamo dedotto che

v(I) = /IDMV dp=0=uv(2) = /ZD,W dp.

Sia N := {z € R" [ D,v(r) < D,v(z)}: per il Teorema 1.2, u(N) = 0,
quindi v(N) = 0.
Prendiamo A p—misurabile e ¢ € (1,400). Definiamo per m € Z l'insieme

Ay ={z € A|t" < D,v(z) <t}

Dal momento che D, v ¢, per il Teorema 1.2, yu—misurabile, si ha che per
ogni m € Z A, é u—(e, dunque, v—)misurabile. Inoltre, per il Lemma 1.1,
per ogni m € Z valgono

v(An) < tm—H,U(Am)

V(Ap) > " u(A). (1.3.1)

Poiché t € (1, +00), notiamo che " — 400, 7™ — 0 per m — +00, da cui

A= U A ,U(ZUITUN)NA).

m=—0oQ

Osservato che v(ZUIUN) =v(Z)+v(I)+v(N)=0c¢

+oo
Dl/d,u:/ D,vdu = / D,v du,
/A ! Uj_no:—ooAm g Z Am 8

m=—0o0

si ha, per (1.3.1), che:

+oo +o0o +oo
VA= Y A< S A = Y t/ " dy
m=—00 m=—00 m=—00 Am

+oo
< Z t ; DquM:t/ADquM-

m=—00
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Analogamente, utilizzando (1.3.1), otteniamo:

+o0 +oo +oo
1
— m _ m+1
COEDINENED SEUCERED O / e
< 1 1
= m:zoo Z Am DHV dlu B ; //; DNV dlu
Infine, per t — 17, otteniamo 'uguaglianza dell’enunciato. O

Teorema 1.4 (Teorema di decomposizione di Lebesgue). Date i e v misure
di Radon su R™:

(i) Esistono vy.,vs misure di Radon su R™ tali che v = Vge + Vs, Vae < 11 €
vs Lop.

(1) Dyv = Dyve. € Dyvg =0 pi—q.o. e, quindi, per ogni A CR™ boreliano,

v(A) = /ADMV dp + vs(A).

Dimostrazione. Come nel Teorema 1.2, possiamo supporre, senza perdita di
generalita, che p(R™), v(R™) < +o0.

(i) Definiamo £ := {A C R™ | A boreliano e pu(R™ — A) = 0}: osserviamo
che, dal momento che u(R" —R") = u(@) =0, R" € £, dacui £ # @ e, da
v(R™) < +o00, deduciamo che esiste M < +oo tale che inf gce v(A) = M.
Dunque per ogni k € N esiste B, € & tale che v(B) < M + . Detto
B := ey Bx, notiamo che B ¢ un boreliano e

p(R" — B) = M<R” -N Bk) = u( U - Bk)) <> uR" = B) =0,
keN keN keN
da cui B € £ e v(B) = inf gee ¥(A) = minges v(A). Definiamo

Vge ' = V|By Vs 1= V|R"—B;

che sono misure di Radon su R" (vedi Osservazione 1.3).
Dato A C B Boreliano e u(A) = 0, allora v(A) = 0. Se, per assurdo,
v(A) > 0, si avrebbe che

u(R" = (B — A)) = pu(A) + u(R" — B) = 0,
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dacui B-—Ae& mav(B—A)=v(B)—v(A) <v(B)=minges v(E), che
¢ assurdo. Segue che v, < p. Inoltre, essendo che p(R™ — B) = 0, ¢ vero
che vy L p.

(i) Rimane da provare che D,v, =0 pu—q.o.. Per ogni a > 0 definiamo

Co:={r€B|D,ws>a}

e, usando vs L p e il Lemma 1.1, otteniamo au(C,) < v4(C,) = 0 per ogni
a >0, da cui u(C,) = 0. Quindi

(o e B | Danta) > ) =u( Uy ) < Tuiey) -
n>1 n>1
per cui D,vg =0 p—q.o. e Dyv = D, vs+ D, Vo = D, V4 p1—q.0.

Possiamo concludere che, comunque preso A C R™ boreliano, vale

V(A) = v4e(A) + v5(A) = /ADHVM du+ vs(A) = /ADMV du + vg(A),

come volevamo dimostrare. O

Osservazione 1.3. La finitezza sui compatti segue dal fatto che v|g, v|gn_p
siano restrizioni di v, che ¢é finita sui compatti. Inoltre, che le restrizioni
siano ancora misure di Borel ¢ facile da dedurre, visto che B e R® — B sono
Boreliani.

Rimane da vedere che le due misure siano Borel regolari.

Teorema 1.5 (Teorema di differenziazione di Lebesgue-Besicovitch). Data
w misura di Radon suR" e f € Li, (R™ p), allora, per u—q.o. x € R™, vale:

lim fdu= f(x). (1.5.1)

r—0 B(z,r)
Chiameremo punti di Lebesgue di f quelli per cui vale (1.5.1).

Dimostrazione. Ricordiamo che, per 0 < p(E) < +o0,

]éfduzﬁéfdu.

Decomponiamo f := fT — f~ e definiamo per i boreliani B C R" v*(B) :=
[ [Fdp e per ogni A C R™ diciamo che v*(A) = inf{v*(B) | A C B, B boreliano}.
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Dal momento che f € L} _(R", i), si ha che v, v~ sono misure di Radon (po-

sitive) su R™ tali che v, v~ <« p. Quindi, per il Teorema 1.3, comunque si
prenda A p—misurabile, valgono:

l/i(A):/fjE d,u:/DMVi d,
A A

da cui D,v* = f* j-q.0. Possiamo, dunque, concludere che

1
lim fduzlim—(/ fr d,u—/ f- d,u)
r—0 B(z,r) r—0 M(B(x7 T)) B(z,r) B(z,r)
vi(B(z,r)) v (B(z,r))




Capitolo 2

Misure a valori matriciali

Indichiamo con (M,,(R),||-||) lo spazio delle matrici quadrate di dimen-
sione m € N a entrate reali e norma [|P|| = ||(pij)i || = Z \pi;| per
ij=1,.m
P € M,,(R). La scelta di questa norma per lo spazio delle matrici ha il fine
di agevolare alcuni calcoli nelle proposizioni che seguiranno: la validita delle
stesse ¢ pitt ampia e gli argomenti utilizzati si possono riadattare anche alle
altre norme (che sono equivalenti).

Definizione 2.1. Prendiamo ora una o—algebra M di R" e diciamo che
w: M — M, (R), con m € N, ¢ misura a valori matriciali se:

(i) u(@) = 0;

(ii) ;L(UA,) = Z i(A;) comunque presa una famiglia disgiunta al piu

i>1 i>1

numerabile di A; € M.

Inoltre, osserviamo che si puo descrivere tale misura come jt = (fi;)i j=1,...m»
dove pi;; : M — R U {£o00} ¢ misura con segno per ogni %,j € 1,...,m.
Se le misure p;; possono assumere valori infiniti, non tutte le definizioni e
proprieta legate alle misure a valori matriciali continuano ad essere valide o
ad assumere significato.
Nel seguito, supporremo quindi che tali misure siano finite, dal momento
che quelle di nostro interesse (introdotte nel Teorema 3.4) saranno misure di
Radon, dunque finite sui compatti, unico caso in cui ci troveremo a lavorare
nella dimostrazione del Teorema 4.1 (ossia su palle chiuse).
Diremo che p ¢ misura di Radon, se lo sono tutte le sue componenti. In

13



CAPITOLO 2. MISURE A VALORI MATRICIALI 14

particolare, B(R™) C M. La trattazione puo essere piil generale, ma richiede
I’estensione dei Teoremi 1.3,1.4 e 1.5.

Definizione 2.2. Data p misura a valori matriciali, definiamo
||| - M — R tale che per ogni A € M

[pll(A) = Sup > llu(E)
AEEW

dove II4 ¢ la famiglia delle partizioni disgiunte (al pit) numerabili di A.
Chiamiamo ||u|| variazione totale di p: si pud mostrare che si tratta di una
misura ed & di Radon se anche p lo é.

Teorema 2.1 (Decomposizione polare). Data p misura di Radon a valori
matriciali, esiste 0 = (045)ij=1,..m : R = M,,(R), con o;; ||p||—misurabils,
tale che ||o|| =1 ||ul]|—q.0. edp=0c d ||u|.

Dimostrazione. Vogliamo, innanzitutto, provare che pu < ||p]|.
Fissato A € M, osserviamo che {A} ¢ partizione (al pitl) numerabile di A,
da cui, per definizione di ||p|, si ha

I AN < sup D MuB) = Il (A). (2.1.1)

T4 Eern

Se le misure p;; sono misure di Radon, anche ||x|| lo é. In particolare, vale il
Teorema 1.3, cioé per ogni i,j = 1,...,m esiste o;; € L}, (R"; ||u||) tale che

dpiij = oigd|[p].

Definiamo ¢ = (0;;); ; : R* — M,,,(R), da cui du = od||u|.
Dal Teorema 1.5, si ha, per (2.1.1), che

ij=1 |M||
B, o
=0t [|p|| (B(z, 7))

D’altra parte, per ogni r € [0,1), detto A, = {z € R" | ||a(x)|| < r}

< lim 1 =1 per ||p| — q.o. = in R".
r—0t

osserviamo che & ||u||—misurabile, in quanto la funzione ||o(-)|| = Z loi; ()]
i,j=1
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¢ misurabile perché somma delle |o;;|, che sono misurabili poiché lo sono le
o;j. Quindi, comunque preso {Ej}ren € Il4,,

Sl = 3 3 b0l =0 3| [ ol

keN keN ,j=1 keNi,j=1

S» Joslall =Y [ S lo

keN i,j=1 keN ¥ Bk =1
= Z/ lolidllll < rllul(Er) = rllel(A),
keN v Bk keN

da cui estraendo il sup sulle famiglie { £}, si ottiene ||u||(A,) < r||ul/(4,),
cioé ||u||(A;) =0ser <1 e, dunque, ||o|| =1 ||pu]|—q.o. O

Osservazione 2.1. Non é restrittivo supporre che la funzione o trovata sia di
norma identicamente 1. Questa osservazione sara cruciale per il teorema che
segue:

Teorema 2.2. Se yi: M — M, (R) ¢ misura (di Radon) a valori matriciali
tale che esista g € L*(M,,(R); L") per cui u(E) := / g dL" per ogni E € M,
E

allora ||u||(E) = / llglldL™ per ogni E € M.
E

Dimostrazione. Sappiamo, per il Teorema 2.1, che esiste una funzione di
norma unitaria o : R — M,,(R) tale che du = od||u|| e con le proprieta di
misurabilita dell’enunciato. Segue che gdL" = dp = od||p||, da cui per ogni
i,j€{l,..,m}

Per il Teorema 1.4, esiste h € L}, (L") tale che d||u| = d||u||s +hdL™. Quindi
gdL" = od||p||s + hodL". (2.2.2)

Osserviamo che od||p||s < d||p|s, che ¢ ortogonale a £", quindi ¢ anch’essa
ortogonale a L£". Per il Teorema 1.3, differenziando (2.2.2) rispetto a £",
otteniamo

g = Dgnpp = 0Dgnl||p]|s + ho = ho. (2.2.3)
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Inoltre, per (2.2.2), essendo o(x) # 0 per ogni x € R", si ha che ||u|ls = 0,
da cui ||p|| < £". Fissiamo 4,j € {1,...,m}: detto

Aij = {ZL’ e R" | O'U<I')gw(l') < 0}7

notiamo che ¢ un boreliano di R™ e mostriamo che £"(4,;;) = 0.
Ora, supponiamo per assurdo che £"(A;;) > 0: per ogni k € Ny sia Afj =

{x € Aij |]9:(2)| > £}, che & boreliano: per continuita dal basso, Jim Lr(AL) =
—+00

L"(A;;) > 0, cioe esiste k > 1 tale che U‘(Afj) > (: possiamo supporre, senza
perdita di generalita, che C”(AZ?JF) > 0, dove AZ?Jr = {z € Ajj | gij(x) > 1}
Ma, per (2.2.1), otterremmo ’assurdo

dcr > En(AiT_) 0> d = dL”
/Amgij > >0z /AHUU il _/Ak,+9“ :

%) g %)

Quindi, l'insieme A := U A;; ha misura di Lebesgue nulla. In particola-
ij=1
re, per ogni x € A® e per ogni i,j € {1,....m} g;;(z)o;;(xz) > 0: poiché

1= llo()| = Z |loij(2)], esisteranno indici ¢, tali che og;(x) # 0, da cui
ij=1
gi;(x)oi(x) > 0 e, dunque, h(z) = g;;(x)o%l(x) > 0, cioe h > 0 L"—q.o0.
Infine,
lgll = Ihall = [Alllofl = |A] :
ma h >0 L"—q.o., quindi h = ||g|| £"—q.0., che da la tesi. O

Osservazione 2.2. In (2.2.3), abbiamo utilizzato il fatto che, date le misure
di Radon pu,v,n tali che p < v, v < n, vale la Regola della catena:

Dyp = Dyv D,p.

Proponiamo ora alcune osservazioni che risulteranno utili nella dimostra-
zione del Teorema di Alexandrov.

Lemma 2.1. Sia pp = (p); ; misura a valori matriciali (in M, (R)). Per ogni
i,j € {1,...,n}, consideriamo la decomposizione di Lebesque di p = p + i
e definiamo le misure a valori matriciali pa. :== (U9.);; € ps == (u); ;. Allora

2l < Mtaell + Nlass]l-
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Dimostrazione. Poiché p = pia. + pts, si ha per ogni A € M

I1l(4) = sup SB)| = sup Dl B) + o
€lla per €A per
< sup > |tac(E)|| + |1a(E)|
mell A Eern
< sup Y llaelE)| + sup Yo (E)
mell A Ber mell A Ben

= [lttacl| (A) + s [[(A).

da cui la tesi.

Bl

17



Capitolo 3

Funzioni Convesse

Ricordiamo che una funzione f : R® — R si dice convessa se, per ogni
z,y € R" e A € [0,1], vale

fOz+ (1= Ny) < Af(x)+ (1 =N f(y).

Definiamo, inoltre, la funzione n € C°(R™) tale che per ogni x € R"

1
celP-1  se x| <1
n(zx) =
(@) {0 se |z| > 1,

dove la costante ¢ > 0 ¢ tale che / n(x) de = 1.

n

Per ogni € > 0 e x € R" definiamo
1 /x
ne(@) =<0 (%),
€ "\e

e chiamiamo {7 }.~o unita approsimata standard. Presentiamo due teo-
remi cardine dell’Analisi Matematica (le cui dimostrazioni possono essere
trovate in [3], pp.103-106, 59-64) ¢ un lemma utili per le dimostrazioni che
seguiranno:

Teorema 3.1 (Teorema di Rademacher). Una funzione f : R* — R™
localmente lipschitziana ¢ differenziabile L™—q.o.

Teorema 3.2 (Teorema di rappresentazione di Riesz). Sia L : C.(R"; R™) —
R un funzionale lineare tale che per ogni compatto K C R™

sup{L(f) | f € C.(R";R™),Suppf C K, |f| <1} < +oc.

18
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Allora esistono una misura di Radon (positiva) e una funzione p—misurabile
o :R" — R™ tale che |o| =1 p—gq.o. e per ogni f € C.(R";R™)

L) = [ f-odu
Rn
Lemma 3.1. Sia h: R" — R una funzione localmente lipschitziana e | - | la
norma euclidea standard su R™. Allora per ognir >0 e x,y € B(r)

|h(x) = h(y)| < esz(S)up|Dh||fC — |

Dimostrazione. (i) Poiché h & localmente lipschitziana, detta L, , la costante
di Lipschitz di h ristretta a B(z,7), nei punti in cui Dh ¢é definita (cioé
L"—q.0.)

Oh Ay +tv) = h(y)] _ Lealtol
Dh(y)| = |Dh(y) - v| = | =— =1 < — =L,
[Dh(y)| = [Dh(y) -v| = |- (y)| = lim i <= ,
dove v := |gzgg‘ (se Dh(y) = 0 ¢ banale), da cui, sapendo che Dh esiste L£"-
q.o. per il Teorema di Rademacher, ess sup|Dh| < L, , < 400, cioé¢ Dh €

B(z,r)
L>(B(z,r)), quindi Dh € L*(B(z,r)). Essendo h localmente lipschitziana,
si pud mostrare attraverso il Teorema di convergenza dominata che L™ — q.o.
vale

Dh® = Dh xn. =: (Dh)",
dove h¢ := h * 1., per € > 0. Segue che Dh¢ — Dh per ¢ — 0" nei punti di
Lebesgue di Dh in B(r). Inoltre, per ogni z,y € B(r) (cio¢ la palla aperta),
sappiamo esiste 0 < d,, < 1 tale che x,y € B(d,,r). Poiché h¢ € C*(R")
per ogni € > 0 (si veda la proposizione 8.10 in [6]), per una conseguenza del
Teorema del Valor Medio, si ha per ogni € > 0

|h(z) = h*(y)| < sup |Dhf[|z —yl.

B(6z,yr)

Ma per ogni z € B(d,,r), se € € (0, (1 — 0,,)7),

|Dhe(2)| = ‘ [ Dbz~ ) du‘ < /R IDh(z — w1 (u) du

< ess sup |Dh| < ess sup|Dhl,
B(6,yr+€) B(r)
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da cui, per gli stessi € € (0, (1 — d,,)7)

sup |Dh?| < ess sup|Dh|.
B(bz,y7) B(r)

Essendo h continua, facendo tendere € — 0T, otteniamo

h(x) = h(y)| = lim [p*(x) = h*(y)| < ess sup|Dh||z —y|.

e—0t B(r)
Se x,y € B(r), poiché la chiusura di B(r) ¢ B(r), esistono {zy } ke, { ¥k }ren C
B(r) tali che z;, — x,yr — y per k — 400. Sapendo che per ogni k € N

|h(xr) — h(yr)| < ess sup|Dh||zr — yil,

(r)

per k — 400, poiché h é continua, si ha la tesi. O
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3.1 Proprieta delle Funzioni Convesse

Alcune delle proprieta delle funzioni convesse sono contenute nel seguente:

Teorema 3.3. Data f: R"™ — R convessa:
(i) f & localmente limitata e localmente lipschitziana su R™.
(i1) Esiste C' > 0, dipendente soltanto da n, tale che

sup [f| < C |f(y)] dy; (3.3.1)
B(x,%) B(z,r)
C
esssup DAl < S 1fw)] dy (33.2)
B(z,3) " JB(xr)

2
comunque presa una palla B(x,r) in R™.
(iii) Se f € C*(R™), allora D*f(x) > 0 per ogni x € R™.
Dimostrazione. (i) Consideriamo i cubi del tipo @ = [ L, L]" e mostriamo
che f ¢ limitata su ciascuno di essi. Fissato L > 0, chiamiamo {v;}i=1, . 27
i vertici di @ e definiamo M := sup, | f(v;)|. Sapendo che per ogni = € Q,
esistono 0 < Ay, ..., Aon < 1 tali che 222;1 N =1lex = 212;1 v, per la
disuguaglianza di Jensen,

2™ 2m 2m
fla) = f(ZAM) <3 NS @) < YONM = M < 400
i=1 =1 i=1

e, osservato che per ogni z € (),

otteniamo che

f(x) =2f(0) = f(==z) 2 2f(0) = M > —o0,

da cui la locale limitatezza di f.
Consideriamo ora una palla B(r) e fissiamo z,y € B(r). Sia z := z +
w(y — z) € OB(2r) per un opportuno g > 0. In particolare, p = =2

= e
[y—z|

Yy = l%z + (1 — i)m, da cui, per definizione di funzione convessa,

1) = 1 (24 (1= 2)o) < 1@+ (1= 1) @)

]
< fto) + LT < oy 4 B < iy 4 By -
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dove M, := sup|f| < +oo. Analogamente f(z) < f(y) + 2|y — 2|, da cui
B(2r)

la locale lipschitzianita della funzione.

(ii) Supponiamo preliminarmente che A € C*(R"). Fissato x € R", comunque

preso y € R se A € (0,1),
fle+ Ay —2)) < fl2) + A(f(y) = [(2)),

da cui
e, facendo tendere X a 07, poiché f € C?(R"), si ha
D) (1) = GrA @ < f) - ). (333

Fissati z € R", r > 0 e z € B(x,§), sappiamo, per (3.3.3), che per ogni
y € R™ vale

fy) = f(z) + Df(2) - (y — 2),
da cui

re=f  seasf s-pre) w0

B(z,3)

1 1
L(B(z,3)) /B(z’ )f(y) dy < a(n)(%) /B(& )’f(y)’ dy

)n _on
a@ﬁgaﬁ@ﬂV@”@—’lﬂmﬂV@”@’

dove nel terzo passaggio si é utilizzato il fatto che
| DiG) ) dy=o
B(z,3)

Consideriamo ora una funzione ¢ € C°(R") tale che 0 < ¢ < 1, Supp(¢) C
B(z,r), ¢ =1su B(z,5) e |D(| < % per un’opportuna costante K positiva
(indipendente da r). Una funzione siffatta puo essere ottenuta per r = 1
tramite convoluzione dell’unita approssimata standard e la funzione gradino
tra B(x, %) e B(z,1) ed estesa al caso r generale considerando ¢(%).
Sempre per (3.3.3), abbiamo

f(2) > fly) + Df(y) - (z —y),



CAPITOLO 3. FUNZIONI CONVESSE 23

per cui (C.S indica la Disuguaglianza di Cauchy-Schwarz):

f(Z)]i RCEE ]é SO+ DI = 3) dy

—~
=
Iy
—~
<
~—
—~
=
ISH
<

(n+ 1>]{3 @Iy ]{9 N
S oenf wiaf s
= (G )L 1wl

Ponendo quindi ¢’ := max{% +n+1, 2”} ed estraendo il sup su B(z, 3),

si ha la tesi. Dato ancora z € B(z, §), definiamo

so={yeR | S <ly—2l <t DIG)- -2 2 SDfENI -2},

che ¢ intersezione di un cono con angolo di apertura % e centro z e di una

corona circolare di palle di centro z e raggi 7 e 5: in particolare contiene una
palla di raggio g, da cui £"(S.) > a(g# uniformemente per z € B(x, §).
Per (3.3.3), abblamo che per ogni y € S,

f) 2 J)+ DIE) - (g = 2) 2 )+ 5IDS Gy = 21 2 f(2) + SIDSE)]
Allora per ogni z € B(z, 3), sapendo che S, C B(z,r) :

DFE < £ 210 = 1) v <~ [ 110 = £ dy

8n+1

< g f @ = e dy
<)L - sl

r a(n)
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8n+1

< (sl f, )
g"HH(C" + 1)
A i d
< sl

da cui la tesi, ponendo C' := 8"*1(C"+1), anche per la disuguaglianza (3.3.1).
Nel caso in cui f sia funzione soltanto convessa, sappiamo, per (i) e per il
Teorema di Rademacher, che la funzione D f ¢ definita q.o.

Sia {7 }e=0 I'unita approssimata standard e definiamo f€ := f*n,.. Sappiamo
che f¢ € C>*(R") e mostriamo che & anche convessa per ogni € > 0. Dati,
infatti, x,y € R™ e A € [0, 1], vale

FOz+ (1 =XNy) <Af(z)+ (1= N f(y).

Quindi
F+ (=) = [ O+ (1= Xy - 2) ds
— [ @O =)+ (1= N - 2) dz

<) / n(a)f =) dz+ (1= ) / )iy - =) de
= A () + (1= Ny — 2).

La costante C' non dipende dalla funzione convessa scelta, dunque per ogni

e>0

sup |[f|+r|Df|<C
)

B(z,3

[f W)l dy

B(z,r)

Essendo f limitata sulle palle (per (i)), |f¢| — |f], per € — 07 uniforme-
mente sulla palla B(z, §) (si veda 8.14c in [6]). Inoltre, per le considerazioni
contenute nell’Osservazione 3.1, facendo il limite per € — 0 e applicando il
Teorema di Convergenza Dominata, otteniamo le stesse stime per f e Df,
dunque la tesi nel caso generale.

(iii) Supponiamo ora che f € C?*(R"): per la formula di Taylor con resto

integrale, si ha per ogni z,y € R”

F0) = 1)+ DI (r=)+ =)' | (1= 5)D*f(+s(y—a)) ds-(y—2)



CAPITOLO 3. FUNZIONI CONVESSE 25

da cui, per (3.3.1), per ogni x,y € R"

=o' [ Q=D+ sty =) ds- (g =) 20

Fissati z,v € R™ qualunque, posso imporre y = = + tv e ricavare (t > 0)
1
vt-/ (1 —s)D*f(x +tsv) ds-v > 0.
0

Per t — 0%, applicando il Teorema di convergenza dominata, si ottiene
vt D*f(z) v >0
e, dunque, data l'arbitrarieta nella scelta di v, la tesi. O

Osservazione 3.1. Per il Teorema 8.15 in [6], per € — 07, Df(y) — Df(y)
per y punto di Lebesgue di Df in B(z,r) (infatti, per il Lemma 3.1, Df €
L (R™R™) e Df¢ = (Df)). Fissato § > 0, per definizione di ess sup, esiste

ys punto di Lebesgue di Df in B(x,r) tale che

J

1D (4| > ess sup|Df| — 2.
B(z,r) 2

Poiché D f¢(ys) — Df(ys) per € — 0%, si ha che esiste €5 > 0 tale che per
ogni € € (0,¢5) |Df(ys) — Df(ys)| < &, da cui

sup [Df[ = [Df(ys)| = [Df(ys)| = [Df(ys) — Df*(ys)| > ess sup|Df| — 0.

B(z,r) B(z,r)

Segue che ess sup|Df| < lim i£1f sup |Df€| e, quindi,
—

B(z,r) € B(z,r)

ess sup r|Df| + sup |f| < liminf sup r|Df|+ lim sup |f|
) e—0t B(z,%) e—0t B(z,Z)

B(z,3) B(z,5
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3.2 Derivate Seconde come Misure

Enunciamo ora (con una breve idea della dimostrazione) un corollario
del Teorema di Rappresentazione di Riesz, che ci permettera di descrivere le
derivate seconde di funzioni convesse come misure:

Corollario 3.1 (Funzionali lineari non negativi). Sia L : C*(R") — R
lineare e non negativo (cioé se f € C2(R™) é tale che f > 0, allora L(f) > 0).
Dungque esiste una misura (positiva) di Radon p su R™ tale che per ogni
fecxR)
L(f)= [ fdu
Rn

Dimostrazione. L’idea della dimostrazione sta nell’osservare che L puo essere
esteso a un funzionale lineare su C.(R™) che soddisfi le ipotesi del Teorema
di Riesz e, applicandolo, dedurre la tesi. O

Teorema 3.4 (Derivate Seconde come Misure). Sia f : R" — R una funzione
convessa. Allora esistono delle misure di Radon p¥ tali che u = p?* per ogni
i,j € {1,....,n} e per ogni ¢ € C*(R")

[bue, de = [ odp?.
RTL Rn

Dimostrazione. Fissiamo v = (vy,...,v,) € R™, {n.}e>o il mollificatore stan-
dard e f¢ := fxmn. per ogni € > 0. f° € C®(R") ed & convessa quindi
D?f¢ > 0. Allora per ogni ¢ € C3(R"), con ¢ > 0, si ha

Z V;V; /Rn [ b, do = Z —/n ViV [ O, dT

=1 ij=1
n
:Z/ f;ixjvivj¢ d.iE:/ Ut-D2f€‘U¢d.TZO.
Z’,jzl R™ R”

Facendo il limite per € — 0T, si ha che per ogni ¢ € C*(R")

Ly(¢) = > _viv; | fbua, dz > 0.
Rn

ij=1
Per il Corollario 3.1, per ogni v € R™ esiste una misura di Radon (positiva)

u? tale che L,(¢) = / ¢ dp’ per ogni ¢ € C2(R").
R'I’L
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Imponiamo, per ¢ € {1,...,n}, u := p%. Se, invece, i # j, consideriamo
& 1
e;+e; . A .
vij = =5t Poiché E Py, VRV = Py + 5(@55“0 + ¢e;e;), otteniamo che
k=1

g 1 1
o dr = de — = o dr — = o d
fqbacla:] x Z VEVy /Rn f¢:ckwl €z 2 o f¢m,a:, x 9 n fgbxjwj x

R k=1

= [ odu —5 | ¢dut—< [ odp = [ ¢du?,
RTL

o 2 2 Jon .
dove p7 = p¥is — Lyt — 197, o

Ad ogni funzione convessa f : R"™ — R possiamo quindi associare la
misura (di Radon) a valori matriciali

g2
[D*f] .= N.Ql N.QQ M.Qn
R

Chiamiamo, per comodita, u := [D?f]. Per il Teorema 2.1 (di Decomposi-

zione Polare), esiste una funzione o = (0y;); j=1...» : R" = M,(R), con oy,
||i¢||—misurabili, tale che ||o|| =1 ||u||—q.0. e du = 0o d ||y
In particolare, per il Teorema 1.4, esistono per ogni i,j € {1,....n} delle
misure p*, %, di Radon su R™ tali che p 1 L™ e p9, < L". Inoltre, per
ogni i,j € {1,...,n} esistono funzioni f;; € L}, (R™) tali che

loc
dpig, = [i;dL".

Definiamo anche le matrici [D?f]s := (4¥); j=1.. n € [D?*flac := ()i j=1. .-
Siamo ora in grado di costruire una matrice (simmetrica, come conseguenza
della simmetria di g, nota dal Teorema 3.4) di funzioni localmente integrabili.
ossia le f;;. Tale matrice, che indicheremo con D*f := (fi;)i;, si candida ad
essere la matrice Hessiana della funzione f in quasi ogni punto di R".



Capitolo 4

Teorema di Alexandrov

Mentre, grazie al Teorema 3.3 (punto (i)), abbiamo garanzia della locale
lipschitzianita delle funzioni convesse, dunque dell’esistenza quasi ovunque
del loro differenziale, non abbiamo ancora evidenza del fatto che la matrice
D?f rappresenti effettivamente I'Hessiana di f q.o. La conferma giunge dal

Teorema 4.1 (Teorema di Alexandrov). Sia f : R" — R wuna funzione
convessa. Allora f ammette derivate seconde L"-q.o. In particolare, per
Lr'—q.0. v € R", se y — x, vale

F() ~ f() = DF) - (g 2) — 3y — )" DF(a) - (y — )| = olly — ).

Dimostrazione. Partiamo dall’enunciare alcuni fatti che utilizzeremo nel cor-
so della dimostrazione. Per £L"—q.0. x € R™:

@) Dfe) wsiste e i £ 1Df(0) = s dy =0
(b) lim ID*f(y) — D* f(2)]|| dy = 0;

s B(z,r)
o 1 IDFLIBG)

r—0t rn

Dimostrazione. (a) Il fatto che D f esista £"-q.0. segue dal Teorema di Ra-
demacher, una volta dedotta la locale lipschitzianita di f nel punto (i) del
Teorema 3.3. Inoltre, come osservato nel Lemma 3.1, Df € L (R";R").

loc
Imponendo che |Df(z)| = Z ) of
i=1

(x)‘ (tutte le norme in R™ sono equiva-

aZEi

lenti) e applicando il Teorema 1.5 a ciascuna delle componenti di Df, che

28
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sono Lj,., otteniamo la tesi.

(b) Per costruzione di D?f, le sue componenti f;; € L;,.(R™). Utilizzando
per D? f la norma matriciale definita nel precedente capitolo (anche in questo
caso, tutte le norme sono equivalenti), otteniamo, per additivita del limite,
la tesi, adoperando il Teorema 1.5.

Sappiamo che tutte le norme matriciali sono equivalenti: detta ||-||,, la norma

operatoriale su M,(R), esistono 3,7y > 0 tali che

Bl < flop < A1I-1I-

(c) Osserviamo che ¢ sufficiente ricondursi a mostrare che tale limite valga per
|| per ogni i,j € {1,...,n}. Attraverso la definzione di misura variazione
totale si pud notare come |p¥| L L™ e concludere per il Teorema 1.4. O

Osserviamo che ciascuna delle proprieta (a),(b) e (c) & vera per rispeti-
vamente x € A°, B¢, C¢ con L"(A) = L"(B) = L"(C) = 0, ma non ¢ detto
che tali insiemi coincidano: poniamo, dunque, N := AU B U C e da ora in
poi considereremo x € N¢. In particolare, non ¢ restrittivo supporre x = 0.
Sia 7 > 0 e consideriamo f€ := 7, % f, famiglia di funzioni convesse e C*°.
Fissato y € B(r), per la Formula di Taylor con resto integrale, vale

F<(y) = F5(0) + DF<(0) -y + / (1— )y - D2f<(sy) -y ds

= J0) + DF(O) -y + 5yt D)y

1
+ [ =y (D (o) = DOy s
0
Fissiamo ora ¢ € C2(B(r)), |¢| < 1. Dunque (per il Teorema di Fubini)

f 65w = £0) = Dy) -y - 30" D(0) ) dy
B (4.1.1)

= /01(1 - 8)]{9( )d)(y)yt - [D?f(sy) — D*f(0)] - y dy ds

S

[ eB)e e - ) 2
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Consideriamo ora

n 2
- B(rs) ; j=1 fle) 32?023‘ <¢(§>ZZZ]> dz per e = 07

N Z /B(rs) ¢<§>Zizj dp?

n

oy oGt

Ora, per il Teorema 1.3 e le osservazioni (b) e (c), per L"—q.0. = € R"

AN B sy _
T e Bl T 1P D@l dy =0

n

5 G

ij=1

Ancora una volta non ¢é restrittivo supporre che sia vero anche per x = 0.
Sapendo che s € [0, 1], osserviamo che esistono g, €y > 0 tali che, se 0 < r <
ro, € < €, allora

I[D*fls[[(B(rs + ¢))
Lr(B(rs +€))

+][ | D*f(y) — D*F(0)|| dy < 1
B(rs+e)

Per il Lemma 2.1 ed il Teorema 2.2, otteniamo che

ID*fIl(B(rs + €)) < [[D*flsl(B(rs + €)) + [[D*flacll(B(rs + €))

\D2f1.)(B(rs + o)) :
o rEeIE /B Py

=a(n)(rs+e)"
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Lr(B(rs+¢€))
a(n)(1+ [ D*f(0)[)(rs + €)™

Per 0 < r < ry,0 < € < ¢, siamo ora in grado di stimare

C.S.
w5
S S B(rs)

samxm+fw(“thWB“s+@>+ﬁ;+Juﬂﬂw—

o(2)| 1P ID2 (=) | dz

(rs)? / > fe
<
- gnt2 B(rs) ; Z 8;:282]() dz
6777E
B s” Bro) | ’/ . azzazj dy’ dz
= \/ nz — ) ()| dz
B(rs) ;
)
=1; /‘mw—yMMﬁﬂ@wdz
S B(rs) n
7,,2
~2 [ e - viate) dipA )| oz
S B(rs) n

<
<<,

/ © dz d|0*fl| )
B(rs+e) (rs)NB(y,e) €

‘ min{(rs)", €}

< yera(n)(1 + | DEF(0 )ll)( o
< ye(L+ [|D*F(0)[Da(n)?2"rg ™ =: C".

ne(z = e @)l dID*fll(y) d=

< ma(n) min{(rs)", " }|| D> f||(B(rs + €))

(rs+ e)”)

31

2£(0)l| dy + | D*F(0)])

Applichiamo il Teorema di Convergenza Dominata a (4.1.1) per ¢ — 07:

Fo)(#w) - £0) = DFO) -y = 5o DH(O) ) dy
B(r)

[ o) w01 S o) ) o

i,7=1



CAPITOLO 4. TEOREMA DI ALEXANDROV 32

11—l

< /0177"2]{9“8)”1)2]0(,2) — D*f(0)| dz ds + /01 18_28 Z(TS)Q\M? (B(rs)) ds

n

2 2 2 2 [ [ |(B(rs))
<artf, 1D - D 50 I g,

=1r%0(1) = o(r?)

per r — 07, per (b) e losservazione fatta nel dimostare (c).
Prendendo il sup tra le funzioni ¢ costruite come sopra, deduciamo che, detta

h(y) = f(y) — F(0) — DF(0) -y — Lyt - D2F(0) -,

2
per r — 0T
][ \h(y)| dy = o(r?). (4.1.2)
B(r)
Sia ora A := ||D?f(0)||,p: vogliamo mostrare che g := h + 2|y|? & convessa.

Per farlo, osserviamo che ¢ somma delle funzioni convesse f(y) — f(0) —

Df(0)-yel(y) :=4y|> — sy' - D*f(0) - y. Infatti, per ogni z,y € R™ e per

ogni A, i € [0,1] tali che A+ =1 & vero che
Az + py) — f(0) = Df(0) - (Az + py)
< Af(@) + pf(y) = Af(0) — uf(0) = ADf(0) - 2 — uDf(0) - y
= A(f(z) = f(0) = Df(0) - ) + u(f(y) — f(0) = Df(0) - ),

mentre [ € C?(R") ammette Hessiana HI(y) = AL, — D?f(0) > 0 per ogni
y € R™. Allora, per il Teorema 3.3 (punto (ii)), esiste C' > 0 per cui

A C
esssup| Dh| < esssup|Dg| + Sup‘D<—\y!2) < —1 |9l dy + supAly|
B(%) B(5) B \2 " JB(r) B(Z)
C A r O _
< S L hw) + 2P dy + AL < —][ Ih(y)| dy + Cr,
r B(r) 2 2 r B(r)

dove C':= max{C, 3(C + 1)}.
Per concludere mostriamo che sup|h| = o(r?) per r — 0.
B(3)
Fissiamo ¢ > 0en <1, nn < 5. Per (4.1.2), esiste 1o := ro(e, 1) > 0 tale che

L'{z € B(r) | |hz)| > er?}) < /B [h(2)] dz = o(r") < na(n)r®

(r) €T2
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per 0 < r < 1. Per ogni y € B(}) esiste z, tale che |h(z,)| < er? e
ly— 2y < o= nar. Se cosi non fosse, B(y, o) C {z € B(r) | |h(2)] > er?},
da cui

L'{z € B(r) | [n(2)| z er®}) = L™(B(y, 0)) = na(n)r”,

che ¢ assurdo. Segue che per ogni y € B(5), poiché h ¢ localmente lipschi-
tziana (perché differenza di funzioni localmente lipschitziane), per il Lemma
3e(4.1.2),

()] < [h(zy) + [h(y) = h(z)| < e +0 eS;(Sl)lp!Dh\

/1 _
< er? + 00(—][ |h(2)| dz + 7“) <er’+ 17%7“0(27")
TJ B(r)
< 2er?,

ponendo 7 tale che 26_’77% < eeper 0 <r<rg conrygopportuno (eventual-
mente minore di quello iniziale).
Dunque, per » — 07, si ha che

Sup () = F10) = DF(O) -y = 0" DF0) 3] = "),

da cui la tesi nel caso * = 0. Si osservi che 'imposizione * = 0 non &
restrittiva e che la tesi vale per ogni z € N¢. O]

Osservazione 4.1. Si potrebbe tentare di caratterizzare i punti dell’insieme
N: il punto di partenza sono ovviamente le Osservazioni (a),(b) e (c), che
valgono rispettivamente per i punti di Lebesgue di Df, per quelli di D?f e,
infine, per l'intersezione di insiemi nulli per le |4%|, che sono ortogoanli a
L™, dando appunto il complementare di un insieme di misura nulla (cioé N
stesso).
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