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Capitolo 1

Introduzione

L’argomento centrale di questa tesi è lo studio delle reazioni nucleari di fu-
sione tra ioni pesanti ad energie attorno alla barriera Coulombiana.
La fusione è il processo attraverso il quale due nuclei separati si combinano
per formare un nucleo composto. Tale reazione può avvenire classicamente
solo se la loro energia cinetica nel riferimento del centro di massa supera la
cosiddetta barriera Coulombiana, risultato della sovrapposizione tra il po-
tenziale Coulombiano repulsivo a lungo raggio e quello nucleare attrattivo a
corto raggio. Tuttavia quantisticamente esiste un probabilità non nulla che
tale barriera possa essere attraversata anche quando essa è più alta dell’ener-
gia a disposizione del sistema. Ciò è dovuto all’effetto tunnel, che permette
la penetrazione in una regione classicamente proibita e che riveste un ruolo
fondamentale proprio nelle reazioni di fusione nucleare.
L’approccio tradizionale consiste nel considerare la penetrazione di una bar-
riera di potenziale unidimensionale, con un singolo canale di reazione en-
trante costituito dal moto relativo dei nuclei collidenti. Approssimando la
barriera di potenziale con una parabola si può ottenere in approssimazione
semiclassica (sostituendo una somma sui diversi momenti angolari con un
integrale) la sezione d’urto di fusione prevista per la penetrazione quantisti-
ca di una barriera di potenziale unidimensionale. Tuttavia si verifica che per
reazioni tra nuclei pesanti vi è una significativa discrepanza tra le previsioni
teoriche e le sezioni d’urto misurate sperimentalmente: si osserva che que-
ste ultime possono essere superiori alle prime di circa 3 ordini di grandezza
per energie attorno e inferiori all’altezza della barriera, per cui in realtà la
probabilità di penetrazione è di gran lunga superiore rispetto a quello che ci
si aspetta dall’effetto tunnel standard unidimensionale (fenoneno cosiddetto
dell’enhancement), in definitiva inadatto a descrivere tali sistemi.
In effetti i due nuclei interagenti hanno una loro struttura interna e in fase
di avvicinamento vi è una probabilità non nulla che possano essere popolati
stati di tipo vibrazionale o rotazionale, o che addirittura avvenga uno scam-
bio di nucleoni tra essi (sempre se energeticamente possibile). Tutti questi
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canali di reazione, che costituiscono gradi di libertà intrinseci del sistema,
vanno ad accoppiarsi al moto relativo.
Il modello, detto a canali accoppiati, è in grado di spiegare l’enhancement
producendo risultati teorici in accordo con i dati sperimentali per numero-
si sistemi in cui sono coinvolti nuclei pesanti (si veda ad esempio il caso
58Ni + 58Ni nella Ref. [1]). Tuttavia negli ultimi anni si è osservato che
per energie molto inferiori alla barriera Coulombiana si ha un crollo delle
sezioni d’urto sperimentali rispetto a quelle previste dal modello a canali ac-
coppiati, che invece continua a dare risultati compatibili ai dati per energie
maggiori. Tale fenomeno, noto come hindrance, è probabilmente dovuto alla
conoscenza imperfetta del potenziale ione-ione all’interno della barriera, ma
la sua natura deve ancora essere pienamente compresa.

In questa tesi è stato analizzato il sistema

48Ti+ 58Fe

di cui si avevano a disposizione le sezioni d’urto sperimentali misurate di
recente presso i Laboratori Nazionali di Legnaro [2]. Queste sono state
confrontate:

• con le stime derivanti dal modello a canali accoppiati, valutate dall’ap-
posito programma CCFULL [3] che risolve numericamente le equa-
zioni descriventi il modello stesso (le cosiddette equazioni “a canali
accoppiati”);

• con i risultati sperimentali del sistema simile 58Ni + 54Fe, il quale
mostra il fenomeno della hindrance.

Grazie a questo studio è possibile applicare ad un caso specifico il modello
a canali accoppiati e riscontrarne la validità o meno, analizzando i fenomeni
fisici in esame dell’enhancement e della hindrance, e permettendo di sondare
la forma del potenziale nucleare a piccole distanze.

4



Capitolo 2

Modello unidimensionale per
le reazioni di fusione

2.1 Il potenziale di interazione

Nel momento in cui due nuclei interagiscono sono soggetti ad un potenziale
complessivo risultato di diversi contributi. Nelle reazioni di fusione tra ioni
pesanti si utilizza in genere un modello unidimensionale in cui il potenziale
tra proiettile e bersaglio è funzione della sola distanza relativa r tra essi. In
questo modo il potenziale di interazione ione-ione si esprime come

V (r) = VN (r) + VC(r)

dove VN (r) è il potenziale dovuto alle forze di interazione nucleare a corto
raggio, e VC(r) è il potenziale Coulombiano dovuto alla carica dei due nuclei
interagenti.

2.1.1 Il potenziale Coulombiano

Il potenziale dovuto alla repulsione Coulombiana tra le distribuzioni di carica
dei rispettivi nuclei è dato dall’espressione:

VC(r) =
ZPZT e

2

8πε0R3
0

(3R2
0 − r2) se r < R0

VC(r) =
ZPZT e

2

4πε0r
se r ≥ R0

dove:
- ZP e ZT sono i numeri atomici rispettivamente dei nuclei proiettile e ber-
saglio;
- e è la carica elementare;
- r è la distanza relativa tra i nuclei;
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- R0 è la distanza alla quale i due nuclei iniziano a “sovrapporsi”, so-
stanzialmente la somma dei due raggi nucleari parametrizzata come R0 =

r0(A
1/3
P +A

1/3
T ), con r0 ' 1.2fm e AP,T numeri di massa dei nuclei proiettile

e bersaglio.
Si noti che per r < R0 si ha il potenziale di una sfera uniformemente carica
di raggio R0, mentre per r ≥ R0 si ha il potenziale repulsivo con andamento
∝ 1/r .

2.1.2 Il potenziale nucleare

Tale potenziale è quello dovuto alle forze di interazione a corto raggio tra
i nucleoni dei due nuclei interagenti. In prima approssimazione lo si può
immaginare come una buca di potenziale, ma una formulazione più corretta
è fornita dalla parametrizzazione di Woods-Saxon

VN = − V0

1 + e
r−R0
a

dove:
- V0 è il valore del minimo del potenziale e dà una stima della “profondità”
della buca;
- R0 è un parametro radiale analogo a quello del paragrafo precedente a
meno di piccole correzioni, che indica la posizione del minimo;
- a è detta diffusività (diffuseness) e dà una stima dell’andamento del po-
tenziale nella regione superficiale.
Tali parametri vengono ricavati sperimentalmente dallo studio di reazioni di
scattering elastico tra ioni pesanti, effettuando il fit con i dati sperimentali
attraverso il metodo dei minimi quadrati. Nel caso 48Ti +58 Fe in esame
si sono utilizzate le stime ricavate dalla parametrizzazione di Akyüz-Winter
[4], che sfruttando un procedimento analogo fornisce le seguenti formule
empiriche:

R1,2 = (1.20A
1/3
1,2 − 0.09) fm−1 ; R0 = R1 +R2

1/a = 1.17
(
1 + 0.53

(
A
−1/3
1 +A

−1/3
2

))
fm−1

γ = 0.95

(
1− 1.8

N1 − Z1

A1

N2 − Z2

A2

)
V0 = 16πγa

R1R2

R1 +R2
MeV

dove i pedici 1,2 identificano i due nuclei.
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2.1.3 La barriera Coulombiana

I due contributi Coulombiano e nucleare, nel momento in cui vanno a som-
marsi, producono un effetto complessivo sintetizzabile in una “barriera” di
potenziale, con una certa altezza Vb nota come “barriera Coulombiana”: es-
sa deve essere superata affinché si possa penetrare nella regione attrattiva
del potenziale e la reazione di fusione possa avvenire. L’effetto descritto è
chiaramente visibile nella figura 2.1 [5]: Rb e Vb rappresentano posizione e
altezza della barriera, mentre Rtouch rappresenta la distanza alla quale i due
nuclei cominciano a sovrapporsi significativamente. Dal potenziale nuclea-
re ricavato con le formule di Akyüz-Winther è possibile conoscere anche i
parametri relativi alla barriera coulombiana.

Figura 2.1: Barriera Coulombiana
per 16O +144 Sm.

2.2 La sezione d’urto di fusione

Figura 2.2: Effetto tunnel: un
pacchetto d’onda incidente con
energia ECM < Vb attraversa la
barriera Coulombiana

La sezione d’urto rappresenta una stima della probabilità che la rea-
zione di fusione avvenga. Essa è strettamente collegata al coefficiente di
trasmissione della funzione d’onda incidente sulla barriera di potenziale, a
sua volta funzione dell’energia: se infatti l’energia ECM (nel riferimento del
centro di massa) del sistema è maggiore dell’altezza della barriera Vb, la
fusione è possibile anche classicamente; se invece ECM < Vb la fusione può
avvenire solo grazie all’effetto tunnel quantistico, e con le dovute approssi-
mazioni è possibile calcolarne le sezioni d’urto. Scopo di questa sezione è
ricavarne un’espressione che permetta di costruire la cosiddetta funzione di
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Figura 2.3: Coefficiente di tra-
smissione classico in funzione del-
l’energia: si tratta di una funzione
“a gradino”.

Figura 2.4: Coefficiente di trasmissione quanti-
stico in funzione dell’energia: il “gradino” viene
smussato, producendo una probabilità non nulla
di penetrare la barriera per energie inferiori a Vb.

eccitazione, ovvero di mettere in relazione le sezioni d’urto con l’energia a
disposizione del sistema.

2.2.1 Deduzione teorica generale

Sia il moto relativo tra i due nuclei caratterizzato dalla sovrapposizione di
molte onde parziali ad ognuna delle quali è associato un valore di l, numero
quantico orbitale (si trascura lo spin intrinseco). Si considera la descrizio-
ne del sistema in coordinate sferiche nel riferimento del centro di massa,
attraverso l’equazione di Schrödinger:[

− h̄
2

2µ

d2

dr2
+ V (r) +

h̄2l(l + 1)

2µr2
− E

]
ul(r) = 0 (2.1)

Questa corrisponde all’equazione radiale per un sistema quantistico sottopo-
sto un potenziale centrale nel riferimento del centro di massa (con µ massa
ridotta). Per risolvere l’equazione di Schrödinger occorrono condizioni al
contorno per le funzioni d’onda dei canali entranti e uscenti. Al posto delle
usuali condizioni di regolarità imposte all’origine, per le reazioni tra ioni pe-
santi si utilizza spesso la IWBC (Incoming Wave Boundary Condition) che
corrisponde al caso di forte assorbimento nella regione interna alla barriera,
e dunque di riflessione nulla del flusso entrante. Si ottiene cos̀ı la seguente
espressione per la sezione d’urto di fusione:

σfus =
π

k2

∑
l

(2l + 1)Pl(E) (2.2)

dove Pl(E) = 1 − |Sl|2 = |Tl|2 è la penetrabilità dell’onda l-esima, che
coincide con il modulo quadro del relativo coefficiente di trasmissione Tl, e

k =
√

2µE/h̄2 è il numero d’onda associato all’energia E.

2.2.2 Formula di Wong

L’espressione (2.2) tuttavia non è di semplice utilizzo pratico a causa della
necessità di dover conoscere a priori tutti i Pl. Si deve a Wong una formu-
la analitica della sezione d’urto [5], ricavata approssimando la forma della
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Figura 2.5: Approssima-
zione parabolica (in rosso)
della barriera di potenziale
per il sistema 16O +144 Sm
[5].

barriera Coulombiana con una parabola:

V (r) ∼ Vb −
1

2
µΩ2(r −Rb)2 (2.3)

In questo modo il coefficiente di trasmissione assume la seguente espressione
analitica (formula di Hill-Wheeler [1]):

T (E) =
1

1 + e−
E−Vb
ε

(2.4)

che è essenzialmente una funzione di Fermi, dove il parametro ε = h̄
2πΩ =

h̄
2π

√
−V ′′(Rb)

µ è una misura della curvatura della parabola e quindi dello
“spessore” della barriera. In generale l’espressione di Pl dipende dal mo-
mento angolare; tuttavia, assumendo che sia la curvatura h̄Ω della barriera
Coulombiana sia la sua posizione Rb siano indipendenti da l, la dipendenza
dal momento angolare può essere approssimata in termini di uno shift di
energia del canale in ingresso, inserito nell’espressione di P per l = 0 (cioè
utilizzando quella per l’onda s):

Pl(E) = Pl=0

(
E − h̄2l(l + 1)

2µR2
b

)
(2.5)

In presenza di molte onde parziali la sommatoria su l nella formula generale
(2.2) può essere sostituita da un integrale:

σfus(E) =
π

k2

∫ ∞
0

dl(2l + 1)Pl(E) (2.6)

A questo punto, sostituendo la (2.4) valutata in E − h̄2l(l+1)
2µR2

b
nella (2.6), è

possibile calcolare analiticamente l’integrale ottenendo la cosiddetta formula
di Wong per la sezione d’urto di fusione:

σfus(E) =
επ

E
R2
b ln

[
1 + e−

Vb−E
ε

]
(2.7)

Essa fornisce la relazione tra la sezione d’urto e l’energia del fascio incidente,
e dunque costituisce la funzione di eccitazione cercata: permette cos̀ı di
calcolare le sezioni d’urto previste dall’effetto tunnel unidimensionale e di
confrontarle con quelle misurate sperimentalmente.
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Capitolo 3

Funzione di eccitazione
sperimentale e stima di
Wong a confronto

Si hanno ora a disposizione gli elementi necessari per un confronto tra il
modello teorico finora costruito e i dati sperimentali riguardanti il sistema
in esame: 48Ti+58Fe. Essi sono la funzione di eccitazione prevista dalla for-
mula di Wong e le sezioni d’urto di fusione misurate sperimentalmente presso
i Laboratori Nazionali di Legnaro dell’INFN (PD). Il range di energie in cui
è stato misurato il comportamento del sistema è di circa 60MeV − 85MeV ,
attorno al valore della barriera Coulombiana Vb = 73.3MeV ricavato a par-
tire dai parametri di Akyüz-Winter [4], e si sono considerati i loro valori
nel riferimento del centro di massa. Si riporta dunque in Fig. 3.1 il grafico
delle funzioni di eccitazione teorica e sperimentale, dove le sezioni d’urto
sono espresse in mb ed è stata adottata la scala logaritmica per l’asse delle
ordinate (cos̀ı come in tutti i grafici simili che seguono). Si osserva che il mo-
dello teorico di Wong basato sull’effetto tunnel unidimensionale sottostima
fortemente le sezioni d’urto effettivamente misurate per energie inferiori e
attorno alla barriera Coulombiana, mentre il comportamento appare unifor-
marsi ad energie superiori: si tratta del cosiddetto enhancement delle sezioni
d’urto sperimentali rispetto alle previsioni teoriche standard per ECM < Vb.
Ad esempio per E ' 70MeV il divario è di circa tre ordini di grandezza,
dato che mette in evidenza l’inadeguatezza di tale modello per lo studio delle
reazioni di fusione per simili sistemi. Si tratta infatti di reazioni di fusione
tra ioni pesanti, il cui comportamento osservato nel sistema 48Ti +58 Fe è
stato riscontrato in altri sistemi simili, quali per esempio 58Ni +54 Fe [6],
58Ni +58 Ni [1], 16O +154 Sm [5]; di quest’ultimo caso si riporta il grafico
della funzione di eccitazione in Fig.3.2. Si verifica invece che per reazioni tra
ioni leggeri l’effetto tunnel unidimensionale offre una descrizione in accordo
con i dati sperimentali, come si osserva in Fig.3.2 per 14N +12 C[5].
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Figura 3.1: Funzione di eccitazione teorica secondo il modello di Wong a confronto
con le sezioni d’urto sperimentali per il sistema 48Ti+58 Fe.

Figura 3.2: Sistemi a confronto: a sinistra il caso della fusione tra nuclei leggeri
14N +12 C, per i quali il modello di Wong offre una descrizione adeguata; a destra
il caso di 16O +154 Sm, per il quale vi è la sottostima delle reali sezioni d’urto ad
energie inferiori alla barriera.
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Capitolo 4

Effetto della struttura
nucleare

E’ necessaria un’analisi più accurata per comprendere le reali cause del feno-
meno dell’enhancement osservato in molti sistemi di ioni pesanti. Una delle
prime evidenze sperimentali fu lo studio delle reazioni di fusione tra vari
isotopi del nichel effettuato negli anni ’80 [1]. Le sezioni d’urto sperimentali
sono evidentemente maggiori rispetto a quelle attese dal modello unidimen-
sionale di alcuni ordini di grandezza (Fig.4.1), ma andando a confrontare
le funzioni di eccitazione dei tre sistemi presi in considerazione, tutti con
isotopi dello stesso elemento (Z = 28), si notano delle differenze relative in-
teressanti (Fig.4.2): mentre la pendenza delle curve sembra omogenea per i
sistemi simmetrici 64Ni+64Ni e 58Ni+58Ni, avviene invece che la penden-
za della funzione di eccitazione per il sistema 58Ni +64 Ni al di sotto della
barriera Coulombiana è più piccola. Un comportamento analogo lo si può
osservare nello studio delle reazioni di fusione tra ossigeno e vari isotopi del
samario [5]. Come si può vedere in Fig.4.3, per rimuovere la dipendenza del-
le sezioni d’urto dalle diverse dimensioni dei sistemi confrontati, esse sono
state normalizzate dividendole per πR2

b , con Rb che individua la posizio-
ne della barriera Coulombiana; sono inoltre state rappresentate in funzione
dell’energia nel riferimento del centro di massa in relazione all’altezza della
barriera per ciascun sistema, cioè in funzione di ECM − Vb. Ciò che si nota
è l’enhancement rispetto alla stima teorica di Wong, ma le pendenze delle
funzioni di eccitazione sperimentali dei vari sistemi sono diverse a seconda
dell’isotopo di samario utilizzato. Abbiamo quindi evidenze sperimentali
che le sezioni d’urto di fusione sotto barriera sono determinate da ulterio-
ri gradi di libertà del sistema che influenzano la dinamica della reazione.
Per comprendere meglio questo fenomeno occorre analizzare in dettaglio la
struttura dei sistemi in questione. Osservando in Fig.4.4 gli spettri speri-
mentali dei tre isotopi del samario utilizzati [5], si nota che:
- 144Sm è caratterizzato dallo stato 2+ a maggiore energia e da una forte
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Figura 4.1: Funzione di eccitazione
sperimentale e teorica prevista da Wong
a confronto per 58Ni+58 Ni.

Figura 4.2: Funzioni di eccitazione sperimen-
tali per vari isotipo del nichel.

Figura 4.3: Funzioni di eccitazio-
ne sperimentali per vari isotopi del
samario, assieme a quella teorica di
Wong rappresentata dalla linea nera
continua.

vibrazione di ottupolo, ed è un nucleo essenzialmente sferico perchè vicino
alla chiusura di una sub-shell (Z = 64, N = 82);
- 148Sm presenta una vibrazione di quadrupolo ed è un nucleo di transizione;
- 154Sm è un nucleo deformato con la banda rotazionale sullo stato fonda-
mentale.
I livelli eccitati appena descritti, diversi tra i vari isotopi a seconda della lo-
ro struttura nucleare, vanno ad influenzare la dinamica della fusione accop-
piandosi al moto relativo e aumentando le sezioni d’urto. Sono teoricamente
presenti anche stati di eccitazione non collettivi che possono influenzare la
funzione di eccitazione, ma l’accoppiamento di essi allo stato fondamentale
è in genere molto debole e dunque gli effetti sono trascurabili [5]. Quindi i
canali di reazione che si accoppiano al principale, e dunque i gradi di libertà
interni del sistema che influenzano complessivamente la reazione, sono ca-
ratteristici della struttura dei nuclei collidenti. Gli stati eccitati dipendono
da isotopo ad isotopo, e variando essi cambia di conseguenza la dinamica
effettiva della reazione.
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Figura 4.4: Primi stati eccitati
di 144Sm, 148Sm, 154Sm.

Figura 4.5: Primi sta-
ti eccitati di 48Ti e
58Fe.

4.1 La struttura nel caso 48Ti+ 58Fe

Al caso esaminato in questa tesi, costituito dal sistema 48Ti+58Fe, si appli-
cano le osservazione generali del precedente paragrafo. La funzione di ecci-
tazione sperimentale è sottostimata dalla previsione teorica, come mostrato
nel capitolo 3, poichè con il modello dell’effetto tunnel unidimensionale e
con la stima di Wong non si tiene conto dei vari modi di eccitazione che pos-
sono accoppiarsi al canale di ingresso. Gli stati che potrebbero influenzare
il meccanismo di formazione del nucleo composto sono indicati in Fig.4.5. Il
nucleo proiettile 48Ti presenta un primo livello eccitato 2+ al quale si associa
una vibrazione quadrupolare ed una transizione di tipo E2, e un secondo
livello energetico 3− che costituisce un modo vibrazionale di ottupolo con
una probabilità di transizione B(E3) ↑. Il nucleo bersaglio 58Fe presenta
anch’esso due livelli eccitati con caratteristiche simili: il primo, 2+, a cui
si associa sempre una vibrazione quadrupolare ed una transizione di tipo
E2; il secondo, 3−, a cui è associata invece una transizione di tipo E3 e
quindi una vibrazione ottupolare. Non è inoltre da escludere che si possa
verificare il trasferimento di una coppia di nucleoni (neutroni) durante la
reazione, essendo il Q-valore di questo canale di reazione positivo. A questo
punto bisogna trovare un modo efficace per tenere conto di tutti i canali di
reazione che possono influenzare le sezioni d’urto di fusione. E’ necessario
lo sviluppo di un modello adeguato che tenga conto dei vari accoppiamenti:
si tratta del modello a canali accoppiati.
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Capitolo 5

Il modello a canali accoppiati

5.1 Idea di base

Per capire cosa effettivamente succeda durante la
reazione nel momento in cui intervengono altri ca-
nali oltre a quello di ingresso, partiamo dal conside-
rare il caso più semplice in cui il moto relativo tra
i due nuclei interagisce con un canale rappresenta-

to da uno stato eccitato inelastico con Q-valore � E attraverso una forza
di accoppiamento F. Le equazioni accoppiate nella loro forma più semplice
sono:[
− h̄

2

2µ

d2

dx2
+V (x)−E

]
χ1 = F (x)χ2 ,

[
− h̄

2

2µ

d2

dx2
+V (x)−E

]
χ2 = F (x)χ1

dove χ1,2 sono le autofunzioni del moto relativo dei canali 1 e 2. Introdu-
cendo le nuove funzioni d’onda χ+ = χ1 + χ2 e χ− = χ1 − χ2 si ottengono
le corrispondenti equazioni disaccoppiate:[
− h̄

2

2µ

d2

dx2
+V (x)+F (x)−E

]
χ− = 0 ,

[
− h̄

2

2µ

d2

dx2
+V (x)−F (x)−E

]
χ+ = 0

In questo modo il coefficiente di trasmissione complessivo può essere espresso

Figura 5.1: Divisione della barriera
di potenziale in due (“split”) in ca-
so di accoppiamento di due canali di
reazione.
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Figura 5.2: Funzione di trasmissio-
ne T classica per un singolo canale di
reazione.

Figura 5.3: T classica per due canali
accoppiati: vi sono due funzioni a gra-
dino, che assumono il valore non nullo
alle energie VB − F e VB + F .

Figura 5.4: Funzione di trasmissione
T quantistica per un singolo canale di
reazione.

Figura 5.5: T quantistica per due ca-
nali accoppiati: split in due, e aumento
per E < VB .

come:

T (E) = T1 + T2 =
T+(E) + T−(E)

2

dove T+,− sono i coefficienti di trasmissione relativi ai canali disaccoppiati
+,−, che possono essere calcolati con la procedura standard prevista per
l’effetto tunnel unidimensionale. Questo risultato ha una interpretazione
semplice in termini della barriera di potenziale. Come si può vedere in
Fig.5.1, mentre in assenza di accoppiamento il flusso entrante deve inte-
ragire con un’unica barriera Coulombiana, nel momento in cui interviene
l’accoppiamento ad un secondo canale di reazione è come se essa si dividesse
in due barriere di altezza differente, ad ognuna delle quali corrispondono i
coefficienti T+ e T−: lo split in altezza è della quantità F, in eccesso o in
difetto rispetto all’altezza originaria. Ciò si traduce in un corrispondente
split della funzione di trasmissione originaria T in due: da un punto di vista
puramente classico si otterrebbero due funzioni a gradino (Fig.5.3), ma con
le correzioni quantistiche esse si smussano ottenendo il risultato mostrato in
Fig.5.5. L’effetto dell’accoppiamento è l’aumento effettivo della penetrabi-
lità ad energie inferiori alla barriera VB (ed una diminuzione corrispondente
per E > VB come conseguenza dello split). Questa è l’idea di base che
bisogna estendere ad un numero superiore di canali di reazione che posso-
no intervenire, nelle loro varie tipologie. Da un punto di vista formale in
meccanica quantistica è possibile tenere conto dell’influenza di vari canali di
reazione attraverso il cosiddetto modello “a canali accoppiati”, che conduce
alle relative “equazioni accoppiate” descritte in appendice.
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5.2 Il CCFULL

Per risolvere le equazioni a canali accoppiati in un caso generale esiste un
programma in linguaggio Fortran 77 chiamato CCFULL che permette di con-
siderare accoppiamenti di qualsiasi ordine. Non utilizza la cosiddetta linear
coupling approximation, e adotta invece l’approssimazione isocentrifuga per
ridurre le dimensioni delle equazioni come si usa di solito per reazioni di
fusione tra nuclei pesanti (vedi appendice).
Viene utilizzata la IWBC (Incoming Wave Boundary Condition) nella re-
gione interna alla barriera Coulombiana, e le equazioni accoppiate vengono
risolte con un particolare metodo numerico di Numerov, con gli elementi
della matrice nucleare determinati tramite diagonalizzazione; infine viene
calcolato un coefficiente di trasmissione (o penetrabilità) per ogni onda par-
ziale.
Il programma CCFULL utilizza un potenziale ione-ione di tipo Woods-
Saxon, e i dettagli del formalismo e degli schemi adottati per gli accoppia-
menti di tipo vibrazionale e rotazionale sono riportati in appendice. Inoltre
si può considerare un canale di trasferimento di coppie di nucleoni, cono-
scendo il Q-valore della reazione e il fattore ft che misura la forza di accop-

piamento, in modo che: Ftrans(r) = Ft
dV

(0)
N
dr .

Il programma è ottimizzato per sistemi in cui vi sono pochi canali di reazio-
ne che presentano un forte accoppiamento con lo stato fondamentale, e per
i quali il trasferimento di nucleoni ha minore importanza rispetto ai canali
anelastici. I parametri necessari per l’input vengono descritti in dettaglio
per il caso specifico in esame nel capitolo successivo.
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Capitolo 6

Confronto tra le sezioni
d’urto sperimentali e le
previsioni teoriche.

Riportiamo qui di seguito i parametri caratteristici del sistema 48Ti+ 58Fe
che costituiranno l’input per il CCFULL.

Proiettile 48Ti,
AP 48
ZP 22

rP (fm) 1.2
Bersaglio 58Fe :

AT 58
ZT 26

rT (fm) 1.2

dove AP,T indica il numero di massa, ZP,T il numero atomico, e rP,T è
un parametro radiale utilizzato nell’Hamiltoniana di accoppiamento [3].

6.1 Canali di accoppiamento

Stati eccitati dei nuclei. Si considerano qui i possibili accoppiamenti
a modi di eccitazione dei nuclei proiettile e bersaglio che possano significa-
tivamente influenzare le sezioni d’urto. Nelle tabelle che seguono E indica
l’energia di eccitazione, β il parametro di deformazione, λ la multipolarità,
e la dicitura #fononi indica il numero di fononi coinvolti. β è stato calcolato
a partire dai valori sperimentali delle probabilità di transizione in unità di

Weisskopf B(Eλ)W.u. attraverso la relazione βλ =

√
4π(2λ+1)B(Eλ)W.u.

Z(3+λ) [7].

Per il proiettile 48Ti :

• Il primo modo di eccitazione è di tipo E2 tra i livelli 0+ e 2+. L’ac-
coppiamento è di tipo vibrazionale con i seguenti parametri:

E (MeV) β λ #fononi

0.984 0.28 2 1
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• Il secondo modo di eccitazione è di tipo E3 tra i livelli 0+ e 3−.
L’accoppiamento è di tipo vibrazionale con i seguenti parametri:

E (MeV) β λ #fononi

3.359 0.19 3 1

Per il bersaglio 58Fe :

• Il primo modo di eccitazione è di tipo E2 tra i livelli 0+ e 2+. L’ac-
coppiamento è di tipo vibrazionale con i seguenti parametri:

E (MeV) β λ #fononi

0.811 0.26 2 1

• Il secondo modo di eccitazione è di tipo E3 tra i livelli 0+ e 3−.
L’accoppiamento è di tipo vibrazionale con i seguenti parametri:

E (MeV) β λ #fononi

3.861 0.19 3 1

Ci si aspetta che le vibrazioni collettive di quadrupolo a bassa energia abbia-
no un’influenza dominante rispetto a quelle ottupolari sia perché si trovano
ad energie più basse, sia perché sono accoppiate più fortemente al canale
d’ingresso. Pertanto nel seguito si é investigato in particolare l’effetto delle
vibrazioni di quadrupolo.

Trasferimento di nucleoni. E’ possibile che un canale di trasferi-
mento di una coppia di neutroni dal ferro al titanio possa influenzare la
dinamica: tale reazione presenta infatti un Q-valore positivo (1.4 MeV).
Tuttavia in prima istanza questo canale non verrà considerato, per valutare
separatamente e progressivamente gli effetti dei vari accoppiamenti. Quando
verrà incluso sarà necessario conoscere, oltre che il Q-valore, anche il fattore
di forma di accoppiamento Fr (“coupling form factor”) legato alla forza di

accoppiamento Ftrans(r) dalla relazione Ftrans(r) = Fr
dV

(0)
N
dr [3][5].

6.2 Potenziale nucleare e barriera coulombiana

I parametri del potenziale nucleare calcolati con le formule empiriche di
Akyüz-Winther [4] assumono i seguenti valori:

V0 (MeV) r0 (fm) a (fm)

69.045 1.176 0.666

dove r0 è tale che R0 =
(
r0A

1/3
P − 0.09

)
+
(
r0A

1/3 − 0.09
)
.

Da questi è possibile conoscere anche i parametri relativi alla barriera cou-
lombiana, la cui altezza e posizione sono:
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Vb (MeV) Rb (fm)

73.3 10.46

Per concludere, restano da specificare:

• il range di energie nel riferimento del centro di massa considerato
nel calcolo. Si considerano qui i seguenti valori massimi e minimi
dell’energia Emax − Emin, e DE rappresentante il passo.

Emin (MeV) Emax (MeV) DE (MeV)

60.0 85.0 0.5

• i parametri spaziali:
Rmax (fm) DR (fm)

30.0 0.05

dove Rmax rappresenta la distanza massima tra i due nuclei alla quale
vengono risolte le equazioni accoppiate, e DR è il passo relativo.

6.3 Analisi dei dati

Per i parametri appena descritti il CCFULL fornisce la funzione di eccitazio-
ne teorica rappresentata dalla curva verde a confronto con i dati sperimentali
in Fig.6.1. Si nota che essa ha un andamento che descrive in modo corretto
la dinamica del sistema per energie al di sotto della barriera coulombiana,
ma sovrastima le sezioni d’urto al di sopra di essa. Bisogna dunque tener
conto di altri gradi di libertá per migliorare l’accordo con i dati.
Consideriamo i modi di eccitazione vibrazionali e includiamo due fononi di
vibrazione nei primi modi di eccitazione di entrambi i nuclei. Mantenendo
invariati i restanti parametri, si ottiene la funzione di eccitazione teorica
individuata dalla curva blu in Fig.6.1. Si nota che la pendenza globale di
quest’ultima è più fedele a quella dei dati sperimentali rispetto al caso prece-
dente. Tuttavia essa appare globalmente traslata di una certa quantità ∆E
sovrastimando, soprattutto nella zona attorno alla barriera, le sezioni d’urto.
Ciò suggerisce la necessità di innalzare la barriera coulombiana individuata
dal parametro Vb = 73.3MeV di tale differenza ∆E, cos̀ı da ottimizzare il
fit.
Per determinare una stima di ∆E sono state considerate energie nel riferi-
mento del centro di massa attorno al valore della barriera, e si sono deter-
minate a sezioni d’urto fissate le distanze ∆E tra i dati sperimentali e la
curva teorica in blu.

σ (mb) EexpCM (MeV ) EthCM (MeV ) ∆E (MeV )

6.66 70.1 69.2 0.9
15.3 71.2 70.2 1.0
28.9 72.3 71.2 1.1
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Figura 6.1: Confronto
della funzione di eccita-
zione sperimentale con
quella teorica ottenuta
includendo un fonone di
vibrazione (curva ver-
de), e con quella ottenu-
ta considerando due fo-
noni di vibrazione (cur-
va blu).

Ne risulta che il valore medio di tale distanza è ∆E = 1MeV , e lo si
aggiunge all’altezza della barriera coulombiana imponendo Vb = 74.3MeV .
Per determinare la nuova profondità V0 del potenziale nucleare a partire dal
vincolo appena fissato è stato utilizzato un apposito programma di calcolo
che fornisce V0 = 54.6MeV , valore nettamente inferiore a quello di partenza
affinché la somma del potenziale nucleare e di quello coulombiano produca
una barriera più alta. Si è dunque effettuato nuovamente il calcolo delle
sezioni d’urto con questi nuovi parametri, ottenendo il risultato mostrato
in Fig.6.2. Seppure la curva teorica sia in accordo con i dati al di sopra
della barriera, per energie inferiori si discosta significativamente da essi e
presenta forti oscillazioni, segno che i parametri trovati non sono realistici
e che in particolare la profondità V0 del potenziale nucleare è decisamente
troppo piccola in relazione agli altri parametri R0 e a0 rimasti invariati. Si
rende necessaria una modifica della geometria di tale potenziale, in modo
da rendere la “buca” più “profonda” e più “stretta”.

Figura 6.2: Funzione di ecci-
tazione teorica (curva verde)
ottenuta dopo aver modificato
il parametro V0.
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Imponiamo un valore inferiore di r0, pari a 1.14 fm. Questo comporta una
ulteriore modifica di V0 che invece aumenta considerevolmente; la diffusività
rimane invariata. Seguono i nuovi parametri per il potenziale nucleare:

V0 (MeV) r0 (fm) a0 (fm)

82.25 1.140 0.666

Il risultato è mostrato in fig.6.3. Si osserva un notevole miglioramento del
fit dei dati sperimentali con la curva teorica (in verde).

Figura 6.3: Risultato otte-
nuto dopo la modifica del
parametro r0.

Per ottimizzare il risultato si può considerare anche il possibile effetto del
trasferimento di due neutroni dal 58Fe al 48Ti, che ha un Q-valore positivo.
Con una certa probabilità, quindi, una frazione del nuclei collidenti si tra-
sforma nel sistema 50Ti+ 56Fe andando ad influenzare le stime delle sezioni
d’urto. Seguono i parametri caratteristici:

# coppie nucleoni Q-valore (MeV) Ft (fm)

1 1.39 0.4

dove Ft, detto “coupling form factor”, è un parametro ottenuto da una ana-
lisi di sistemi simili (40Ca+ 48Ca) [8]; esso fornisce una misura dell’intensità
della forza di accoppiamento. Il risultato finale è riportato in Fig.6.4, che
mostra il fit migliore.
In sintesi:

• Proiettile 48Ti :
AP 48
ZP 22

rP (fm) 1.2

– Primo modo di eccitazione: E2 - accoppiamento vibrazionale:
E (MeV) β λ #fononi

0.984 0.28 2 2
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Figura 6.4: Funzione
di eccitazione sperimen-
tale a confronto con
quella teorica ottenuta
in ultima analisi, consi-
derando anche il trasfe-
rimento di due neutroni
dal ferro al titanio.

– Secondo modo di eccitazione: E3 - accoppiamento vibrazionale:
E (MeV) β λ #fononi

3.359 0.19 3 1

• Bersaglio 58Fe :
AT 58
ZT 26

rT (fm) 1.2

– Primo modo di eccitazione: E2 - accoppiamento vibrazionale:
E (MeV) β λ #fononi

0.811 0.26 2 2

– Secondo modo di eccitazione: E3 - accoppiamento vibrazionale:
E (MeV) β λ #fononi

3.861 0.19 3 1

• Trasferimento di neutroni:
# coppie nucleoni Q-valore (MeV) Ft (fm)

1 1.39 0.4

• Potenziale nucleare:
V0 (MeV) r0 (fm) a (fm)

82.25 1.140 0.666

• Range di energie:
Emin (MeV) Emax (MeV) DE (MeV)

60.0 85.0 0.5

• Parametri spaziali:
Rmax (fm) DR (fm)

30.0 0.05

6.4 Valutazione del risultato finale

Per rendersi conto della bontà del fit che risulta dall’ultima analisi basta
osservare la Fig.6.5 che mette a confronto le due curve teoriche ottenute
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con e senza considerare il canale di trasferimento della coppia di neutroni.
E’ evidente che nel primo caso (curva blu) l’intepolazione è migliore, in
particolare per energie attorno alla barriera. Per una valutazione meno
qualitativa della bontà del fit, si mostra in Fig.6.6 il grafico dei rapporti
tra le sezioni d’urto sperimentali e quelle previste teoricamente in funzione
dell’energia. Si trova un buon risultato: l’80% dei punti dista meno di 0.1
dal valore atteso 1 di tale rapporto, per cui si ha una buona compatibilità.

Figura 6.5: Con-
fronto tra la fun-
zione di eccitazio-
ne sperimentale e
quelle teoriche ot-
tenute consideran-
do il trasferimen-
to di due neutroni
(curva blu), o me-
no (curva verde).

Figura 6.6:
Grafico di
σth/σexp
in funzione
dell’energia
E.
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Capitolo 7

Confronto tra 48Ti + 58Fe e
58Ni + 54Fe

Finora si è visto come la struttura dei nuclei coinvolti nella fusione di
48Ti + 58Fe influenzi le sezioni d’urto, trovando un buon accordo tra la
descrizione teorica e l’enhancement osservato. Tuttavia negli ultimi anni
per alcuni sistemi simili è stato osservato un altro fenomeno: quello della
cosiddetta hindrance, ovvero della diminuzione delle sezioni d’urto misurate
rispetto a quelle previste dal modello a canali accoppiati per energie molto
basse rispetto alla barriera Coulombiana. Poiché per il sistema analizza-
to non sembrano verificarsi discrepanze rispetto alla funzione di eccitazione
prevista teoricamente, possiamo concludere che nell’intervallo di energia co-
perto dall’esperimento la hindrance non viene osservata.
Il contrario avviene per il sistema simile 58Ni+ 54Fe studiato di recente [6],
dove invece si osserva il fenomeno per E < VB. Dunque si vuole capire a
cosa sia dovuta la hindrance e quando si manifesta in relazione alla strut-
tura intrinseca del sistema. Si può fare ciò mettendo a confronto il sistema
analizzato con 58Ni+54 Fe, scelto perchè i due nuclei, pur essendo vicini a
48Ti e 58Fe nella carta dei nuclidi, hanno una diversa struttura nucleare a
bassa energia di eccitazione come si nota in Fig.7.1. Entrambi presentano

58Ni 
0+ 

2+ 1454 

β=0.18	  

58Fe 

0+ 

2+ 811 

β=0.26	  

54Fe 
0+ 

2+ 1408 

β=0.19	  

48Ti 

0+ 

2+ 984 

β=0.27	  
Figura 7.1: Stati eccitati dei
due sistemi a confronto.
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un primo livello eccitato 2+ al quale si associa una vibrazione quadrupolare
di tipo E2, con i valori dei parametri di deformazione β e delle energie ri-
spetto allo stato fondamentale 0+ riportati in figura. La differenza consiste
proprio in queste ultime, essendo gli stati eccitati di 48Ti e 58Fe più bassi
in energia rispetto a quelli di 54Fe e 58Ni. Questi ultimi due nuclei, infatti,
hanno una shell chiusa (di neutroni e protoni rispettivamente), per cui sono
rigidi. Al contrario 48Ti e 58Fe sono nuclei con shell aperte e le vibrazioni
quadrupolari di bassa energia sono molto piu’ forti.

7.1 Le funzioni di eccitazione sperimentali

Il primo confronto che si può effettuare è quello tra le funzioni di eccitazione
misurate per i due sistemi. Già dalla figura 7.2, in cui sull’asse delle ascis-
se si riportano le energie nel centro di massa normalizzate a Vb (barriera
Coulombiana ricavata dalle stime di Akyüz-Winter) , si può vedere che la
probabilità di fusione per 48Ti+58 Fe ad energie sotto barriera è maggiore
rispetto a 58Ni+54 Fe.

Figura 7.2: Fun-
zioni di eccitazione
sperimentali dei si-
stemi 48Ti + 58Fe
(in rosso) e 58Ni+
54Fe (in verde) a
confronto.

7.2 La derivata logaritmica e il fattore S

Un confronto meno qualitativo si può effettuare utilizzando la derivata lo-
garitmica

L(E) =
d[ln(Eσ)]

dE
=

1

Eσ

d(Eσ)

dE
delle funzioni di eccitazione sperimentali pesate con le relative energie nel
centro di massa. Consideriamo inoltre il fattore astrofisico

S(E) = Eσe2πη
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con η = Z1Z2e2

h̄v parametro di Sommerfeld e v velocità del fascio incidente [9].
Il fattore S cresce rapidamente al diminuire dell’energia, e si può dimostrare
che la sua derivata prima è in relazione con la derivata logaritmica L(E),
cioè:

dS

dE
= S(E)

[
L(E)− πη

E

]
.

S presenta quindi un massimo quando la derivata logaritmica assume il
valore

LCS(E) =
πη

E
.

Nel caso in cui L(E) raggiunga LCS(E) intersecandola, l’energia alla quale
L(E) = LCS(E) è normalmente considerata la soglia per la hindrance. In
corrispondenza di essa il fattore S mostrerà un massimo.
Si mostrano ora a confronto i grafici di L(E) e del fattore S ricavati per i
due sistemi a partire dai dati sperimentali. Nel grafico della derivata loga-

Figura 7.3: De-

rivata logaritmica

per i due sistemi
48Ti+ 58Fe (in

rosso) e 58Ni+ 54Fe

(in verde), a con-

fronto con LCS (vedi

testo).

ritmica (Fig.7.3)si nota che, mentre per il sistema 58Ni+ 54Fe vi è l’inter-
sezione con LCS , per 48Ti+ 58Fe questo non accade perché i punti di L(E)
rimangono sempre sotto LCS . Queste osservazioni vengono confermate dal
grafico del fattore S (Fig.7.4): mentre per 58Ni+ 54Fe vi è un massimo, per
48Ti+ 58Fe invece il fattore S non ne ha alcuno, per cui non vi è evidenza
di hindrance. Dunque ci si chiede dove sia in quest’ultimo caso la hindrance:
se la formazione di nucleo composto ha un Q-valore Qfus < 0 come in questi
casi, allora la hindrance si deve prima o poi ragionevolmente manifestare,
per il semplice fatto che all’energia E = −Qfus la sezione d’urto di fusione
si annulla; perciò se il fattore S di 48Ti+ 58Fe cresce al diminuire dell’ener-
gia prima o poi dovrà avere un massimo, per poi decrescere fino a zero. Il
problema è cercare dove tale massimo si verificherà: ci aspettiamo che sia
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ad energie inferiori al range in cui sono state effettuate le misure (di molto
inferiori rispetto alla barriera Coulombiana).

Figura 7.4: Fat-

tore S astrofisico

per i due sistemi
48Ti+ 58Fe (in

rosso) e 58Ni+ 54Fe

(in verde).

7.3 Conclusioni

In questo lavoro di tesi è stato raggiunto l’obiettivo di verificare l’accordo
dei dati sperimentali del sistema 48Ti+ 58Fe con le previsioni del modello a
canali accoppiati, mostrando il ruolo fondamentale della struttura dei nuclei
interagenti nel loro processo di fusione. E’ stata messa in evidenza l’influen-
za dominante delle vibrazioni collettive di quadrupolo a bassa energia nei
due nuclei, cos̀ı come quella meno importante degli stati di ottupolo che si
trovano ad energie più elevate. L’accordo con il modello a canali accoppiati
con l’uso di un potenziale di tipo Woods-Saxon indica che non si verifica il
fenomeno della hindrance nell’intervallo di energie coperto dall’esperimento.
Questa conclusione è confermata dall’analisi della derivata logaritmica della
funzione di eccitazione e del fattore astrofisico S: la prima sembra infatti
saturare alle energie più basse e non raggiunge LCS , e di conseguenza il
fattore S continua ad aumentare per energie decrescenti e non mostra alcun
massimo.
In questa tesi si è anche realizzato un confronto con il sistema 58Ni+ 54Fe.
In questo caso, ove nuclei dalla struttura diversa (molto più rigida) sono
coinvolti, le sezioni d’urto di fusione sono più piccole sotto barriera, la de-
rivata logaritmica è più grande e si forma un massimo del fattore S. La
hindrance è quindi chiaramente osservata nell’intervallo di energia di quel-
l’esperimento.
Per tenere conto della hindrance nelle previsioni teoriche delle funzioni di ec-
citazione sarebbe probabilmente necessario utilizzare un potenziale ione-ione
di forma diversa da quella del Woods-Saxon a piccole distanze relative.
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Appendice A

Le equazioni a canali
accoppiati

Si parte dal considerare un processo di collisione tra due nuclei in cui il
moto relativo, parametrizzato dalla coordinata r, si accoppia ad un grado
di libertà intrinseco del sistema individuato dal parametro ξ. Dette H0(ξ)
e Vcoupl(r, ξ) rispettivamente l’Hamiltoniana intrinseca e di accoppiamento,
si può associare al sistema l’Hamiltoniana:

H(r, ξ) = − h̄
2

2µ
∇2 + V (r) +H0(ξ) + Vcoupl(r, ξ) (A.1)

A questo punto si possono effettuare le seguenti operazioni:

• espandere l’Hamiltoniana di accoppiamento in multipoli come Vcoupl =∑
λ>0 fλ(r)Yλ(r) · Tλ(ξ), dove Yλ(r) sono le armoniche sferiche e Tλ(ξ)

tensori sferici;

• definite le funzioni d’onda per ogni canale di reazione uJn, con J mo-
mento angolare totale fissato assieme alla sua terza componente M e
n che denota il canale n-esimo, espandere la funzione d’onda totale

ψJ(r, ξ) nella base da esse costituita: ψJ(r, ξ) =
∑
n cn(r, ξ)u

J
n(r)
r .

In questo modo a partire dalla (A.1) si ottengono le equazioni a canali
accoppiati in coordinate sferiche:[
− h̄

2

2µ

d2

dr2
+
h̄2ln(ln + 1)

2µr2
+V (r)−E+εn

]
un(r)+

∑
m

Vnm(r)um(r) = 0 (A.2)

dove µ è la massa ridotta del sistema, ln il momento angolare orbitale del ca-
nale n-esimo, E è l’energia del canale principale “in ingresso” nel riferimento
del centro di massa, εn è l’n-esima autoenergia relativa alle funzioni d’onda
associate ai gradi di libertà intrinseci del sistema (tali che H0(ξ)ϕn(ξ) =
εnϕn(ξ)), e Vnm sono gli elementi della matrice di accoppiamento. Queste
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equazioni possono essere risolte applicando la IWBC già citata nella sotto-
sezione (2.2.1) ottenendo i coefficienti di trasmissione T Jnm, la penetrabilità
della barriera Coulombiana come PJ(E) =

∑
n |T Jnm|2, e dunque la corrispon-

dente sezione d’urto di fusione sarà data da σfus = π
k2
∑
J(2J + 1)PJ(E) (Si

assume che lo stato iniziale intrinseco abbia spin nullo).

A.1 L’approssimazione isocentrifuga

Il numero di equazioni a canali accoppiati come appena dedotte è tuttavia
troppo elevato per un utilizzo pratico, rendendone la soluzione piuttosto ar-
dua. Per questo si adotta spesso la cosiddetta approssimazione isocentrifuga,
nota anche come “no-Coriolis approximation” o “rotating-frame approxima-
tion”. Essa consiste nel sostituire il momento angolare orbitale ln di ciascun
canale con il momento angolare totale J, in modo che:

h̄2ln(ln + 1)

2µr2
≈ h̄2J(J + 1)

2µr2
(A.3)

e assumendo cos̀ı che le variazioni del momento angolare orbitale a causa
dell’eccitazione dei gradi di libertà intriseci del sistema siano trascurabili.
In questo modo, sostituendo la (A.3) nella (A.2), si ottendono le equazioni
ridotte, equivalenti alle originarie con un moto intrinseco avente spin zero;
esse sono di numero inferiore e più semplici da risolvere. Tale approssima-
zione è valida per le reazioni di fusione tra ioni pesanti, per le quali è stata
verificata essere attendibile [5].

A.2 Accoppiamento vibrazionale

Si vuole ora considerare l’accoppiamento del moto relativo alle vibrazio-
ni multipolari (2λ-polari) delle superfici dei nuclei. Esse si traducono co-
me risaputo nel passaggio dal raggio RT della superficie sferica rigida alla
parametrizzazione

R(θ, φ) = RT

(
1 +

∑
µ

αλµY
∗
λµ(θ, φ)

)
.

Per le multipolarità più basse le vibrazioni superficiali sono approssimabili
a quelle di un oscillatore armonico, di cui è nota l’Hamiltoniana:

H0 = h̄ω

(∑
µ

a†λµaλµ +
2λ+ 1

2

)

con a†λµ e aλµ operatori rispettivamente di creazione e distruzione, ai quali
le coordinate superficiali αλµ sono strettamente collegate [5]. Ora si voglio-
no ricavare le componenti nucleare e Coulombiana della matrice di accop-
piamento. Per quanto riguarda l’interazione nucleare, essa è funzione della
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distanza tra le superfici vibranti; inoltre per piccole oscillazioni tale funzione
si può espandere nella base degli αλµ e considerare solo la parte lineare:

V (N)(r, αλµ) = VN

(
r−RT

∑
µ

αλµY
∗
λµ(r)

)
≈ VN (r)−RT

dVN (r)

dr

∑
µ

αλµY
∗
λµ(r)

Tale approssimazione è detta “dell’accoppiamento lineare” (linear coupling
approximation). Per la componente Coulombiana invece si parte dal po-
tenziale tra il proiettile sferico e il bersaglio vibrante (o viceversa) VC(r) =∫
dr′ZPZT e

2

|r−r′| ρT (r′), per ottenere un’espressione del tipo:

V (C)(r) =
ZPZT e

2

r
+ U(r)

dove la complicata espressione di U(r) comprende la dipendenza dalle ar-
moniche sferiche e dagli operatori di multipolo elettrico Qλµ. In definitiva
si ottiene come Hamiltoniana di accoppiamento:

Vcoupl(r, αλ) = fλ(r)
∑
µ

αλµY
∗
λµ(r) (A.4)

dove fλ(r) è il cosiddetto “coupling form factor”, proporzionale alla for-
za di accoppiamento. Usando l’approssimazione isocentrifuga si ottiene la
seguente espressione per Vcoupl:

Vcoupl =

√
2λ+ 1

4π
fλ(r)αλ0 =

βλ√
4π
fλ(r)

(
a†λ0 + aλ0

)
(A.5)

dove i βλ sono i parametri di deformazione che si possono ricavare dalle
stime sperimentali delle probabilità di transizione B(Eλ) (come si vedrà in
seguito). Si possono considerare anche accoppiamenti a stati a multifononi,
e calcolare di conseguenza la più complicata matrice di accoppiamento.

A.3 Accoppiamento rotazionale

Consideriamo qui il caso dell’accoppiamento alla banda rotazionale ad ener-
gia più bassa di un nucleo deformato. In generale, a seconda delle multipo-
larità in gioco, l’Hamiltoniana di accoppiamento assumerà nel riferimento
rotante la forma:

Vcoupl =
∑
λµ

cλµfλ(r)βλYλµ(θ) (A.6)

Esplicitandola nel caso comune della deformazione di quadrupolo (λ = 2),
assumerà ad esempio la forma V λ=2

coupl(r, θ) = f2(r)β2Y20(θ).
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A.4 Accoppiamento di ordine qualsiasi

In generale, per studiare l’accoppiamento di qualsiasi tipo e di qualsiasi or-
dine, si introduce al posto del raggio nucleare R0 che subisce la deformazione
l’operatore dinamico

R0 + Ô.

Esso viene inserito nel potenziale di Woods-Saxon e ottenendo cos̀ı un’e-
spressione del tipo

VNR, Ô = − V0

1 + e
r−R0−Ô

a

.

L’operatore Ô si esprime in modo diverso a seconda che l’accoppiamento sia

di tipo vibrazionale o rotazionale: nel primo caso si ha Ô = βλ
4πRT

(
a†λ0+aλ0

)
,

mentre nel secondo β2RTY20(θ) + β4RTY40(θ) (vedi esempio del paragrafo
precedente). Partendo da queste considerazioni si può ricavare la parte nu-
cleare dell’Hamiltoniana di accoppiamento trovando autovalori e autovettori
della matrice Ô, diagonalizzandola numericamente e infine valutandone i vari
elementi come:

V
(N)
NM = 〈n | VN (r, Ô) | n〉 − VN (r)δn,m.

La soluzione del problema può essere ottenuta numericamente, e un pro-
gramma in grado di effettuare tali operazioni, che utilizza lo schema appena
descritto e che è stato utilizzato in questa tesi è il cosiddetto CCFULL.
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