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Abstract 

 

The main goal of the current research is to study the dynamic behaviour of the curved cable‐stayed 

bridge  constructed  in Prague by  full‐scale  testing  and analytical models,  through which  the  traffic 

flow vibration has been studied. 

The finite element method with the Software Straus 7 has been employed  in this study to obtain a 

three‐dimensional numerical model for the bridge system and it  is validated by a direct comparison 

with  acceleration  and  displacement’s  measurements.  The  developed  three‐dimensional  finite 

element model of the bridge has achieved a good correlation with the measured natural frequencies 

and mode shapes identified from field ambient vibration tests. 

Comparison of test results and free vibration analyses shows that modelling of the deck end fixity is 

an  important  factor, while  correct modelling  of  stay  cables  and  stress‐stiffening  effects  is  not  so 

important except for identifying cable modes with weak superstructure interaction. 

The calibrate model is used for the simulation of a cable break and for the roadway traffic. 

Moving vehicle loads can induce significant dynamic effects on the structural behaviours of bridges, 

especially for long‐span bridges.  

The bridge‐vehicle  interaction  is affected by many  factors. The current  study has been  focused on 

such factors as: vehicle speed, vehicle damping ratio, multiple traffic lanes, mass ratio of vehicle and 

bridge, and dynamic characteristics of bridge. 

The dynamic characteristics of a box‐girder bridge, including its natural frequencies, vibration mode 

shapes, and mechanical damping properties’ are  important factors which can significantly affect  its 

stability behavior under traffic loads. 
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Introduction 

 

Civil  infrastructures serve as the underpinnings of our present highly  industrialized society.    It  is an 

important  issue  how  to monitor  these widely  used  infrastructures  in  order  to  prevent  potential 

catastrophic events. 

Empirical  dynamic  analysis  and  permanent monitoring  are  really  useful  instruments  for  a  proper 

evaluation of the real dynamic behavior of civil engineering structures and, therefore, to obtain an 

efficient structural modeling and a reliable evaluation of seismic forces. 

Bridges, a type of important civil infrastructures, are normally designed to have long life span. Service 

loads, environmental and accidental actions may cause damage to bridges.  

Continuous health monitoring or regular condition assessment of  important bridges  is necessary so 

that early identification and localization of any potential damage can be made. 

The  increasing popularity of cable‐stayed bridges are attributed to the appealing aesthetics, the full 

and efficient utilization of structural materials,  the  increased stiffness over suspension bridges and 

the relatively small size of the bridge elements. They are normally sensitive to dynamic loadings such 

as earthquakes, winds and vehicles.  

The health monitoring and condition assessment of large span cable‐stayed bridges is a crucial issue 

to  ensure  safety  during  the  bridge  service  life.  One  way  to  carry  out  the  health monitoring  or 

structural assessment  is  through changes  in vibration characteristics  (natural  frequencies, damping 

ratios, and mode shapes) of bridges. 

Due to the structural complexity of large span cable‐stayed bridges, the finite element (FE) method is 

currently  a  common  way  to  perform  the  modal  analysis  and  dynamic  response  analysis  under 

earthquake, wind and vehicle  loadings. Starting from the knowledge of the structure geometry, the 

boundary  conditions  and material  properties,  the mass,  stiffness  and  damping  distribution  of  the 

structure are expressed in a matrix form. 

To  identify  changes  in  the  dynamic  characteristics  of  a  bridge,  a  baseline  finite  element  is  often 

required. Bridge health can be monitored or assessed when the baseline model is compared against 

a  finite  element model  of  the  updated  bridge.  However,  the  success  of  finite  element method 

application strongly depends on the reliability of the model since many simplifying assumptions are 

made in modeling the complicated structures, and there are many uncertainties in the material and 

geometric properties. The calculated results are often questionable if the finite element model is not 

properly validated by the field test results. 
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There are three main types of bridge dynamic tests: forced vibration tests; free vibration tests; and 

ambient vibration tests.  

In the forced vibration method, the bridge is excited by artificial means and correlated input ‐ output 

measurements are performed.  In the case of  large and flexible bridges,  like cable‐stayed bridges,  it 

often  requires  very  heavy  equipment  and  involves  significant  resources  to  provide  controlled 

excitation at sufficiently high levels, which becomes difficult and costly.  

Free  vibration  tests  of  bridges  is  carried  out  by  a  sudden  release  of  a  heavy  load  or  mass 

appropriately connected to the bridge deck. Both forced and free vibration tests, however, need an 

artificial means to excite the bridge, additionally traffic has to be shut down during the tests. 

Ambient vibration  tests have an advantage of being  inexpensive  since no equipment  is needed  to 

excite the bridge. It corresponds to the real operating condition of the bridge. The service state need 

not have  to be  interrupted  to use  this  technique. Ambient  vibration  tests have been  successfully 

applied  to  several  large  scale  cable‐supported  bridges.  In  case  of  ambient  vibration  tests,  only 

response data are measured while actual loading conditions are not measured. 

An  initial  full  three‐dimensional  finite element model of  the  cable‐stayed bridge  is  first  conceived 

according to the original blue prints. 

The initial finite element model is then verified with the field test results in terms of frequencies and 

mode shapes. 

The  finite element method has been employed  in  this  study  to obtain an analytical model  for  the 

bridge and vehicle systems. Both the natural frequencies and the dynamic response of the box‐girder 

bridge will be assessed using this analytical model. 
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1. GENERAL CHARACTERISTICS OF BRIDGES 

A bridge can be categorized by what it is designed to carry, such as trains, pedestrian or road traffic, 

a pipeline or waterway for water transport or large traffic.  

 

1.1  Cable stayed bridge 

A  cable‐stayed  bridge  is  a  bridge  that  consists  of  one  or more  columns  (normally  referred  to  as 

towers or pylons), with cables supporting the bridge deck. 

There are two major classes of cable‐stayed bridges:  

 in a harp design, the cables are made nearly parallel by attaching them to various points on 

the  tower  so  that  the  height  of  attachment  of  each  cable  on  the  tower  is  similar  to  the 

distance from the tower along the roadway to its lower attachment;  

 in a fan design, the cables all connect to or pass over the top of the tower. 

Compared to other bridge types, the cable‐stayed  is optimal for spans  longer than typically seen  in 

cantilever bridges, and shorter than those typically requiring a suspension bridge. This is the range in 

which cantilever spans would rapidly grow heavier if they were lengthened, and in which suspension 

cabling does not get more economical, were the span to be shortened. 

A multiple‐tower cable‐stayed bridge may appear similar to a suspension bridge, but  in fact  is very 

different in principle and in the method of construction. In the suspension bridge, a large cable hangs 

between  two  towers,  and  is  fastened  at  each  end  to  anchorages  in  the  ground  or  to  a massive 

structure. These cables form the primary load‐bearing structure for the bridge deck. Before the deck 

is installed, the cables are under tension from only their own weight. Smaller cables or rods are then 

suspended from the main cable, and used to support the  load of the bridge deck, which  is  lifted  in 

sections and attached to the suspender cables. As this is done the tension in the cables increases, as 

it does with the live load of vehicles or persons crossing the bridge. The tension on the cables must 

be transferred to the earth by the anchorages, which are sometimes difficult to construct owing to 

poor soil conditions. 

In  the  cable‐stayed  bridge,  the  towers  form  the  primary  load‐bearing  structure.  A  cantilever 

approach is often used for support of the bridge deck near the towers, but areas further from them 

are supported by cables running directly to the towers. This has the disadvantage, compared to the 

suspension bridge, of the cables pulling to the sides as opposed to directly up, requiring the bridge 

deck to be stronger to resist the resulting horizontal compression loads; but has the advantage of not 

requiring  firm anchorages  to  resist a horizontal pull of  the  cables, as  in  the  suspension bridge. All 
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static  horizontal  forces  are  balanced  so  that  the  supporting  tower  does  not  tend  to  tilt  or  slide, 

needing only to resist such forces from the live loads. 

Key advantages of the cable‐stayed form are as follows: 

 much greater stiffness than the suspension bridge, so that deformations of the deck under 

live loads are reduced; 

 can be constructed by cantilevering out from the tower  ‐ the cables act both as temporary 

and permanent supports to the bridge deck; 

 for a symmetrical bridge (i.e. spans on either side of the tower are the same), the horizontal 

forces balance and large ground anchorages are not required. 

 

1.2    Bridge monitoring 

There are several methods used to monitor the stress on large structures like bridges.  

The most common method is the use of an accelerometer, which is integrated into the bridge while it 

is being built. This technology is used for long‐term surveillance of the bridge.  

Another  option  for  structural‐integrity  monitoring  is  "non‐contact  monitoring",  which  uses  the 

Doppler effect (Doppler shift). A laser beam from a Laser Doppler Vibrometer is directed at the point 

of  interest, and  the vibration amplitude and  frequency are extracted  from  the Doppler shift of  the 

laser beam  frequency due  to  the motion of  the surface. The advantage of  this method  is  that  the 

setup  time  for  the  equipment  is  faster  and,  unlike  an  accelerometer,  this makes measurements 

possible on multiple structures in as short a time as possible. Additionally, this method can measure 

specific points on a bridge that might be difficult to access. 
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2. LOCATION OF THE BRIDGE 

The bridge studied  is situated  in the East part of the river Moldava of Prague  in Czech Republic;  in 

particular it is placed along the highway E55 Jizni Spojka over the railway station. 

 

Fig. 1 ‐ Location of the bridge in Czech Republic 

 

 

Fig. 2 ‐ Prague's map 

 

Lanovy Most  is one of the most  important and busiest bridges for traffic  in the Capital,  it  is part of 

the  South  clutch  on  a  street  circuit  and  converts  traffic  across  the  railway  line  Prague  ‐  Czech 
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Fig. 5 ‐ Track's shape of the bridge 
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3. BRIDGE’S DESCRIPTION 

Most parts of the bridge were designed by George Stráský,  Ilja thick, Slavomir Kolčava  in the years 

1991 ‐ 1993. The bridge was opened to the traffic in December 1997.  

“Beam bridges” are composed by horizontal beams supported at each end by substructure units and 

can be either simply supported, when  the beams only connect across a single span, or continuous 

supported, when  the  beams  are  connected  across  two  or more  spans. When  there  are multiple 

spans, the intermediate supports are known as piers. 

The bridge inspected has a single continuous span, single and double bearings on the piers and at the 

end the span is suspended by cables fixed at the top of one tower. The tower and the relative cables 

are situated in the middle of the roadway into two lines in both sides.  

 

Fig. 6 ‐ Center of the roadway 

 

The  span  consists  of  a  series  of  longitudinal  box  girders,  floor  beams,  and  a  concrete  deck with 

transverse beams. 

Cable‐stayed  bridges,  like  suspension  bridges,  are  held  up  by  cables. However,  in  a  cable‐stayed 

bridge, less cables are required and the towers holding the cables are proportionately shorter. 
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Fig. 7 ‐ Bridge's view 

 

 

Fig. 8 ‐ Photos' view 

 

In  the  following pictures are presented different views of  the bridge  from all around  the highway 

junction. 
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Fig. 9 ‐ Photo from corner  1 

 

 

 

Fig. 10 ‐ Photo from corner 2 
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 Cross section 

The cross section is composed by concrete slabs to create a rigid box with torsional stiffness. In the 

middle of the section there are two beams, introduced to increase the rigidity of the section. 

 

Fig. 13 ‐ Particular of the concrete box section 

 

 

 

Fig. 14 ‐ Cross section 

 

In  the  following  figure  the schematization of  the cross section  is  reported with all  the  information 

about area, perimeter and moments of inertia 
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 Pylon 

The pylon is situated in the middle of the roadway and on the top it is characterized by two rows of 

cables in both sides. 

 

Fig. 17 ‐ Top of the pylon 

 

The  position  of  the  pylon  is  in  the  center  of  gravity    of  the  cross  section,  so  the  deck  has  to  be 

characterized  by  high  torsional  stiffness  and  it  is  necessary  to  insert  a  traffic  island  to  divide  the 

roadways. 

From the bottom to the top the tower  is composed by four parts with different peculiarities about 

the geometry and  the material.  In  the  following  figures, drawings and properties of each part are 

reported. 
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Fig. 19 ‐ Blueprint of the third part of the pylon 

 

 

 

Fig. 20 ‐ Blueprint of the forth part of the pylon 
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 Cables 

The cable  is considered to have no stiffness  in compression. An  initial stress  is applied to the cable 

elements to provide the necessary pretension that keeps the deck from sagging under the dead load. 

 

Fig. 21 ‐ Cables connection to the deck 

 

 Bearings 

The figure below shows the two different kinds of pier with the corresponding bearings.  
 

 

Fig. 22 ‐ Simple and double bearings 
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1. FINITE ELEMENT MODELING OF THE BRIDGE 

In  general,  the modal  analysis  procedure  for more  complicated  structures  includes  analytical  and 

experimental modal  analysis. Analytical modal  analysis  is  the process of determining  the dynamic 

properties of a structure based on the free vibration solution of the equations of motion.  

The finite element (FE) method is currently a common way to perform an analytical modal analysis of 

cable‐stayed bridges, starting from the knowledge of the structural geometry, boundary conditions 

and material properties. 

Contemporary cable‐stayed bridges are complex, efficient and aesthetically pleasing structures which 

are appearing in various exotic forms. They involve a variety of decks, towers and stay cables that are 

connected  together  in different ways. To reduce  the degrees of  freedom and simplify  the dynamic 

analysis,  several  simplified  three‐dimensional  finite  element models  of  cable‐stayed  bridges were 

developed using elastic beam elements  to model  the  towers and  the deck, and  truss elements  to 

model the cables.  

 

1.1 Simplified 3D finite element models of cable‐stayed bridges 

The  single‐girder  (spine) model  is probably  the earliest  three‐dimensional  finite element model of 

cable‐stayed  bridges  in  structural  dynamics.  The  bridge  deck was modeled  using  a  single  central 

spine with offset rigid links to accommodate cable anchor points. The deck stiffness was assigned to 

the spine, and mass (translational and rotational) was assigned to the spine nodes. 

This simplified model neglects the floor beam stiffness and girder warping, so it is suitable for a box 

section girder with relatively large pure torsional stiffness but small warping stiffness. 

The double‐girder beam element model consists of two girders  located  in each cable plane coupled 

to  floor  beams.  This model may  include  part  of  torsional  stiffness  through  the  opposite  vertical 

bending of the two girders. 

The modeling of a deck system is relatively ambiguous by using simplified beam element models.  

The  adequacy  of  the  simplified models  is  particularly  questionable when  representing  the  bridge 

deck system  in  the  lateral and  torsional vibration. The  lateral vibration modes may be distorted  to 

some extent if the deck stiffness equivalence is treated improperly.  

To  represent  the bridge dynamic behavior well,  instead of  simplified beam element models, a  full 

three‐dimensional  finite  element model  is  required with  several  types  of  elements  such  as  beam 

elements,  truss  elements,  shell  elements,  solid  elements  and  link  elements  representing different 

components of cable‐stayed bridges. 
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1.2 Full 3D finite element modeling of cable‐stayed bridges 

Creating a good three‐dimensional dynamic finite element model for cable‐stayed bridges  is not an 

easy task. Many different modeling strategies (which element types, how many degrees of freedom, 

etc.) are possible; the choice of strategy depends on the skill and experience of the analyst and on 

the  intended application of  the model. The baseline  finite element model  for  structural dynamics 

needs an accurate representation of the bridge dynamic behavior. 

The geometry and member details of the model are based on the design information and design blue 

prints of the bridge. The main structural members are composed of stay cables, girders, floor beams, 

concrete slab and towers, all of which are discretized by different finite element types. 

No bending stiffness is included, whereas the pre‐tensions of the cables can be incorporated by the 

initial strains of the element. The stress‐stiffening capability is needed for analysis of structures with 

a  low or non existing bending  stiffness as  is  the case with  cables. The  cable  sagging effect can be 

considered with the stress‐stiffening capability. 

 

1.3 Initial equilibrium configuration 

One of the important features of a large span cable‐stayed bridge is that the dead load (self weight) 

is often dominant. The pre‐tensions  in  the stay cables control  the  internal  force distribution  in  the 

deck and towers as well as the bridge alignment. The initial equilibrium configuration of cable‐stayed 

bridges is therefore the equilibrium position due to dead load and tension forces in the stay cables. 

The initial equilibrium configuration is important in cable‐stayed bridges since it is a starting position 

to perform the succeeding analysis. 

Inspection  of  the  initial  equilibrium  configuration  of  the  cable‐stayed  bridge  obtained  from  both 

small deflection and  large deflection analysis demonstrates  that  the deflection and member  force 

differences are small.  It  is again verified  that  the small deflection analysis can be used  to calculate 

the  static  initial  equilibrium  configuration  of  large  span  cable‐stayed  bridges. However,  the  static 

analysis of cable‐stayed bridges  is always a geometrical analysis due to the pre‐tensions  in the stay 

cables. 

Base on previous  research and static analysis of  the bridge,  three 3‐dimensional numerical models 

are created using Straus 7. 
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2. TYPE OF ELEMENTS IN THE MODELS 

The finite element mesh is divided into five element groups: 

 Group 1: Concrete deck, modeled using 4‐nodes  shell elements  in  the  “plates model” and 

beam elements in the other two models.  

 Group 2: Tower, modeled using a sequence of beam elements.  

 Group 4: Transverse box girders, modeled composing different types of shell elements in the    

“plates model”. 

 Group  5:  Cables, modeled  using  truss  elements with  specified  initial  stress;  each  cable  is 

modeled with one truss element, to avoid cable vibration modes  in the response spectrum 

analysis.  

 

2.1 Plate elements 

Plate is a generic name for a group of two‐dimensional surface elements, that include the three and 

six node triangular elements, and four, eight and nine node quadrilateral elements. These elements 

can be used for plane stress and plane strain analysis, axial‐symmetric solid problems, plate and shell 

analysis, as shear panels, 3D membranes and  for heat  flow analysis. The  following table shows the 

way in which plate elements may be used in Strand7. 

 

Tab. 1 ‐ Types of plate elements 

 

 

 

Fig. 23 ‐ 4 nodes quadrilateral element 
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A plate element will account for bending with transverse shear effects in thick plates and rotational 

drilling degrees of  freedom.  It  is  important to note that these  formulations are not coupled during 

the  initial  analysis.  The  stiffness  matrix  for  each  formulation  is  computed  separately  in  local 

coordinate space. The two formulations are assembled into a total 6 degree of freedom (d.o.f) global 

element matrix. Once assembled  into the global element matrix, the element  is combined  into the 

total  structural  stiffness matrix. Membrane and bending  coupling  is achieved with  the addition of 

geometric  stiffness  terms  in  the overall  stiffness matrix. The additional  stiffness  terms  result  from 

membrane  strains which are calculated during  the  initial analysis. Once  the membrane  strains are 

found  the  element  stiffness  is  automatically  updated  to  account  for  the  extra  stiffness  terms 

resulting from membrane strains. 

Plate  elements  have  their  own  local  coordinate  systems.  The  local  system  has  its  origin  at  the 

centroid of the plate. The local x‐axis is parallel to and in the direction of a vector from the first node 

to the second. The y‐axis is perpendicular to the x‐axis and in the plane of the plate. Note the right‐

hand  rule where  the  local  z‐axis  points  out  of  the  plane  defined  by  the  counter‐clockwise  node 

ordering. The picture below clarifies this, using a triangular plate element as an example. 

 

Fig. 24 ‐ Local coordinates system of a plate element 

 

For plate elements, the local systems are used for directing pressure loads. Local forces and stresses 

are also reported in these directions.  

It  is  the  only  plate  element  that  permits  out  of  plane  displacements  associated  with  bending 

behavior, see the figure below.  

 

Fig. 25 ‐ Plates displacements 
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The  following  table  summarizes  the  different  types  of  plate  elements  and  the  available material 

models for each type. 
 

 

Tab. 2 ‐ Available material models 

 

For all the plates an isotropic material is chosen; an isotropic material has the same elastic modules 

in all directions.  

 

2.2 Beam elements 

Beam  is  a  generic  name  for  a  group  of  one‐dimensional  or  line  elements  that  are  all  connected 

between two nodes at their ends and the single dimension is length.  

The  conventional beam element has  six degrees of  freedom at each node:  three  translations and 

three  rotations.  The  beam  carries  axial  force,  torque,  shear  forces  and  bending moments  in  its 

principal planes.  

 

Fig. 26 ‐ Beam forces associated with d.o.f 
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The undeformed element is a straight line between the two nodes to which it is connected.  

For slender beams all the transverse deflection is due to bending and Engineers Theory of Bending is 

used to determine the stiffness matrix.  

For deep beams there can be additional linear transverse deflection and Timoshenko beam theory is 

used. The axial deformation and the twist are linear along the beam.  

The beam element  requires  the  selection of  two nodes as  the end nodes. An optional  third node 

called the Reference Node may also be specified. The reference node is only used for the definition 

of  the principal axis direction on  the beam. A beam without a  reference node  is  called Beam2  in 

Strand7; a beam with a reference node is called a Beam3. 

The  beam  element  is  defined  by  nodes N1  and N2  as  shown  in  Fig.  27  and  this  also  defines  the 

principal coordinate system. The axis system  is used to define section properties and to define the 

force, moment, stress and strain results. 

 

Fig. 27 ‐ Principal coordinate system of a beam 

 

For a beam with a reference node, the principal axis system, shown in Fig. 27, is defined as follows: 

 3rd axis is directed from node N1 to node N2. 

 2nd  axis is normal  to  the  3rd  axis  and  lies  in  the plane  formed by nodes N1, N2  and  the 

reference node Ref N. It is positive towards the side on which node Ref N lies. 

 1st axis completes the right‐hand axis system. 

If none method is used to align the principal axes, then the default axes are shown in Fig. 28. 
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Fig. 28 ‐ Default principal axes of a beam element 

 

The figure shows that if the beam is parallel to the global Z axis, then the 2nd direction is always in 

the positive Y direction. Otherwise, the 2nd direction is given by the vector cross product of the Z axis 

and a vector defined by nodes N1‐N2. The 3rd direction  is directed from node N1 to node N2, with 

the 1 direction completing a right hand system. 

 

2.3 Links 

The  link  elements  define  how  the  displacements/rotations  of  one  node  are  related  to  the 

displacements/rotations of another one. Strand7 has the following types of links: 

 Master‐Slave link  

 Sector Symmetry link 

 Coupling link  

 Pinned link  

 Rigid link  

 Shrink link  

 2‐Point link 

 Attachment link  

 Multi‐Point link  

Rigid  links provide an  infinitely  stiff  connection between  two nodes,  this means  that  the distance 

between  the  2  nodes will  always  remain  constant  and  equal  to  the  initial  distance  between  the 

nodes. However, the rigid  link also provides constraints on the nodal rotation such that there  is no 

relative rotation between  the connected nodes. The Rigid  link may act  in any one of  the Cartesian 

planes (XY, YZ, ZX, XYZ).  

 

2.4 Cable and truss elements 

Cable elements have particular characteristics: they don’t transfer moment and torsion, they don’t 

react  to  compression  forces, only  to  tensile  forces and a pretension value  for each  cable must be 

defined (a zero value can be chosen). 
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The software has to consider large deformation analysis to use this kind of elements, it means that it 

has to take in consideration the second order displacements. Besides it is not possible to use a linear 

analysis with cable elements because  they need a non  linear analysis  step by  step, conversely  the 

structure is going to be more stiff than the real one. 

A cable can be considered as a bar element with equivalent tangent modulus of elasticity to account 

for  sag  effect.  A  cable  can  be  considered  as  a  combination  of  large  numbers  of  straight  beam 

segment with very small moment of inertia adequately modeling the curved geometry of the cable. 

Isoparametric element, which  include  the element curvature are also  tried. The  last  two modeling 

approaches  are  found  to  be  superior  to  the  bar  element  approach  and  have  almost  similar 

performances. 

Furthermore in simple models two different approaches can be used instead of cable elements: bars 

with low inertia properties and only tension reagent or trusses with pretension values. 

In this project truss elements are used for the  linear solver. To use this method  it was necessary to 

verify  that no cables were compressed and  then  to calibrate  the Dischinger stiffness of the cables. 

This because the cable is schematized like a single straight element, but in the reality the cable has a 

non straight shape, this approximation influences the behavior of the total structure. 

A  truss  element  can  carry  axial  force  and/or  torque.  The  element may  contribute  to  the  three 

translational degrees of freedom at each node, depending on its orientation, and behaves like a pin‐

jointed rod element.  

 

Fig. 29 ‐ Degrees of freedom of a truss element in global coordinates 

 

Torsional stiffness is included in the element when both its shear modulus and torsion constant are 

non‐zero.  

When using this element to carry only axial force, the rotational degrees of freedom should be fixed 

in the global freedom cases. So the element has only three translational degrees of freedom at each 

node and behaves like a pin jointed beam element. The solver automatically detects nodes that are 

connected only to truss elements and suppresses the rotational degrees of freedom. 
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If  the element  is parallel  to one of  the global axes, and  the element  is used only  in  linear analysis 

(static or dynamic), then it is easy to suppress the missing rotational degrees of freedom.  

 

2.5 Bridge bearings 

The modeling of bridge boundary conditions is an important issue in the dynamic analysis. 

Two types of bridge bearings are used in the current models of cable‐stayed bridge: all fixed bearings 

are applied  to both ends of  the  slab and  in one point  in  the middle of  it, under  the pylon;  simple 

bearings are used for the rest of the piers.  

 

2.6 Non structural masses 

Non‐structural mass  attributes  are mainly  used  for modeling  live  and  non‐structural  dead  loads 

which may vary across a range of operation conditions. For example, furniture not fixed to a building 

will generate gravity load on the building slab and therefore can be modeled with a plate/patch non‐

structural  mass  attribute.  The  non‐structural  mass  attribute  is  load  case  dependent,  and  each 

attribute may be active only for the load case it has been assigned to. 

From the solver’s perspective, the difference between a structural mass and a non‐structural mass is 

that non‐structural masses are element attributes  that are  load  case  specific whereas a  structural 

mass is active across all load cases. Strand7 allows the user to set the options for each  load case to 

include/exclude structural mass and/or non‐structural mass. 

A non‐structural mass attribute is also associated with a dynamic factor with a default unit value. This 

factor can be used to change the effective contribution of the prescribed mass in dynamic analysis. A 

dynamic factor will be used for natural frequency, spectral response, harmonic response, linear and 

nonlinear transient analyses, so that the effective mass in these analyses is the product of the mass 

value and the dynamic factor. 

For any static analysis (including linear, non linear and linear buckling), the non‐structural mass may 

generate inertia force based on the global load case setting. 

Non‐structural  mass  attributes  generate  gravity  loads  on  the  model  when  non‐zero  global 

accelerations are applied. When no global accelerations are applied or the applied values are zero, 

non‐structural mass attributes will have no effect on the analysis results.  

The  global  load  case  setting  contains  acceleration  definition  parameters  and  structural  and  non‐

structural mass  options. When  global  acceleration  is  defined,  the  user may  choose  to  include  or 

exclude the inertia forces due to the structural masses and non‐structural masses. 
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For dynamic analysis, the non‐structural masses in a selected load case may be included in addition 

to the structural mass. For mode superposition based solvers, such as harmonic response, spectral 

response  and  linear  transient  dynamics with mode  superposition,  the  non‐structural mass  that  is 

included  is  determined  by  the  natural  frequency  analysis  conducted  to  determine  the  natural 

vibration modes. 
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3. DESIGN AND IMPORT OF THE TRACK 

The  first  step  in  the  creation  of  the  geometry  of  the  bridge  is  drawing  the  track  in  the  software 

Autocad. 

 

 

Fig. 30 ‐ Track of the bridge (mm) 

 

The whole  track  is  divided  by  dots  in  segments with  the  same  length  of  2.20 m,  so  the  track  is 

imported  in  the  fem software Straus only by a series of dots and all  the geometry of  the bridge  is 

built through the fem elements. 

 

Fig. 31 ‐ Track's subdivision 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



52    Design and import of the track 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Eleonora
Text Box



                                                                               Simple beams model   53
 

4. SIMPLE BEAMS MODEL 

The first step of the study was create a simple fem model composed by only beam elements. 

The same approach was used by the Engineers of the bridge, M. Studničková, J. Máca and J. Král, in 

1989. 

In the following lines the geometrical characteristics of all the components of the bridge are shown. 

4.1 Deck 

 

Fig. 32 ‐ Simple schematization of the cross section 

 

 

 

Fig. 33 ‐ Deck’s subdivision 

 
 

Beams 1 ‐ 29  Beams 30 ‐ 37  Beams 38 ‐ 45  Beams 46 ‐ 59  Beams 60 ‐ 96 

A = 12,863 e6 mm2  A = 12,591 e6  mm2  A = 12,318 e6  mm2  A = 12,046 e6 mm2  A = 11,774 e6 mm2 

Iz = 11,702 e12 mm4  Iz = 11,381 e12 mm4  Iz = 11,060 e12 mm4  Iz = 10,739 e12 mm4  Iz = 10,417 e12 mm4 

Iy = 664,622 e12 mm4  Iy = 638,622 e12 mm4  Iy = 612,622 e12 mm4  Iy = 586,622 e12 mm4  Iy = 560,432 e12 mm4 

J = 22,575 e12 mm4  J = 22,575 e12 mm4  J = 22,575 e12  mm4  J = 22,575 e12 mm4  J = 22,575 e12 mm4 

Tab. 3 ‐ Geometrical characteristics of the deck 

 

The deck of the bridge is further subdivided in three parts which have different values of density. 

 

Fig. 34 ‐ Number of bearings 
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Bearings  Permanent load  Area cross section  Mass  Density 

1 ‐ 5  547,7 KN/m  12,86 m2  55,89 Kg 4,346 e‐9  T/mm2 

5 ‐ 7  514,0 KN/m  12,05 m2  52,45 Kg  4,353 e‐9  T/mm2 

7 ‐ 10  480,2 KN/m  11,77 m2  49 Kg  4,163 e‐9 T/mm2 

Tab. 4 ‐ Density of the three groups of beams 

 

4.2 Bearings 

The modeling of bridge boundary conditions is an important issue in the modal analysis.  

Two types of bridge bearings are used in this cable‐stayed bridge: 

 simple bearings, that allow the torsional degree of freedom, are used in supports number 2, 

3, 4, 5, 7 and 9;  

 double bearings in 1, 6, 8, 10 (see Fig. 34). 

 

Fig. 35 ‐ Types of support 

 

4.3 Pylon 

The pylon is composed by 4 parts: 

 

Fig. 36 ‐ Pylon (dimensions in cm) 
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4.4 Cables 

In  the analysis of cable‐stayed bridges, a common practice  is  to model each cable as a single  truss 

element with  an  equivalent modulus. However,  to model  the  stay  cables  as  truss  elements with 

equivalent modulus is simple, but inadequate for accurate dynamic analysis of a cable‐stayed bridge 

because it essentially precludes the transverse cable vibrations. 

 

Fig. 41 ‐ Front of the bridge 

 

There are three different groups of cables subdivided by geometrical characteristics. 

Cables 1,2  Cables 3 ‐ 18  Cables 19 ‐ 28 

A = 8980  mm2  A = 17960  mm2  A = 16430  mm2 

D = 106,93  mm  D = 151,22  mm  D = 144,635  mm 

Tab. 5 ‐ Geometric characteristics of the cables 

 

 

Fig. 42 ‐ Dimensions of the cables 

 

The material of the cables is steel with the following properties: 

E = 195000 MPa 

 = 0,3 
 = 7,8 e‐9 T/mm3 
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All the cables are pretensioned with the following values: 

Cables  Pretension loads (KN)  Cables  Pretension loads (KN) 

1  2691  28  1528 

3  5230  26  3290 

5  5103  24  3512 

7  4969  22  3724 

9  4827  20  3924 

11  4677  18  4115 

13  4517  16  4294 

15  4348  14  4463 

17  4167  12  4623 

19  3976  10  4772 

21  3775  8  4913 

23  3561  6  5047 

25  3337  4  5174 

27  1551  2  2663 

Tab. 6 ‐ Cables' pretension values 

 

The model  summary  option  in  Straus  provides  a  complete  account  of  the  bill  of materials, mass 

distribution and moments of inertia on separate tabs. 

 

Tab. 7 ‐ Bill of materials (beams model) 

 

Tab. 8 ‐ Global inertia (beams model) 
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5. BEAMS MODEL WITH TORSIONAL D.O.F. 

The 3D space beam stands for an element orientated  in any direction  in the space and that can be 

stressed by  four  kind of  load:  axial  forces, perpendicular  forces, bending moments  along  the  two 

principal inertia axis of the section and torque moment along the longitudinal axis. 

 

Fig. 43 ‐ Beam's degree of freedom 

 

The  system  natural  frequency  is  observed  to  be  dependent  on  several  parameters  such  as  the 

magnitude of  the  tip mass,  the  location of  the  tip mass  centre of  gravity  relative  to  the point of 

attachment,  the moments of  inertia of  the  tip mass about  its  centre of  gravity,  the  length of  the 

beam, the slenderness ratio, and the bending stiffness and torsional rigidity of the beam.  

The non structural added masses are calculated subdividing the cross section in two parts. 

The area of the following part of the cross section (Fig. 44) is assigned to the central beams but the 

inertias are maintained the same as in the simple beams model. This because the torsional inertia of 

the central part of the deck, close section, is higher than the total cross section, so it’s necessary to 

maintain this characteristic. 

 

 

 
 

Fig. 44 ‐ Schematization of the deck part 1 
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In  the  following  table  the properties of  the central beams are  summarized, divided as before  into 

three different density properties. 

  Density 
(T/mm^2) 

Area cross 
section (mm^2) 

I11              
(mm^4) 

I22                 
(mm^4) 

J                
(mm^4) 

Deck 1  4,3460E‐09  9,532896E+06 6,646217E+14 1,170242E+13  2,257500E+13

Deck 2.1  4,3460E‐09  9,532896E+06 6,386217E+14 1,138120E+13  2,257500E+13

Deck 2.2  4,3527E‐09  9,532896E+06 6,386217E+14 1,138120E+13  2,257500E+13

Deck 3  4,3527E‐09  9,532896E+06 6,126217E+14 1,105990E+13  2,257500E+13

Deck 4.2  4,3527E‐09  9,532896E+06 5,866217E+14 1,073870E+13  2,257500E+13

Deck 4.3  4,1631E‐09  9,532896E+06 5,866217E+14 1,073870E+13  2,257500E+13

Deck 5  4,1631E‐09  9,532896E+06 5,604320E+14 1,041740E+13  2,257500E+13

Tab. 9 ‐ Central beams' properties 

The non structural masses are connected to the central beams by rigid  link and they are calculated 

using an approximate density of 4*E‐09 T/mm2 for all the beams, the areas of the part in Fig. 45 and 

the lengths of the beams, see the following expression. 

ܯ ൌ ߩ ∗ ܣ ∗ ݈ 

Where:   ߩ  is the density of the beams’ material 

   is the area of the second part of the schematization of the cross section  ܣ

  ݈  is the length of the referred beams 

 

 

 

Fig. 45 ‐ Schematization of the deck part 2 

 

The calculated masses are equal to 38,58 Kg in the most part of the deck; in correspondence of the 

pylon and in the lasts part of the bridge, where the distance between the plates is lower, the masses 

are equal to 19,29 Kg; in the two sides of the pylon the masses are equivalent to 28,94 Kg. 

All the non structural masses have a dynamic factor of 1.  

The values quoted before are used to represent the real total mass of the structure.  
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Fig. 46 – Bridge’s model with non‐structural masses 

 

The non  structural masses are added at  the  simple beam model by  rigid  links  in  the plane  xyz  to 

simulate the torsional behavior of the structure. 

All    the  characteristics of  the pylon,  cables  and bearings  remain  the  same  as  in  the  simple beam 

model. 

 

Fig. 47 ‐ Particular of the masses’ connection 
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The following tables report the characteristics of the total bridge. 

 

Tab. 10 ‐ Bill of materials (beams model with masses) 

 

 

Tab. 11 ‐ Global inertia (beams model with masses) 
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6. PLATES MODEL 

Determining a plate element size that gives accurate results and minimizes the model and the time is 

critical. It is useful to follow the next procedure to minimize the number of plates in a general model: 

1. Start with an element  size  that matches  the natural geometry  in  the model. Use nodes at 

locations  where  other  plates  connect  or  where  members  connect.  Try  to  minimize  the 

number of plate elements in a reasonable way. 

2. Run the analysis and record your results. If you have reason to question the results or if you 

have no way of knowing whether or not they are reasonable, proceed to step 3. 

3. Subdivide  your  initial  element meshes  into  smaller  elements  and  analyze  again with  the 

refined model. 

4. Compare  the  results of step 3 with  the previous analysis.  If  the  results are similar, assume 

you are near the converged solution and feel somewhat confident of your results. Otherwise, 

if the results differ substantially, return to step 3. 

The  following picture  shows what happens as you "refine" your model by using  smaller elements. 

Your goal is to get into the "flat area" for the model, the area where results do not change much as 

you refine the model further. 

 

Fig. 48 ‐ Displacements vs number of plates 

 

As a general rule it is useful to place more elements in areas where stresses and forces in the plates 

are changing the most per unit length of mesh. Stress concentrations or locations near concentrated 

loads may  require  smaller element  size. At  locations under uniform  loading/no  loading, and away 

from geometric irregularities, large elements may be sufficient. 
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This model is composed by plates, beams and trusses. Plates are used to create the cross section of 

the deck, beams are used to schematized the pylon and the wind bracings, trusses for the cables. 

All  the  portions  of  the  deck  are  divided  in  three  parts with  different  density’s  properties  of  the 

material, taken from the permanent loads applied at the structure. 

  Permanent 
load (KN/m) 

Area cross 
section (m^2) 

Mass (Kg) 
Density 

(T/mm^2) 

Part 1  547,7  12,86  55,89  4,3460E‐09 
Part 2  514,0  12,05  52,45  4,3527E‐09 
Part 3  480,2  11,77  49  4,1631E‐09 

Tab. 12 ‐ Densities of the deck 

 

 

Fig. 49 ‐ Complete plates model 

 

 

Fig. 50 ‐ Insole 1 
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Fig. 51 ‐ Insole 2 

 

 

Fig. 52 ‐ Insole 3 

 

 

Fig. 53 ‐ Low plane 1 
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Fig. 54 ‐ Low plane 2 

 

 

Fig. 55 ‐ Low plane 3 

 

 

Fig. 56 ‐ Inclined plates 1 
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Fig. 57 ‐ Inclined plates 2 

 

 

Fig. 58 ‐ Inclined plates 3 

 

 

Fig. 59 ‐ Vertical planes 1 
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Fig. 60 ‐ Vertical planes 2 

 

 

Fig. 61 ‐ Vertical planes 3 
 

 

  E (MPa)   Density (T/mm3) Thickness (mm) 

Insole 1  3,85E+04 0,2 4,3460E‐09 2,00E+02 

Low plane 1  3,85E+04 0,2 4,3460E‐09 2,30E+02 

Inclined plates 1 3,85E+04 0,2 4,3460E‐09 4,00E+02 

Vertical plates 1 3,85E+04 0,2 4,3460E‐09 4,00E+02 

Insole 2  3,85E+04 0,2 4,3527E‐09 2,00E+02 

Low plane 2  3,85E+04 0,2 4,3527E‐09 2,30E+02 

Inclined plates 2 3,85E+04 0,2 4,3527E‐09 4,00E+02 

Vertical plates 2 3,85E+04 0,2 4,3527E‐09 4,00E+02 

Insole 3  3,85E+04 0,2 4,1631E‐09 2,00E+02 

Low plane 3  3,85E+04 0,2 4,1631E‐09 2,30E+02 

Inclined plates 3 3,85E+04 0,2 4,1631E‐09 4,00E+02 

Vertical plates 3 3,85E+04 0,2 4,1631E‐09 4,00E+02 

Tab. 13 ‐ Summary of the plates' properties 
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Fig. 62 ‐ Bearings 

 

 

Fig. 63 ‐ Internal wind bracings 

 

 

Fig. 64 ‐ Wind bracings 
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Fig. 65 ‐ Material and structural properties of the wind bracings 

 

 

Tab. 14 ‐ Bill of materials (plates model) 

 

 

Tab. 15 ‐ Global inertia (plates model) 
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6.1 Local plate results 

The  sign  convention  for moments  is: a positive moment produces  tensile  stresses on  the +z  local 

coordinate face of the element, as shown in the sketch.  

 

Fig. 66 ‐ Convention for moments 
 

The picture below shows the sign convention for positive stress directions. As usual, positive normal 

stress indicates tension. 

 

Fig. 67 ‐ Positive stress directions 

 

If plates  in  the  structure  can also bend,  stresses may be  reported at each of  the  top and bottom 

faces. Stresses at  the  face are  combined bending and membrane  stresses.  If plates are  subject  to 

bending  stresses only,  the mid‐plane  is  the neutral  axis  and  therefore  the normal  stresses  at  this 

plane will be zero. 

 

Fig. 68 ‐ Mid plane's  forces 

 

6.2 Global plate results 

Plate  forces  and  stresses  may  be  reported  with  respect  to  the  global  coordinate  system.  This 

simplifies result interpretation when the local axes of elements in a complex mesh are not identically 

aligned.  The  global  forces  follow  the  right‐hand‐rule  for  sign  convention.  That  is,  a  positive MX 

moment is at the global X edge of the plates and rotates about the global Z‐axis. 
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6.3 Checking the quality of the plates model 

6.3.1 Free edges 

A free edge on a plate  is defined as an edge that  is not shared by any other plates. Normally plate 

free edges are found on the outer edges of plate meshes and these define the physical boundary of 

the structure, rather than the boundary of the elements.  If a  free edge  is  found  in the middle of a 

mesh, it usually indicates an unzipped mesh or an incompatible boundary. 

 

Fig. 69 ‐ Free edges 
 

6.3.2 Orientation 

The plate orientation option is used to visually check for consistent normals on plate elements. The 

local z axis on a plate is defined by the node numbering order so it is important to number plates in a 

consistent manner, especially on 3D plate and shell models. 

 

Fig. 70 ‐ Different orientations of the plates 
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Fig. 73 ‐ Contour type 

 

 

Fig. 74 ‐ Element aspect ratio 

 

 

Fig. 75 ‐ Element aspect ratio’s detail 
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6.3.4 Plate warping ratio 

When modeling shells with 4 node quadrilateral elements, all four nodes on the element should  lie 

on the same plane. For irregular meshes on these surfaces or any mesh on a more general compound 

curved shell,  it  is unlikely that all four nodes will  lie on the same plane.  In this case the element  is 

called warped. 

  
Considering that any three nodes can uniquely define a plane, the element is warped when the forth 

node does not lie on the plane defined by the other three nodes.  

 

Fig. 76 ‐ Warped plate element 

 

The warping ratio is defined as the ratio of the maximum normal distance between the nodes and an 

average plane through the nodes. A warping ratio of zero  is desirable although the elements  in the 

Strand7 library can tolerate some warping. 

 

 

Fig. 77 ‐ Plate warping ratio 

 

In  the  curve  part  of  the  bridge  the warping  ration  is  a  little  bit  higher  because  of  the  inherent 

definition. 
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7. COMPARISON OF THE THREE MODELS 

In the following table the characteristics of mass and inertia of the three models are reported. 

Mass (T)  Ixx (mm^4)  Iyy (mm^4)  Izz (mm^4) 

Beams model  2,121733E+04  1,124167E+17 1,090874E+17  2,215039E+17 

Beams masses model  3,063706E+04  1,623035E+17 1,581592E+17  3,204625E+17 

Plates model  2,860814E+00  1,515476E+17 1,477271E+17  2,992745E+17 

Tab. 16 ‐ Properties of the models 

The simple beam model without  the  slab cannot always guarantee adequate bridge properties  for 

lateral and torsional vibration. 

A  comparative  study  clearly  shows  that  the  concrete  slab will  significantly  influence  the nature of 

vibration in bridge transverse and torsional modes. It is verified that the simple beam element model 

results  in  the  distortion  of  the  transverse  and  torsional  vibration modes  of  the  bridge  deck.  The 

concrete slab has a smaller effect on the vertical bending modes of the bridge deck. To represent the 

bridge dynamic behavior well, a  full  three dimensional  finite element model  is essential  that uses 

several types of elements representing different components of cable‐stayed bridges. As a baseline 

finite element model, however, the concrete slab must be included in the model. 

The  plates model  describes  better  the  behavior  of  the  bridge  in  terms  of  displacements,  forces, 

stresses than the other two models. In the other way it is more difficult to study, identify and select 

clearly the distribution of forces and moments because you can only obtain stress values from a plate 

element. 

There  is always a  trade‐off of performance vs accuracy when using plates. The more you use,  the 

better  (generally). But  the more you use,  the slower  the analysis,  the  longer your reports, and  the 

more time it can take to manipulate and check your models. 

Plates can report moment and shear forces for out of plane bending, and normal or shear stresses 

for in‐plane activity. 

Plate  forces  and  moments  are  reported  per  unit  length  of  plate,  moments  have  units  of 

force*length/length  and  shears  have  units  of  force/length.  Plate membrane  stresses may  also  be 

output relative to the global or local axis. 
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1. STATIC ANALYSIS 

The cable‐stayed bridge has to be analyzed for its dead‐load static response and to pretension values 

of the cables. 

 

Fig. 78 ‐ Static analysis displacements, self weight 

 

 

Fig. 79 ‐ Static analysis displacements, cables pretension 

 

The two different loads are combined in a linear load case combination with unitary coefficients. 

 

Fig. 80 ‐ Static analysis displacements, linear load combination 
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In the SLU study, the pretension of the cables has the coefficient equal to ߛ௉ ൌ 1; at the self weight 

of the bridge is applied the coefficient ீߛଵ ൌ 1.3 in the structural combination A1 of the NTC 2008. 

 

  Fig. 81 ‐ Static analysis displacements, SLU combination 
 

 

The displacements are studied in the central points of the deck along the longitudinal dimension, see 

the figure below. 

 

Fig. 82 ‐ Central points of the deck 

 

 

Fig. 83 ‐ Vertical displacements SLU, centre of the deck 
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In  the  following  picture  some  cross  sections  are  highlighted,  these  are  taken  in  consideration  to 

evaluate the displacements along each section.  

 

Fig. 84 ‐ Cross sections along the slab 

 

 

Fig. 85 ‐ Vertical displacements in the cross sections 

 

The  displacements  of  the  pylon  are  also  taken  into  consideration;  in  the  following  figures  the 

components and the resultant are reported. 
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Fig. 86 ‐ Vectors Dx  of the pylon, SLU static 

 

 

Fig. 87 ‐ Pylon's displacements Dx, SLU static 
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Fig. 88 ‐ Vectors Dz  of the pylon, SLU static  

 

 

 

Fig. 89 ‐ Pylon's vertical displacements Dz, SLU static 
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Fig. 90 ‐ Vectors D(xyz)  of the pylon SLU static 

 

 

 

Fig. 91 ‐ Displacements’ magnitude of the pylon, SLU static 
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2. NATURAL FREQUENCY ANALYSIS 

An  accurate  analysis  of  the  natural  frequencies  and  mode  shapes  of  a  cable‐stayed  bridge  is 

fundamental to the solution of its dynamic responses due to seismic, wind and traffic loads. 

Most bridges are designed using a static analysis, adjusted by a dynamic amplification factor which is 

a function of the first flexural frequency. This method  is  imprecise but continues to be used, partly 

because of the apparently complex processes required to estimate accurately and to provide for the 

levels of vibration  in a bridge. While a single beam  idealization  is accurate  for straight, nonskewed 

bridges and for some continuous superstructures, many other bridges require an eigenvalue analysis 

of a finite beam element grillage. 

The  Natural  Frequency  Solver  is  used  to  calculate  the  natural  frequencies  (or  free  vibration 

frequencies) and corresponding vibration modes of an undamped structure. The natural  frequency 

analysis problem, is formulated as the following eigenvalue problem: 

ሾܭሿ ∗ ሼݔሽ ൌ ߱ଶ ∗ ሾܯሿ ∗ ሼݔሽ 

Where:     [K] Global stiffness matrix 

[M] Global mass matrix 

{x} Vibration mode vector 

 Circular frequency (radians/sec), natural frequency = /2 (Hertz) 

The Natural Frequency Solver performs the following steps: 

1. Calculates  and  assembles  the  element  stiffness  and  mass  matrices  to  form  the  global 

stiffness and mass matrices. In the stiffness calculation, material temperature dependency is 

considered  through  the  user  nominated  temperature  case.  Either  a  consistent  or  lumped 

mass matrix  can  be  used  according  to  the  solver  option  setting.  The  geometric  stiffness 

matrix will be formed and assembled to the global stiffness matrix when an initial solution is 

applied. Constraints are assembled in this process. However, the constant terms for enforced 

displacements and shrink links are ignored.  

If the initial file is from a non linear solution, the stiffness and mass matrices calculation will 

be  based  on  the  current  material  status  and  geometry.  More  specifically,  the  current 

material modulus values will be used for nonlinear elastic material. For plastic material, the 

initial modulus is used. 

2. The current geometry is used if geometric non linearity is considered in the initial solution. 

3. Checks the mass matrix: if all diagonal entries are zero, the solution stops. 
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4. Modifies the stiffness matrix if a shift value is applied. 

5. Solves  the  eigenvalue  problem  to  get  natural  frequencies  and  the  corresponding  mode 

shapes using the Sub‐Space Iteration Method. 

Frequency shift can be used to calculate higher modes by excluding lower modes.  

When  the mode participation  factors are  requested,  the engineering modal mass and engineering 

modal stiffness are also given.  

 

2.1 Pre‐stressed modal analysis 

It is realized that the dead load has a significant influence on the stiffness of a cable‐stayed bridge. In 

a finite element analysis, this  influence can be taken  into account through the static analysis under 

the dead load and cable tensions before the  live load or succeeding dynamic analysis is carried out. 

The  objective  of  the  static  analysis  process  is  to  achieve  the  initial  deformed  equilibrium 

configuration where  the  every  structural member  is  ‘‘pre‐stressed’’.  Starting  from  the  deformed 

equilibrium configuration, the modal analysis is followed.  

The modal analysis is therefore a ‘‘prestressed modal analysis’’ that should include two key steps: 

 the static analysis is first conducted to obtain the initial equilibrium configuration under dead 

load and cable pre‐tensions; 

 the modal analysis (free vibration) is then performed starting from the deformed equilibrium 

position. 

Two types of modal analysis are carried out. Case 1 is the modal analysis with the pre‐stresses effect, 

whereas Case 2 is the ordinary modal analysis without the pre‐stresses. 

The  calculated  natural  frequencies  are  compared  in  the  following  tables  for  each  models.  All 

frequencies are increased in the pre‐stressed modal analysis.  

It  is demonstrated  that pre‐stressed modal analysis might have a minimal effect on  increasing  the 

bridge natural frequencies. However, the starting position is essential to determine the responses in 

succeeding dynamic analysis under earthquakes, winds and vehicles. 
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2.2 Results from the three different models 

 Beams model 

In the following pictures are presented the 10 principal shapes of vibration. 

 

Fig. 92 ‐ First natural mode (beams model) 

 

 

Fig. 93 ‐ Second natural mode (beams model) 
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Fig. 94 ‐ Third natural mode (beams model) 

 

 

Fig. 95 ‐ Forth natural mode (beams model) 

 

 

Fig. 96 ‐ Fifth natural mode (beams model) 
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Fig. 97 ‐ Sixth natural mode (beams model) 

 

 

Fig. 98 ‐ Seventh natural mode (beams model) 

 

 

Fig. 99 ‐ Eighth natural mode (beams model) 
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Beams model 

Mode  No initial condition Initial condition  Vibration's shapes 

1  8,716E‐01  8,291E‐01  Pylon out 

2  1,105E+00  1,105E+00  1 Vertical bending 

3  1,540E+00  1,540E+00  Horizontal 

4  2,380E+00  2,374E+00  2 Vertical bending 

5  /  /  Torsion 

6  /  /  Torsion 

7  2,899E+00  2,899E+00  Horizontal 

8  3,283E+00  3,278E+00  3 Vertical bending 

9  3,369E+00  3,914E+00  4 Vertical bending 

10  3,912E+00  4,677E+00  5 Vertical bending 

Tab. 17 ‐ Modes of vibration (beams model) 

 

 

Fig. 100 ‐ Comparison of natural frequencies (beams model) 
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 Beam model with torsional degree of freedom 

 

Fig. 101 ‐ First natural mode (beams model with masses) 

 

 

Fig. 102 ‐ Second natural mode (beams model with masses) 

 

 

Fig. 103 ‐ Third natural mode (beams model with masses) 
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Fig. 104 ‐ Forth natural mode (beams model with masses) 

 

 

Fig. 105 ‐ Fifth natural mode (beams model with masses) 

 

 

Fig. 106 ‐ Sixth natural mode (beams model with masses) 
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Fig. 107 ‐ Seventh natural mode (beams model with masses) 

 

 

Fig. 108 ‐ Eighth natural mode (beams model with masses) 

 

 

Fig. 109 ‐ Ninth natural mode (beams model with masses) 
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Fig. 110 ‐ Tenth natural mode (beams model with masses) 

 

Beam (mass added) 

Mode  No initial condition Initial condition  Vibration's shapes 

1  8,716E‐01  8,229E‐01  Pylon out 

2  8,973E‐01  8,966E‐01  1 Vertical bending 

3  1,114E+00  1,114E+00  Torsion 

4  1,275E+00  1,275E+00  Torsion 

5  1,685E+00  1,685E+00  Horizontal 

6  1,912E+00  1,912E+00  Torsion 

7  1,941E+00  1,936E+00  2 Vertical bending 

8  2,497E+00  2,497E+00  Horizontal 

9  2,691E+00  2,678E+00  3 Vertical bending 

10  2,760E+00  2,757E+00  4 Vertical bending 

Tab. 18 ‐ Modes of vibration (beams model with masses) 
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Fig. 111 ‐ Comparison of natural frequencies (beams model with masses) 

 

 

 Plates model 

 

Fig. 112 ‐ First natural mode (plates model) 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

No initial condition 8,71 8,97 1,11 1,27 1,68 1,91 1,94 2,49 2,69 2,76

Initial condition 8,22 8,96 1,11 1,27 1,68 1,91 1,93 2,49 2,67 2,75

0,0E+00

5,0E‐01

1,0E+00

1,5E+00

2,0E+00

2,5E+00

3,0E+00

Fr
e
q
u
e
n
ci
e
s 
(H
z)

Natural frequencies in Beams model with 
masses



98    Natural frequency analysis 
 

 

Fig. 113 ‐ Second natural mode (plates model) 

 

 

Fig. 114 ‐ Third natural mode (plates model) 

 

 

Fig. 115 ‐ Forth natural mode (plates model) 
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Fig. 116 ‐ Fifth natural mode (plates model) 

 

 

Fig. 117 ‐ Sixth natural mode (plates model) 

 

 

Fig. 118 ‐ Seventh natural mode (plates model) 
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Fig. 119 ‐ Eighth natural mode (plates model) 

 

 

Fig. 120 ‐ Ninth natural mode (plates model) 

 

 

Fig. 121 ‐ Tenth natural mode (plates model) 



                                                                               Natural frequency analysis   101
 

Plates model 

Mode  No initial condition Initial condition  Vibration's shapes 

1  8,703E‐01  8,518E‐01  Pylon out 

2  1,031E+00  1,030E+00  1 Vertical bending 

3  1,818E+00  1,818E+00  Horizontal 

4  2,246E+00  2,241E+00  2 Vertical bending 

5  2,291E+00  2,292E+00  Torsion 

6  2,509E+00  2,509E+00  Torsion 

7  2,805E+00  2,805E+00  Torsion 

8  3,114E+00  3,109E+00  3 Vertical bending 

9  3,492E+00  3,492E+00  4 Vertical bending 

10  4,082E+00  4,083E+00  5 Vertical bending 

Tab. 19 ‐ Modes of vibration (plates model) 

 

 

Fig. 122 ‐ Comparison of natural frequencies (plates model) 

 

2.3 Measured values of vibrations 

Bridge maintenance  consists of  a  combination of  structural health monitoring  and  testing.  This  is 

regulated  in country‐specific engineer standards and  includes an ongoing monitoring every three to 

six months, a simple test or inspection every two to three years and a major inspection every six to 

ten years. In Europe, the cost of maintenance is higher than spending on new bridges.  
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Initial condition 8,518 1,030 1,818 2,241 2,292 2,509 2,805 3,109 3,492 4,083
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To  evaluate  the  vibrations,  it  is  possible  to  measure  the  displacement  or  its  first  and  second 

derivatives,  velocity  and  acceleration.  The  kind  of  parameter  of  evaluation  depends  on  the 

frequency’s range of the phenomenon. 

Referring  to  a  single  harmonic  wave  and  to  any  parameters,  the  shape  and  the  period  of  the 

vibration  remain  the  same, while  the  amplitude  and  the  phase  change. When  the measures  are 

averaged over time, the phase  is not considered and the relations between the parameters are set 

only by the angular frequency  ߱ ൌ  .݂ߨ2

 

Fig. 123 ‐ Acceleration, velocity and displacement of an harmonic wave 

 

 

Fig. 124 ‐ Vibration amplitude and frequency 
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Considering  the  displacements,  the  vibration  amplitude  emphasizes  more  the  low  frequency 

components than   high frequency components.  In the other hand, the acceleration emphasizes the 

high frequency components. The three curves are defined in the frequencies range 1 ‐ 1000 Hz, that 

is the studied range for mechanical vibrations. 

For  low  frequency  measurements  (<1  Hz),  displacements  should  be  determined,  while  for  high 

frequency measurements (> 100 Hz) acceleration should be determined. 

Sponsor  demanded  dynamic  response measurement  behavior  of  the  bridge  on  the  ordinary  road 

traffic  in  different  time  intervals  during  one  day,  as  was  required  for  measurement  of  natural 

frequencies  and  mode  shapes  of  vibration  bridge  construction  in  26  sections.  A  separate 

measurements  were  reserved  for  three  days  and  two  days  were  used  for  the  preparation  of 

measurement. 

Different sets of measurement were done during the  life of the bridge, at the beginning during the 

construction  and  after  in  2013,  to  determine  the modal  parameters  of  the  bridge  (frequencies, 

modes of natural vibration and corresponding damping values). 

When performing vibration tests on civil engineering structures, it is often unpractical and expensive 

to  use  artificial  excitation  (shakers,  drop  weights).  Ambient  excitation  on  the  contrary  is  freely 

available (traffic, wind), but it causes other challenges: the ambient input remains unknown and the 

system identification algorithms have to deal with output‐only measurements. 

The  values  obtained  from  the measurements  concern  about  the  vibration  of  the  deck  during  an 

ordinary traffic flow. 

All  the measures are evaluated with accelerometers  located  in 26  sections  in  the  final part of  the 

bridge near the pylon, see the following figure. 

 

Fig. 125 ‐ Evaluated points along the span 
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Fig. 129 ‐ Placing the monitored points in the pillar No. 8 

 

For data collection measuring center from the Company Dewetron was used. It was used a total of 22 

channels and measuring the voltage across the bridge of concrete struts and steel rods. It was further 

observed  behavior  support  bridge  construction  on  individual  pillars  bearings,  then  tilt  the whole 

structure  in cross‐section and  last  it was observed oscillation pylon. All channels are synchronously 

recorded at a time. 

Eigenmodes  of  vibration  have  been  investigated  in  both  the  transverse  direction  and  in  the 

longitudinal direction of the transverse bridge structure, so that the total number of measured slices 

was 52.  

 

Fig. 130 ‐ Measuring the vertical displacement expansion joints in section R111 of pier 10 on the left 
edge of the bridge 

 

R82R81 
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Fig. 131 ‐ View of the sensors placed in sections R92 and R93 in Pillar No. 9 

 

 
Fig. 132 ‐ View of the sensors placed in sections R81 and R82 on pillars No. 8 

 

 

Fig. 133 ‐ The sensor tracks IWT 102 in the reporting point structure R102 
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Fig. 134 ‐ View of the device for measuring relative deflection KSM‐R sensor tracks WA50 captured in 
section R91 

 

 

Fig. 135 ‐ Measuring DEWE exchange 5000 

 

The  frequencies  and modes of natural  vibration  are one of  the most  important quantities of  civil 

engineering structure, which we can obtain by measurements. These quantities we can use further in 

a case of a modal analysis. The modal analysis method is not only a good tool for an identification of 

the basic dynamic characteristics of  the bridge structure, but also a  tool  for  the verification of  the 

important input data to a calculation of the bridge response to the passage of vehicles.  

In  the  following  tabs are  reported  the measured values of displacements  in  the point R101, R102, 

R103, R104 of the cross section in the final part of the deck. 
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Record
Numbers Record

Max. Min. Max. Min. Numbers Max. Min. Max. Min.
[mm] [mm] [mm] [mm] [mm] [mm] [mm] [mm]

±0.026 ±0.026 ±0.040 ±0.040 ±0.026 ±0.026 ±0.040 ±0.040

10 2,70 -0,93 1,71 -1,14 38 2,17 -1,23 2,15 -1,03
11 2,37 -0,96 1,93 -0,98 39 2,09 -0,87 1,92 -0,97
12 2,48 -1,19 2,01 -1,31 40 2,74 -0,97 1,85 -1,19
13 2,35 -0,92 1,77 -1,08 41 2,21 -0,93 1,99 -0,91
14 2,08 -1,00 2,08 -0,94 42 2,25 -1,40 2,64 -0,98
15 2,07 -0,77 1,94 -1,07 43 2,21 -1,23 2,47 -1,31
16 1,98 -0,94 2,00 -0,96 44 2,41 -1,00 2,02 -1,01
17 2,00 -0,92 1,84 -0,94 45 1,95 -1,02 1,87 -0,88
18 1,98 -1,21 2,66 -1,01 46 2,35 -0,63 1,50 -0,97
19 2,15 -0,85 1,77 -0,99 47 2,16 -1,06 2,03 -0,98
20 2,07 -1,03 2,15 -1,05 48 2,04 -0,96 1,73 -0,95
21 2,24 -0,95 2,27 -0,89 49 1,98 -0,97 2,15 -0,77
22 1,88 -1,23 2,32 -0,88 50 2,19 -1,02 1,88 -0,93
23 2,73 -1,05 2,25 -1,01 51 1,97 -1,00 1,94 -0,93
24 2,50 -1,11 2,44 -1,18 52 1,93 -0,84 1,77 -0,89
25 2,41 -0,90 1,90 -0,89 53 2,49 -0,83 1,70 -1,12
26 2,84 -0,90 2,09 -1,06 54 1,97 -0,82 1,99 -0,81
27 2,28 -0,79 1,66 -0,99 55 2,22 -0,86 1,77 -0,91
28 2,17 -0,95 1,82 -0,95 56 2,10 -0,91 1,62 -0,97
29 2,30 -1,23 2,02 -0,88 57 2,09 -1,18 2,00 -0,98
30 2,18 -0,89 1,89 -0,78 58 1,71 -1,08 1,95 -0,87
31 1,90 -0,95 2,05 -0,86 59 1,94 -1,07 2,13 -1,09
32 2,91 -1,00 2,28 -1,22 60 1,80 -0,76 1,54 -1,03
33 1,90 -1,08 2,06 -0,84 61 1,67 -1,00 1,89 -0,83
34 2,44 -0,91 1,93 -0,94 62 1,74 -1,06 1,89 -0,86
35 2,30 -0,97 2,02 -0,96 63 2,22 -0,95 2,15 -1,06
36 2,28 -0,87 1,77 -1,06 64 2,44 -1,07 2,04 -1,09
37 2,30 -0,83 1,86 -0,95

Average 1,92 -0,84 1,79 -0,88
ndard deviat 0,27 0,13 0,22 0,12

Measured positions
R101 R101R104 R104

 

Tab. 20 ‐ Measured values for the points R101 and R104 

 

 

Fig. 136 ‐ Extreme vertical deflections in the point R101 caused by traffic flow 
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Fig. 137 ‐ Extreme vertical deflections in the point R104 caused by traffic flow 

 

Record
numbers Record.

Max. Min. Max. Min. numbers Max. Min. Max. Min.
[mm] [mm] [mm] [mm] [mm] [mm] [mm] [mm]

±0.010 ±0.010 ±0.011 ±0.011 ±0.010 ±0.010 ±0.011 ±0.011

10 0,25 -0,24 0,21 -0,25 38 0,25 -0,32 0,25 -0,31
11 0,25 -0,22 0,20 -0,24 39 0,21 -0,20 0,25 -0,19
12 0,27 -0,22 0,22 -0,23 40 0,33 -0,22 0,22 -0,23
13 0,27 -0,25 0,20 -0,26 41 0,22 -0,28 0,23 -0,29
14 0,26 -0,25 0,28 -0,26 42 0,24 -0,29 0,31 -0,29
15 0,22 -0,23 0,23 -0,24 43 0,22 -0,33 0,25 -0,32
16 0,24 -0,22 0,23 -0,23 44 0,24 -0,25 0,23 -0,25
17 0,20 -0,27 0,22 -0,28 45 0,19 -0,18 0,22 -0,19
18 0,22 -0,25 0,22 -0,25 46 0,29 -0,20 0,17 -0,23
19 0,20 -0,22 0,20 -0,24 47 0,22 -0,25 0,17 -0,23
20 0,26 -0,23 0,23 -0,22 48 0,20 -0,27 0,19 -0,27
21 0,26 -0,28 0,25 -0,29 49 0,24 -0,16 0,25 -0,16
22 0,26 -0,25 0,26 -0,28 50 0,22 -0,18 0,16 -0,18
23 0,28 -0,34 0,23 -0,34 51 0,19 -0,25 0,18 -0,26
24 0,25 -0,21 0,25 -0,22 52 0,19 -0,22 0,18 -0,22
25 0,25 -0,20 0,23 -0,21 53 0,21 -0,20 0,18 -0,20
26 0,32 -0,20 0,22 -0,22 54 0,20 -0,15 0,19 -0,15
27 0,26 -0,21 0,19 -0,21 55 0,22 -0,21 0,19 -0,20
28 0,30 -0,28 0,19 -0,28 56 0,24 -0,19 0,19 -0,21
29 0,27 -0,30 0,21 -0,29 57 0,17 -0,17 0,21 -0,16
30 0,26 -0,22 0,24 -0,22 58 0,19 -0,16 0,26 -0,15
31 0,19 -0,24 0,19 -0,24 59 0,18 -0,16 0,19 -0,16
32 0,34 x 0,26 -0,27 60 0,17 -0,21 0,17 -0,21
33 0,22 -0,30 0,26 -0,30 61 0,17 -0,18 0,20 -0,18
34 0,32 -0,27 0,23 -0,23 62 0,18 -0,21 0,16 -0,19
35 0,24 x 0,24 -0,22 63 0,25 -0,20 0,22 -0,20
36 0,21 x 0,21 -0,24 64 0,29 -0,27 0,21 -0,25
37 0,24 -0,24 0,20 -0,25

Průměr 0,20 -0,19 0,19 -0,19
Sm. odch. 0,03 0,04 0,03 0,04

Measured positions
R102 R102R103 R103

 

Tab. 21 ‐ Measured values for the points R102 and R103 

Extrémní výkmity měřené veličiny - měřené místo  R104 VERTIKÁLNĚ

-2.0

-1.5

-1.0

-0.5

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

3.5

4.0

[m
m

]



110    Natural frequency analysis 
 

 

Fig. 138 ‐ Extreme vertical deflections in the point R102 caused by traffic flow 

 

 

Fig. 139 ‐ Extreme vertical deflections in the point R103 caused by traffic flow 
 

Literature  exists  on  several  system  identification  methods  that  can  identify  systems  excited  by 

unknown  input. A widely used method  in civil engineering  to determine  the eigenfrequencies of a 

structure  based  on  output‐only measurements  is  the  rather  simple  peak‐picking method.  In  this 

method, the measured time histories are converted to spectra by a discrete Fourier transform (DFT). 

The  eigenfrequencies  are  simply  determined  as  the  peaks  of  the  spectra. Mode  shapes  can  be 

determined by computing the transfer functions between all outputs and a reference sensor. 

Another algorithm is the stochastic subspace, in which the key element is the projection of the row 

space of the future outputs into the row space of the past outputs. Also typical for ambient testing of 
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large structures is that not all degrees of freedom can be measured at once but that they are divided 

into  several  set‐ups with  overlapping  reference  sensors.  These  reference  sensors  are  needed  to 

obtain global mode shapes, used for the identification of the bridge design model. 

So the experimental frequencies and modes of natural vibration were utilized for the creation of the 

spatial modal model of  this bridge;  they  serve also as valuable  information  to verify and update a 

design model of the observed bridge. 

The  experimentally‐estimated  frequencies,  modes  of  natural  vibration,  corresponding  damping 

values, a dynamic coefficient, a dynamic response and static deflections realize the real  immediate 

state of the observed structure and its spatial behavior. This is the reason for using the results of the 

experimental methods  such  as  for  an  identification,  an  optimization  or  a  verification  of  a  bridge 

design model. 

2.4 Finite element model validation 

The correlation between modal parameters identified from the test and those calculated numerically 

can  be  evaluated  by  comparing  the  values  of  the  natural  frequencies  and  corresponding mode 

shapes.  

The  modal  analysis  carried  out  on  the  three‐dimensional  finite  element  model  is  capable  of 

determining  the possible modal parameters  (natural  frequencies and mode shapes). The analytical 

models  of  the  bridge  can  then  be  validated  by  the  corresponding measured modal  parameters 

identified from the field ambient vibration tests. The developed full three‐dimensional finite element 

models  are  validated by  the  results of  the  field  ambient  vibration  tests  that were performed  just 

before  the opening of  the bridge. The  finite element models reflect  the built‐up bridge conditions. 

They may serve as the baseline finite element model of the Lanovy Most cable‐stayed bridge. 

The results from measured test are used to optimized and validate the fem models; in the following 

tab the test  results are quoted. 

Measured values 
Mode  No initial condition  Vibration's shapes 

1  8,300E‐01  Pylon out 
2  1,070E+00  1 Vertical bending 
3  1,220E+00  Torsion 
4  1,260E+00  Torsion 
5  1,920E+00  Horizontal + torsion 
6  2,020E+00  Torsion 
7  2,100E+00  2 Vertical bending 
8  2,490E+00  Torsion 
9  2,800E+00  3 Vertical bending 
10  2,960E+00  4 Vertical bending 

Tab. 22 ‐ Measured results of natural modes 
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Vertical modes are  those modes dominated by  the vertical bending of  the bridge deck. Transverse 

modes are  those modes dominated by  the  lateral sway of  the bridge deck  in  the horizontal plane, 

while  torsional modes  are  dominated  by  the  torsional  behavior  of  the  bridge  deck  around  the 

longitudinal axis of the bridge. 

The analytical results are compared in the tab below. 

 

Mode 
Plates model  Beams model  Beam Masses model 

No initial condition  No Initial condition  No Initial condition 

1  8,703E‐01  8,716E‐01  8,716E‐01 

2  1,031E+00  1,105E+00  8,973E‐01 

3  1,818E+00  1,540E+00  1,114E+00 

4  2,246E+00  2,380E+00  1,275E+00 

5  2,291E+00  /  1,685E+00 

6  2,509E+00  /  1,912E+00 

7  2,805E+00  2,899E+00  1,941E+00 

8  3,114E+00  3,283E+00  2,497E+00 

9  3,492E+00  3,369E+00  2,691E+00 

10  4,082E+00  3,912E+00  2,760E+00 

Tab. 23  ‐ Empirical results 

 

 

Fig. 140 ‐ Comparison of empirical results 

 

Tab. 24 shows the comparison of the numerically calculated frequencies from the three‐dimensional 

finite  element  analysis  and experimentally  identified  frequencies  from  the  field  ambient  vibration 

tests. 
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Modes  Measured values  Plates model 
Beams 
model 

Beams model 
with masses 

Pylon out  8,300E‐01  8,703E‐01  8,716E‐01  8,716E‐01 

1 Vertical bending  1,070E+00  1,031E+00  1,105E+00  8,973E‐01 

Horizontal  1,920E+00  1,818E+00  1,540E+00  1,685E+00 

2 Vertical bending  2,100E+00  2,246E+00  2,380E+00  1,94E+00 

3 Vertical bending  2,800E+00  3,114E+00  3,283E+00  2,691E+00 

Tab. 24 ‐ Principal natural modes with measured results 

 

 

Fig. 141 ‐ Comparison of principal natural modes with measured results 

 

 

In the graph below, the percentage error between measured values and the plates model is shown. 
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Where:    ி݂ா஺ are the analytical modes of vibration (with fem models) 

    ா݂ெ஺  are the empirical modes of vibration (measured values) 
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Fig. 142 ‐ Comparison plates model vs measured values (error %) 
 

As discussed above, the beam  idealization for a straight, nonskewed bridge  is an  intrinsically stiffer 

system  than  the  two‐dimensional grillage.  It  is suggested  that  the additional stiffness which occurs 

when  using  a  single  beam  idealization  for  nonskewed  bridges  compensates  for  the  additional 

stiffness of supports  in reality. This  is the primary reason that the single beam  idealization at times 

appears  to  correlate  with  reality.  It  is  not  because  the  idealization  is  theoretically  accurate  or 

representative of bridge superstructure behaviour. 

Single beam idealizations do not incorporate torsional and transverse modes of vibration that occur 

between  longitudinal  modes.  Therefore,  one‐dimensional  analytical  simulations  will  never 

realistically portray vehicle‐bridge systems. 

The  difference  between  the  observed  and  computed  frequencies  of  free  vibration  can  also  be 

attributed  to  other  factors  such  as  errors  in  estimating  the  static  modulus  of  concrete,  errors 

resulting from modelling the support fixity, etc. 

As  final  step,  the modal  shapes are obtained and  compared  through  the  correlation of  the points 

between the fem model and the 26 measured sections.  

This  operation  is  made  by  the  software  Visual  Modal  Pro  only  introducing  the  numbers  and 

coordinates of the fem model, the number of modes of vibration and the relative displacements. 

The output of  the software,  referred  to  the  fem  results,  is  reported  in  the  following  figures,  these 

represent the shapes of the modes of vibration for each analyzed section. 
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The  comparison  of  the  principal  numerically  calculated  frequencies,  with  the  plates model,  and 

experimentally identified frequencies is shown overlapped in following figures. 

 

Fig. 143 ‐ 1 vertical bending f = 1,07 Hz (measured) and 1,03 Hz 

 

 

Fig. 144 ‐ 2 vertical bending f = 2,1 Hz (measured) and 2,25 Hz 
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Fig. 145 ‐ 3 vertical bending f = 2,8 Hz (measured) and 3,11 Hz 
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3. LINEAR BUCKLING SOLVER 

Buckling is a mathematical instability, leading to a failure mode. Theoretically, buckling is caused by a 

bifurcation  in  the  solution  to  the  equations  of  static  equilibrium.  At  a  certain  stage  under  an 

increasing  load,  further  load  is  able  to  be  sustained  in  one  of  two  states  of  equilibrium:  an 

undeformed state or a laterally‐deformed state. 

In practice, buckling  is characterized by a sudden  failure of a structural member subjected  to high 

compressive  stress, where  the  actual  compressive  stress  at  the  point  of  failure  is  less  than  the 

ultimate compressive stresses that the material is capable of withstanding.  

Mathematical analysis of buckling makes use of an axial load eccentricity that introduces a moment, 

which does not  form part of  the primary  forces  to which  the member  is  subjected. When  load  is 

constantly being applied on a member,  such as column,  it will ultimately become  large enough  to 

cause  the  member  to  become  unstable.  Further  load  will  cause  significant  and  somewhat 

unpredictable deformations, possibly leading to complete loss of load‐carrying capacity. The member 

is said to have buckled, to have deformed. 

The linear buckling solver calculates the buckling load factors and corresponding mode shapes for a 

structure  under  given  loading  conditions.  It  is based on  the  assumptions  that  exists  a  bifurcation 

point where the primary and secondary loading paths intersect, and before this point is reached, all 

element stresses change proportionally with the load factor.  

The buckling solution requires an existing static  load solution as a basis for calculating the element 

geometric stiffness matrix. In Strand7, linear static, non‐linear static and quasi‐static solutions can be 

used as a basis for a linear buckling solution. 

 

Fig. 146 ‐ Cantilever with axial force 
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Fig. 147 ‐ Equilibrium path of cantilever with axial force 

 

A linear buckling solution is obtained by solving the following eigenvalue problem: 

ሾܭሿ ∗ ሼݔሽ ൌ  ∗ ሾ݃ܭሿ ∗ ሼݔሽ 

Where:   ሾܭሿ  is the global stiffness matrix 

    ሼݔሽ  buckling mode vectors 

       buckling load factor 

    ሾ݃ܭሿ  global geometric stiffness matrix 

 

The geometric stiffness matrix, also known as the initial stress stiffness matrix, is a symmetric matrix 

dependent on  the element  stress  level.  It  reflects  the effect of geometric  change on  the element 

force  vector  from  a  known  stress  state.  For  beam  and  plate  bending  structures,  the  geometric 

stiffness matrix represents the stiffening effect of the tensile axial/membrane stresses. 

The  buckling  solution  is  possible  only when  an  existing  solution  is  available  for  determining  the 

current stress state of the structure, which  is required for the calculation of the element geometric 

stiffness matrix.  In Strand7, both  linear  static and nonlinear  static  solutions  can be used  to as  the 

initial conditions for a linear buckling solution. 

The linear buckling solver performs the following steps: 

a) Calculates and assembles the element stiffness and geometric stiffness matrices to form the 

global stiffness and geometric stiffness matrices. Constraints are assembled  in this process; 

however, the constant terms for enforced displacements and shrink links are ignored. 

b) If the initial file is from a non‐linear solution, the stiffness matrix calculation is based on the 

current material  status and geometry.  In other words, a yield modulus will be used  if  the 

material has yielded and the deformed geometry will be used if the initial solution included 

geometry non‐linearity.  
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c) Checks the geometric stiffness matrix. If all diagonal entries are zero, the solution stops. 

d) Modifies the stiffness matrix when a shift value is applied.  

e) Solves  the eigenvalue problem  to get buckling  load  factors and  the corresponding buckling 

modes using the Sub‐Space Iteration Method. 

 
The  linear  buckling  analysis  assumes  the  existence  of  a  bifurcation  point where  the  primary  and 

secondary  loading  paths  intersect  (point  A  in  the  figure  below).  At  this  point,  more  than  one 

equilibrium position  is possible. The primary path  is not usually followed after  loading exceeds this 

point  and  the  structure  is  in  the  post‐buckling  state.  The  slope  of  the  secondary  path  at  the 

bifurcation  point  determines  the  nature  of  the  post‐buckling.  A  positive  slope  indicates  that  the 

structure will have post buckling strength whilst a negative slope means that the structure will snap 

through or simply collapse. 

 

Fig. 148 ‐ Displacement with increasing load 

 

Real structures have geometric and loading imperfections, often causing the primary path curve and 

the bifurcation point to disappear. 

Another  assumption  for  the  linear  buckling  analysis  is  that  the  stresses  in  the  structure  increase 

proportionally with the load. When the deformation is large enough to disturb the stress distribution, 

linear buckling results will no  longer be valid.  In this case, a nonlinear solution  is more appropriate 

for a realistic prediction of the structure’s capacity. 

If  a more  accurate  estimate of  the buckling  load  is  required,  it  is  recommended  that  a nonlinear 

analysis be carried out so that the effect of pre‐buckling deformation can be  included and the post 

buckling capacity predicted. 

The theoretical solution of Eulero is given by: 

௖ܲ௥ ൌ ଶߨ ∗
ܧ ∗ ܫ

݈଴
ଶ  
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Where:   E is the modulus of the elasticity of the material (Esteel = 2,10*E05 MPa) 

    I is the moment of inertia of the cross section 

    ݈଴ is the free length of deflection (for cantilever beam   ݈0 = 2 ∗ ݈) 

    ݈ is the effective length of the column ( ݈ ൌ 3,91 ∗  ሻ݉݉ 04ܧ

Examination of  this  formula  reveals  the  following  interesting  facts with  regard  to  the  load‐bearing 

ability of slender columns. 

 Elasticity and not compressive strength of the materials of the column determines the critical 

load. 

 The critical load is directly proportional to the second moment of area of the cross section. 

 The boundary conditions have a considerable effect on the critical  load of slender columns. 

The  boundary  conditions  determine  the  mode  of  bending  and  the  distance  between 

inflection points on the deflected column. The closer together the  inflection points are, the 

higher the resulting capacity of the column. 

The strength of a column may therefore be  increased by distributing the material so as to  increase 

the moment of inertia. This can be done without increasing the weight of the column by distributing 

the material as far from the principal axis of the cross section as possible, while keeping the material 

thick enough to prevent  local buckling. This bears out the well‐known fact that a tubular section  is 

much more efficient than a solid section for column service. 

Another bit of information that may be gleaned from this equation is the effect of length on critical 

load.  For  a  given  size  column,  doubling  the  unsupported  length  quarters  the  allowable  load.  The 

restraint offered by the end connections of a column also affects the critical load. If the connections 

are perfectly  rigid,  the  critical  load will be  four  times  that  for a  similar  column where  there  is no 

resistance to rotation (hinged at the ends). 

The pylon is made of four parts with different values of inertia, so to evaluate the inertia ܫ of the all 

pylon was used a medium value of the 4 parts. 

Part  Inertia 

I1  1,5608E+11  mm^4 

I2  1,8720E+11  mm^4 

I3  1,4730E+11  mm^4 

I4  9,2423E+10  mm^4 

I pylon medium  1,4575E+11  mm^4 

Tab. 25 ‐  Inertia of the pylon 
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The theoretical value of the critic load is: 

E =  210000  MPa 

L =  3,91E+04  mm 

Lo =  7,82E+04  mm 

Pcr =  4,9399E+07  N 

Tab. 26 ‐ Calculation of the critical load 

In the numerical software the only load applied is the unitary force at the top of the pylon as in the 

following figure. 

 

Fig. 149 ‐ Unitary force at the top of the pylon 
 

The numerical results  is given by the first buckling  load factor, that correspond to the first buckling 

load because of the unitary force applied and it is 6,0967E+07 N. 

In the next figure is represented the shape of the pylon deformation; the displacement at the top is 

about 173 mm. 

 

Fig. 150 ‐ First buckling load factor 
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Fig. 151 ‐ Displacement DY from the base to the top of the pylon 
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4. LINEAR DYNAMIC ANALYSIS 

4.1 Single degree of freedom systems 

The simplest vibratory system can be described by a single mass connected to a spring and possibly a 

dashpot. The mass  is allowed to travel only along the spring elongation direction. Such systems are 

called Single Degree‐of‐Freedom (SDOF) systems and are shown in the following figure. 

 

Fig. 152 ‐ Single d.o.f. dynamic system 
 

SDOF vibration  can be analyzed by Newton's  second  law of motion, F = m*a. The analysis  can be 

easily visualized with the aid of a free body diagram: 

 

Fig. 153 ‐ Free body diagram 

 

The  resulting  equation  of  motion  is  a  second  order,  non‐homogeneous,  ordinary  differential 

equation: 

ሷݑ݉ ሺݐሻ ൅ ሶݑܿ ሺݐሻ ൅ ሻݐሺݑ݇ ൌ ݂ሺݐሻ 

With the initial conditions in displacement  ݑሺ0ሻ ൌ ሶݑ   ଴  and in velocityݑ ሺ0ሻ ൌ ሶݑ ଴ 

The dot stands for derived in time and the other quantities are: 

 displacement of the center of mass of the moving object = ݑ

ሶݑ  = velocity 

ሷݑ  = acceleration 

݉ = mass of the moving object 

ܿ = linear viscous damping coefficient 

݇ = linear elastic stiffness coefficient 
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݂ሺݐሻ = external excitation force 

ሷݑ݉ ሺݐሻ = inertia force 

ሶݑܿ ሺݐሻ = damping force 

 ሻ = elastic recall forceݐሺݑ݇

For  this  kind  of  problem  not  always  exist  close  solutions;  it’s  possible  to  solve  the  equation 

analytically only for some type of simple‐harmonic forcing. In these cases  the solution ݑ to equation 

is the sum of a homogeneous part   ௚ݑ  (free response obtain  for ݂ሺݐሻ = 0) and a particular part ݑ௣ 

(forced  response  depending  on  the  type  of  external  excitation  force  ݂ሺݐሻ ് 0).  The  first  part 

represents  the  transient  state  and  it’s  influenced  by  initial  conditions,  while  the  second  part 

represents the full speed behavior. 

Therefore the general solution  is composed by the sum ݑ௚ ൅  ௣ݑ , on which has to be fix the  initial 

conditions to obtain the displacement value  ݑ. 

4.1.1 Case f = 0, c = 0 

In this case the equation of motion is a constant‐amplitude oscillation, defined by: 

ሷݑ݉ ሺݐሻ ൅ ሻݐሺݑ݇ ൌ 0 

The previous equation has the particular part equal to zero and the homogeneous equation is:  

ሻݐሺݑ ൌ ሻݐሺ߱ݏ݋ܿܣ ൅  ሻݐሺ߱݊݅ݏܤ

With:  

ሶݑ ሺݐሻ ൌ െ߱݊݅ݏ ܣሺ߱ݐሻ ൅  ሻݐሺ߱ݏ݋ܿܤ߱

ሷݑ ሺݐሻ ൌ െ߱ଶݏ݋ܿܣሺ߱ݐሻ െ ߱ଶ݊݅ݏܤሺ߱ݐሻ 

Putting these two expressions in the equation of motion, we obtain: 

െ߱ଶ݉ሾݏ݋ܿܣሺ߱ݐሻ ൅ ሻሿݐሺ߱݊݅ݏܤ ൅ ݇ሾݏ݋ܿܣሺ߱ݐሻ ൅ ሻሿݐሺ߱݊݅ݏܤ ൌ 0 

The previous equation is satisfied by ߱ଶ ൌ
௞

௠
. 
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Fig. 154 ‐ u(t)  with f=0, c=0 

 

As we see  in Fig. 154 the system  is excited by the  initial conditions and the oscillations amplitude’s 

remains the same forever. 

The value  ߱ ൌ ඥ݇ ݉⁄   defines the circular natural frequency of vibration of the system. ܶ ൌ ߨ2 ߱⁄  

is  the  natural  period  of  vibration  of  the  mass,  evaluated  with  the  minimum  time  to  obtain 

ሺܶݑ ൅ ሻݐ ൌ ,ሻݐሺݑ  .The two constants A and B depend on the initial conditions .ݐ ∀

Using the initial condition at time t = 0, we obtain the following two relations: 

ܣ ൌ ଴ݑ   ܤ ൌ ଴ሶݑ /߱ 

And the solution of the system is: 

ሻݐሺݑ ൌ ሻݐሺ߱ݏ݋ܿ ଴ݑ ൅
଴ሶݑ

߱
 ሻݐሺ߱݊݅ݏ 

4.1.2 Case f = 0, c ≠ 0 

The equation of motion in this case becomes: 

ሷݑ݉ ሺݐሻ ൅ ሶݑܿ ሺݐሻ ൅ ሻݐሺݑ݇ ൌ 0 

This type of solution is supposed: 

ሻݐሺݑ ൌ  ௧݁ܩ

From which: 

ሶݑ ሺݐሻ ൌ ݁ܩ௧ 

And  

ሷݑ ሺݐሻ ൌ ଶ݁ܩ௧ 
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Replacing them in the equation of the motion we obtain: 

݉ଶ݁ܩ௧ ൅ ܿ݁ܩ௧ ൅ ௧݁ܩ݇ ൌ 0 

ሺ݉ଶ ൅ ܿ൅ ݇ሻ݁ܩ௧ ൌ 0 

Note that m, c, k,  and G do not depend on time. For the previous equation to be true for all time, 

ሺ݉ଶ ൅ ܿ൅ ݇ሻܩ ൌ 0 

The equation before is trivially satisfied if G = 0. The non‐trivial solution is: 

݉ଶ ൅ ܿ ൅ ݇ ൌ 0 

The  previous  equation  is  called  “characteristic  equation”,  quadratic  equation  in   which  has  the 

roots: 

ଵ,ଶ ൌ
െܿ േ √ܿଶ െ 4݉݇

2݉
 

The  solution  to  an  homogeneous  second  order  ordinary  differential  equation  requires  two 

independent  initial  conditions,  an  initial  displacement  and  an  initial  velocity.  These  two  initial 

conditions are used to determine the coefficients A and B of the two linearly independent solutions 

corresponding to ଵ and ଶ. 

The  amount  of  damping  c  qualitatively  affects  the  quadratic  roots  ଵ,ଶ  and  the  free  response 

solutions. 

Introducing the critical damping: 

ܿ௖௥ ൌ 2√݇݉ ൌ 2݉߱ 

And calling  the ration between the viscous and the critical damping: 

 ൌ
c

ܿ௖௥
 

The solution becomes (with ݇ ൌ ߱ଶ݉): 

ଵ,ଶ ൌ െ߱േ ߱ටଶ െ 1 

In function of the value of , there are three different cases: 

1. critically damped:  ൌ 1  →  ଵ ൌ ଶ ൌ െ߱ 

2. over‐damped:  ൐ 1  →  ଵ,ଶ ൌ െ߱ േ߱௦      ߱௦ ൌ ߱ටଶ െ 1 

3. under‐damped:  ൏ 1  →  ଵ,ଶ ൌ െ߱േ ݅߱ௗ       ߱ௗ ൌ ߱ට1 െ ଶ 
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The frequency ߱ට1 െ ଶ is called the damped natural frequency ߱ௗ and it is the frequency at which 

under‐damped SDOF systems oscillate freely. 

 Critically damped response 

For  ൌ 1, the solution is: 

ሻݐሺݑ ൌ ሺܩଵ ൅ ሻ݁ݐଶܩ
ିఠ௧ 

With: 

ሶݑ ሺݐሻ ൌ ଶ݁ܩ
ିఠ௧ሺܩଵ ൅ ሻ݁ݐଶܩ

ିఠ௧ 

 

ሷݑ ሺݐሻ ൌ െ߱ܩଶ݁
ିఠ௧ െ ଶ݁ܩ߱ 

ିఠ௧ ൅ ߱ଶሺܩଵ ൅ ሻ݁ݐଶܩ
ିఠ௧ 

The constants  ܩଵ and ܩଶ are determined through the initial conditions: 

଴ݑ ൌ ଵܩ
 

ሶݑ ଴ ൌ ሾܩଶ݁
ିఠ௧ െ ߱ሺܩଵ ൅ ሻ݁ݐଶܩ

ିఠ௧ሿ௧ୀ଴ ൌ ଶܩ െ ଵܩ߱ → ଶܩ ൌ ሶݑ ଴ ൅ ଴ݑ߱

 

 

Fig. 155 ‐ u(t)  with f = 0, c = ܿ௖௥  

 

So the solution is:  

ሻݐሺݑ ൌ ሾݑ଴ ൅ ሺݑሶ ଴ ൅ ሿ݁ݐ଴ሻݑ߱
ିఠ௧ 

 

In this case the damping effect permits only to turn the system back to the initial position. 

 Over‐damped response 

For  ൐ 1 we obtain ܿ ൐ 2߱݉  and the solution is: 

ሻݐሺݑ ൌ ሺܩଵ݁
ఠೞ௧ ൅ ଶ݁ܩ

ିఠೞ௧ሻ݁ିఠ௧ 

Using the initial conditions it’s possible to evaluate the two constants ܩଵ and ܩଶ: 
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଴ݑ ൌ ଵܩ ൅  ଶܩ

ሶݑ ଴ ൌ ൣሾሺ߱௦ܩଵ݁
ఠೞ௧ െ ߱௦ܩଶ݁

ିఠೞ௧ሻ െ ߱ሺܩଵ݁ఠೞ௧ ൅ ଶ݁ܩ
ିఠೞ௧ሻሿ ∙ ݁ିఠೞ௧൧

௧ୀ଴
ൌ

ൌ ߱௦ܩଵ െ ߱௦ܩଶ െ ߱ሺܩଵ ൅  ଶሻܩ

And so: 

ଵܩ ൌ
1

2

߱ݑ଴ ൅ ߱௦ݑ଴ ൅ ሶݑ ଴
߱௦

ଶܩ ൌ െ
1

2

߱ݑ଴ െ ߱௦ݑ଴ ൅ ሶݑ ଴
߱௦

 

 

Fig. 156 ‐ u(t)  with f = 0, c ≥ ccr 
 

From  Fig.  156  we  can  see  that  with  an  increasing  damping,  the  maximum  displacement  u  is 

increasing, but the solution dampens faster. 

 Under‐damped response 

For  ൏ 1 we have ܿ ൏ 2߱݉ and the solution is like: 

ሻݐሺݑ ൌ ݁ିఠ௧ሾݏ݋ܿܣሺ߱ௗݐሻ ൅  ሻሿݐሺ߱ௗ݊݅ݏܤ

With the initial conditions it’s possible to calculate the constants A and B: 

଴ݑ ൌ ܣ
 

ሶݑ ଴ ൌ െ߱ܣ ൅ ௗ߱ܤ

    →
ܣ ൌ ଴ݑ

 
ܤ ൌ ሺ߱ݑ଴ ൅ ሶݑ ଴ሻ/߱ௗ
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Fig. 157 ‐ u(t)  with f = 0, c < ccr 

 

In Fig. 157  it  is  shown  the harmonic  solution. Two  subsequent peaks are  separated by  the period 

ௗܶ ൌ ߨ2 ߱ௗ ⁄ . Seeing  that 0 ൏  ൏ 1, we have ߱ௗ ൏ ߱. The oscillatory motion  is decreasing  faster 

when  the  damping  is  rising.  In  an  infinite  time  the mass  is  going  to  stabilize  in  the  equilibrium 

position at the zero value’s. 

Until now we have determined  the analytical  solutions of one degree  liberty  system considering a 

null force and exciting them with the displacement and the force at the initial time. 

From the previous cases we can see how a system starts to oscillate with a frequency value such as 

the natural frequency of the system, despite the initial conditions. 

4.1.3 Case f = cost, c = 0 

For constant force is simple to find the particular solution: 

ሻݐ௣ሺݑ ൌ
݂̅

݇
 

The homogeneous part  for ܿ ൌ 0 is given by: 

ሻݐሺݑ ൌ ሻݐሺ߱ݏ݋ܿܣ ൅  ሻݐሺ߱݊݅ݏܤ

And introducing the following initial conditions: 

൜
଴ݑ ൌ ܣ ൅ ݂̅ ݇⁄ → ܣ ൌ ଴ݑ െ ݂̅ ݇⁄

ሶݑ ଴ ൌ ܤ߱ → ܤ ൌݑሶ ଴ ߱⁄
ൠ 
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We obtain the general solution of the problem: 

ሻݐሺݑ ൌ ሺݑ଴ െ ݂̅ ݇⁄ ሻ cosሺ߱ݐሻ ൅ ሺݑሶ ଴ ߱⁄ ሻ sinሺ߱ݐሻ ൅
݂̅

݇
 

 

Fig. 158 ‐ u(t)  ݄ݐ݅ݓ ݂ ൌ ݂̅ ൌ ,ݐݏ݋ܿ ܿ ൌ 0 
 

4.2 Case  f = cost, c ≠ 0,   1 

In this case the homogeneous part is given by: 

u୥ሺtሻ ൌ ሾAcosሺωୢtሻ ൅ Bsinሺωୢtሻሿe
ିன୲ 

The particular solution is equal to the case before so the general solution is given by: 

uሺtሻ ൌ ሾAcosሺωୢtሻ ൅ Bsinሺωୢtሻሿe
ିன୲ ൅

f̅

k
 

Through the initial conditions we can calculate the two constants A and B: 

଴ݑ ൌ ݂̅ܣ ݇⁄
 

ሶݑ ଴ ൌ െ߱A ൅ B߱ௗ

→ ܣ ൌ ሺെ݂̅ ൅ ݇/ሻܭ଴ݑ
 

→ ܤ ൌ ሺെ߱݂̅ ൅ ߱ݑ଴݇ ൅ ሶݑ ଴݇ሻ/߱ௗk
 

 

 

Fig. 159 ‐ u(t)  with f = f ̅=cost, c   ccr 
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From Fig. 159 we can see that the mass oscillates around the static equilibrium’s value ݂̅ ݇⁄  with an 

oscillation that dampens in the time.  

As we saw before, without damping the mass has a medium position ݂̅ ݇⁄  and oscillates around this 

value  without  end. While,  with  the  damping,  the  oscillations  are  going  to  end,  taking  back  the 

structure in the position ݂̅ ݇⁄ . 

 

Fig. 160 ‐ Oscillatory motions 
 

In  all  vibratory  systems  there  are  resistive  influences,  those  reduce  the  energy  of  the  harmonic 

oscillator and the result is that the amplitude of the vibration decreases and the oscillator stops. 

 

 

Fig. 161 ‐ Undamped and damped oscillator 
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4.3 Straus analysis 

Transient dynamic analysis  is a  technique used  to determine  the dynamic  response of a structure, 

subjected to any arbitrary forcing function and initial conditions, under a time‐varying load. 

The time frame for this type of analysis  is such that  inertia or damping effects of the structure are 

considered  to be  important. Cases where such effects play a major role are under step or  impulse 

loading conditions, for example, where there is a sharp load change in a fraction of time.  

If  inertia effects are negligible for the  loading conditions being considered, a static analysis may be 

used instead.  

We have to apply a load over a discrete amount of time dt. 

 

Fig. 162 ‐ Load's law 

 

After the application of the  load, we track the response of the beam at discrete time points  for as 

long as we like (depending on what it is that we are looking for in the response). 

The size of the time step is governed by the maximum mode frequency of the structure we wish to 

capture. The smaller the time step, the higher the mode frequency we will capture. 

Time Step Requirements Straus 

Generally,  given  a maximum  frequency  of  interest  fmax  the maximum  time  step  should  be  small 

enough  that about 10 sample points are  taken  through  time  in a single vibration cycle. Thus  there 

should be 10 points per period. This means that the maximum accurate time step is given by:  

Tmin = 1/fmax. 

௠௔௫ݐ∆ ൌ
௠ܶ௜௡

10
ൌ

1

10  ௠݂௔௫
 

The  termination of  fmax requires some engineering  judgment. For  instance,  if  the structure exhibits 

natural modes up to 5 Hz which excite it globally, and the loading is a large load which is also likely to 

produce  such  a  response,  then  perhaps  including  modes  which  are  greater  than  5  Hz  is  not 

important. So the time step could be set at a maximum of 1/50 Hz = 0,02 s. 
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On  the  other  hand,  if  there  is  a  vibrating machine  which  is  likely  to  excite  local modes  in  the 

structure,  fmax may be  taken as some  frequency  far enough above  the  forcing  frequency  to resolve 

the natural modes of the structure around the forcing frequency. This may produce a very fine time 

step  requirement  for  transient  analysis,  which  is  why  we  provide  alternative  solvers  (harmonic 

response, spectral response) to get fast solutions in such cases.  

Between each time step in a transient analysis, the applied load is considered constant by the solver. 

This means that for an  input table which has entries every N seconds, you should have an analysis 

time step of at most N/2 seconds for accurate integration of the loading through time.  

If  the  time  step  is  too  large  then much of  the higher  frequency  response of  the  structure will be 

missed and  the  solution may not adequately  represent  the  real behavior of  the  structure,  see  the 

figure below.  

 

Fig. 163 ‐ Time step too large 

 

Linear dynamic equilibrium equations are in the following form: 

ሾܯሿሼݔሷሺݐሻሽ ൅ ሾܥሿሼݔሶሺݐሻሽ ൅ ሾܭሿሼݔሺݐሻሽ ൌ ሼܴሺݐሻሽ 

Where:   [M]   Mass matrix 

[C]   Damping matrix 

[K]   Stiffness matrix 

{x(t)}  Nodal displacement vector 

    ሼݔሶሺݐሻሽ  Nodal velocity vector (first derivative of {x(t)}) 

    ሼݔሷሺݐሻሽ  Nodal acceleration vector (second derivative of {x(t)}) 

{R(t)}   Load vector 
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4.4 Forcing function 

Two types of loading conditions can be applied: dynamic loads and base acceleration excitation.  

 Dynamic loads applied to the model are factored by factor vs time tables, which can be any 

time history. Loads can be point forces and moments, element loads, body loads or thermal 

loads. Multiple  freedom  cases may  also be  included  if  the  full  system option  is used. The 

constant  terms  in  the  freedom cases may be  factored  in  the same way as  the  loads  in  the 

load cases, this provides support for time dependent displacements. 

 Acceleration of the base of the model may be specified to define the excitation, that may act 

in  any  general  direction  defined  through  the  direction  vector.  The  time  history  can  be 

arbitrary and is specified in the factor vs time table. 

 In this analysis a dynamic load approach is used. 

4.5 Initial conditions 

Four types of initial conditions can be specified: 

 A linear static solution which specifies the displacement of a structure initially under certain 

static loads. 

 A  transient  solution,  which  specifies  the  dynamic  response  of  the  structure  at  a  time 

instance. The solution will start from any selected time step.  

 Initial velocity and acceleration of all free nodes in the structure. 

 Initial velocity and zero acceleration as specified independently at each node in one or more 

load cases. 

4.6 Solution techniques 

Two approaches to transient dynamic solutions are available: 

1. Mode Superposition 

Using  the mode  superposition method,  responses  of  the  individual modes  of  the  structure  are 

calculated separately and then combined to produce the total response of the structure. This is only 

applicable to linear transient dynamic analysis. 

In addition to the other advantages of the mode superposition technique, this method offers more in 

a transient dynamic analysis. One of the advantages is that modal damping can be used in addition to 

Rayleigh  damping. When  experimental  data  is  available, modal  damping  gives  a more  accurate 

representation of the damping in the system. 

The mode superposition method is best suited to structures where the lower frequencies dominate 

the response (i.e. earthquakes). Typically, 10 modes will provide good accuracy for these problems. 

Modal superposition  is not suitable  for problems such as shock  loads or  impacts where  the higher 
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frequency modes are excited.  In  these cases, 50 or more modes may be  required and  the cost  to 

calculate  this many modes  can  significantly  offset  the  saving  in  the  transient  solution.  The most 

serious disadvantage of  this  approach  is  that  it  is not  capable of handling  any nonlinearity  in  the 

solution. 

2. Full System 

This approach does not have the limitations of mode superposition, but can be computationally very 

expensive,  as  all nodal displacements  are numerically  integrated  at  the  specified  time  steps.  This 

method is also referred to as direct integration. 

The Linear Transient Dynamic Solver performs the following steps: 

a) Initializes  the  nodal  displacement,  velocity  and  acceleration  vectors  according  to  the 

specified initial conditions. 

b) For  mode  superposition  calculates  and  assembles  equivalent  element  force  vectors  and 

external nodal force vectors.  If base acceleration  is  included, the global mass matrix  is also 

formed for the calculation of the pseudo load vector. 

c) For  direct  integration,  calculates  and  assemble  element  stiffness,  mass  and  damping 

matrices, equivalent element force vectors and external nodal force vectors. In the stiffness 

calculation, material temperature dependency is considered (see Temperature). The element 

geometric stiffness matrix is also included if initial conditions are used. Rayleigh damping and 

element material  damping  can  be  included  (see  Damping  ).  Either  consistent  or  lumped 

element  equivalent  load  vectors  can  be  calculated  according  to  the  option  setting  (see 

Element  Load).  Constraints  are  also  assembled  in  this  process,  and  the  constant  terms  in 

enforced  displacement  and  shrink  links  are  combined  and  applied  (see  Enforced 

Displacements  and  Shrink  Links). At  the  end of  this  assembly procedure,  the  three  global 

matrices in the equation of dynamic equilibrium are formed. 

d) Loops  through  the  specified  time  steps  and  calculates  displacement,  velocity  and 

acceleration using either the Wilson theta or Newmark beta method (see Time Integration). 

When  base  acceleration  is  applied,  either  relative  or  absolute  values  of  displacement, 

velocity and acceleration may be calculated. 

e) Calculates element results such as stress and strain. 

 

In the fem model the studied cable is taken out and the correspondent axial force is put in the two 

ending points instead of that cable. The force is obtained from the static analysis, in particular from 

the linear combination of two different forces: self weight of the bridge and the pretension values in 

the cables. 
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Fig. 164 ‐ Reaction force applied instead of the cable 

 

Model 
Axial force  

N (N) 
Horizontal component  

Fx  (N) 
Vertical component   

Fz (N) 

Beams model  147898,3774  136375,417  57233,5187 

Beams model with masses  2499292,331  2304569,124  967172,8451 

Plates model  120730,7357  111324,4427  46720,2206 

Tab. 27 ‐ Static forces applied in the models 

 

The axial force applied to the cable follow the function given by a factor vs time table with a unitary 

value of the force, see the figure below. 

 

 

Fig. 165 ‐ Load vs time table 
 

4.7 Rayleigh damping 

In dynamic analysis of structures and foundations, damping plays an important role. However due to 

the  limitation  in  our  knowledge  about  damping,  the most  effective way  to  treat  damping within 

modal analysis framework  is to treat the damping value as an equivalent Rayleigh Damping  in form 

of: 

0

0,2

0,4

0,6

0,8

1

1,2

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

Lo
ad

 (
N
)

Time steps (s)

Factor vs time table 



                                                                               Linear dynamic analysis   137
 

ሾܥሿ ൌ ሿܯሾߙ ൅  ሿܭሾߚ

in which: 

[C] = damping matrix of the physical system;  

[M] = mass matrix of the physical system;  

[K] = stiffness matrix of the system;  

 and  are pre‐defined constants. 

The major advantage gained  in converting the damping matrix  into an equivalent Rayleigh damping 

lies in the fact that using orthogonal transformation a structure having n degrees of freedom can be 

reduced to n‐number of uncoupled equations. However, for systems with large degrees of freedom, 

it is difficult to guess meaningful values of  and  at the start of the analysis. 

As  such  in most of  the practical engineering analysis  the analyst makes  simplifying assumptions  in 

selecting  damping  ratios  (constant  for  all  significant modes)  based  on  his  experience  or  standard 

literature  that  would  hopefully  be  valid  for  the  overall  system.  It  is  a  fact  that  modal  mass 

participation decreases with increase in modes. 

A  system having multi‐degrees of  freedom,  the equation of motion under externally applied  time 

dependent force is given by: 

ሾܯሿ൛ ሷܺ ൟ ൅ ሾܥሿ൛ ሶܺ ൟ ൅ ሾܭሿሼܺሽ ൌ ሼ ௧ܲሽ 

Where ሼ ௧ܲሽ is the force vector which is a function of time. 

The orthogonal transformation of the damping matrix reduces the matrix [C] to the form: 

2
௜
߱௜ ൌ ߙ ൅ ௜߱ߚ

ଶ 

This, on simplification reduces to: 


௜
ൌ
1

2
൬
∝

߱௜
൅ ߚ ∗ ߱௜൰ 

Where ߱௜  are  the  frequencies  that  involve  the major  part  of  the  structure’s mass  and    is  the 

damping ratio in uncoupled mode. 

From the previous equation it can be observed that the damping ratio is proportional to the natural 

frequencies of the system. 

For the linear dynamic analysis is used the Rayleigh damping, which is assumed to be proportional to 

the mass  and  stiffness matrix.  It  only  offers  two  damping  coefficients which  only makes  correct 

tuning  of  two modes  possible  and  possibly  leads  to  unrealistic  damping  levels  of  the  remaining 

modes. 



138    Linear dynamic analysis 
 

The  two  coefficients  are  calculated  for  the  three models  by  the  previous  formula,  assuming  the 

damping value equal to  = 1 %, value used for concrete structures under the splitting limit. 

Model  1 (Hz)  2 (Hz) 
Beams model  1,105  1,54 

Beams model with masses  0,8973  2,497 

Plates model  2,509  4,082 

Tab. 28 ‐ Frequencies used for Rayleigh coefficients 

  

Model   
Beams model  0,012867  0,007561 

Plates model  0,031078  0,003034 

Beams model masses  0,013202  0,005892 

Tab. 29 ‐ Rayleigh coefficients 

 

 

Fig. 166 ‐ Linear transient dynamic solver (plates model) 
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 Beams model results 

The  dynamic  study  of  the  break  cable  is  studied  in  some  particular  points  of  the  deck,  near  the 

missing cable, as shown in the figure. 

 

Fig. 167 ‐ Points of study in the cross section (beams model) 

 

 

Fig. 168 ‐ Displacements of different points in the deck (beams model) 
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 Beams model with non structural masses results 

For the beams model with the masses, the same points in the deck are studied. 

 

Fig. 169 ‐ Displacements of different points in the deck (beams model with masses) 

 

 Plates model results 

 

Fig. 170 ‐ Some studied points for the dynamic analysis (plates model) 
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Fig. 171 ‐ Displacements of node 181 in the linear dynamic analysis (plates model) 

 

 

 

Fig. 172 ‐ Displacements of different points in the deck (plates model) 
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 Dynamic results for the pylon 

In the following figures the studied points are shown. 

 

Fig. 173 ‐ Points of study in the pylon 

 

 

Fig. 174 ‐ Displacements of different points in the pylon 
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5. VEHICLES VIBRATION 

Vibration  is a mechanical phenomenon whereby oscillations occur about an equilibrium point. The 

oscillations may be periodic such as the motion of a pendulum or random such as the movement of a 

tire on a gravel road. 

Vibration  is  occasionally  "desirable".  More  often,  vibration  is  undesirable,  wasting  energy  and 

creating unwanted sound. For example,  the vibrational motions of engines, electric motors, or any 

mechanical device  in operation are  typically unwanted; careful designs usually minimize unwanted 

vibrations. 

The  vibrations  caused by  the passage of  vehicles have become  an  important  consideration  in  the 

design of bridges, in particular the interaction problem between the moving vehicles and the bridge. 

This is in part due to the rapid increase in the proportion of heavy vehicles and high‐speed vehicles in 

highway and railway traffic, as well as the trend towards high‐performance materials and therefore 

more slender sections for the bridges. 

The  goal  of  the  bridge  engineer  is  to  design  economical  structures which  are  safe,  durable,  and 

serviceable.  Determination  of  the  dynamic  response  of  bridges  has  been  the  topic  of  numerous 

studies in recent years. Much of the attention has been focused on maximum dynamic displacements 

and moments and on the distribution loads to the floor system ‐ information necessary to design for 

adequate  strength.  Problems  associated  with  the  rapid  deterioration  of  bridge  decks  have  also 

attracted the interest of researchers. 

Another  important concern, the comfort of those crossing the bridges, has received relatively  little 

attention. 

Vehicle‐bridge  interaction  is  a  complex  dynamic  phenomenon,  depending  on many  parameters. 

These  parameters  include  the  type  of  bridge  and  its  natural  frequencies  of  vibration,  vehicle 

characteristics, vehicle speed and traversing path, the number of vehicles and their relative positions 

on the bridge, roadway surface irregularities, the damping characteristics of bridge and vehicle, etc. 

The first recorded research into bridge vibration appears to be a report published in 1849 by Willis, 

which discussed the reasons for the collapse of the Chester Railway Bridge. 

The moving‐force model, the moving‐mass model and the moving‐vehicle model are three common 

choices used in the studies.  

The moving‐force model,  in which a vehicle  is modeled as a  force,  is  the  simplest model whereby 

researchers  can  capture  the  essential  dynamic  characteristics  of  a  bridge  under  the  action  of  a 

moving vehicle, but the  interaction between the vehicle and bridge  is  ignored. Where the  inertia of 

the vehicle cannot be regarded as small, a moving‐mass model,  in which a vehicle  is modeled as a 
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mass,  is often adopted. However  the moving‐mass model  suffers  from  its  inability  to consider  the 

bouncing effect of the moving mass, which is significant in the presence of road surface irregularities 

or for vehicles running at high speeds.  At last in the moving‐vehicle model, a vehicle was modeled as 

a single‐axle or multi‐axle mass‐spring‐damper dynamic system. 

Pavement  surfaces  of  roads  on  bridges  have  some  irregularities,  however,  carefully  they  are 

prepared. It may be attributed to the inaccuracies in casting concrete, assembling pre‐cast segments 

and  the  subsequent  overlaying  of  water  proofing  membrane  and  bituminous  surfacing.  Newly 

constructed pavement may be poorly    finished or may have design  features,  such as  construction 

joint,  thermal  expansion  joints,  etc.  Pavements  that  have  been  in‐service  for  sometimes  often 

develop  localized  distresses  due  to  application  of  heavy wheel  load  and  environmental  changes. 

Moving  vehicles  exert  fluctuating  forces on  the bridge deck  caused by  its  vibration  resulted  from 

surface unevenness. 

The  fluctuating nature of the dynamic wheel  load with  increase  in number of  load repetitions may 

cause pavement degradation and fatigue damage.  

Many studies have been reported for the analysis of bridge response due to vehicles passing over at 

constant and variable  speed. The development and application of  computers opened up new and 

practically unlimited possibilities for the exact solution for highly statically indeterminate systems.  

5.1 Introduction to Program Prejezdy 

The purpose of Program Prejezdy, software for vehicle passages of Prof. Polak Micha, is the cognition 

of dynamic effects caused by  the  transport of  the structures.  It  is used  to simulate  the  interaction 

between  the  traffic  flow  and  the  bridge  and was  implemented  for  the  last  25  years  in  the  CTU, 

Faculty of Civil Engineering in Prague. 

In this study, a vehicle‐bridge system is divided into two subsystems: the vehicle subsystem and the 

bridge  subsystem.  Dynamic  equilibrium  equations  for  each  of  these  two  subsystems  are  then 

established.  The  connection  between  these  two  subsystems  is  considered  by  the  wheel‐street 

contact condition. 

5.1.1 Model of vehicle 

A vehicle is a complex mechanical system, which is modeled by the suitable plane or space (Fig. 175) 

model  to determine  the vertical vehicle effects on  the bridge structure by  their  interaction.  In  the 

formulation of  the physical model of  the analyzed  system  it  is necessary  to abandon  the  formerly 

used simple vehicle models (one or two d.o.f) and to introduce into the computation more adequate 

models of vehicles as planar or space systems of n degrees of freedom. 
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The model formulation for the vehicles is based on the following simplifies assumptions:  

 the model is based on the small deformation theory; 

 the  vehicle  consists  of  a  system  of  rigid  bodies  or  plates  and  mass  points  mutually 

interconnected by deformable massless links acting in vertical direction only; 

 the mutual horizontal displacement of the individual members is prevented by the design; 

 the masses of wheels are concentrated in mass points. 

The vehicle is modeled as a non linear dynamic system of mass elements mutually interconnected by 

massless force links. 

In particular the vehicle used is a track TATRA T815: three axle trucks with 230 KN gross weight. 

For a sprung mass system moving along the bridge deck, two equations of motion have to be solved 

simultaneously. The  first  equation  represents  the dynamic equilibrium  for  the bridge. The  second 

equation  is  for the dynamic equilibrium of the sprung mass system. The  interaction  force between 

the pavement and  the  sprung mass  system depends upon  the deck displacement. Hence  the  two 

equations are coupled and need to be solved simultaneously. 

The coupled sets of equations of motions are solved by using Newmark‐ with predictor–corrector 

algorithm. 

            

Fig. 175 ‐ Plane and space model of the truck type TATRA T815 

 

5.1.2 Procedure of calculation of the bridge response 

The moving load of the bridge is modeled as a traffic flow, a group of real vehicles. The vehicles are 

modeled as a non linear space system of mass elements mutually interconnected by immaterial force 

links by means of the component element method.  

Since the position of the vehicles on the bridge is the function of time, also the position of points of 

contact varies in time. The displacements of the structure and the unevennesses of the carriageway 
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surface in points of contact also vary in time. In this way a kinematics excitation of the vehicles takes 

place which, in return, influences the bridge structure by its forces. 

The response of the modal model under the both dynamic and static influence of the moving load is 

calculated by the method of the expansion with the respect to the modes of natural vibration. The 

system of differential equations of motion both  the bridge and  the vehicles  is  integrated by direct 

(step by step) method. The central difference method is used. 

 

5.2 Applications of Program Prejezdy 

The main screen shows the available options of the software. 

 

Fig. 176 ‐ Main screen of Polàk software 

 

Throw  an  excel  file,  reporting  the  coordinates  of  all  the  nodes  of  the  fem model,  the modes  of 

vibration and the relative displacements and rotations, it was possible to import the fem model into 

this software. 

The importation screen appears as in Fig. 177. 
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Fig. 177 ‐ Importation screen 

 

It is possible to define the vehicles motion (speed, position, type) like in the figure below. 

 

Fig. 178 ‐ Vehicles motion 

 

The kind of roughness is fixed as the following, no obstacles are positioned in the road. 

The random unevennesses of the carriageway surface  in the computation can be simulated on the 

basis  of  the measurements  on  the  carriageway  surface  by  the  use  of  a  two‐parametric  random 

unevennesses generator. The principal characteristics are the depth and the length of unevennesses. 

The standard obstacle imitates a deterministic solitary unevennesses on a carriageway surface. 
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Fig. 179 ‐ Road roughness and obstacles 

 

In the last step, it is necessary only to define the output points, where we are interested in the study 

of vibrations, and the simulation parameters. 

 

Fig. 180 ‐ Definition of simulation parameters 
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5.3.1 Case 1: two vehicles in the same direction at 50 Km/h 

The first case studies the behavior of the bridge under two vehicles at 50 km/h along the longitudinal 

dimension of the bridge, running parallel. 

 

Fig. 183 ‐ Traffic’s direction 

 

 

Fig. 184 ‐ Definition of the spans 

 

 

Fig. 185 ‐ Vertical displacements of the cross section in the middle of the 1st span (case 1) 
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Fig. 186 ‐ Vertical displacements of the cross section in the middle of the 2nd span (case 1) 

 

 

 

Fig. 187 ‐ Vertical displacements of the cross section in the middle of the 3rd span (case 1) 

 

In the following pictures different kinds of diagrams are reported to represent:  

 the time history at a certain point of the bridge; 

 the  maximum  and  minimum  values  of  the  transversal  dynamic  deflection  induced  at 

different points along the bridge; 

 the dynamic deflection  induced at different points along the bridge at particular  instants of 

time. 
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Fig. 188 ‐ Vertical displacements along the deck ‐ Points in position 01 (case 1) 

 

 

 

Fig. 189 ‐ Max e min vertical displacements ‐ Points 01 (case 1) 
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Fig. 190 ‐ Vertical displacements along the deck in different times ‐ position 01 (case 1) 

 

 

 

Fig. 191 ‐ Vertical displacements along the deck ‐ Points in position A (case 1) 
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Fig. 192 ‐ Max e min vertical displacements ‐ Points A (case 1) 

 

 

 

Fig. 193 ‐ Vertical displacements along the deck in different times ‐ position A (case 1) 
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Fig. 194 ‐ Vertical displacements along the deck ‐ Points in position B (case 1) 

 

 

 

Fig. 195 ‐ Max e min vertical displacements ‐ Points B (case 1) 
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Fig. 196 ‐ Vertical displacements along the deck in different times ‐ position B (case 1) 

 

 

 

Fig. 197 ‐ Vertical displacements along the deck ‐ Points in position 04 (case 1) 

 

296 306 316 326 336 346 356 366 376

-0,01

0

0,01

0,02

0,03

0,04

0,05

Vertical displacements along the deck in different times

2 cars 50 Km/h in the same direction

10

15

20

25

30

37,425

Points through the deck

V
e

rt
ic

a
l d

is
p

la
ce

m
e

n
ts

 (
m

)

0 5 10 15 20 25 30 35 40

-0,01

0

0,01

0,02

0,03

0,04

0,05

Vertical displacements along the deck - Points in position 04

2 cars 50 Km/h in the same direction

1119 1117

1115 1113

1111 1109

1106 1103

1101 1098

1095 1092

1089 1086

1080 1077

1073 1068

1065 1061

1057 1053

1048 1044

1041 1032

Time (s)

V
e

rt
ic

a
l d

is
p

la
ce

m
e

n
ts

 (
m

)



                                                                               Vehicles vibration   157
 

 

Fig. 198 ‐ Max e min vertical displacements ‐ Points 04 (case 1) 

 

 

 

Fig. 199 ‐ Vertical displacements along the deck in different times ‐ positions 04 (case 1) 
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5.3.2 Case 2: two vehicles in the same direction at 100 Km/h 

The second case studies two vehicles at 100 km/h running parallel along the longitudinal dimension 

of the bridge.  

 

Fig. 200 ‐ Vertical displacements of the cross section in the middle of the 1st span (case 2) 

 

 

 

Fig. 201 ‐ Vertical displacements of the cross section in the middle of the 2nd span (case 2) 
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Fig. 202 ‐ Vertical displacements of the cross section in the middle of the 3rd span (case 2) 

 

 

 

Fig. 203 ‐ Vertical displacements along the deck ‐ Points in position 01 (case 2) 
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Fig. 204 ‐ Max e min vertical displacements ‐ Points 01 (case 2) 

 

 

 

Fig. 205 ‐ Vertical displacements along the deck ‐ Points in position A (case 2) 
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Fig. 206 ‐ Max e min vertical displacements ‐ Points A (case 2) 

 

 

 

Fig. 207 ‐ Vertical displacements along the deck ‐ Points in position B (case 2) 
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Fig. 208 ‐ Max e min vertical displacements ‐ Points B (case 2) 

 

 

 

Fig. 209 ‐ Vertical displacements along the deck ‐ Points in position 04 (case 2) 
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The  three  following pictures  show  the  vertical displacements  time‐history at  the midspan of each 

parts,  subjected  to  the  traffic  flow.  The  vehicle  has  a  point  contact  with  the  bridge  deck  and 

maintains that contact as it moves along the deck. 

 

Fig. 211 ‐ Vertical displacements of the cross section in the middle of the 1st span (case 3) 

 

 

 

Fig. 212 ‐ Vertical displacements of the cross section in the middle of the 2nd span (case 3) 
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Fig. 213 ‐ Vertical displacements of the cross section in the middle of the 3rd span (case 3) 

 

 

 

Fig. 214 ‐ Vertical displacements along the deck ‐ Points in position 01 (case 3) 
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Fig. 215 ‐ Max e min vertical displacements ‐ Points 01 (case 3) 

 

 

 

Fig. 216 ‐ Vertical displacements along the deck in different times ‐ position 01 (case 3) 
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Fig. 217 ‐ Vertical displacements along the deck ‐ Points in position A (case 3) 

 

 

 

Fig. 218 ‐ Max e min vertical displacements ‐ Points A (case 3) 
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Fig. 219 ‐ Vertical displacements along the deck in different times ‐ position A (case 3) 

 

 
 

 

Fig. 220 ‐ Vertical displacements along the deck ‐ Points in position B (case 3) 
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Fig. 221 ‐ Max e min vertical displacements ‐ Points B (case 3) 
 

 

 

 

Fig. 222 ‐ Vertical displacements along the deck in different times ‐ position B (case 3) 
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Fig. 223 ‐ Vertical displacements along the deck ‐ Points in position 04 (case 3) 

 

 

 

 

Fig. 224 ‐ Max e min vertical displacements ‐ Points 04 (case 3) 
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Fig. 225 ‐ Vertical displacements along the deck in different times ‐ position 04 (case 3) 

 

 

In  the  following  two  figures  the  comparison  between measured  values with  accelerometers  and 

simulated one with the software is reported. 

 

Fig. 226 ‐ Comparison measured and numerical values (Points 01) 
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Fig. 227 ‐ Comparison measured and numerical values (Points 04) 

 

The comparison  is done  for  the maximum and minimum displacements along  the deck  in  the  two 

main positions.  

The figures show that the traffic flow’s simulation approximates well the real behavior of the bridge 

with little errors that can be neglected. 
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6. CONCLUSIONS 

This  research  is  focused  towards understanding  the dynamic  characteristics of  the highway bridge 

Lanovy Most. 

Creation of the three fem models. 

Base on previous  research and static analysis of  the bridge,  three 3‐dimensional numerical models 

are  created;  on  one  of  these  a  dynamic  analysis  of  the  bridge  is  conducted  in  order  to  find 

frequencies and mode shapes. 

The three fem models developed are: 

 a simple fem model composed by a sequence of beams representing the deck of the bridge; 

 the same beam model with additional masses connected by rigid links to the central beams; 

 an  accurate  plates model  in  which  the  cross  section  is  divided  and  composed  by  plate 

elements. 

The beam model is mostly adopted as it is simple and it can account for the essential characteristics 

of the bridge. In particular the simple beam element models of the bridge deck that neglect the deck 

slab cannot effectively represent the three‐dimensional vibration behavior of cable‐stayed bridges. 

The plate model may be necessary for slab bridges and some cases  in which the traversing path of 

the vehicles is not along the centre‐line. 

The  finite element and experimental modal analysis provide a comprehensive  investigation on  the 

dynamic properties of cable‐stayed bridges. The analytical modal analysis through three‐dimensional 

finite element modeling gives a detailed description of the physical and modal characteristics of the 

bridge, while  the experimental modal analysis  through  the  field dynamic  tests provides a valuable 

source of information to validate the drawing‐based idealized finite element model. 

Optimization and validation of the fem models. 

These  three  analytical  models  of  the  bridge  are  validated  and  optimized  by  the  corresponding 

measured modal parameters  identified  from  the  field  ambient  vibration  tests. Validation of  all  FE 

models  was  based  on  comparison  between  numerical  results  and  experimental  data  of 

displacements, strains, and accelerations recorded during the field test. 

In  particular  the  experimental  frequencies  and modes  of  natural  vibration  were  utilized  for  the 

creation of the spatial modal model of this bridge; they serve also as valuable  information to verify 

and update a design model of the observed bridge. 
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The set of measurements was recorded in 26 sections along the deck, four points for each sections, 

for a total of 104 points. 

Accelerometers  were  placed  on  the  bridge  to  measure  and  determine  its  vibration.  The 

accelerometers  logged  data  as  ambient  traffic  traveled  over  the  bridge,  the  overall  goal  of  these 

measurements is to aid in understanding the bridge response. 

The  final  baseline  finite  element model was  the  full  three‐dimensional model,  plates model,  that 

reflects the dynamic behavior well in every aspect.  

A  good  correlation  is  achieved between  the numerically  calculated modal  parameters  from  three 

dimensional  finite  element  analysis  and  identified  ones  from  field  ambient  vibration  tests.  The 

validated  finite  element  model  that  reflects  the  built‐up  structural  conditions  can  serve  as  the 

baseline model for a more precise dynamic response prediction, damage identification and long‐term 

health monitoring of the bridge. 

The  initial  equilibrium  configuration  of  cable‐stayed  bridge  is  important  since  it  is  the  starting 

position from which to perform the succeeding dynamic analysis. The modal analysis of cable‐stayed 

bridges and succeeding dynamic analysis under earthquakes, winds and vehicles involves two steps: 

the static analysis due to the dead load and cable tensions, and the subsequent dynamic analysis. 

Comparison  of  analytical  (finite  element) model  predictions  and  full‐scale measurements  on  the 

Lanovy Most bridge show that the best match of measured modes is with a finite element (FE) model 

that uses a deck composed by a series of plates to represent deck bending and torsional properties. 

In the following figure the comparison between the “plates fem model” and the measured values of 

natural frequencies is reported. In particular the percentage errors between the two are presented. 

The errors are always less than 6% for the most of the modes and not high also for the other modes. 
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Fig. 228 ‐ Comparison of natural frequencies "plates model" and measured values 

 

Break of one cable. 

A  special  event  was  also  studied,  the  break  of  one  cable,  situation  happened  just  after  the 

construction  of  the  cable  stayed  bridge. A  dynamic  analysis was  carried  on  from  the  initial  static 

condition. 

From  the evaluation of  the displacements  through  time  it  is possible  to  see how  the vibrations of 

every points of the bridge (deck, pylon, cables) are damped to the static configuration. 

 

Traffic flow vibrations. 

The  vehicle‐structure  interaction  problem  of  a  bridge  traversed  by  a  moving  vehicle  has  been 

investigated.  

Moving  vehicles  and  trains  have  often  been modeled  as  either moving  forces, moving masses  or 

moving mass‐spring‐damper systems.   

4,86 %
3,64 %

5,31 %

6,95 %

0,76 %

11,21 %

0,50

1,00

1,50

2,00

2,50

3,00

3,50

1 2 3 4 5 6

Fr
e
q
u
e
n
ci
e
s 
(H
z)

Modes of 
vibration

Comparison of natural frequencies (error %)

Plates Model Empirical values (measured)

Pylon out 1 vertical 
bending

2 vertical 
bending

3 vertical 
bending

torsionalhorizontal



176    Conclusions 
 

The vehicle  in  this work was modelled as a non  linear dynamic system of mass elements mutually 

interconnected by massless force links. Thus the vehicle is a space 2 axle system like schematized in 

the figure below. 

 

Fig. 229 ‐ 2 axle space system for the vehicle 

 

The relationship between the bridge vibration characteristics and the vehicle speed was determined.  

The  interaction between the moving vehicles and the bridge  is a nonlinear problem. The significant 

parameters affecting the dynamic response of a bridge include the natural frequencies of the bridge, 

vehicle characteristics, vehicle velocity and traversing path, the number of vehicles and their relative 

positions on  the bridge,  roadway  surface  roughness, as well as  the damping  characteristics of  the 

bridge and vehicles. etc. 

The analysis has been performed in time domain by considering the interaction between the vehicle 

and the bridge pavement, coupling of vertical and torsional motion of the deck due to eccentrically 

placed vehicles and the randomness of the bridge surface irregularity.  

Road surface  roughness affects  the  impact value of vehicle  loads significantly. The  impact value of 

vehicle loads increases with the road surface roughness. 

The  traffic  load patterns play an  important  role  in  simulating  the dynamic  responses of box‐girder 

bridge. 

In general, the dynamic responses of bridge tend to increase with the increase of vehicle speed. The 

dynamic amplification factors due to bridge‐vehicle interaction associated with higher vehicle speed 

are much more pronounced than lower vehicle speed. 

Results at different vehicle speeds demonstrated that the maximum dynamic deflection occurs at the 

vicinity of the bridge mid‐span. 

The results of this investigation could be applied to verify the integrity of the structure along its life. 
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