Universita degli studi di Padova

Dipartimento di Fisica e Astronomia Galileo Galilei
Corso di Laurea Triennale in Fisica

Tesi di Laurea

Rappresentazioni del funzionale generatore delle teorie
di campo scalari

Laureando: Marco Benedetti

Relatore: Prof. Marco Matone

Anno accademico 2015-2016



1 Introduzione

Dirac fu tra i primi, ispirandosi alla struttura hamiltoniana della meccanica classica, a cercare
una generalizzazione quantomeccanica del concetto di trasformazione canonica.

Una trasformazione classica in particolare, quella che mappa un sistema di hamiltoniana H (g, p, t)
in un sistema governato dalla dinamica triviale H'(¢/, p’,t) = 0 suscita interesse, in quanto da sola
fornisce la descrizione dinamica completa del sistema. La funzione generatrice S(q, ¢, t) di tale
trasformazione dipendente dal tempo wy : (p,q) — (', ¢) soddisfa 'equazione di Hamilton-Jacobi
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(1.1)
e permette di risolvere la dinamica di condizioni iniziali (py, qo) sfruttando

p(t) = w; o wo(po, o) - (1.2)
Calcolando la derivata totale della S(q,q’,t) lungo i moti del sistema, troviamo
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Integrando si trova quindi che la funzione generatrice della trasformazione che banalizza la

dinamica del sistema non & altro che I’azione della lagrangiana

t
S= [ dt'L, (1.4)

to

valutata sulla la traiettoria del moto. L’azione quindi genera le trasformazioni canoniche il cui
inverso é ’evoluzione temporale.

Dirac procede alla generalizzazione delle trasformazioni canoniche alla meccanica quantistica. Si
vorrebbe trovare una trasformazione fra operatori w(p, §) — (P, Q) che, invece che le parentesi di
Poisson, conservi la struttura dei commutatori:

6,9 = g,41 =0,  [p,q]=ih. (1.5)

Usando la notazione Ala) = ala) per le autofunzioni degli operatori e studiando gli elementi di
matrice misti si trova

(@flQ) = —ih§q<qrcz>; @lPIQ) = me@r@ | (1.6)

Queste possono essere interpretate come equazioni operatoriali a patto di porre (ecco 'idea di
Dirac)

(qlQ) = eiC@@ (1.7)
con G fattorizzabile secondo G(q, Q) = ¢1(¢)g2(Q), in maniera che valga
(4lG(4,Q)|Q) = G(a,Q)(4|Q) - (1.8)
In tal caso le (1.6) possono essere scritte come
aG . 9G
h = — p-_=
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in perfetta analogia con le trasformazioni canoniche generate da G in meccanica classica.
Utilizzando come G azione S, dalla (1.7) Feynman prende spunto per la famosa ipotesi

(avssla) ox exp| oL (a(t), e +61))| (1.10)

che ¢ poi la base dello sviluppo della teoria del path integral.

In quanto segue illustreremo delle recenti rappresentazioni per il funzionale generatore, originaria-
mente ricavate in [1|, e ne mostreremo i vantaggi.

Deriveremo innanzi tutto una rappresentazione duale per il path integral in termini di derivate
funzionali, precisamente:

[ Dgexp(~36A')F[9] 15 b
fDd)eXp(Q_%gf)Afld)) —exp(§aAa)F[g](X:0. (1.11)

Applicheremo tale rappresentazione al calcolo del funzionale generatore, ottenendone una nuova
espressione duale

Wit = (5585 Jesn( [ (V00 + 70 heo (1.12)

No
Esprimeremo poi il funzionale generatore W[.J] mediante la suddetta rappresentazione duale, in
termini di un nuovo campo ¢.(z) = [ A(y — z)J (y)dy:

Tlo = W) = 3 exp(50.8 oo )exp (5 0 Yo (~ [V(60) (113)
Le successive sezioni sono dedicate all’applicazione di questa rappresentazione all’equazione di
Schwinger-Dyson e allo studio dei potenziali normalmente ordinati, velocizzando i calcoli.
Nlustreremo come, nel caso dei potenziali della forma V(¢) = > )_; Vi(¢), la rappresentazione
duale del funzionale generatore si presti a darne una scrittura fattorizzata in termini dei funzionali
generatori associati a ciascuno dei potenziali Vj(¢) e mostreremo l'interesse di questa caratteristica
nel contesto della rinormalizzazione.

Infine ricaveremo un’espressione per il funzionale generatore mediante operatori di derivazione
simili alle derivate covarianti, e ne mostreremo i vantaggi in termini di rapidita nei calcoli e di
snellezza della notazione.



2 Notazione

In tutto quanto segue si useranno le seguenti notazioni:
siano f, g funzioni o operatori, e sia h una distribuzione o funzione. Si pone allora

fhg = /dedDyf(w)h(w —y)g(y)
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Sia
D .
Az —y) = / (;Zﬂ)pD - ’I’:Lz " ieelp(:r—y) (2.1)

il propagatore di Feynman. L’espressione del suo inverso ¢

D
ANz —y) = (> +mHo(z —y) = / (;iﬂ)pD (p? + m2)eip($_y) ) (2.2)

Sia W[J] il funzionale generatore delle funzioni di Green

WJ] = e 2V = N/D¢exp(—5[¢] +/J¢) : (2.3)
dove

Sle] = / dDﬂ?(%a/A?au(ﬁ-i‘ %m%ﬁ +V(9) (2.4)
e N:=1/ [ Dpexp—S[4].

Siano infine Ny := 1/ [ Do exp(—So) e Zo[J] := —3JAJ il funzionale generatore delle funzioni di
Green connesse della teoria libera, corrispondente all’azione Sp[¢] = [ d” x(%@ugb@ugb + %ngbz) :



3 Rappresentazione duale del funzionale generatore

In questa sezione ricaviamo una rappresentazione del funzionale generatore duale rispetto alla
rappresentazione di Schwinger

WJ] = ]]VVOexp( / V(%)) exp(—ZolJ)) |

che comporta uno scambio di ruoli fra i termini di interazione e quelli cinetici. Precisamente

troveremo:
N 1 5 1)
Tlo = W) = - exp(0.8 oo Jesp (5 50-A 0 Yoo (~ [ V(a)
con ¢c(x) == [ J(y — x)dy, e tale funzionale sara il fulcro del successivo studio. La struttura

diT [¢C] ci formra un espressione in termini di path integral per 'operatore di evoluzione temporale
S[¢] nel limite di grandi T, S[¢] := lim7_,o0 e 1) oyvero

= / Do exp(—S[@]) : exp(¢A'9)

3.1

La corrispondenza fra il formalismo operatoriale e il path integral nella QFT deriva dalla relazione
fondamentale

QY

WHI="ar0) =

N (0| Texp| / (—V(3) + 70)] 0) (3.1)

dove |©2) ¢ il vuoto della teoria interagente e |0) ¢ il vuoto della teoria libera.

Si consideri nella (2.3) il cambio di variabile ¢ := ¢' + ¢, con
0)i= [Puim)al - o) (3:2)
Si ha:

WI[J] = N/D¢exp(—5[¢] +/J¢)= N/quexp[—;gbA_lgb]exp[—/V(gf?) +/J¢}

=N [ D¢ exp[ =56+ 6087 + a0)]exp [ [V 400+ [ 1067+ 60)

— Nexp(~Zo[J)) / D¢ exp(— ¢/ Ao / V(e + o) (3.3)

dove nella prima riga si ¢ scritto il termine cinetico come [ dPx( Mgﬁ@,ﬂﬁ + m2¢2) = %qﬁA—lqﬁ,
nella seconda si & sfruttata I'invarianza della misura di 1ntegra210ne e nella terza le proprieta

(A1) (z) = J(z) e 5 [(Joo)(x)dx = FTAT = —Zy[J].

In termini di vev la (3.3) si esprime come

= Nexp(-ZolT) (O T exp| [ (-V(d+ 60)]0) (3.4)



Vale inoltre, per ogni funzione g(x),

O1TFIG +9)10) = Ol exp(55- A5 )i Fid+ gl [0)

_ exp(%A 0 ) (0l Flgl o)

= exp(i(ng(jg)F[g]. (3.5)

dove nella prima riga si ¢ usato il teorema di Wick e nella seconda la relazione (0] : G (4] : |0),
valida per ogni funzionale G[¢] , applicata a G[¢] = Fp + g] .
a (3.5) da

(O TFI3]0) = O] TF$ +x] [0}y = exp( 5 - A2

p(5 525 ) Fidheo (3.6)

che conduce ad una rappresentazione duale per il path integral, in termini di derivate agenti su
un funzionale di ¢:

[ Doexp(-30AOFl 15 o
fD(;SeXp(—%gbA—lqs) _exp(§aAa)F[ Jhx=0

Applicando tale relazione alla (2.3) si ottiene una rappresentazione duale del funzionale generatore:

(3.7)

W1 = 5 e (55850 Jesn( [ =V 00 + 70 heo (39)

ove Ny := [ D¢ exp(—%gbA_lgb), che da per le funzioni di Green

<0Vnﬂi;’£§xN |0) ;Z (;g;Agi)X@qy“X@mgexp(/k_vt@)h;o. (3.9)

3.2 Tl :=W[J]

Applicare invece la (3.5) direttamente alla (3.4) e sfruttare il fatto che
JAT = ¢cA" 1o,

porta a considerare il funzionale

Tl = W1J) = 3 exp( 508 oo 520 5Zc)exp(— [ Vo). (3.10)

Questo da una nuova rappresentazione per ’operatore S.
Infatti da una parte

. o okT(e R N
F (xla ---7xn) o 5¢c(«731)5¢c(xk) ¢c:0* g[/d yz(5¢6 (wz yZ)5J(y1):|W[J]
= /dDyl.../dDykA_l(xl - yl)...A_l(ZL‘k - yk) <Q’ Tgb(:?;z)‘ﬂ(é(yk) ’Q> 5 (311)



dall’altra €& noto che

= N122!/dDyl.../dDkuk(acl,...,xn) o(y1) - d(yr) :
k=0

da cui S[¢p] = N~': T[] : .

Esprimendo : T[¢] :=: exp (é%) T'[x]|x=0 ed usando la (3.10) si ottiene:

18 = N s exp(95): Thdlaes

- b en(o ol ek s Djenl - [ vio) e
- (s o} o (- [Vié )i

16 .6

Scrivendo T'[¢.] in termini di path integral:

Tig] = N / Dé exp(—S[8]) exp(6A~1 )
si ottiene
~ [ Doexp(-Slol) s exp(6871G) s

che con 'aiuto della (3.7) diventa

S[d] = — ! p(*fA exp /V cexp(YA~19) :

= mexp(§aAa>: exp(§¢A 1¢ — /V(¢Z+X)>i lx=o0 -

|x:0

(3.12)

(3.13)

(3.14)

(3.15)

(3.16)



4 Polinomi di Hermite e rappresentazione duale dell’equazione
di Schwinger-Dyson

In questa sezione mostriamo un primo collegamento fra i polinomi di Hermite e la rappresentazione

duale del funzionale deneratore. Altri sorgeranno dalle sezioni successive.

Applichiamo poi queste osservazioni all’equazione di Schwinger-Dyson nel caso modello di poten-

ziali del tipo V,, « ¢", trovandone una forma che coinvolge i cosiddetti polinomi probabilistici di
Hermite.

4.1 Legame con i polinomi di Hermite

La rappresentazione di Schwinger per il funzionale generatore

WUJ) = 3 exp(—(V () exp(Zol ) (4.1)

e I'equivalente scrittura (3.10) implicano la relazione duale

1 ) 146
exp(—iJAJ)eXp<— / V<ﬁ))exp( JAJ) exp(iyﬁc 5¢C)exp<—/V(¢C)) , (4.2)
che ha forti analogie con la relazione fra i polinomi di Hermite e la loro rappresentazione dovuta
a Weiestrass:

(—1)”612/2Dn67x2/2 = e D2 (4.3)

Il membro a sinistra contiene la rappresentazione standard dei polinomi di Hermite probabilistici
He,, legati a quelli di uso comune in fisica dalla relazione H,(z) = 2"/2He, (v/2x).

Si noti per altro che la (4.3) ¢ equivalente, sostituendo x con iz, a:
efxz/QDner/Q _ €D2/2:L’n (4.4)

e che data una funzione f(x) ="~ cpa™, la (4.4) da I'espansione

o0

e*xQ/zf(D)erﬂ - 6D2/2f(x) = Z(—l)”anen(ix), (4.5)

n=0

con le funzioni H en(x) che ammettono la nota scrittura

. k :L,n—Qk:
Hep(z) = n! Z i n_% S (4.6)

In effetti la (4.5) trova immediatamente applicazione in contesto quantistico: da una parte
I'espressione (3.10) per il funzionale generatore contiene un fattore

eXp(;éic Zc)eXp( /V(qbc))

che, espandendo il potenziale V', genera termini del tipo exp(

9 -A 9 > 7, dall’altra

1
20 Ope

5 _ o n—2 __ 2 n
5¢c 5¢c ¢c n(n 1)A(0) c - A(O)a¢p¢c

da cui, con la (4.5)

exp(%é(bCA(Sd,C)d)? - (—i)"AS(O)Hen(ff(m)) . (4.7)



4.2 Applicazione alla rappresentazione duale dell’equazione di Schwinger-
Dyson

Le relazioni ricavate nella sezione precedente consentono di riscrivere ’equazione di Schwinger-
Dyson

[A—li oV (5

579 | 55 =) =J(@)| W) =0, (4.8)

in una forma che coinvolge i polinomi di Hermite.
Tale equazione, espressa in termini del funzionale T'[¢.], &

5 Uoloe [ OV 0 N\ —Uldel] . 360.Abs, .~ [ V(6e)
- c A 01Pc be bc ¢) — . 4
[5%(@“ 5¢(g;)( 5¢c>e Je3 ¢ 0 (4.9)

Si noti ora che la (4.2), benche sia stata derivata con i metodi della meccanica quantistica, dipende
da oggetti quantomeccanici solo attraverso il propagatore di Feynamn A. Questo suggerisce
che essa ammetta una generalizzazione di fuori dell’ambito quantomeccanico. Infatti, per ogni
finzione I, funzionale F' e distribuzione o funzione M vale

exp(—%IMI)F[(m expGIMI): exp(%%M*%)F[MI] . (4.10)
La prova di tale relazione é rimandata alla sezione 5, dove la ricaveremo come conseguenza di
una pitl generale identita operatoriale.
La (4.10) permette, nel caso di un potenziale V,, = %qﬁ", di riscrivere la (4.9) in termini dei
polinomi di Hermite.
Per un potenziale V,, = %qﬁ”, I’equazione di Schwinger-Dyson diventa

5 Uo[aw/”A O N _tolpe]] koo AGge — [ V(e)
c _ Ai 01Pc bc be ¢) = . 4.11
ot i Cr B G " -

Vale poi a livello operatoriale

s n n 5n—l~c 6k:
Uo(ée) =Uo[ge] — | Uolgc] —Uo[éc]
C o) & kZO (k) 5o } 00k ()

— [exp(;6¢cA6¢c)i (Z) (A7) ()| 5 Qj;x) , (4.12)

k=0

dove nella seconda riga si ¢ usata la (4.7).

Sfruttando la relazione

I T €) 6 [ 00ex) 6 [
5(A1¢c)<m>_/ 5 (6 100) (@) 30.(2) / P 5I@) 50e(2) / deA(z—a)5omrs (413)

possiamo riscrivere la (4.11) come

5 Uolée] / nA 0 P _Uol6e]] p0pe Adge = [ V(e)
- c —_ c c=0dc o/ =0. 4.14
[5¢C(x) +e o (5(A_1¢c) (m)) e }62 e 0 (4.14)
Introduciamo la notazione
Ii= [ dya™ (o~ )outy) (4.15)



e notiamo che
1 1 1 1 1
Uoloe] = —50cA 9o = —S ATAT'AT = —CIAT . (4.16)

La (4.14) diventa quindi

n 6_;1A1/n)'\(5>"16_U0[¢C]}6<§5¢CM¢0> o V()

0= [5¢C(z) o1

N [52@ +/7:j e 1AIZ< k ) n - >gﬂe(é%m¢°)e—IV(¢c>

_[.9 nA L5, 6A n—z yrk( %c 8% | _ [V(g)
_[6¢c(x)+/n' Y < k ) ) D85 & >€

B [6¢izx)+7§ (An(:ilz:%g)('okv (mc >( 5¢c>(n . 1)(9”)}625(’"%06 [V =0 (4.17)

dove nella seconda riga si ¢ utilizzata la (4.12) e nell’ultima la (4.7) .

5 Dimostrazione e generalizzazione della (4.10)

Questa sezione & dedicata alla costruzione della generalizzazione operatoriale della relazione (4.10),
che ne ¢ in effetti una diretta conseguenza.

Illustriamo poi come tale generalizzazione sia l’analogo funzionale di una relazione soddisfatta
dai polinomi di Hermite.

5.1 Generalizzazione operatoriale

L’equazione (4.10) non vale come identita operatoriale, come esplicitato dalla (4.12). In quanto
segue si dimostra che la sua generalizzazione operatoriale é

1 1
exp ( - 5IMI)F[&I] exp (§IMI) — exp ( - IMI) 5 F[67] % exp (LMI) —r ., (5.1)
dove ¥ F[01] % indica ¥ F[MI]% con M sostituito da d;.
La relazione (4.10) si dimostra facendo agire la (5.1) su una costante e notando che in tal caso si
ha ¥ F[57]% exp (LMI) lner -1 =% F[MI]3exp (IMI).
Dimostrazione. Cominciamo col provare che
1 1
exp ( - §IMI) : For] : exp <§IMI> =exp (— IMI)F[(S[] exp (LMI)|L:1 . (5.2)
A tal fine, scriviamo : F[MI] : in termini della sua trasformata di Laplace
L F[MI] : = e~ 29rM 01 ppfT) = e=20rM "o /DJefMJF[MJ]

= /DJe—éjMJ“MJF[MJ] : (5.3)



che implica

L F[6)] = / DJe 2 Mo fArg) (5.4)
Vale allora

L F[o;] : e2™MIGIMI) = /DJe—%JM“”IF[MJ]e%IMIG[MI]

= /DJe—%JMJF[MJ}e%(”J)M(”J)G[M(I+J)] , (5.5)

da cui

e 2 ML pls;] e ™MIGIMT] = /DJeIMJF[MJ]G[M(I+J)]

= IMI / DJE[MJ)e"MU+) | GIM (I + J))]

= ¢ IMI / DJe’% F[M J)e"M! | _ 1 GIMT]
= e_IMIF[(Sj]eLMI‘L:[G[MI] . (5.6)

L’ultima uguaglianza ¢ esattamente ’enunciato (5.2).
La (5.2) ¢ poi equivalente alla (5.1), come si vede con la sostituzione

1
F[MI] = exp (551M_161) :F[MI) -, (5.7)
e cido conclude la dimostrazione. O
5.2 Analogia con ’estensione operatoriale della rappresentazione di

Weierstrass dei polinomi di Hermite

Si noti che la (5.2) ¢ la generalizzazione funzionale dell’identita operatoriale

2

o—T2/2 <€_D2/2f(x)>(D)ex2/2 =e " f(D)e¥|y=z >

o equivalentemente di
e—w2/2f(D)€x2/2 _ 6—12 (6D2/2f(l‘)> (D)eym‘y:x ) (59)

Questa a sua volta € la generalizzazione operatoriale della rappresentazione di Weierstrass dei
polinomi di Hermite, che si ottiene facendo agire la (5.9) su una costante.

Una possibile dimostrazione della (5.8) ¢ la seguente:

Restringiamoci al caso f,(z) = 2™ e proviamo il risultato per induzione su n.

L’estensione della prova ad un arbitraria f(z) =3 .-, cxz® Vestensione segue per linearita.

La (5.8) vale per n =1, f(z) ==.
Inoltre, come abbiamo gia visto

e D2 — He,(x) . (5.10)
Dobbiamo quindi provare che vale

e_x2/2Hen+1(D)ex2/2 = e_xzD”HeW\y:w , (5.11)

10



assumendo vera

6_7”2/2Hen(D)e””2/2 = e_xQD”eyﬂy:x .

Si ha, usando Hep11(x) = vHep(x) — nHep—1(x),

e P Hep 1 (D)e” /2 = e **/2(DHen(D) — nHen_1(D))e" /2 .
D’altra parte, usando [He,(D),z] = nHe,_1(D),

e_gc2/2H€n(D)De”Q/2 = e_x2/2Hen(D)xex2/2 + e_”CQ/QHen(D)er/QD

= e_x2/2(xHen(D) + nHen_l(D))eSCQ/2 + e_xQ/zHen(D)ex2/2Q5,l2)

da cui

e*xQ/Q(Hen(D)D - nlr{en_l(D))eIQ/2 = e*xsz"eym\y:x + ef‘”zD”eyﬂy:mD . (5.13)
Infine vale I'identita

2 2 2
e Dn+1€ym|y:x — e ® yDneyz‘y:I+e T Dneyx’y:xD

= e_IQxD”eym\y:I + e_IZD"eym]y:xD . (5.14)

La (5.13) e la (5.14) concludono la prova.

6 Fattorizzazione del funzionale generatore

In questa sezione mostriamo che, dato un potenziale del tipo V(¢) = >~ Vi(¢), la rappresenta-
zione duale del funzionale generatore ne fornisce una forma fattorizzata in termini dipendenti
dai singoli potenziali, non palese nelle altre rappresentazioni. Tale forma viene poi impiegata nel
contesto della rinormalizzazione.

Consideriamo per definitezza il caso V(¢) = V1(¢) + Va(¢). La rappresentazione di Schwinger di
WlJ] e

WiJ] = jvvoexp( / V() e ( / V() exp(—Zol )

che non é a vista decomponibile. Nella rappresentazione duale abbiamo invece

T(6 = - exp(-Uoloc)exp (550850 Yexw (= [Vie)exo (= [1a(00)) . 0.1)

Questa scrittura porta ad investigare ’azione di exp (%(S%Aé%c) su prodotti di funzionali di ¢..

L’esito della ricerca ¢ la seguente relazione:

exp (%6¢c A6¢c ) F [¢c] G [¢C]

1 1
= eXp (5¢c1 A(5(]$c2) ( eXp (§5¢c1 A(S(bcl )F[¢Cl] exp (§6¢c2 A5¢c2 ) G[¢CQ}) |¢c1 :¢c2 :¢c : (62)

11



Dimostrazione. Consideriamo l'identita

exp (304,80, FI6JG16.]

= FIBIGI5 exp (306,80 ) exp | [ (1 2)oc o

= F[04)G0,] exp EMAH + %VAV + pAv + /(u + V)qbc] |u=r=0, (6.3)

Vale poi:

exp (5¢C1 A5¢62) exp [/(Mﬁbcl + V¢cz):|

—exp ([ o) e (udg) exo ( [ vora)

= exp [ / (Hoe, + Ve + MAV)} ; (6.4)

dove nella seconda riga si & sfruttato il fatto che exp(uAdy, ) trasla di pA un funzionale F[¢].
Inoltre, per il membro di destra della (6.2) vale

1 1
exp (0., Adg,, ) (exp (506e, Age, ) Floe,] exp (505, Ads,, )G [%]) P —

1 1
= exp (94,, A, ) | FI0,)G10, ) exp (Gl + Sviv + / (1er + 100)) lum=0 6, =51, =0

1 1
= F[6,]G[6)] [GXP (gﬂAM + §VAV) exp (0g,, Adg,, ) exp (+ / (e, + V%)) |u=l/=0} | ey =pen=be -

(6.5)
Nella seconda riga si ¢ usato F[¢] = F[d,] exp([ u)|,=o-
Applicando alla (6.5) la (6.4) si ottiene la (6.3), provando l’enunciato. O
Poniamo
1 ~1
X F[MI]% = exp (551M 61>F[MI] . (6.6)

Inoltre, nel resto della sezione snelliamo la notazione, indicando con Tj[¢.] tanto il funzionale
generatore relativo all’azione Sy := [ d” x(%@u¢8ﬂ¢+%m2¢2+Vk ((;5)) quanto funzionale generatore
privato del fattore di normalizzazione Ny /Ny, con Ni, :=1/ [ D¢ exp(—Sk).

La (6.2) si puo riscrivere come

% Floc]Goc] ¥ = exp(dg,, Adg,,,) % Flde ] 3% Gloe % o0, =g, =0 - (6.7)

Applicando l'identita (6.2) alla (6.1), nella notazione appena introdotta si ha

(6] = exp(~Unlée)) exp(Bn, Ada, )5 exp (= [ Va(n) sxexp (= [ Va(60)) o, =orpmer
(6.8)
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T[pc] = exp(dg., Adg,, ) exp O(1, 2)T1 [pey | Ta[bes] | pe, =pey =t » (6.9)

con

0(1,2) = ~Uplde] + Uolder] + Uplbes) - (6.10)

Questa fattorizzazione torna utile nel procedimento di rinormalizzazione. Si consideri infatti
I’azione rinormalizzata

Sren = [ (5687164 V(6) + V() (6.11)

dove V,; é il potenziale di controtermine e Aeil propagatore di Feynman associato alla parte
cinetica della lagrangiana rinormalizzata

%(1 + A)0,60,6 + %(1 + Bym24? . (6.12)

Denotiamo con Tyep[¢c] il funzionale generatore associato all’azione Syep,, con T [¢c] quello associato
a Spen — [ Vet € con Tui[¢e] quello associato a Spen, — J V. In tutte queste scritture ¢, va inteso
come il campo legato alla corrente J dal propagatore della teoria rinormalizzata: ¢.(x) := AJ (z).
Usando la (6.9) si puo decomporre il funzionale generatore rinormalizzato come

T”'en [(bc] = exp(6¢c1 A5¢62 ) exp é(:l? Q)T[¢51]TCt [¢C2] ‘d’cl :¢62 =¢c (6 13)

dove (1,2) ¢ dato dalla (6.10) con A sostituito da A.
Questa costruzione é evidentemente generale, e puo essere utilizzata ad ogni ordine di normalizza-
zione.

7 T|¢.] e potenziali normalmente ordinati

Si noti che, nel caso TF[¢] = F[¢], il teorema di Wick

- 16,0 ~
TF|p| = exp (f—AA—A> : Flo)] - 7.1
61 = e (552857) I (r.)
permette di scrivere 'operatore di ordinamento normale come exp(—%é%A(S%).

Estendiamo questa scrittura anche al caso in cui 'argomento di F' sia una funzione e non un
operatore, riferendoci con il termine ordinamento normale anche all’operatore

16 6

Fl¢] —: Fl¢] := exp ( - §%A%)F[¢] .

(7.2)
Ci proponiamo ora di specializzare lo studio svolto al caso di potenziali ordinati normalmente,
vale a dire potenziali : V := exp(—%%A%)V[qﬁ] .

Nel seguito adoperiamo la seguente notazione:

15A5

P = 55650
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19 0 1 0 0
D, = = 7 D = = . 7.4
1T 5000 00 T 250, 00, (74)
In tale notazione il funzionale generatore si scrive come
N
7l = 3 exp(-Uolod)exp(D)exp (— [ :V(60)+) . (75)
0
ela (6.2) ¢
PF(6]GI6] = P (P Floe, 1™ Gloea) ) ooy =oey=o. - (7.6)
E nota la seguente relazione funzionale:
DoLIA] _ oxpy [Z On /n!] (7.7)
n=0

ove

Qn L= BDLn[ ”conn

n
= H ZJl_[e lL |connA1— =A,=A (78)

i>j=1 i=1

ed il pedice conn prescrive tenere solo i termini dello sviluppo in cui ogni coppia di L[4;] sia
"collegata da un operatore del tipo ePi, scartando gli altri. Un’ottima referenza in proposito ¢
il testo [2], di H. M. Fried.

Applicando questa relazione alla (6.2) otteniamo

T[aac]:exp(—mcz»cn——exp( Uolee] + 2 ). (7.9)

con

Qulod] == (= [ :V60) ) leom - (7.10)

Vale poi, effettuando un riscalamento del potenziale,

exp(D) exp ( - “/ V(o) : ) - eXp<§: % [eD(_M/ Vi) :)k} conn>

k=0
x  k
—exp (Y L Qulod) (7.11)
k=1 "
che implica
Qrloe] = 85 In [exp exp / Vige) : \Mzo . (7.12)

La forma esplicita di questi funzionali connessi risulta molto semplificata nel caso di potenziali
ordinati normalmente : per kK = 1,2 abbiamo

le—ep/:V::—/V (7.13)
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Qo= [P =1 [(¢™ [ Vi) ) (™ [ Vo) )]t
= [P -1 / V(6e) [ V(e lory=sms. - (7.14)

Come in questi casi, Vk gli operatori eP* cancellano 1’azione del ordinamento normale. Si noti
anche che l'effetto del —1 in €P12 — 1 & quello di eliminare i diagrammi di Feynman non connessi
da almeno un propagatore. Per Q,[¢.] vale quindi la sintetica espressione

@nld H ]’“H/V Pei)lepey sosbon=te > (7.15)

>k

dove il pedice ¢ prescrive di scartare i diagrammi sconnessi.
Segue la seguente espressione per il funzionale generatore delle funzioni di Green connesse:

o0

Uloe| = HWJon o +Z He ’kH/ (Dei)lege sorstep=te - (7.16)

J>k i=1

8 Funzionale generatore e derivate "covarianti"

In questa sezione ricaviamo un’altra rappresentazione del funzionale generatore, in termini di un
operatore simile alla derivata covariante.

Tale scrittura agevola il calcolo perturbativo del funzionale generatore e permette una notazione
particolarmente concisa per descrivere la fattorizzazione del funzionale generatore affrontata nella
sezione 6. Inoltre consente di esprimere, come succede per il classico funzionale W[J], anche T'[¢.]
come vev di un opportuno campo operatoriale, calcolato rispetto ai vuoti della teoria libera.

Si consideri 'identita operatoriale

1 1
exp ( . 5IMI)F[&I] exp (§IMI> — F[Dui1] (8.1)
dove Dysr(x) = 61?3:) + MI(z). Ci riferiremo a questo operatore con il termine "derivata
covariante".

La (8.1) & la generalizzazione funzionale dell’identita operatoriale
e 2R(D)e”? = F(D + x) . (8.2)

La (8.2) si dimostra facilmente restringendosi al caso F(x) := F,(z) = 2" e procedendo per
induzione su n, verificando la validita delle relazioni facendo agire gli operatori su funzioni test tipo
Gm(xz) = ™. La prova si estende per linearita a generiche F(z) =) anz™ e G(x) =), bpa™.
La (8.1) si prova analogamente.

Dalla (4.10) che, come gia sottolineato, non vale come identita operatoriale e dalla (8.1) segue
1
exp <§61M_151>F[MI] = F[Dui] -1, (8.3)
che é l'estensione funzionale di
PRy =fD+a)-1. (8.4)
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Inoltre, dalla (5.1) e dalla (8.1) si ottiene l'identita operatoriale

exp ( — IMI) X F[07]% exp (LMI) lb—r = F[Dari] - (8.5)

La (8.1), specializzata al contesto quantomeccanico da, sempre a livello operatoriale,

exp(Zy[J]) exp < - /V(;})) exp(—Zy[J]) = exp ( - /V(D¢6)> , (8.6)

dove abbiamo usato la notazione

1)
+ _
Dy (z) = ?A%(fﬁ) + o(x) . (8.7)
Tali operatori, come & immediato verificare, soddisfano le relazioni di commutazione
[D, (x),Df (y)] = 2A(z — y) , Dy (). Dy (y)] = [Df (), D) ()] =0. (8.8)

Sfruttando le (3.10), (4.2) e (8.6) si mostra che il funzionale generatore puo essere espresso in
termini di derivate covarianti applicate ad 1:

7(6) = 3 exp(-Uolod)exo (= [V(D;)) 1. (59)

[lustriamo ora alcune caratteristiche di questa scrittura, concentrandoci in primo luogo sul calcolo
delle funzioni di Green. Dall’identita operatoriale

0 _
57() exp(—Uoloc]) = exp(=Uo[¢c]) Dy, () (8.10)
si ottiene una loro rappresentazione in termini di derivate covarianti:
s W J]

570 0d )~ SPled) Dy, (21). - Dy (wn) exp (- /V(Dq?J) 1

= exp(~Uoloc))exp (- /V(D(;c))D;c(xl) LDy (an) 1. (811)

La scrittura (8.9) semplifica inoltre il calcolo perturbativo del funzionale generatore.
Si consideri ad esempio il caso di una teoria V = %qﬁ‘l.
Sfruttando le relazioni

Dy()-1=0(x) 5 [D;().d()]=A—y) (8.12)

si ottiene
2

HD;(QU’“) 1= H P(zr) + Alxr — 22) ,

k=1 k=1
3 3
HD(Z(M) 1= H (1) + A(z1 — 22)9(23) + A(T1 — 23)P(72) + A(22 — 23)P(71)
k=1 k=1
4 4
1172, i) -1 =[] oxn) + Alwr — 22)d(w3)d(24) + Alwr — 23)d(w2)p(4)
k=1 k=1
+ Az — 24)p(x2)P(23) + A(xo — 23)p(21)P(24) + A2 — 24)P(21)P(3)

+ A(xg — I3 A(.%'l — 1'4) . (8.13)
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Specializzando queste espressioni al caso z = x Vk possiamo scrivere, arrestandoci all’ordine A
N A
7l = 5 exp(-Ualod) (1= 3 [ aPaDy @)+ o(0®)) 1

= ]]\\,;exp(—Uo[Cbc 1—/dD (¢2(x) + 64%(x) A0 )+3A2(o))+o(x2)) . (8.14)

Anche nel caso di potenziali ordinati normalmente 1'utilizzo delle derivate covarianti semplifica la
scrittura. Infatti, la (8.3) implica

L Flg] = F[DJ]-1. (8.15)
Calcoli analoghi a quelli in (8.13) permettono di ottenere le espressioni esplicite

Lg% () 1 = ¢ () — A(0)

: ¢ (2) - = ¢*(2) — 3A(0)g()
o) 1 = ¢Mx) — 6A(0)03 () + 3A%(0) . (8.16)

Per quanto riguarda il problema di fattorizzazione affrontato nella sezione 6, ’espressione (6.7) si
snellisce molto. Dalla (8.3) si ottengono infatti :

exp (%5¢A6¢)F[¢]G[¢] — FID;IGID;] -1, (8.17)
exp (— %5¢A5¢)F[¢]G[¢] — FIDIGIDY] 1. (8.18)

Da ultimo sottolineiamo che il funzionale generatore ammette un’espressione in termini di vev
anche nella forma T'[¢.]. A tal proposito, notiamo che sostituendo nella (4.2) e~/ con : e~V :
possiamo scrivere

exp ( — /V(gbc)) = exp ( — %JAJ : exp /V : exp JAJ)

1
— N, exp(— §¢CA*1¢C) (O[T : exp (- /V(¢) : exp /¢A1¢C)\O> . (8.19)
Inoltre dalla (8.1) si ottiene 'identita operatoriale
146 o B 1 i
exp(—Up|¢e]) exp (5 o ¢C) exp(Unlg.]) = exp(5D;,A7'D;) - (8.20)

Utilizzando queste relazioni si puo scrivere

Tl = 3 o (50700 exp (550850 Yexw (- [ V(60)

= Nexp (§¢CA_1¢C> exp (1 d 0 > exp ( — %gbcA_lgbC)

256,50,
O[T s exp (- / V() :exp / 4a"6.) [0}

— Nexp(%D;cA_lD;CNmT : exp(— /V(é)) : exp (/QEA—1¢C)|0> , (8.21)

che é proprio nella forma cercata.
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9 Dualita ¢-¢. e U[¢.] come potenziale efficace

Il fatto che in espressioni quali la (3.3) compaiano termini del tipo [ V(¢ + ¢.) lascia pensare
che vi sia una sottostante struttura di intercambiabilita fra il campo ¢ e ¢.. In quanto segue
sottolineiamo ulteriori aspetti formali a sostegno di tale ipotesi, che merita probabilmente ulteriori
investigazioni.

Il punto di partenza ¢ il funzionale generatore per una teoria a due campi scalari ¢ e ¢., accoppiati
simmetricamente da un potenziale V(¢ + ¢.). Precisamente:

WILK] = NpN [ Do. [ Doexp [~ 3687 10- 308 00 [(V(o+6)-16-K60)] . (01

Definiamo i seguenti funzionali:

Splpe] == deA P + Ulge] (9.2)
1,4, 1,
H[o. 0 = exp (- 300716+ 360710~ [V(6+60) . (9.3
K[¢7 d)c] ‘= CXp ( - ¢CA_1¢C)H[¢7 @bc] = exp ( - %d)A_ld) - %CbcA_lec - /V(¢ + Cbc)) :
(9.4)

Sfruttando la (3.3) possiamo quindi scrivere

T(g] = N / DGH[6. b (9.5)
(§]

exp(~Splde]) = N / DK 6,6 = exp ( — deA 1) T[d] | (9.6)

N 1 ~ Qo]
SD[¢C] =In W + §¢CA Ge — ; El . (9'7)

Ponendo a 0 la corrente associata al campo ¢ nel funzionale (9.1), ed effettuando un cambio di
variabile analogo a (3.2), possiamo definire un funzionale

Tplpd = W[0, 01 = NpN / Do / DK 6, b exp(peA )

= ND/Dd)c eXp(_SD[d)c] + (PCA_lgbc) 5 (9'8)

che ha una forma analoga al funzionale generatore di una teoria ad un campo, ¢., in cui il
funzionale generatore Ul[¢.] — Up|dc] svolga il ruolo di potenziale.

Riformuliamo la (9.1). Il cambio di variabile
da
1 1
WII, K] = NDNeXp(§IAI + §KAK)

1 1
[ DoDsen| - 36870 50a 0o~ [Vio+o+AT+R)] . 010
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Un ulteriore cambio di variabile

_ ¢ + ¢c _ ¢ — ¢c
p - ﬂ ) 0 = \/i ’ (911)
porta a
NpN 1 1 1
WII, K] = Jl\)fo exp(2IA1+2KAK)/DpeXp [—QpAlp—/V(\/ip—l-A(I—f—K)) . (9.12)

Infine, ponendo

AT+ K) __AU-K)
Pc = \/i ) c — \/i ’ (9'13)

si ottiene W1, K| = Tplpe, 0¢|, con

NpN 1 _ 1 _ 1
Tplpe,0c] = %exp(iaCA Yo, + gpcA Lpe) exp <§5PCA5PC) exp ( - /V(\/ipc)) :
0
(9.14)
Ricordando che per definizione
Pe Pe
T c:T cyUc —0 =1 = T T =1 9.15
plec] = Tplpe, ocll1=0 D[\/E \/i] (9.15)
le (9.8) e (9.14) danno l'identita
No 1 -1 = Qrloc] -1
7T c :N D c - = CA C CA (&
NoToled =N [ Docexp (= joca o 3 e o)
N 1 _
— 3 ep(yred o) exp(@,. a0, ) exp (- [Vieo) | (9.16)
0

che ha la stessa forma della rappresentazione duale del funzionale generatore associato al potenziale
V(¢c), salvo il fattore di riscalamento 2 del termine d, Ad,, .

Tali analogie andrebbero ulteriormente esplorate. Intanto sottolineiamo che il fattore 2 di cui
sopra ¢ equivalente ad un riscalamento di un fattore 1/2 del termine cinetico.

Per verificarlo, si puo sostituire il cambio di variabile (9.11) con

p=0¢+ ¢c 0g=0¢—dc, (9.17)
ottenendo
_NpN L A 5 1:aA-15 / ;
Tplpc] = NoN? exp(5 Pl soc)/DpeXp( APATD V(p+<pc)) ; (9.18)

con Ny =1/ [ DG exp(—15A715).
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