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1 Introduzione

Una delle maggiori sfide odierne nelle neuroscienze teoriche riguar-
da la comprensione del legame tra la struttura della connettività di
una rete di neuroni e l’attività emergente della popolazione in esame.
Un’area di ricerca particolarmente attiva oggigiorno indaga l’emergen-
za di pattern a bassa dimensionalità nell’attività di una popolazione
di neuroni all’interno di circuiti neurali a larga scala. Questo tipo di
pattern si osservano comunemente nelle registrazioni neurali durante
compiti comportamentali, in particolare nelle aree corticali coinvolte
in funzioni di alto livello come la pianificazione motoria e il processo
decisionale [3, 14, 2]. Per lo studio di reti neurali biologiche un modello
ampiamente utilizzato nelle neuroscienze computazionali è quello delle
reti neurali ricorrenti (RNNs) addestrate ad eseguire compiti neuro-
scientifici [12, 9, 1, 15]. In questo particolare modello di rete, l’attività
emergente è risultato dell’interazione tra un input esterno che simula
tutti i segnali informativi legati al compito (stimoli o regole) e l’input
ricorrente del circuito, conseguenza diretta delle connessioni interne
tra le singole unità. In particolare una classe di modelli introdotta
negli ultimi anni, le reti neurali ricorrenti con connettività a basso
rango, offrono un modello flessibile ed analiticamente trattabile per
lo studio di questo fenomeno, rappresentando direttamente l’idea di
dinamica collettiva a bassa dimensionalità. Le RNN a basso rango si
basano su matrici di connettività vincolate ad essere a basso rango,
ovvero presentano un numero finito di valori singolari e possono esse-
re descritte da un ridotto insieme di vettori di connettività, le quali
generano direttamente una dinamica a bassa dimensionalità.
‘E di particolare interesse l’indagine sull’origine della cosiddetta “at-
tività spontanea” delle reti neurali legata alla risposta delle reti a
fluttuazioni stocastiche (“rumore”), modellate tramite segnali di in-
put che possono essere o a bassa diensionalità, quando originati da
un piccolo set di segnali stocastici altamente correlati tra unità, o ad
alta dimensionalità, quando invece l’input è originato da un grande
insieme di segnali stocastici non correlati tra unità. La struttura del-
la dimensionalità della rete potrebbe variare notevolmente a seconda
delle proprietà del rumore in input, in particolare della sua dimensio-
nalità.
In questa tesi replichiamo i risultati di [6], nel quale l’autrice indaga
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la risposta di reti neurali ricorrenti a basso rango ad input stocastici
alto e basso dimensionali, analizzando in particolare le proprietà geo-
metriche e statistiche dell’attività emergente tramite un analisi delle
proprietà della sua matrice di covarianza.
Inoltre, dato un caso reale di rete neurale approssimativamente a basso
rango, si cercano di inferire le proprietà del rumore dall’osservazione
dell’attività.

2 Metodi

2.1 Teoria

Si considera una rete rete neurale ricorrente stocastica (stochastic re-
current neural network, SRNN) composta da N unità, con dinamica
governata dall’equazione lineare:

τ
dx(t)

dt
= −x(t) +Wx(t) + Uχ(t) (1)

dove per semplicità la scala di evoluzione temporale è impostata a
τ = 1. Il primo termine nel lato destro dell’equazione rappresenta il
termine di dispersione, il secondo termine modellizza le interazioni ri-
correnti tra neuroni mediate dalla matrice di connettività sinaptica W

ed il terzo termine corrisponde all’input stocastico esterno. L’analisi si
focalizza sull’attività generata da questo modello in regime staziona-
rio, condizione raggiunta se la parte reale degli autovalori della matrice
di connettività W è minore di 1, necessario per la stabilità della dina-
mica autonoma. In questo regime le proprietà statistiche dell’attività
possono essere calcolate equivalentemente sul tempo o sulle realizza-
zioni dell’input.
Per rappresentare la connettività della rete vengono inizialmente uti-
lizzate matrici di rango uno, che possono essere espresse come:

W = kmnT

dove k è uno scalare positivo em, n sono vettori unitariN -dimensionali.
Gli elementi Wij quantificano la forza della connessione sinaptica dal-
l’unità j all’unità i. Tale formulazione è ottenuta tramite Decompo-
sizione a Valori Singolari (singular value decomposition, SVD) della
matrice W , dove n è il vettore singolare destro, il quale racchiude
l’informazione su come la rete legge gli input ricorrenti in arrivo, e m
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è il vettore singolare sinistro, che fornisce la direzione lungo la qua-
le è diretta la risposta della rete all’input ricorrente. Questi vettori
(connectivity vectors), caratterizzano la struttura della connetti-
vità sinaptica.
Definendo la funzione di sovrapposizione tra due vettori ν e ν’ come:

ρνν′ = νTν′ (2)

otteniamo, di conseguenza, ρmm = ρnn = 1. In generale, la sovrapposi-
zione tram ed n è quantificata da ρmn = mTn, che varia nell’intervallo
[−1, 1]. Gli estremi di questo intervallo corrispondono, rispettivamen-
te, ai casi in cui i vettori siano anti-allineati o coincidenti (si ottiene
in questi casi una matrice W simmetrica), mentre il valore mediano 0
corrisponde al caso in cui i vettori siano ortogonali (per cui W risulta
massimamente asimmetrica). L’unico autovalore non nullo della ma-
trice W è dato da λ = kρmn ed è associato all’autovettore m.
L’input stocastico è espresso in termini di un processo Gaussiano χ(t),
a media nulla, scorrelato tra unità e temporalmente bianco. Viene
iniettato nella rete tramite una matrice di pesi U . La covarianza
dell’input stocastico totale è dunque data da:

⟨Uχ(t)[Uχ(s)]T ⟩ = Σ̄inpδ(t− s) (3)

ove ⟨ · ⟩ indica una media sulle realizzazioni dell’input, e indichia-
mo con Σ̄inp la parte statica della covarianza.
Integrando sul tempo (1) e concentrandoci sul regime stazionario, si
ricava ():

x(t) =

∫︂ t

0

exp[(W − I)(t− u)]Uχ(u)du (4)

Tale espressione si può semplificare sviluppando il propagatore exp[(W−
I)t], il quale presenta una forma semplice nel caso di matrici di con-
nettività di rango uno:

exp[(W − I)t] = exp(−t)

[︃
I +

exp(λt)− 1

λ
kmnT

]︃
(5)

Il primo termine nella parentesi corrisponde al propagatore di una rete
sconnessa, dove la dinamica è governata esclusivamente dal filtraggio
locale dell’input esterno, dovuto al termine diffusivo. Il secondo ter-
mine modellizza invece il contributo al propagatore dato dalla matrice
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W . Inserendo (5) in (4), si può esprimere l’attività in termini dei
contributi di una componente locale e una componente ricorrente:

x(t) = xloc(t) + xrec(t) (6)

dove abbiamo definito

xloc(t) =

∫︂ t

0

exp[−(t− u)]Uχ(u)du (7)

xrec(t) = kmnT

∫︂ t

0

exp[−(t− u)]exp[λ(t− u)]− 1

λ
Uχ(u)du (8)

La componente locale descrive il comportamento di una RNN non
connessa e rappresenta l’integrazione temporale degli input stocastici
effettuata dalle singole unità. La direzione del vettore xloc(t) varia
ad ogni istante in base alla direzione del segnale di input più recente.
La componente ricorrente xrec(t) rappresenta il contributo all’attività
dato dall’integrazione temporale dei segnali ricorrenti effettuata dalle
connessioni della rete. La direzione della componente ricorrente è fissa,
ed è determinata dal vettore m.
Le proprietà statistiche e geometriche dell’attività emergente possono
essere ricavate dalla sua matrice di covarianza, definita come Σ ≡
⟨x(t)x(t)T ⟩. calcolando la covarianza utilizzando 6 si ottiene:

Σ =
1

2

[︃
Σ̄inp +

k

2− λ
[Σ̄inpnm

T +mnT Σ̄inp] +
k2

(2− λ)(1− λ)
mnT Σ̄inpnm

T

]︃
(9)

Il primo e l’ultimo termine sul lato destro dell’equazione corrispondo-
no rispettivamente alle covarianze dei termini xloc(t) e xrec(t) mentre i
termini tra questi compresi corrispondono alle loro covarianze incrocia-
te. Dalla precedente equazione si ricava che la covarianza dell’attività
è determinata da moltiplicazioni matriciali tra la covarianza statica
dell’input stocastico ed i vettori m ed n.
Per rendere più chiara la struttura geometrica della covarianza, la
possiamo riscrivere come

Σ =
1

2

[︃
Σ̄inp +

k

2− λ
[dmT +mdT ] +

σk2

(2− λ)(1− λ)
mmT

]︃
ove d = Σ̄inpn e σ = nT Σ̄inpn. Il primo termine, corrispondente al-
la covarianza dell’input, può essere a basso o ad alto rango, in base
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alla dimensionalità degli input, mentre i rimanenti termini sono ma-
trici uno-dimensionali, generate da m e dal vettore d, vettore la cui
direzione è determinata sia da n che dalla covarianza dell’input.

Input stocastici ad alta dimensionalità

Consideriamo input stocastici ad alta dimensionalità, per i quali l’in-
put ad ogni neurone della rete è scorrelato ed ha uguale varianza. Per
costruire questo modello, costruiamo la matrice dei pesi U come una
matrice composta da N vettori ortonormali, di conseguenza la matri-
ce di covarianza dell’input andrà a coincidere con la matrice identità
Σ̄inp = UUT = 1 ed il vettore d andrà a coincidere con il vettore n; la
covarianza diventa dunque:

Σ =
1

2

{︃
1+

k

2− λ

[︃
nmT +mnT +

k

1− λ
mmT

]︃}︃
(10)

La matrice di covarianza è a rango massimo per via dell’azione della
componente legata alla covarianza dell’input stocastico, ma nonostan-
te ciò esibisce una forma particolarmente semplice, infatti si presenta
come una perturbazione a basso rango generata dai vettori m ed n
sulla matrice identità, ciò permette di trovare gli autovalori e gli au-
tovettori in forma chiusa.
Dalle proprietà della matrice identità si ricava per gli autovalori di Σ
la forma:

µi =
1

2
(1 + µlr

i )

dove {µlr
i }i sono gli autovalori della componente a basso rango della

covarianza

Σlr =
k

2− λ

[︃
nmT +mnT +

k

1− λ
mmT

]︃
(11)

Poiché Σlr presenta N − 2 autovalori nulli, i corrispondenti autovalori
di Σ sono uguali al valore di riferimento µref = 1

2 . Questi autovalori
corrispondono ad autovettori (Componenti Principali, PCs) lungo i
quali l’attività è dominata dagli input esterni e non riceve contributo
dalle interazioni ricorrenti. Per ricavare gli autovalori di Σlr non nulli
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si ricorre al metodo delle matrici ridotte e si ottiene:

µlr
± =

k

2(2− λ)

⎡⎣2ρmn +
k

1− λ
±

√︄(︃
2ρmn +

k

1− λ

)︃2

+ 4(1− ρ2mn)

⎤⎦
(12)

da cui si ricavano gli autovalori di Σ da (2.1). Questi autovalori cor-
rispondono ad autovettori lungo i quali l’attività è frutto delle intera-
zioni ricorrenti. Da (12) si può vedere che µlr

+ e µlr
− assumono valori

rispettivamente sempre positivi e negativi, di conseguenza µ+ e µ−
risultano sempre rispettivamente maggiori e minori di µref , ciò im-
plica che le componenti principali associate con µ+ e µ− identificano
direzioni lungo le quali l’attività vene massimamente amplificata o
massimamente inibita.
Per ricavare queste direzioni, assumiamo l’ipotesi:

ν± = γ±m+ n (13)

si trova facilmente che γ± = µlr
±

2−λ
k−ρmn

. Si conclude quindi che l’atti-
vità è isotropa con ampiezza pari al valore di riferimento, lungo ogni
direzione ortogonale al piano generato dai vettori m ed n. Entro que-
sto piano, l’attività mostra maggior varianza lungo una dimensione
(corrispondente alla componente principale associata all’autovettore
maggiore della matrice di covarianza µ+, PC 1) e minor varianza lun-
go l’altra (corrispondente alla componente principale associata al au-
tovalore minore della matrice di covarianza µ−, PC N). Risulta di
conseguenza uno spettro degli autovalori della matrice di covarianza
per la quasi totalità piatto, con valori differenti alle due estremità.

Dipendenza dalla sovrapposizione dei connectivity vectors

Analizziamo il comportamento degli autovalori e degli autovettori del-
la covarianza come funzione del parametro di sovrapposizione dei con-
nectivity vectors ρmn. L’attività della rete risulta stabile per valori
del parametro compresi tra -1 e 1/k, punto in corrispondenza del qua-
le l’autovalore della matrice di connettività, λ, raggiunge 1. Ad un
estremo, quando m ed n sono fortemente negativamente correlati, la
rete funziona come un auto-encoder monodimensionale, nel quale la
connettività ricorrente genera forti feedback negativi. Al contrario,
all’estremo opposto, quando m ed n sono fortemente positivamente
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correlati, la rete si comporta come un attrattore di linea, nel quale la
connettività ricorrente media l’integrazione dei segnali esterni gene-
rando feedback positivi che bilanciano la dinamica diffusiva.
Esaminiamo il caso di forte sovrapposizione positiva. Usando ρmn →
1/k e λ → 1 e mantenendo solamente i termini dominanti:

µlr
± ≃ k

2

[︃
k

1− λ
±

⃓⃓⃓⃓
k

1− λ

⃓⃓⃓⃓]︃
(14)

da cui si ricava µlr
+ → +∞ e µlr

− → 0 o, allo stesso modo, µ+ → +∞ e
µ− → 1/2. L’attività è di conseguenza caratterizzata da una compo-
nente divergente lungo ν+, dovuta all’integrazione del rumore. Lungo
le altre direzioni, inclusa ν−, l’ampiezza dell’attività è fissa al valore
di riferimento. La dimensionalità, di conseguenza, tende ad uno. La
componente principale ν+ è allineata principalmente con il vettore m,
come si nota dal fatto che γ+ → ∞, ma nonostante ciò mantiene una
sovrapposizione non nulla con n in quanto m ed n non sono ortogo-
nali.
Esaminando lo scenario opposto, con ρmn → −1 e λ → −k, si trova
che il valore di µ+ si stabilizza sul valore di riferimento, mentre il va-
lore di µ− si riduce sensibilmente, tendendo a zero all’aumentare della
forza della connettività ricorrente, k. L’attività, di conseguenza, è ca-
ratterizzata da una componente fortemente ridotta lungo ν−, mentre
lungo tutte le altre componenti principali, inclusa ν+, l’ampiezza è
fissa al valore di riferimento. Dal momento che la soppressione lungo
ν− ha un impatto limitato sull’attività, la dimensionalità è alta. La
componente principale ν− è allineata principalmente ad n, in quanto
γ− → 0 per alti valori di k. Anche in questo caso ν− rimane parzial-
mente sovrapposto ad m in quanto m ed n sono fortemente allineati.
Infine, per valori di ρmn intermedi, l’attività è caratterizzata da pro-
prietà intermedie: i valori di µ+ e µ− sono rispettivamente maggiore
e minore del valore di riferimento, di conseguenza l’attività è caratte-
rizzata da una componente amplificata lungo ν+ ed una inibita lungo
ν− e l’attività assume dimensionalità intermedia. Le due componenti
principali ν+ e ν− hanno componenti non nulle lungo entrambi i vet-
tori m ed n, con ν+ che mantiene una sovrapposizione maggiore con
m e ν− una sovrapposizione maggiore con n.
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Attività in reti a rango maggiore

Le matrici di connettività di rango maggiore possono essere scritte
come

W = k
R∑︂
r=1

mrnrT (15)

dove k è ancora uno scalare positivo ed i vettorimr e nr (r = 1, ..., R <
N) sono unitari. In particolare ci concentreremo su un sottoinsieme
di matrici a basso rango per le quali gli autovalori non nulli sono dati
da λr = kρmrnr , ciascuno associato all’autovettore mr.
Per queste matrici è ancora possibile esprimere il propagatore in forma
chiusa, di conseguenza l’attività può essere calcolata analiticamente.
In analogia con (6) si può scrivere:

x(t) = xloc(t) +
R∑︂
r=1

xrec,r(t) (16)

ove la componente x(t)loc è data da (7), ed ogni componente xrec,r

è data da (8), con m, n e λ sostituiti rispettivamente da mr, nr

e λr. Di conseguenza l’aumento del rango della connettività ha come
effetto principale l’aumento del numero delle componenti indipendenti
dell’attività generate dalla dinamica ricorrente.
In maniera simile al caso a rango uno, è possibile calcolare la matrice
di covarianza

Σ =
1

2

{︄
Σ̄inp +

R∑︂
r=1

k

2− λr

[︁
drmrT +mrdrT

]︁
+ (17)

+
R∑︂
r=1

R∑︂
r′=1

σrr′k2(4− λr − λr′)

(2− λr − λr′)(2− λr)(2− λr′)
mrmr′T

ove abbiamo definito dr = Σ̄inpn
r e σrr′ = nrT Σ̄inpn

r′.
Per esaminare le proprietà della matrice di covarianza ci soffermeremo
sul caso di input stocastico ad alta dimensionalità, per il quale si trova

Σ =
1

2

{︄
1+

R∑︂
r=1

k

2− λr

[︁
nrmrT +mrnrT

]︁
+ (18)

+
R∑︂
r=1

R∑︂
r′=1

ρnrnr′k2(4− λr − λr′)

(2− λr − λr′)(2− λr)(2− λr′)
mrmr′T
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Tale matrice di covarianza è ad alto rango, in quanto è data dalla
somma di un termine di rango massimo (il primo termine nel lato de-
stro dell’equazione) e di un termine di basso rango con rango massimo
2R. Quest’osservazione generalizza i risultati ottenuti per reti di rango
uno: in presenza di input stocastici ad alta dimensionalità, l’attività
della rete diventa potenzialmente alto-dimensionale, con l’attività mo-
dellata dalla connettività ricorrente che si sviluppa lungo un numero
di dimensioni pari a due volte il rango massimo della connettività. Ciò
accade in quanto l’attività è strutturata lungo entrambi i set di vettori
m ed n.
Il caso appena trattato può essere immediatamente generalizzato al
caso in cui le componenti della matrice di connettività W abbiano
pesi diversi,

W = k

R∑︂
r=1

µrm
rnrT (19)

dove µr sono i pesi associati alle diverse componenti. In questo caso,
otteniamo per la covarianza la formula:

Σ =
1

2

{︄
1+ k

R∑︂
r=1

µr

2− λr

[︁
nrmrT +mrnrT

]︁
+ (20)

+k2
R∑︂
r=1

R∑︂
r′=1

ρnrnr′µrµr′(4− λr − λr′)

(2− λr − λr′)(2− λr)(2− λr′)
mrmr′T

con λr = kµrρmrnr .

2.2 Setup delle analisi

SRNN di rango uno

Sono state effettuate simulazioni numeriche in Python del compor-
tamento di una SRNN con matrice di connettività di rango uno al
variare della dimensionalità dei segnali di input e del parametro di
sovrapposizione tra i vettori m ed n. L’equazione della dinamica (1) è
stata integrata numericamente tramite il metodo di Eulero-Murayama,
estensione del metodo di Eulero ad equazioni differenziali stocastiche,
necessario per la corretta gestione del termine di input. L’integrazio-
ne della dinamica dell’attività è stata suddivisa in due contributi, uno
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legato alla componente deterministica dell’equazione differenziale (ter-
mine di drift) e uno legato alla componente stocastica dell’equazione
(termine di diffusione). Il tempo totale di integrazione dell’equazione
è stato discretizzato in n intervalli equispaziati; dopo aver definito un
istante iniziale t0 = 0 ed un istante finale tn = T , il passo temporale
è stato definito come dt = tn−t0

n con gli istanti temporali successivi
t1 = t0 + dt, t2 = t1 + dt, ... ti+1 = ti + dt. Al pari del metodo di
Eulero esplicito, l’algoritmo calcola iterativamente l’attività ad un de-
terminato istante temporale a partire dal valore dell’attività all’istan-
te temporale precedente, con l’aggiunta di un termine necessario alla
modellizzazione dell’incremento legato alla variabile stocastica dχk

x(tk+1) = x(tk) + (W − 1)x(tk)dt+ Udχk (21)

L’incremento legato al termine stocastico nell’intervallo di tempo dt è
una variabile casuale estratta da una distribuzione normale, con media
zero e varianza pari a dt, si può scrivere:

dχk = ξk
√
dt

dove ξk è un vettore di numeri casuali estratti indipendentemente da
una distribuzione normale standardizzata: ξk ∼ N (0, 1).
Si ottiene dunque per l’integrazione del termine stocastico:

xstocastico
k = Uξk

√
dt

Per la costruzione della connettività ricorrente è stato inizialmente
generato casualmente un set di due vettori ortonormali {zi}i=1,2. Suc-
cessivamente è stato assegnatom = z1 e n è stato costruito utilizzando
il parametro si sovrapposizione, con n = ρmnz

1 +
√︁

1− ρ2mnz
2.

Per l’input stocastico N -dimensionale la matrice dei pesi ortonormale
U , è stata costruita generando inizialmente una matrice casualeN×N ,
l’ortonormalizzazione dei vettori colonna è stata eseguita utilizzando
la funzione linalg.qr della libreria Numpy. Il segnale stocastico è sta-
to invece costruito generando un vettore di N numeri casuali tratti
da una distribuzione normale a media 0 e varianza 1 ad ogni passo
temporale, tramite la funzione random.randn della libreria Numpy.
E’ stata simulata una rete di N = 50 unità per un tempo totale di
T = 4000s utilizzando un passo temporale dt = 0.05s, come parametro
di forza della connettività ricorrente è stato utilizzato k = 2.
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SRNN di rango due

Per la costruzione della connettività ricorrente di rango due nelle due
specifiche parametrizzazioni utilizzate per le simulazioni, si è proce-
duto in maniera simile a quanto fatto per la connettività di rango
uno. Prendendo in input due parametri di sovrapposizione ρ1 e ρ2 so-
no stati generati casualmente quattro vettori ortonormali {zi}i=1,2,3,4.
Sono poi state effettuate le seguenti associazioni: v1 = z1, v2 =
ρ1z

1+
√︁

1− ρ21z
2, v3 = z3 e v4 = ρ2z

3+
√︁
1− ρ22z

4. Si è quindi posto
per i vettori connettività per la prima parametrizzazione v1 = m1,
v2 = n1, v3 = m2 e v4 = n2 e per i parametri di sovrapposizio-
ne ρ1 = ρm1n1 e ρm2n2. Per la seconda parametrizzazione, invece si è
posto v1 = m1, v2 = m2, v3 = n1 e v4 = n2, con ρ1 = ρm1m2 e
ρ2 = ρn1n2.
Per le simulazioni di ciascuna le parametrizzazione sono state utiliz-
zate 200 combinazioni di ρ1 e ρ2 per parametrizzazione, i quali valori
sono stati generati casualmente da una distribuzione uniforme, per la
prima parametrizzazione nel range ρi ∈ [−1, 1/k] e per la seconda pa-
rametrizzazione ρi ∈ [−1, 1].
Per le simulazioni della dinamica sono state utilizzate le stesse proce-
dure seguite per il caso a rango uno.

Simulazione sui dati reali

L’approssimazione a basso rango della matrice di connettività ricavata
dai dati sperimentali è stata calcolata utilizzando la formula 19, ove
le componenti dell’equazione sono state ricavate a partire dalla ma-
trice empirica tramite scomposizione a valori singolari (SVD), con ur

vettori singolari sinistri, vrT vettori singolari destri e µr valori singo-
lari della matrice. Di questi set di vettori sono stati utilizzati i primi
10 ({ur}r=1,...,10, {vr}r=1,...,10, {µr}r=1,...,10), data la predominanza dei
relativi valori singolari {µi}i=1,...,10 sui rimanenti.

3 Risultati

3.1 Input stocastici ad alta dimensionalità in RNN di rango uno

È stata inizialmente simulata la dinamica di una RNN di rango uno
a cui sono stati forniti input stocastici ad alta dimensionalità al va-
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riare del parametro di sovrapposizione ρmn ∈ [−1, 1/k] (il cui estre-
mo superiore è stato scelto in maniera tale da non uscire dal regime
stazionario), andando, per ogni simulazione, a ricavare i parametri
necessari alla caratterizzazione geometrica e statistica dell’attività ed
effettuando un confronto con i valori teorici attesi. In particolare, dal-
l’integrazione della dinamica del sistema è stata calcolata la relativa
matrice di covarianza come

Σ =
XXT

l − 1
(22)

con X matrice avente sulle colonne i valori dell’attività di ogni neu-
rone ad ogni passo temporale, ed l = T/dt numero totale di passi
temporali su cui è stata eseguita l’integrazione. È stato quindi rica-
vato l’andamento degli autovalori della matrice di covarianza, della
dimensionalità dell’attività tramite Participation Ratio [], nonché la
composizione degli autovettori della matrice di covarianza in funzione
dei vettori m ed n e, infine, la sovrapposizione tra gli autovettori della
matrice di covarianza ed i vettori m ed n. In Fig. 1 sono riportati
gli andamenti analitici, Fig. 2 i corrispettivi andamenti ottenuti nelle
simulazioni numeriche. Si può osservare qualitativamente che l’anda-
mento delle simulazioni ricalca abbastanza fedelmente i risultati teori-
ci, in particolare per quanto riguarda gli andamenti descritti nei primi
quattro grafici. Per quanto riguarda l’andamento degli overlap tra gli
autovettori della matrice di covarianza ed i vettori di connettività si
osservano comportamenti anomali in corrispondenza degli estremi; nel
caso dell’autovettore ν+ per ρmn → −1 si nota un comportamento ir-
regolare ed appiattito a zero per i primi valori sia per quanto riguarda
m che per quanto riguarda n; per quanto riguarda l’autovettore ν− si
osservano anomalie per ρmn → 1/k, si può infatti notare come l’an-
damento dell’overlap tra l’autovettore e n nella simulazione “crolli” a
zero, quando invece nel caso teorico la curva mantiene un andamento
lineare leggermente decrescente, mentre per l’andamento dell’overlap
tra l’autovettore ed m si nota un appiattimento a zero analogo a ciò
che si è osservato per l’autovettore ν+. Tali comportamenti agli estre-
mi sono probabilmente causa degli effetti del rumore stocastico sugli
autovalori della matrice di covarianza simulata. Analizzando l’intero
spettro degli autovalori della matrice di covarianza, infatti, si nota
che l’andamento costante degli autovalori del “bulk” predetto dalla
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Figura 1: Risultati teorici per input stocastici ad alta dimensionalità in RNN di rango
uno. A. Autovalori della covarianza in funzione della sovrapposizione ρmn. La linea tratteggiata
indica il valore del parametro per il quale la dinamica diventa instabile. B. Dimensionalità. Le
linee orizzontali blu e arancio indicano rispettivamente i valori massimo (N) e minimo (1). C.
Componenti di ν+ (PC1, a sinistra) e di ν− (PCN, a destra) lungo i vettori m ed n come da
Eq.13. D. Sovrapposizione tra le componenti principali ν+ (sinistra) e ν− (destra) normalizzate,
ed i vettori m ed n.

teoria, con gli autovalori pari al valore di riferimento µref = 1/2, non
viene rispettato; si riscontra invece una dispersione di questi autova-
lori attorno a µref , con valori massimi µbulk,max ≈ 0.8 e valori minimi
disposti simmetricamente rispetto a µref , µbulk,min ≈ 0.2, risultato,
come accennato precedentemente, degli effetti del rumore stocastico
i quali per via del tempo finito di integrazione non vengono mediati
a zero, andando cos̀ı ad influenzare lo spettro degli autovalori della
matrice di covarianza. Questa dispersione degli autovalori finisce ad
interferire con la ricerca delle componenti principali modificate dalle
connessioni ricorrenti, in quanto in corrispondenza degli estremi gli
autovalori µ+ (per ρmn → −1) e µ− (per ρmn → 1/k) si appiatti-
scono a µref , facendo si che l’algoritmo di ricerca (il quale individua
nello spettro gli autovalori maggiore e minore) vada in questi casi ad
assumere come µ+ e µ− due autovalori del bulk il cui valore risulta
sensibilmente aumentato/diminuito per le fluttuazioni stocastiche, il
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Figura 2: Simulazione numerica di input stocastici ad alta dimensionalità in RNN di
rango uno. I grafici corrispondono a quelli di Fig.3.1. Si notano particolarmente le discrepanze
agli estremi in D.; tali discrepanze sono dovute all’impossibilità di integrazione su intervalli di
tempo infiniti

cui autovettore associato non risulti strutturato come combinazione
lineare dei vettori m ed n ed andando ad influenzare pesantemente
alcuni valori dell’overlap tra ν± ed i vettori di connettività.
Si è poi proceduto con il calcolo dell’errore relativo tra i punti simula-
ti numericamente ed i punti calcolati analiticamente. I risultati sono
stati disposti in Fig. 3 per renderne immediata la visualizzazione. Si è
poi effettuato un test del χ2 per ogni simulazione, andando a valutare
i risultati assumendo a priori un errore del 10% sui dati simulati. I
risultati sono esposti in tabella:

µ+ µ− PR δ+ δ− ρν+m ρν+n ρν−m ρν−n

χ2 31.92 17.70 4.46 11.16 55.21 2.29× 106 4.20× 105 2.33× 103 3.50× 104

Come anticipato precedentemente nella discussione qualitativa, si
nota che i valori anomali del χ2 sono quelli legati agli overlap tra gli
autovettori della matrice di covarianza ν± ed i vettori connettività. I
singoli dati anomali sono facilmente individuabili sullo scatter plot di
Fig. 3: si nota infatti come nei grafici raffiguranti gli andamenti degli
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Figura 3: Scatter plot degli errori relativi tra la simulazione ed i risultati teorici. La
linea tratteggiata rossa corrisponde all’errore percentuale sui valori considerato (soglia del 10%)

overlap di ν+ con i vettori connettività i dati si dispongono con un
andamento decrescente, assumendo valori ben oltre i 4σ per ρmn →
−1, mentre nel caso di ν− si nota come i dati comincino a crescere fino
a divergere all’avvicinarsi al limite ρmn → 1/k.

3.2 Input stocastici in RNN di rango due

È stata poi simulata la dinamica di RNN di rango due a cui sono
stati forniti input stocastici ad alta dimensionalità al variare dei vari
parametri di sovrapposizione, ricavando per due specifiche parame-
trizzazioni della connettività gli autovalori perturbati della matrice di
covarianza. In particolare vengono fissati nel primo caso (Fig. 4(A.))
i parametri ρm1m2 e ρn1n2 a zero, mentre vengono fatti variare i para-
metri ρm1n1 e ρm2n2, si ottengono in questo modo due componenti della
connettività di rango uno operanti su sottospazi ortogonali; nel secon-
do caso (Fig. 4(B.)) vengono fissati i parametri ρm1n1 e ρm2n2 a zero,
facendo variare i parametri ρm1m2 e ρn1n2, risultando in una matrice di
connettività con autovalori nulli, e correlazioni arbitrarie tra le diverse
componenti di rango uno. Come si nota da Fig. 4, nelle simulazioni
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Figura 4: Variazione degli autovalori relativi componenti principali modificate. A.
Se la connettività è di rango 2 vengono perturbati 4 autovalori, qui, vengono disposti in ordine
crescente. Si mostra il caso ρm1m2 = 0 e ρn1n2 = 0 al variare di ρm1n1 e di ρm2n2 . Si noti che, per
ogni combinazione di ρm1n1 e ρm2n2 due autovalori vengono amplificati e due contratti rispetto a
µref . B. Come nella figura precedente, ma vengono posti ρm1n1 = 0 e ρm2n2 = 0 e si analizzano
gli autovalori al variare di ρm1m2 e di ρn1n2 .

per entrambe le parametrizzazioni la connettività ricorrente influenza
la covarianza modificando il valore di quattro autovalori, due di questi
vengono amplificati rispetto al valore di µref mentre gli altri due ven-
gono contratti. Di conseguenza, in analogia a quanto accade nelle reti
di rango uno, l’attività è amplificata lungo due dimensioni ed inibita
lungo altre due dimensioni.
Si nota nei grafici delle simulazioni che i valori minimi registrati per gli
autovalori modificati non partono mai dal valore di riferimento, come
invece ci si aspetterebbe dalla teoria (sono indicati in Fig. 4 per ogni
colonna dai segnalini più “vicini” al valore µref); ciò è dovuto sia alle
fluttuazioni legate agli effetti del rumore stocastico già discusse nel
paragrafo precedente, che alla limitatezza delle combinazioni di pa-
rametri di sovrapposizione utilizzati per le simulazioni. Si sottolinea
infine come l’amplificazione degli autovalori relativi alla PC4 nel caso
di sovrapposizione nulla tra m1, m2 e tra n1 ed n2 raggiunga valo-
ri molto alti, tali da far s̀ı che la mediana della distribuzione non si
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compresa nell’invervallo [0, 3] che comprende quasi interamente la di-
stribuzione analiticamente predetta. Ciò indica un’attività emergente
particolarmente amplificata lungo quella direzione, che a sua volta im-
plica una proprietà di bassa dimensionalità. Riportiamo comunque il
valore medio degli autovalori relativi alla PC4, µmed = 5.4 ed il valore
massimo µmax = 53.9.

4 Analisi di dati reali

Da ultimo, abbiamo abbiamo effettuato un test della teoria su da-
ti reali. A tale scopo, abbiamo considerato un connettoma su larga
scala (cioè, una matrice delle connessioni anatomiche tra regioni ce-
rebrali macroscopiche) nella parcellazione Schaefer-100 [10], ottenuto
da dati di imaging a tensore di diffusione (Diffusion Tensor Imaging,
DTI) del consorzio Human Connectome Project (HCP) [13] e reso di-
sponibile tramite l’Enigma Toolbox [4]. Abbiamo inoltre considerato
registrazioni di risonanza magnetica funzionale (fMRI) di 5 soggetti,
anch’esse provenienti dal consorzio HCP. Per ciascun soggetto, i dati
sono stati sottoposti alla pipeline minima di pre-processing dell’HCP
e sono state estratte le serie temporali regionali nella medesima par-
cellazione Schaefer-100. A partire da tali serie temporali, abbiamo
calcolato le matrici di covarianza funzionale individuali nella parcella-
zione Schaefer-100. Le matrici individuali sono state successivamente
mediate per ottenere una matrice di covarianza funzionale media a
livello di gruppo. Lo spettro del connettoma strutturale ha mostrato
10 autovalori dominanti (Fig. 5, sx).
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Figura 5: Confronto tra il connettoma considerato e l’approssimazione a basso rango e
tra la matrice di covarianza dei dati funzionali e teorica A sinistra lo spettro della matrice
di connettività strutturale; a destra le matrici empiriche e teoriche. La riga superiore contronta
la matrice di connettività originaria (destra) e la sua approssimazione a basso rango (sinistra).
La riga inferiore mostra la matrice di covarianza empirica misurata dai dati fMRI (a sinistra) e
la matrice di covarianza ottenuta dalla teoria assumendo che gli accoppiamenti nella rete fossero
dati dall’approssimazione a basso ranfo della matrice di connettività strutturale. La matrice di
covarianza teorica è stata calcolata ottimizzando il parametro kopt.

Abbiamo quindi approssimato il connettoma mediante una matrice
di rango 10, secondo la formula (19), dove i parametri µr sono stati
posti uguali ai valori singolari della matrice.
Abbiamo quindi calcolato le matrici di covarianza teoriche utilizzando
le formule riportate nell’equazione (20). Il parametro k, che riscala
globalmente tutti gli accoppiamenti nella dimanica, è stato ottimizza-
to in modo da massimizzare la correlazione tra gli spettri delle ma-
trici di covarianza empirica e teorica. A tale fine, abbiamo variato
k nell’intervallo [1/(µmax + 100), 1/µmax] ove µmax indica il massimo
valore singolare della matrice di connettività, fattore necessario per
normalizzare l’intero spettro della matrice di connettività. Per ogni k,
abbiamo calcolato gli autovalori (ordinati) della matrice di covarianza
teorica, e ne abbiamo calcolato la correlazione con gli autovalori (ordi-
nati) della matrice di covarianza di gruppo empirica. Abbiamo quindi
selezionato il valore di kopt tale per cui la correlazione era massima,
ottenendo kopt = 0.0051. In Fig. 6 mostriamo la correlazione tra gli
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spettri delle matrici di covarianza teorica ed empirica (entrambi gli
spettri sono stati normalizzati in modo tale che il massimo autovalore
fosse uguale a 1). Come si può vedere, viene raggiunto un valore di
correlazione elevato, il calcolo del coefficiente di Pearson utilizzando
kopt porge ρPearson ≈ 0.99.

Figura 6: Correlazione tra lo spettro della matrice di covarianza teorica e lo spettro
della matrice di covarianza empirica
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5 Discussione

Il rapido avanzamento delle tecniche sperimentali nell’ultimo decennio
ha permesso di ottenere grandi quantità di dati sull’attività di singoli
neuroni lungo differenti popolazioni ed aree del cervello [11, 5], cos̀ı
come ha permesso di ottenere mappe sempre più dettagliate delle con-
nessioni sinaptiche [8, 7]. Una sfida chiave in questo campo consiste
nello sviluppo di modelli teorici utili a comprendere il collegamen-
to tra questi due livelli della funzionalità cerebrale. Questa tesi ha
analizzato alcuni dei risultati ottenuti da Mastrogiuseppe in [6]: in
particolare ci si è soffermati sul caso di una RNN a rango uno stimo-
lata da input stocastici ad alta dimensionalità e sul caso di una RNN
di rango due stimolata da input stocastici sempre ad alta dimensiona-
lità, confrontando, tramite opportune metriche utili a caratterizzare
l’attività emergente, le predizioni teoriche avanzate nell’articolo con
simulazioni numeriche. Nel primo caso si è osservata una congruen-
za molto buona tra le simulazioni ed i risultati analitici, con alcune
discrepanze parziali dovute a limiti tecnici legati all’impossibilità di
prolungare arbitrariamente il tempo di integrazione, confermando la
consistenza generale del modello. Nel secondo caso i risultati otte-
nuti hanno confermato qualitativamente le predizioni attese: infatti,
il comportamento degli autovalori della matrice di covarianza simu-
lata ha rispettato l’analisi analitica presentata da Mastrogiuseppe in
[6]. Tuttavia, anche in questo caso sono emersi i limiti tecnici del
metodo utilizzato. L’impossibilità di simulare la dinamica per un nu-
mero elevato di combinazioni di parametri, unito alla già menzionata
impossibilità di prolungare arbitrariamente il tempo di integrazione,
portano a osservare discrepanze tra i risultati analitici ed i risultati
numerici.
Infine, si è proceduto tentando di applicare i risultati di Mastrogiusep-
pe ad un set di dati empirici, partendo da una matrice di connettività
empirica [13] ed approssimandola ad una matrice di basso rango, cal-
colando la matrice di covarianza utilizzando la formula 20 e confron-
tandola con una matrice di covarianza ricavata da una serie di dati
funzionali. Anche in questo caso i risultati del confronto confermano
il modello teorico, come viene indicato dall’ottima correlazione tra lo
spettro della matrice di covarianza teorica e lo spettro della matrice
di covarianza empirica.
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