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Introduzione

Ci sono oggetti nell’analisi, come le distribuzioni temperate, che non sono
di natura locale e che non si adattano quindi alla teoria dei fasci.

Per questo in [8] viene introdotta la nozione di ind-fascio. Dato uno spazio
topologico localmente compatto X e un anello commutativo k, si costru-
isce la categoria degli ind-kx-moduli, i cui oggetti soni gli ind-oggetti di
Mod®(kx). E una categoria molto pitt grande in cui si immerge Mod(kx), e
che permette di studiare oggetti che fasci non sono, come le distribuzioni
temperate. Inoltre, si possono tradurre nel linguaggio degli ind-fasci le
sei operazioni di Grothendieck, che ci consentono di trattare in maniera
funtoriale questi nuovi oggetti.

Data una varieta analitica reale X, una maniera di costruire degli ind-fasci
consiste nel modificare la nozione di ricoprimento di un aperto, introducendo
I'uso delle topologie di Grothendieck. Nel nostro caso specifico definiremo
il sito sottoanalitico Xg,, e vedremo che i fasci sottoanalitici (tra cui le
distribuzioni temperate Db') si possono identificare con la sottocategoria
Ir-c(kx) diI(kx), formata dagli ind-fasci R-costruibili a supporto compatto.

Nell'ultimo capitolo verranno trattate alcune operazioni sull’ind-fascio
delle distribuzioni temperate, che estendono al caso degli ind-fasci dei risul-
tati di [6]. Nello stabilire isomorfismi nella categoria derivata degli ind-fasci
costruttibili si procede risolvendo due problemi ben distinti: cercare un mor-
fismo, problema trattato da G. Morando nel suo lavoro du tesi, e mostrare
che e un isomorfismo, parte che e stata svolta da me utilizzando il fatto che
F,G € D*(Ir-c(kx)) sono isomorfi se e solo se lo sono le loro contrazioni sui
fasci R-costruibili a supporto compatto.

Come referenze, si prendano come riferimento [4] per una dettagliata es-
posizione degli ind-oggetti, [5] per quanto riguarda fasci e categorie derivate,
[3] per la definizione del funtore THom(-, Db) e [16] per un’introduzione alla
teoria dei D-moduli.






Capitolo 1

Ind-oggetti

1.1 Definizione di ind-oggetto

Sia U un universo (vedi [13]). Se C ¢ una U-categoria, chiameremo C" la
categoria dei funtori contravarianti da C a Set, la categoria degli (U-piccoli)
insiemi.

Definiamo ora il funtore

MW: C — CN
X +— Home(, X)

Per il lemma di Yoneda, se G € C", abbiamo
Homen (RN X), G) ~ G(X).
In particolare

Homen (B (X), h*(Y)) ~ Home(X,Y)

e percido h"\ & pienamete fedele. Identificheremo C con la sua immagine in
C/ tramite h".

Sia 7 una categoria filtrante piccola, e sia ¢ — X; un sistema induttivo in
C indiciato da Z. Chiameremo “lim”X; I'oggetto di C" definito da

C3>Y — limHome(Y, X))

7

Definizione 1.1.1 Sia C una categoria. Un ind-oggetto X in C & un oggetto
di C" isomorfo a “lim " X;.

Chiameremo Ind(C) la sottocategoria di C”* composta da ind-oggetti.
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Osservazione 1.1.2 Si noti che in C" “lim”X; ¢ ben diverso dall’elemento
limX;. Si consideri infatti Vy,, lo spazio vettoriale su R generato dai vettor:
e; = (0,...0,1,0,...). Esistono dei morfismi iniettivi V,, — V,, per ogni

m>n. Si ha Zche

V= {(zi)ien; 7 € R} = lim V,

n

ma idy non é un elemento di limHom(V,V},).

—
n

Supponiamo ora che C sia abeliana. La sottocategoria C%4 dei funtori
additivi & anch’essa abeliana e il funtore b : C — C ¢ esatto a sinistra.
Inoltre, tramite ", C diventa una sottocategoria abeliana piena di C?,

Siccome il funtore Hom ¢ esatto a sinistra e i limiti induttivi filtranti sono
esatti, gli ind-oggetti definiscono dei funtori esatti a sinistra.

Teorema 1.1.3 (Vedi [4])

1. La categoria Ind(C) é abeliana.
2. 1l funtore naturale C — Ind(C) ¢é pienamente fedele ed esatto.

3. Il funtore naturale Ind(C) — C" ¢ pienamente fedele ed esatto a
sinistra.

4. La categoria Ind(C) ammette limiti induttivi filtranti (piccoli) esatti.

5. Se in Ind(C) esistono prodotti (piccoli) di oggetti di C allora Ind(C)
ammette limiti proiettivi (piccoli) e il funtore lim ¢ esatto a sinistra.

Chiameremo “lim” il limite induttivo usuale in Ind(C), in questo modo
i ) y
identificheremo C con la sua immagine tramite h” senza creare confusione.

Proposizione 1.1.4 Sia C una categoria abeliana piccola. Allora Ind(C) ¢
equivalente alla sottocategoria piena C/N%bl di N4 costituita dai funtori
additivi esatti a sinistra.

Fino ad ora abbiamo definito gli oggetti di Ind(C) a partire dagli oggetti
di C. Si puo fare lo stesso anche con i funtori, infatti in [4] si dimostra la
seguente

Proposizione 1.1.5 Sia F : C — C’ un funtore. Allora esiste un unico
funtore IF : Ind(C) — Ind(C') tale che:
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1. il sequente diagramma sia commutativo
C—=C'

A A

Ind(C) £~ Ind(C")

2. IF commuta coi limiti induttivi.

1.2 La categoria derivata

Considereremo anche la categoria derivata di Ind(C) (per una trattazione
pit approfondita dell’argomento si vedano [4] e [8]).

Proposizione 1.2.1 Sia C una categoria abeliana, D%(Ind(C)) la sottocat-
egoria triangolata di D(Ind(C)) formata da oggetti a coomologia in C, il
funtore naturale D°(C) — D%(Ind(C)) ¢ un’equivalenza di categorie.

Anche se la categoria C ammette abbastanza iniettivi, non & detto che
Ind(C) ammetta abbastanza iniettivi in generale. Per questo introdurremo
gli oggetti quasi-iniettivi.

Definizione 1.2.2 Sia A € Ind(C). A é quasi-iniettivo se il funtore

cCr — Set
X = A(X) (=Hompgc)(X,A))

e esatto.

Questi oggetti quasi-iniettivi ci saranno molto utili, perché sufficienti per
derivare molti funtori.

Definizione 1.2.3 Sia C una categoria abeliana. Un sistema di generatori
stretti di C ¢ una famiglia {G;;1 € 1} di oggetti di C tali che:

1. per ogni X € C, i €1 esista @seHomc(Gi,X) G;

2. perogni X € C, esistano i € 1 tali che il morfismo @SEHomc(Gi,X) G; —
X sia un epimorfismo.

Esempio 1.2.4 Sia k un anello commutativo, X uno spazio topologico.
Consideriamo la categoria dei kx-moduli. La famiglia {ky,U C X aperto}
costituisce un sistema di generatori stretti per Mod(kx).

Proposizione 1.2.5 Supponiamo che C abbia abbastanza iniettivi ed un sis-
tema di generatori stretti. Allora Ind(C) ammette abbastanza quasi iniettivi.
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Chiameremo Q7,(C) la categoria degli oggetti quasi iniettivi di C.

Teorema 1.2.6 Nelle ipotesi della Proposizione 1.2.5, sia F' : C — C' un

funtore esatto a sinistra, e IF : Ind(C) — Ind(C') il funtore esatto a sinistra
associato. Allora

1. la categoria Q1,(C) é IF-iniettiva

2. il sequente diagramma é commutativo:

DH(C) ——D*(C")

l i

D*(Ind(C)) 25 D*(Ind(C"))

3. il funtore RFIF commuta con “lim ”



Capitolo 2

Topologie di Grothendieck

Analizzeremo brevemente il concetto di topologia di Grothendieck. Per una
trattazione piu dettagliata si vedano [4] e [14] (per quanto riguarda la parte
sui fasci).

2.1 Siti, prefasci e fasci

Considereremo categorie C che ammettano prodotti finiti e prodotti fibrati,
inoltre, se C ammette un oggetto terminale X, allora C ammette prodotti
fibrati se e solo se ammette limiti proiettivi finiti, e i prodotti sono i prodotti
fibrati su X.

Chiameremo Cy la categoria delle frecce U — U, U € C,ese V — U
¢ un morfismo e S C Ob(Cy), chiameremo V' xy S linsieme {V xy W —
VW e S} € Ob(Cy).

Definizione 2.1.1 Siano S1,S2 C Ob(Cy), diremo che Sy é un raffinamen-
to di Sy se per ogni Vi — U € Sy esiste Vo — U € Sy tale che Vi — Vo — U.
Scriveremo S = Ss.

Definizione 2.1.2 Una topologia di Grothendieck su C associa ad ogni U €
C una famiglia Cov(U) di sottinsiemi di Ob(Cyr) che soddisfano i sequenti
asstomi:

GT1 {U ™ U} € Cov(U)
GT2 se Cov(U) 3 S1 = 52 C Ob(Cy), allora Sz € Cov(U)
GT3 se S € Cov(U), allora, per ogni V.— U, V xy S € Cov(V)

GT/ se S1,S52 C Ob(Cy), S1 € Cov(U) e V xy Sy € Cov(V), allora Sy €
Cov(U)
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Chiameremo S € Cov(U) un ricoprimento di U.

Definizione 2.1.3 Un sito X ¢ una categoria Cx che ammette prodotti
finiti e prodotti fibrati finiti dotato di una topologia di Grothendieck (nel
caso Cx ammetta un oggetto terminale, lo chiameremo X ).

Un funtore di siti f : X — Y ¢ dato da un funtore f' : Cy — Cx
che commuta coi prodotti fibrati e tale che per ogni U € Cy e per ogni

S € Cov(U) si abbia f4(S) € Cov(ft(U)).

Esempio 2.1.4 Sia X uno spazio topologico, Opx la categoria degli aperti
di X, ordinata per inclusione. Le frecce V. — U indicheranno quindi le
inclusioni, e i prodotti fibrati V x x U le intersezioni. Chiaramente, in base
a questa definizione, se U € Opy, allora (Opx)v = Opyr-

Definiamo quindi il sito X come il sito ottenuto dotando la categoria Opx
della sequente topologia: diremo che S C Cov(U) é un ricoprimento di U se
UvesV =U (che soddisfa gli assiomi della Definizione 2.1.2).

Se f: X — Y ¢& una funzione continua, allora il funtore f definito da
fl:Vis fYV), V € Opy & un funtore di siti.

Ci concentreremo ora nello studio dei fasci di k-moduli, ove k € un campo.

Definizione 2.1.5 Sia X un sito. Un prefascio di k-moduli su X é un
funtore C¥ — Mod(k).
Chiameremo Psh(kx) la categoria abeliana dei prefasci di k-moduli su X .
Un funtore di prefasci ¢ : F — G ¢ dato da una mappa ¢y per ogni
U € Cx tale che per ogni V. — U il diagramma sequente commuti:

P(U) " GU)
lPVU PVU
PV) 22 6(v)
Definizione 2.1.6 Se F' é un prefascio di k-moduli su X e S C Ob(Cy) si
definisce

F(S) = ker( [TFro= [ FOV' xu V”))
ves v'vres
Diremo che F ¢ separato se per ogni U € Cx e per ogni S € Cov(U) il
morfismo naturale F(U) — F(S) é un monomorfismo.
Diremo invece che F ¢ un fascio se il morfismo sopracitato ¢ un isomor-
fismo.

Sia X un sito. Vogliamo ora costruire, dato un prefascio, il suo fascio
associato. Piu precisamente troveremo un funtore aggiunto al funtore im-
mersione ¢ : Mod(kx) — Psh(kx).
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Notiamo innanzi tutto che la relazione “=<” definisce un preordine su
Cov(U), U € Cx. Diamo ora una struttura di categoria a Cov(U):

Homggy (1) (51, 52) = {pt} oppure & a seconda che S1 < S 0 meno.

Sia ora F' € Psh(kx), definiremo un funtore Cov(U)°? — Mod (k). Innanzi
tutto dati S; < Sy definiamo HV€S2 F(V)— F(V1), V1 € S; scegliendo un
Vo € Sy tale che Vo — V7.

Componendo F(S2) — [[yeg, F(V) — F(V1) otteniamo un morfismo
che non dipende dalla scelta di Vo € S, e quindi definisce F'(S1) — F(S2).
Abbiamo quindi trovato il funtore che cercavamo (-)* che ad ogni U € Cx
associa il prefascio F'* definito da:

FH(U) = lim F(S)
SeCov

Riusciremo ora a trovare un aggiunto al funtore ¢ grazie al seguente
Teorema 2.1.7

1. il funtore * : Psh(kx) — Psh(ky) ¢ esatto a sinistra
dato F € Psh(kx), F* ¢& separato

dato un prefascio separato F, ™ ¢ un fascio

e

dati F' € Psh(kx) e G € Mod(kx), vale la formula di aggiunzione:

Hompgp ;) (F, 1G) ~ Homypoqqey) (F7F, G)

Chiameremo F17 il fascio associato ad F.

2.2 Operazioni esterne

Siano X e Y due siti. Consideriamo un morfismo di siti f associato a
ft : CY —C X-

Siano F' € Psh(kx), G € Psh(ky), U € Cx, V € Cy. Definiamo i funtori
f« : Psh(kx) — Psh(ky) (2.1)

f(_ . Psh(k‘y) — PSh(kx)

nella seguente maniera
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(fF)V) = F(f'(V))
(fTF)U) = lim G(V)
U—fH(V)
Definizione 2.2.1 Sia f: X — Y un funtore di siti

1. chiameremo funtore immagine diretta f. : Mod(kx) — Mod(ky) il
funtore indotto da (2.1)

2. chiameremo funtore immagine inversa f~1 : Mod(ky) — Mod(kx) il
funtore definito da f~1G = (f~G)™, ove G € Mod(ky)

Proposizione 2.2.2

1. 1l funtore f € esatto a sinistra e commuta con lim
2. Il funtore f~1 ¢& esatto e commuta con lim

3. Per ogni ' € Mod(ky) e G € Mod(kx), vale la formula di aggiunzione

Homyjoqky) (f T F, G) ~ Homyjoq(ky ) (F, f+G)

Consideriamo ora un caso interessante. Consideriamo il sito Cyy (ove, dato
V € Cy, diremo che S & un ricoprimento di V se lo & in Cx) e definiamo il

funtore:

i%]:CX — Cy
V — UxV.

Si vede immediatamente che commuta coi prodotti fibrati, e quindi definisce

il funtore di siti iy : X — U.
Dato F' € Mod(kx), scriveremo spesso F|y al posto di i, F e Ty F al

A |
posto di iy.ig F.
Consideriamo ora il funtore:

JjbiCu — Cx
V — V.

che definisce il funtore di siti jiy : X — U.

Scriveremo iy al posto di jEl.
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Proposizione 2.2.3

. —1
1. ju« = iy

. \ . .. -1
2. iy e un aggiunto a sinistra di iy

Molto spesso scriveremo Fyr al posto di iU[i[_JlF.

2.3 Operazioni interne

Definizione 2.3.1 Sia X un sito e siano F,G € Mod kx)
1. chiameremo Homy, (F,G) il fascio U — Homy,, (F|u, G|v)
2. chiameremo F @ G il fascio associato al prefascio U — F(U) @y G(U)
Vediamo alcune relazioni coi funtori precedentemente definiti.

Proposizione 2.3.2 Siano F,F' € Mod(kyx), G,G' € Mod(ky), K €
MOd(KU)

~

. Homyp, (G, fuF) =~ f.Homy, (f G, F)
2. i Hom(F, F') ~ Hom(iy,' F,iy,' F')

3. Homyy, (i K, F) ~ ig.Homy,, (F, i K)
4. UGG ~ G 1

5. in(K @i F) ~inK @ F

Osservazione 2.3.3 Notiamo che, nel caso dell’Esempio 2.1.4, riotteni-
amo la definizione di fascio e dei funtori di immagine diretta e inversa che
ben conosciamo(cioé quella di [5], [11]). Infatti la nozione di fascio dipende
esclusivamente dalla scelta della categoria Opy degli aperti su X e dalla
definizione di ricoprimento.
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Capitolo 3

Stacks

3.1 Definizione di Stack

Definizione 3.1.1 Una prestack C su uno spazio topologico X é data da:

1. per ugni aperto U di X, una categoria C(U)

2. per ogni aperto V.C U un funtore (detto di restrizione) pyy : C(U) —
c(v)

3. dati gli apertt UV ,W con W C V C U, un isomorfismo di funtori
AWVU : PWV © YU — PWU

tali che

1. pyu = ideq

2. dati gli aperti {U;}, i=1,2,3,4, Uy C Uy C Us C Uy il diagramma
sequente commuti:

A234
P12 © P23 © P34 ————— > P12 © P24

l)\mg \L)\IM

A134
P13 © P34 P14

Scriveremo per semplicita F'|y al posto di pyy(F)
Inoltre, data una prestack C su X si puo definire la restrizione C|y, che &
una prestack su U.

Definizione 3.1.2 Una prestack C € una stack se soddisfa:

1. assioma ST1: per ogni aperto U di X, e ogni F', G € C(U), il prefascio
Homg,,, (F, G) & un fascio su U

13
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2. assioma ST2: per ogni aperto U C X, ogni ricoprimento aperto U =
Uicr Ui, ogni famiglia F; € C(U;), ogni famiglia di isomorfismi 0;;
Fyu,, = Fyu,, tale che:

0ij1Usn © Ojkiviji = Oikjuyj,

esiste F' € C(U) ed esistono degli isomorfismi 0; : Fiy, = F; tali che:

0ij 0 O51u,; = Oayuy,

Esempio 3.1.3 Se A ¢ un fascio di k-algebre su X allora U — Mod(A|y)
e una stack di categorie abeliane.

Definizione 3.1.4 SianoC e(C’ due prestacks su X. Un funtore di prestacks
®:Cw— C ¢dato da:

1. per ogni aperto U C X, un funtore &y : C(U) — C'(U)
2. per ogni aperto V. .C U, un isomorfismo di funtori Oyy : ®y o pyy —

Py © Pu, tale che per ogni aperto W C V' C U il sequente diagramma
commauti:

Aw

vU
Py o pwwy o pyy ———— Pw o pwu
9wvl
/
pwyv © Pv o pyu fwu

9VUl
!

A
/ / wWvVU ,
Pwv © pyy © v —————pypy o Pu

Un funtore di stack é il funtore della prestack associata

Definizione 3.1.5 Siano ® e ® due funtori di prestack. Un morfismo di
funtori di prestack f associa, ad ogni aperto U C X, un morfismo fy :
Oy — @), di funtori da C(U) in C'(U) , tale che per ogni aperto V.C U il
sequente diagramma commuti:

fvpvuF)

Sy (puv F) DY (pvuF)
9VU(F)\L i%U(F)
pyu(fuF)
pyy(PuF) e Py (P F)
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Da adesso con X intenderemo un spazio topologico localmente compatto
di Hausdorff con una base numerabile di aperti. Inoltre C sara sempre una
prestack di categorie abeliane.

Infine, scriveremo il}l al posto di pyx.

Definizione 3.1.6 Una stack propria C é una prestack di categorie abeliane
con le sequenti proprieta :

1. C soddisfa l’assioma ST1
2. per tutti gli aperti V.C U C X il funtore pyy e esatto

3. per ogni aperto U C X, C(U) ammette limiti induttivi filtranti, il
funtore lim ¢ esatto e commuta con il funtore restrizione

4. per ogni aperto U C X, C(U) ammette limiti proiettivi filtranti, il
funtore lim € esatto e commuta con il funtore restrizione

5. il funtore il}l ammette un aggiunto a sinistra, che chiameremo iy che
soddisfa ide () = i[_Jl o i

Si dimostra (vedi [8]) che una stack propria € una stack, e che se una stack
¢ propria, lo ¢ anche la sua restrizione ad una aperto U C X.

Possiamo ora estendere alcuni risultati della teoria dei fasci alle stack
proprie (vedi [8]).

Definizione 3.1.7 Sia F € C(X):
se U € una aperto di X, definiamo Fy := iU!i(}lF

se S & un chiuso di X definiamo Fg tramite la sequenza esatta:

0— Fxy\s > F—Fs—0

se Z =UNS ¢éun localmente chiuso di X definiamo Fz = (Fu)s, si noti
che questa definizione & indipendente dalla scelta di U ed S.

Proposizione 3.1.8 Sia F € C(X), e sia Z C X localmente chiuso, allora:

1. se G € C(X) il funtore G — T'z(X, Hom¢(F, G)) é rappresentabile da
Fy

2. Homc(Fz, G) >~ FzHomc(F, G)
3. il funtore F — Fy ¢& esatto e commuta coi limiti induttivi

4. se Zy e Zy sono localmente chiusi, allora (Fz,)z, ~ Fz,nz,
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5. se Z' ¢ chiuso in Z, allora la sequenza

0—>FZ\Z/—>F2—>FZ/—>O
e esatta

Analogamente a quanto succede nella teoria dei fasci, possiamo trovare
un aggiunto a destra del funtore i{,l.

Definizione 3.1.9 Sia U C X una aperto, e sia F' € C(U) si definisce:

iy« = lim ign(Fgk), K compatto
KcU

Proposizione 3.1.10 [l funtore iys € un aggiunto a destra di il}l

Inoltre, anche il funtore (-)z ha un aggiunto a destra, che chiameremo,
sempre richiamandoci alla teoria dei fasci, I'z. Quindi:

HOmc(X)(GZ, F) >~ HOmc(X)(G,PZ(F))
Proposizione 3.1.11 Sia Z C X localmente chiuso, allora:

1. il funtore I'; e esatto a sinistra e commuta coi limiti proiettivi
2. FZl OF22 ~ FZIQZQ

3. se Z' ¢ chiuso in Z, allora abbiamo la sequenza esatta

OHFZ\Z/HFZHFZ/%O

4. T'z(F) rappresenta il funtore G +— I z(X, Hom¢(G, F))

3.2 La stack IC(X)

Sia C una stack propria di categorie abeliane. Definiamo la sottocategoria
piena C.(X) di C(X):

Ob(C.(X)) ={F € C(X); F a supporto compatto}
Per comodita scriveremo IC(X) al posto di Ind(C.(X)).

Se U C X ¢ un aperto, si definisce il funtore di restrizione C(X) 3 F
F|y € C(U) nella maniera seguente:

F‘U — “lim” « llm ”(EV|U)
i vVccu
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Si dimostra (vedi [8]) che il prefascio U +— Homye(i) (F|u, Glu) € un fascio
e che il funtore restrizione ammette un aggiunto a sinistra che chiameremo
1

ipn“lim?” F; = “lim”ign F

K3 7

ove F; € C.(U).

Si prova anzi un risultato piu importante, che, contrariamente a U —
IndC(U), U +— IC(U) & una stack propria.

Sia ora G € C.(X). Definiamo ora il funtore:

1C(X)
(G = HOInc(X)(G, F))

-
s
Inoltre (vedi [8])

vxF ~“ lim "Fy~*“lim ”Fg
vccx KcX

ove U appartiene alla famiglia degli aperti relativamente compatti di X,
e K a quella dei sottinsiemi compatti di X.

Proposizione 3.2.1 Il funtore 1x ¢ pienamente fedele, esatto e commuta
con 1 limiti proiettivi.

D’ora in poi, identificheremo spesso la categoria C(X) con la sua immagine
in IC(X) tramite ¢tx, ed F' con tx F.
Introduciamo ora il funtore ax che va da C(X) a IC(X):

aX(“lim”E) = lim F;
i i
Proposizione 3.2.2 1. Il funtore ax ¢é esatto, pienamente fedele e com-
muta con lim e lim
g € 2
2. 1l funtore ax é aggiunto a sinistra del funtore vx
3. ax olxy >~ idC(X)

Osservazione 3.2.3 Con delle particolari ipotesi, che vengono soddisfatte
nel caso degli ind-fasci, il funtore ax ammette un aggiunto a sinistra, di cui
parleremo nel prossimo capitolo.
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Sia ora Z C X localmente chiuso e F' € IC(X). Visto che IC ¢ una stack
propria, gli oggetti Fz e I'z(F') sono ben definiti. In generale abbiamo che,
a differenza di quanto accade per I'z, non vale tx o(-)z ~ (-)zotx. Useremo
quindi una notazione diversa, zF' al posto di F.

Per la Proposizione 3.1.8 questo funtore e rappresentabile, e valgono

Homic(zF,G) ~ TzHomic(F,QG)
HOmIc(ZF,G) ~ Fz(X;Homlc(F,G))

Proposizione 3.2.4 Sia Z C X localmente chiuso e F' € IC(X):

1. se G € C(X) wale lisomorfismo

Homlc(G, F)Z ~ HomIC(G,Z F)

2. il funtore C.(X) 2 G — I'(X, Homic(G, F)z) é rappresentabile da 7 F .



Capitolo 4

Ind-fasci

4.1 Definizione di ind-fascio

In questo capitolo, tutti gli spazi topologici saranno di Hausdorff, localmente
compatti e con una base numerabile di aperti.

Sia k un campo A un fascio di k-algebre su uno spazio topologico X. Chi-
ameremo Mod(A) la categoria abeliana costituita dai fasci di .A-moduli,
e Mod‘(A) la sua sottocategoria piena costituita dai fasci di .A-moduli
a supporto compatto. Scriveremo, se A = kx, Hom e ® al posto di
Homyp, e Qpy -

Definizione 4.1.1 Un ind-fascio di A-moduli ¢ un oggetto di Ind(Mod®(.A))

Dunque, se F' ¢ un ind-fascio, di puo trovare un sistema induttivo filtrante
di A-moduli a supporto compatto {F;}; tale che:

F = “lim”F;
)

Scriveremo, per semplicita , I(A) al posto di Ind(Mod®(A)).
Si prova (vedi [7], [8]) che, contrariamente a Ind(Mod(.A)), I(A) ¢ una
stack propria.

Definiamo ora il funtore:

— 1
F — (G~ Homy(G,F))
ove G € Mod®(X).
Inoltre (vedi [8])

txF >~ lim "Fy~*“lim ”Fg
vccx KCcX

19
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ove U appartiene alla famiglia degli aperti relativamente compatti di X,
e K a quella dei sottinsiemi compatti di X.

Proposizione 4.1.2 Il funtore 1x ¢ pienamente fedele, esatto e commuta
con 1 limiti proiettivi.

D’ora in poi, identificheremo spesso la categoria Mod(.A) con la sua im-
magine in I(A) tramite ¢x, ed F con tx F.

Introduciamo ora il funtore ax che va da Mod(A) a I(A):

aX(“liLn”Fi) — lim F;

2 K3

Proposizione 4.1.3

1. 1l funtore ax € esatto, pienamente fedele e commuta con lim e lim
€ 2

2. Il funtore ax ¢ aggiunto a sinistra del funtore vx
3. ax olyxy ~ idMod(.A)
Il funtore ax ammette anche un aggiunto a sinistra, infatti:

Proposizione 4.1.4 Il funtore ax ammette un aggiunto a sinistra Bx :
Mod(A) — I(A) che soddisfa le sequenti proprieta :

1. Il funtore Bx ¢ esatto a destra, pienamente fedele e commuta con lim
2. ax o Bx =~ idpeq(a)
4.2 1 funtori hom interno e prodotto tensoriale
interno

Definizione 4.2.1 Siano F', G due oggetti di I(.A) definiamo il funtore hom
interno:

Thoma(F,G) = Thom. ( lim F, “lim ”Gj) = lim “lim "Hom 4(F}, G;)

e il funtore prodotto tensoriale interno:

F ®A G — (“ liir} ”Fi) ®A (C( liir} ”Gj) — liir} ”(Fi ®_A GJ)
@ J 0]
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Allo stesso modo si definiscono i funtori Zhomy, e ®p, che scriveremo
per comodita Zhom e ®.

Dalla definizione segue immediatamente il fatto che ® 4 commuta con
“lim” ed e esatto a destra e che Zhom & esatto a sinistra.

Adesso stabiliremo una relazione tra i funtori Zhom 4 e Hom 4 tramite il
funtore ax:

ax(Zhoma(-,-)) =~ Homy (-, -)

Infatti abbiamo la seguente proposizione:
Proposizione 4.2.2 Siano F' e G due ind-fasci, allora

Homu(a)(F, G) == lim lim Hom.4(F, G;)
i

inoltre

1. per ogni G € 1(A)

(2 7

2. per ogni F' € Mod(A)

HomI(A) (F, « lin ”Gi> >~ 111;11 HomI(A) (F, GZ)

Proposizione 4.2.3 Il sequenti diagrammi sono commutativi:

Hom 4

Mod(A)°? x Mod(.A) Mod(kx)

iLxxLX \LLX

T(A)°P x I(A) —ZhomA I(kx)

ax
Homya)

Mod(kx)




22 CAPITOLO 4. IND-FASCI

Mod(A)? x Mod(A) —4 Mod (kx)

\LLxXLX iLX

I(A) x I(A) — 24 I(kx)

laxXaX ia){

Mod(A)? x Mod(A) —4 Mod (kx)

Inoltre, ritroviamo delle formule di aggiunzione per gli ind-fasci simili a
quelle per i fasci:

Proposizione 4.2.4 Sia K € Modkx, F, G € 1(A), allora:
Homy 4) (K ® F,G) =~ Homyy,\(K,ZThoma(F,G))
~ Homy(4)(F, Zhom(K,G))

In particolare valgono le formule di aggiunzione:

Homy (K @ F,G) Homy ) (K, Thom 4 (F, G))

Homy(a)(F, Thom(K,G))

TZhom(K,ThomA(F,G))
Thom 4(F,Zhom(K,G))

Thoma(K ® F,G)

Infine, vediamo alcune relazioni tra i funtori ®, Zhom e Bx.

Proposizione 4.2.5 Se F,G sono oggetti di Mod(kx) il sequente diagram-
ma commuta:

Mod(kx ) x Mod(kx) —= Mod(ky)
lﬁx X Bx iﬂx
I(kx)% x L(kx) & I(kx)

Proposizione 4.2.6 Sia K € Mody, , F, G € I(A), allora:

Homy 4)(Bx K ® F,G) ~ Hom(K, Homy4)(F,G))

HOHII(A) (,BxK ® F), G) ~ Hom(K, ’HomI(A) (F, G))
Proposizione 4.2.7 Sia K € Mody,, F, G € I(A), allora:

Zhom(F,G ® Bx K) ~ZThom(F,G) @ fx K

HOmI(A)(F,G®ﬁxK) ~ HomI(A)(Fa G)® K
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4.3 Operazioni esterne

Consideriamo ora la funzione f : X — Y continua, con X e Y spazi
topologici di Hausdorff, localmente compatti e con una base numerabile
di intorni.

Definizione 4.3.1 Sia G € I(ky), si definisce funtore immagine inversa il
funtore f=1 : I(ky) — I(kx):

f_l(G) o« hm 7 hm ”f_l(Gi)U
i UCCX

Il funtore f~! ammette un aggiunto a destra, che chiameremo fi.
Abbiamo infatti, se

F — “ ligl R F’L e G — “ 1121 R G]
i J
ove F',G € Mod“(kx)

Homl(kx)(f_lG,F) lim limlim Homy, ((f~ G, F)
Uccx i

per l'aggiunzione dei funtori (-)y e I'y (vedi [5]) abbiamo quindi

Homy ) (f~ G, F) ~ lim limlim Homy, (f~ 'G;,TyF)
UCCX i i

Possiamo quindi arrivare alla seguente

Definizione 4.3.2 Sia F € I(kx), si definisce funtore immagine diretta il
funtore fi: 1(kx) — I(ky):

£(F) = “lim 7 lim "f,.Tu(F)
% vccX

In questo modo il funtore immagine diretta e individuato in maniera unica.
Abbiamo quindi effettivamente, la seguente

Proposizione 4.3.3 Per ogni F € I(ky) e G € I(kx) i funtori f=1 e f.
soddisfano la formula di aggiunzione

Homy, oy (f~ 'PG) ~ Homy ) (F, f:G)
inoltre valgono anche le sequenti formule di aggiunzione:

Ihom(f*IF G)
f*HomI (f F G)

Zhom(F, f.G)
Homl (F f+G)

1
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Vediamo ora alcune proprieta dei funtori f~! e f,
Proposizione 4.3.4 1. Il funtore f~1 ¢ esatto e commuta con Aim”
2. Il funtore f. é esatto a sinistra e commuta con lim

3. I sequenti diagrammsi sono commutativi:

1 fx

MOd(kﬁy) Mod(kx) MOd(kX) Mod(k‘y)
Why) — o 1(kx)  T(hx) —— L 1(hy)
Mod(ky) ——~ Mod(ky) Mod(ky) — > Mod(ky)

Dal fatto che f, e o sono aggiunti di f~! e 3, abbiamo la seguente

Proposizione 4.3.5 [l diagramma sequente é commutativo:

Mod (ky) —L—— Mod(ky)
lﬂy lﬂx
T(hy) — (k)

Definiamo ora il funtore di immagine diretta propria per gli ind-fasci.
Definizione 4.3.6 Sia F' € I(kx), si definisce funtore immagine diretta
propria il funtore fy:1(kx) — I(ky):

f!! “lim ”Fi = “lim ”f!E
7 %

Vediamo ora alcune proprieta di fi:
Proposizione 4.3.7 1. Il funtore fy é esatto a sinistra e commuta con
i limati induttivi in 1(kx)

2. Il sequente diagramma € commutativo:

fin

I(kX) I(kY)
Mod(kx) — L~ Mod(ky)
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3. Se F € Mod(kx) ha supporto proprio su'Y, allora il morfismo fyF —
f« ' € un isomorfismo

Si noti che in generale fy e © non commutano.

Proposizione 4.3.8 Se il supporto di F ¢ proprio su'Y, allora fitxF =
ty il

4.4 Ind-fasci associati a sottoinsiemi localmente
chiusi

Sia Z C X localmente chiuso, e F' € Mod(kx). Come gia visto in prece-
denza, essendo I(ky) una stack propria, possiamo definire gli ind-fasci F e
I'zF.

Proposizione 4.4.1 Siano F € I(kx) e G € Mod(kx), Z C X localmente
chiuso.

1. 7k~ pPBxky, 7F 2~ F Qg k
2. Homy ) (G, F @z k) =~ Homy ) (F,G) @z k

Proposizione 4.4.2 Per ogni Z C X localmente chiuso ed ogni F' € 1(kx)
si ha T'zF ~ Thom(zk,F).
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Capitolo 5

Ind-fasci derivati

Chiameremo D(A) e D(kx) le categorie derivate di Mod(A) e Mod(kx),
D(I(A)) e D(I(kx)) le categorie derivate di I(A) e I(kx).

5.1 Oggetti quasi iniettivi

Come gia visto, la categoria degli ind-fasci non ammette in generale abbas-
tanza iniettivi, pero la maggior parte dei funtori che ci interessano possono
essere derivati mediante 1'uso di sequenze di quasi iniettivi.
Ricordiamo che un ind-fascio F' € quasi iniettivo se il funtore
Homy, oy (-, F')
¢ esatto in Mod(kx).

Inoltre, (vedi [8]) se F' ¢ un ind-fascio quasi iniettivo, abbiamo che

F~“lim”F;,
i

con F; € Mod(kx) e F; quasi iniettivi.
Proposizione 5.1.1 Sia F € I(kx), le sequenti condizioni sono equivalenti:
1. F ¢ quasi iniettivo;

2. il funtore Thom(-,F) é esatto, e se G € I(kx), il funtore Thom é
esatto;

3. il funtore Homyg, (-, F) ¢ esatto, e se G € I(kx), il kx-modulo
Homyy) (G, F) ¢ soffice;

4. il funtore Homyq, (-, F') € esatto

D’ora in poi indicheremo con Q7,(kx) la categoria dei kx-moduli quasi
iniettivi.

27
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Corollario 5.1.2 Sia F' € Mod(kx), allora per ogni successione esatta in
I(kx)

0-G —-G—-G"—=0

con G' € Oz, (kx) si hanno le sequenti successioni esatte

0 — Zhom(F,G") — Zhom(F,G) — ZThom(F,G") — 0

0— Homl(kx)(F, G/) — 'Homl(kx)(F, G) — Homl(kx)(F, G/,) —0

0 — Homyy,)(F, G') — Homy,,)(F, G) — Homy,\(F, G") — 0
Infine (vedi [4], [8]), il seguente teorema ¢ molto importante nell’ottica
dello studio della categoria derivata degli ind-fasci, e, in particolare, per

quanto riguarda la derivazione dei funtori definiti in precedenza:

Teorema 5.1.3 La categoria I(kx) ammette abbastanza quasi iniettivi.

5.2 Operazioni interne

Introduciamo ora una nuova sottocategoria di I(kx):

P = {“®;"F;, F, € Mod(kx)}

che ci permettera di derivare il funtore Zhom.

Teorema 5.2.1 La categoria P(kx) X Qrn(kx) € Zhom(-,-)-iniettiva, ri-
mane quindi ben definito il bifuntore

RZhom(-,-) : D~ (I(kx))? x D*(I(kx)) — D (I(kx))
Grazie al seguente lemma deriveremo anche i funtori Homy,, ) e Homy,)
Lemma 5.2.2 Siano F € P(kx) e G € Qz,(kx)

1. Thom(F,G) € Qrn(kx);
2. Homy)(F, G) e soffice

Abbiamo quindi
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Proposizione 5.2.3 La categoria P(kx) x Qrn(kx) € iniettiva rispetto ai
funtori Homyg,)(+,-) e Homyg (-, ), rimangono quindi ben definiti i bi-
funtori

RHomy( ) (-, )
RHomy, (¢ %)

(I(kx))°? x D*(I(kx)) — D™ (Mod(kx))

D~ (I(kx
D~ (I(kx))°? x D*(I(kx)) — D™ (kx)

Inoltre, analogamente a quanto visto in precedenza
Proposizione 5.2.4 Siano F € D~ (I(kx)) e G € D*(I(kx))

1. RHomyg,\(F,G) ~ ax RThom(F,G)

2. RHomy,)(F, G) ~T(X, RHom;g,)(F, G))

Le formule di aggiunzione si estendono alla categoria derivata
Proposizione 5.2.5 Siano F, K € D~ (I(kx)) e G € DT (I(kx))

RZhom(F ® K,G) ~ RThom(F, RZhom(K,QG))
Infine valgono anche in categoria derivata i seguenti isomorfismi

Proposizione 5.2.6 Siano F' € D~ (I(kx)), G € D™ (I(kx)), K € D™ (kx)
el € D+(kx).'

1. RHom(BxK,G) ~ RHom(K,axQ)
2. RHom(BxK ® G, F) ~ RHom(K,G ® F)
3. RZThom(K,F ® fxL) ~ RZhom(K,F)® BxL

5.3 Operazioni esterne

Sia ora f : X — Y continua, ove X e Y sono spazi topologici di Hausdorff,
localmente compatti e con una base numerabile di aperti.

Deriveremo i funtori di immagine inversa, immagine diretta e immagine
diretta propria.

Proposizione 5.3.1 La categoria Qr, € iniettiva rispetto a f~1, f. e fu
rimangono quindi ben definiti i funtori:

f7h D (I(ky)) — D*(I(kx))

Rf.: D*(I(ky)) — Dt (I(kx))
Rfy: DT (I(ky)) — D*(I(kx))



30 CAPITOLO 5. IND-FASCI DERIVATI

Analogamente a quanto succede nella categoria degli ind-fasci, anche in
quella derivata questi tre funtori mantengono le proprieta di esattezza e di
aggiunzione, come si puo vedere dalle seguenti proposizioni.

Vediamo prima cosa succede derivando i funtori f~! ed f,

Proposizione 5.3.2 1. Il funtore f~! ¢ esatto e commuta con Aim ”
2. Il funtore Rf. é esatto a sinistra e commuta con lim

3. I sequenti diagrammi sono commutativi:

-1
D*(ky) —

\LLY LX [9:¢ \L’/Y

D*(1(ky)) ——

ok
( ( ( (

-1 Rf«
Dt (ky) — !

Proposizione 5.3.3 Per ogni F € D*(I(ky)) e G € DY (I(kx)) 4 funtori
f~1 e Rf. soddisfano la formula di aggiunzione

RHomI(kX)(fle, G) ~ RHOHII(kX)(F, Rf*G)
inoltre valgono anche le sequenti formule di aggiunzione:

RIhom(f~'F,Q)
Rf.RHomyy(f~'F, G)

RThom(F, Rf.G)
RHomy ) (F, RfG)

~
~

E dalle due proposizioni precedenti otteniamo la seguente

Proposizione 5.3.4 Il diagramma sequente € commutativo:

D* (ky) — L D* (k)
lﬁy iﬁx
D* (I(ky)) — = D*(I(kx))

Ed ora vediamo cosa succede derivando il funtore di immagine diretta
propria

Proposizione 5.3.5 1. Il funtore R fi é esatto a sinistra e commuta con
i limati induttivi in 1(kx)
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2. 1l sequente diagramma é commutativo:

D*(I(kx)) —— 2 D*(I(ky))
D*(kx) dl D (ky)

3. Se F € Mod(kx) ha supporto proprio suY , allora il morfismo RfyF —
Rf.F ¢é un isomorfismo

Inoltre abbiamo le seguenti relazioni tra f~! e Rfy
Proposizione 5.3.6 Sia F € D™ (I(kx)) e G € D~ (I(ky)) allora

G®RfuF ~Rf\(f'G®F)
Inoltre, se G € D™ (ky), il morfismo

RfyRThom(f 'G,F) — RThom(G, fuF)

& un isomorfismo.

5.4 Dualita di Poincaré-Verdier

Come accade per fasci (vedi [5]), anche nel caso degli ind-fasci il funtore
immagine diretta propria ammette un aggiunto a destra (vedi [2], [8]).

Teorema 5.4.1 Sia f : X — Y continua tale che fy sia di dimensione
coomologica finita, allora il funtore Rfy ammette un aggiunto a destra, che
chiameremo f' che soddisfa

HomD+(I(kY))(Rf”F, G) ~ HomD+(I(kX))(F7 f'G)
Inoltre, vx f' ~ f'iy

Corollario 5.4.2 Per ogni F € DY (I(kx)) e G € DY (I(ky)) i funtori f' e
Rfi soddisfano le sequenti formule di aggiunzione

RTZhom(RfyF,G) ~ Rf,RThom(F, f'G)

RHom(RfyF,G) ~ Rf,RHom(F, f'G)
Vediamo ora alcune relazioni tra f' e i funtori gia introdotti in precedenza

Proposizione 5.4.3 Siano F,G € D" (I(ky)) e K € D~ (I(ky))
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1. c¢’¢ un morfismo naturale

fFPef'd—f(Fed)
2. RThom(f 'K, f'G) ~ f'RThom (K, G)

3. se f é linclusione chiusa allora

'~ f Zhom((ky)x, )
inoltre, id = f'Rfy.

5.5 Ind-anelli

Parleremo ora brevemente di anelli in I(kx) e di moduli su ind-anelli.

Definizione 5.5.1 Un ind-anello é definito da un oggetto A € I(kx) e dai
morfismi pg : AX A — A eey: kx — A, tali che i sequenti diagrammsi
stano commutativi:

A——kx® A A——kx® A
id_Al l&‘A@idA idAJ/ iid_A(X)EA
AﬁA@A AﬁA@A

HA®IdA

A A A4 L Ao A.
idA@MA\L iﬂA
Ao A Fa A

Definizione 5.5.2 Un ind-modulo (o piu semplicemente, un A-modulo)
sinistro é dato da un oggetto M € 1(kx) ed un morfismo upr : AQ M — M
tali che i sequenti diagrammsi siano commutativi:

id ~
AQA@ M 22N AoM M-—"skyoM
idA@MM\L \LIJ‘M idMl l€A®idM
A® A— A M= A@M

Definizione 5.5.3 Un morfismo p € Homy,, (M, N) di A-moduli ¢ un
morfismo tale che il diagrama sequente sia commutativo:

id
Ao M —A% _AgN

uMl J//w

M N
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Otteniamo quindi una categoria, la categoria degli A-moduli, che chiamer-

emo I(A).

Esempio 5.5.4 Sia A un fascio di kx-algebre, allora fx A é un anello in
I(kx). Dal fatto che Bx commuta con @ seque che, se M ¢é un fascio di
A-moduli, Bx M ¢ un fascio di Bx A-moduli.

Definizione 5.5.5 Sia ¢: AQA — AR A definito nella maniera sequente:
¢:a®b— b®a. Chiameremo A°P l'ind-anello A con i morfismi € gop := €4
e phgor := g o ¢. Un A°P-modulo verra chiamato A-modulo destro.

Lemma 5.5.6 La corrispondenza U — 1(Aly) € una stack propria.

Definiamo ora i bifuntori ® e Zhom anche per gli A-moduli. A tal fine
introduciamo prima i seguenti morfismi:

d=ppy @N —M® uy

d =Thom(pprr, N) — Zhom(M,vy)

ove vy : N — Thom(A, N) ¢ il morfismo dedotto da pn tramite I'isomorfis-
mo Hom (A ® M, M) ~ Hom(M,Zhom(A, M)).

Definizione 5.5.7 Sia A un ind-anello, definiamo i bifuntori
@4 [(AP) x I(A) — I(kx)

Zhom(-,-) : I(A)P x I(A) — I(kx)

nella sequente maniera:
M@y N = coker(M®A®Ni>M®N)
Thoma(M, N) := ker(Thom(M, N) 2 Thom(A® M, N))
Proposizione 5.5.8 Vale l'isomorfismo
axThoma(M,N) =~ Homy 4 (M, N)
Consideriamo ora piu anelli su I(kx)

Proposizione 5.5.9 Siano Ay, As, As tre ind-anelli.

1. 1l funtore ® 4, induce un funtore:

(A1 ® A7) x 1(Az © A) — 1(A1 @ AST)
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2. Il funtore Thom 4, induce un funtore:

(A @ A2) x (A1 @ Ag) — I(AP @ Aj)

Possiamo anche derivare i funtori precedentemente definiti. Infatti in [8]
si dimostra il seguente

Teorema 5.5.10 Siano Ay, As, As tre ind-anelli. Allora i sequenti funtori
sono ben definiti:

L
@ Dr(I(Ae AF)) x D™ (A2 ® A7) — D™ (I(A1 @ A3"))

RTZhomy, : D™ (I(A; ® A2)?) x D (I(A; ® A3)) — DT (I(AF ® Aj3))
Similmente si possono derivare anche i funtori Hom e Hom.

Proposizione 5.5.11 Siano Aj, As, A3, Ay quattro ind-anelli. Vale allora
il sequente isomorfismo in D (I(As @ AJ)):

RIhomA2 (2M3, RIhomAl (1M2, 1N4)) o~ RIhOTn_Al (1M2 ® 9 Ms3, 1N4),
ove ;Mj € D™ (I(A; ® A;j)P) e 1Ny € DT (I(A ® Azp))

Cercheremo adesso di estendere le operazioni esterne gia definite in prece-
denza agli ind-anelli.
D’ora in poi f : X — Y sara una funzione continua, e A un ind-anello,
supporremo inoltre che Mod(ky) abbia dimensione coomologica finita.

Teorema 5.5.12 Con DF intenderemo D, D+, D~, D,
1. f~1: I(ky) — I(kx) induce un funtore f~': D*I(A) — DFI(f~1A)
2. fo:I(kx) — I(ky) induce un funtore Rf, : D*I(f~1A) — DFI(A)
3. fu:I(kx) — I(ky) induce un funtore Rfy : DYI(f~1A) — D(A)

Teorema 5.5.13 Per F € DTI(f*A) e G € DTI(A) vale la formula di
aggiunzione

Homp1(p-1.4)(f 7' G, F) ~ Homp1(4)(G, Rf.F).

Teorema 5.5.14 Per F € D7I(f71A) e G € D7I(A%) wvale il sequente
isomorfismo:

L L
Gng!!F’in!!(fflG ® F).
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Vedremo ora alcuni risultati per A = 5B, ove B ¢ un fascio di kx-algebre.
Il funtore Bx induce un funtore esatto

3 : Mod(B) — 1(8B)

Teorema 5.5.15 Siano K € D’(kx), F € D*(B), M € D*(1(3B°)), N €
D(I(BB)). Valgono i sequenti isomorfismi:

L L
1. a(M ® N) ~aM ® aN,
3B B

L ~ L
2. RThom(K,M) ® SF — RZhom(K,M ® (F),
BB BB

L ~ L
5. RHom(K, M) &) F = RHom(K, M & §F).

Teorema 5.5.16 Siano G € D'I(B°?), F € D*(B), M € D*(1(3B)). Val-
gono 1 sequenti isomorfismi:

L L
1. B(G @ F) ~ G & BF,

6B B
2. RHomp(aM, F) ~ aRThomgp(M, F) ~ RHomygg) (M, F'),
3. RHomygp) (BF, M) ~ RHomp(F,aM).

Teorema 5.5.17 Siano M € D'I(3B°), F € DYB). Vale il sequente
isomorfismo:

FMEBF)~ f'M & Bf'F
BB Bf~'B
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Capitolo 6

Fasci sottoanalitici e ind-fasci

In questo capitolo X sara una varieta analitica reale. Per una trattazione piu
dettagliata degli insiemi sottoanalitici si vedano [3], [5], per quanto riguarda
fasci sottoanalitici e ind-fasci si prenda come riferimento [8].

6.1 1l sito sottoanalitico
Richiamiamo innnanzi tutto la definizione di insieme sottoanalitico

Definizione 6.1.1 Un sottoinsieme Z C X si dice sottoanalitico in x €
X se esiste un intorno U di z, delle varietd analitiche compatte Y] (i =

1,2 1§j§N)em0rﬁsmif;:in—>Xtali che

N
ZnU =Un N e2)
j=1

Z st dice sottoanalitico in X se é sottoanalitico in ogni x € X

Vediamo ora alcune proprieta dei suddetti insiemi che ci saranno utili in
seguito

Proposizione 6.1.2

1. Unione e intersezione di famiglie localmente finite di sottoinsiemi sot-
toanalitici sono sottoanalitiche

2. 1l complementare di un sottoinsieme sottoanalitico é sottoanalitico

3. L’interno, la chiusura e la frontiera di un sottoinsieme sottoananlitico
sono sottoanalitici

Proposizione 6.1.3 Un sottoinsieme sottoanalitico relativamente compat-
to ha un numero finito di componenti connesse.
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Proposizione 6.1.4 Sia f : X — Y un morfismo di varieta analitiche
reali. Allora

1. se W C Y ¢ sottoanalitico su'Y, f~1(W) ¢ sottoanalitico su X

2. se Z C X ¢ sottoanalitico su X e f ¢ propria su W, f(W) ¢ sot-
toanalitico su'Y

Consideriamo ora la categoria Opy, x, i cui oggetti sono gli aperti sot-
toanalitici di X, in cui frecce e prodotti fibrati sono definiti come nell’Esem-
pio 2.1.4.

Definiamo una topologia di Grothendieck su X nella maniera seguente:
dato U € Opy, x, diremo che S C Op,, x € un ricoprimento di U se per
ogni compatto K C X esiste un numero finito di U;, {U;} C S, tali che

KNnU=Kn (UZ Ui). Gli assiomi della Definizione 2.1.2 sono soddisfat-

ti. Chiameremo sito sottoanalitico X, il sito ottenuto dotando Opy, x della
topologia sopra definita. Allo stesso modo definiamo il sito X, . consideran-
do solo gli aperti relativamente compatti di X.

Se f: X — Y e un morfismo di varieta analitiche reali resta definito il
morfismo di siti f : X5, — Ysq associato al funtore

ft:Opsa,Y - Opsa,X
U — [f7HU)

Potremo quindi costruire dei fasci sul sito X4, e dato un funtore di fiti f
potremo calcolare i funtori di fasci immagine diretta e immagine inversa.

6.2 Ind-fasci sottoanalitici

Vedremo ora una corrispondenza tra fasci sul sito sottoanalitico e ind-fasci
Chiameremo Opy, gli aperti sottoanalitici di X e Opg, . quelli relativa-
mente compatti.

Introduciamo ora la categoria K i cui oggetti sono

Ob(K) = {(I,{Ui}ier); I finito, U; € Opy,, U; # @}

ed 1 morfismi sono dati da

Homy ((1,{Ui}i), (J,{V;};)) = {(aji)jesier; aji € k,aj; # 0= U; C V;}

Allo stesso modo definiamo K., in cui U; € Opgg .-
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Possiamo identificare I come una sottocategoria di Mod(ky) tramite il
funtore fedele I — Mod(kx) che associa a (I, {U;};) il fascio @, kv, .

Definizione 6.2.1 Sia F' € Mod(kx)

1. F é K.-finito se esiste G € K. e un epimorfismo G — F

2. F ¢ K.-pseudocoerente se per ogni morfismo ¢ : G — F con G € K.,
kerg e K.-finito

3. F e Kc-coerente se € sia Kcq-finito che K.-pseudocoerente

Chiameremo Coh(X,) la sottocategoria di Mod(kx ) costituita dagli ogget-
ti ICp-coerenti.

Teorema 6.2.2 La categoria Coh(X,) € stabile per nuclei, conuclei e somme
dirette finite (¢ quindi abeliana), e il funtore naturale Coh(Xsq) — Mod(kx,,)
é esatto. Inoltre Coh(Xy,) contiene K.

Vediamo ora alcune proposizioni che ci porteranno a vedere i fasci sui
sottoanalitici come ind-fasci.

Chiameremo p il funtore di siti associato al funtore

p':Op,, — Opy
U — U,

e chiameremo pg,, : Coh(Xs,) — Mod(kyx,,) la restrizione di p, a Coh(Xsq).

Proposizione 6.2.3 Sia dato il funtore di siti p : X — Xg, definito in
precedenza:

1. II funtore p, ¢ pienamente fedele, e vale p~' o p, = id

2. 1l funtore p~' ammette un aggiunto a sinistra che chiameremo p

Proposizione 6.2.4 Il funtore py,, ¢ esatto e pienamente fedele, e p~'psa,
é isomorfo al funtore canonico Coh(Xs,) — Mod(kx,,)-

Proposizione 6.2.5 Sia G € Coh(Xy,), e sia {F;}; un sistema induttivo
in Mod(kx,,) (indiciato da una categoria I filtrante). Allora il morfismo
naturale

lim Homy,,._ (.G, Fy) — Homyy (.G, lim F;)

K3 3

& un isomorfismo.
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Proposizione 6.2.6 Sia F' € Mod(kx,,). Allora vale il sequente isomor-
fismo

F ~lim p, F;

(2

ove {F;}; € un sistema induttivo in Coh(Xsq).

Consideriamo ora la categoria Ind(Coh(Xy,)), che per semplicita scriver-
emo I(Coh(Xs,)). Costruiamo un funtore

A : I(Coh(X,q)) — Mod(kx,, )

estendendo il funtore pg,, nel modo seguente
A (“ lim ”Fi> = lim Psas (Fz)
i i

Teorema 6.2.7 Il funtore A & un’equivalenza di categorie

Introduciamo ora dei nuovi funtori per rendere piu completo il quadro
delle corrispondenze tra fasci, fasci sottoanalitici e ind-fasci.

Chiameremo tyx,, il funtore naturale Coh(Xs,) — Mod(kx), da cui de-
duciamo un funtore ICoh(X;,) — I(kx), e quindi, vista 'equivalenza di
categorie, un funtore Ix,, : Mod(kx,,) — I(kx). Quest’ultimo & esatto e
commuta coi limiti induttivi.

Visto che I(Coh(Xy,)) & equivalente alla categoria Coh(X )" (Propo-
sizione 1.1.4), possiamo definire un funtore Jx,, : I(kx) — I(Coh(X,,)) =
Mod(kxsa)t dati I' € I(k?)() e G e Coh(Xsa), HomI(Coh(Xsa))(G7 JXMF) =
Homy,y(txtx,,G, F). Si dimostra (vedi [8]) che Jx,, & aggiunto a destra

di Ix,, e commuta coi limiti induttivi (filtranti).

Riassumiamo ora coi seguenti diagrammi le compatibilita tra i funtori
definiti in questo capitolo.

LXsa

Coh(Xsq) Mod(kyx) Coh(Xsq) =
Psax \L \LLX \Lpsa* /p p*/
Mod(kx,,)

Ixgq

(ky) Mod(kxm)/



6.3. COSTRUZIONE DI IND-FASCI 41

Mod(kx) Mod(kx)

s o

Ixsq

Mod(k‘xsa) o I(kx) MOd(ijm) I(kx)
Mod (k) Mod (k)
/ J{ﬁx o aXT
Mod(kx,, ) —X  _I(kyx) Mod(kx.,) — I(kx)

Abbiamo cosi un’idea delle relazioni tra la categoria dei fasci, quella dei
fasci sottoanalitici e degli ind-fasci.

6.3 Costruzione di ind-fasci

In questo capitolo X sara una varieta analitica reale. Come in precedenza,
chiameremo X, il sito sottoanalitico.

Chiameremo R-C(kx) la categoria abeliana dei fasci R-costruibili (vedi [3],
[5]), e con R-C¢(kx) la sottocategoria piena dei fasci R-costruibili a supporto
compatto.

Chiameremo Ir .(kx) la categoria Ind(R-C¢(kx)).

In [8] viene dimostrato un teorema, che, unito all’equivalenza tra R-C¢(kx)
e Coh(Xy,), porta al seguente risultato:

Teorema 6.3.1 Sia F' € Psh(kx,, ) tale che:
1. F(©@)=0

2. per ogni U,V € Opg, . la sequenza 0 — F(UUV) — F(U)® F(V) —
F(UNYV) sia esatta.

Allora F € Mod(kx,,.) e esiste un unico F € Iro(kx) tale che F(U) ~
F(U) per ogni U € Opg, .-

Inoltre vale la seguente

Proposizione 6.3.2 Sia F' € Mod(kx,,) tale che per ogni U,V € Opg, .,
con U CV la sequenza

F(V) = F(U) =0

sia esata, allora F' é quasi-iniettivo in Ir.c(kx).
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Chiameremo DY% . (I(kx)) la sottocategoria piena di D°(I(kx)) costituita
da oggetti a coomologia in Ig(kx). Il funtore esatto Ix,, : Ir.c(kx) —
I(kx) induce un funtore triangolato

D*(Irc(kx)) = Dir.c(I(kx)). (6.1)
Teorema 6.3.3 Il funtore (6.1) é un’equivalenza di categorie triangolate.

Lemma 6.3.4 Sia f : X — Y analitica reale e sia F € D% (I(kx)). Allora
1 sequenti funtori sono ben definiti:

1. Rfy: D%R—CC[(]{:X)) - D%R—C(I(ky))

2. f': Dig ((ky)) — Dig (I(kx))

3. ®: Dig o(I(kx)) x Dig (I(kx)) — Dig o(I(kx))
4. RThom(F,-) : Dig [(I(kx)) — Dig.(I(kx))

Proposizione 6.3.5 Sia f : F — G un morfismo in D¥_ (1(kx)), allora f
¢ un isomorfismo se e solo se per ogni K € R-C(kx) induce un isomorfismo

RHom(K,F) = RHom(K,G).
Dim. Consideriamo il triangolo distinto
F—-G—L*%

e supponiamo che per ogni K € R-C¢(kx), RHom(K,L) = 0. Sia k€
Z tale che H* = 0 per k < k. Allora abbiamo che Hom(K, HkgL)) ~

H*RHom(K,L). Percio Hom(K, H*(L)) = 0 e quindi, visto che H¥(L) €
Ir.c(kx), si ha che H¥(L) = 0.

a
Proposizione 6.3.6 Sia F' € Ir..(kx) e supponiamo che il funtore Hom(-, F')

sia esatto sulla categoria R-C¢(kx). Allora per ogni G € R-C¢(kx) e per
i#0, HRHom(G,F) = 0.



Capitolo 7

Distribuzioni temperate

7.1 Definizione di distribuzione temperata

Introduciamo ora la definizione di distribuzione temperata (si vedano [3],
[9]). D’ora in poi X sara una variata analitica reale.

Definizione 7.1.1 Sia v una distribuzione su un aperto U C X. Diremo
che u é temperata nel punto x € X se esiste un intorno V di x ed una
distribuzione v definita su V tale che ulyny = vlyny. Diremo che u é
temperata in X, se lo € in ogni punto.

Abbiamo inoltre il seguente

Lemma 7.1.2 Siau una distribuzione definita sulU C X. Sono equivalenti:
1. u e temperata in X,
2. w é temperata in ogni punto della frontiera di U,

3. esiste una distribuzione v definita su X tale che u = v|y.

Come conseguenza di un risultato di Lojasiewicz (vedi [10]) abbiamo il
seguente

Teorema 7.1.3 Sia U C X un aperto sottoanalitico e sia {U;}icr un rico-
primento di U con tutti gli U; sottoanalitici. Una distribuzione u definita su
U ¢ temperata se e solo se lo sono tutte le sue restrizioni u|y, .

7.2 1l funtore THom(-,Db)

In [3] viene definito il fascio THom(F, Dbx), sottofascio di Hom(F,Dbx)
nella seguente maniera:
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Definizione 7.2.1 Sia F' un fascio R-costruibile su X, U C X un aperto.
Le sezioni I'(U, THom(F, Dbx)) sono le ¢ € T'(U, Hom(F,Dbx)) tali che
per ogni aperto sottoanalitico relativamente compatto V- di U, e s € F(V),
©(s) sia una distribuzione temperata in U.

Inoltre, si dimostrano le seguenti due proposizioni

Proposizione 7.2.2 Sia U C X aperto sottoanalitico, e V C X un aperto.
Allora

'V, THom(Cy,Dbx) = {u € T(UNV,Dbx);

u temperata in ogni punto di V'}
Proposizione 7.2.3 Per ogni chiuso sottoanalitico S C X si ha
THom(Cgs,Dbx) =I's(Dbx)

Se adesso prendiamo in considerazione la categoria dei Dx-moduli (che
chiameremo Mod(Dx)), notiamo subito che il funtore THom(-, Dbx), &€ un
funtore contravariante dalla categoria R-C(Cx) alla categoria Mod(Dx).

Inoltre si dimostra il seguente

Teorema 7.2.4 [l funtore THom(-,Dbx) é un funtore esatto.

Siaora U C X aperto sottoanalitico, S = X'\U e consideriamo la sequenza
esatta

0—->Cy —>Cx —-Cg—0,

applicando il funtore esatto contravariante THom(-, Dby ), otteniamo la
sequenza esatta

0— Fs(Dbx) — DbX — THom((CU,DbX) — 0.

7.3 L’ind-fascio delle distribuzioni temperate

Definiamo ora Db'(U), lo spazio delle distribuzioni temperate su un aperto
sottoanalitico U C X tramite la successione esatta

0 — Dx\y(X;Dbx) — I(X; Dbx) — Dbk (U) — 0.
Si vede subito che
THom(Cy,Dbx) =V — Dbg((U nv).

Inoltre per il Teorema (7.1.3) si ricava il seguente
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Lemma 7.3.1 Siano U,V C X due aperti sottoanalitici. Allora al sequenza
0 — Db (UUV) — Dby (U) @ Db (V) — Db (UNV) — 0
e esatta.

Grazie al Teorema 6.3.1, Db& diventa un fascio su X,,. Inoltre, sempre
per il Teorema 7.1.3, la sequenza

Db (V) — DY (U) — 0

con V C U aperti sottoanalitici ¢ esatta, e quindi, applicando la Propo-
sizione 6.3.2, il funtore Db'(-) & esatto sulla categoria R-C¢(Cx)°P.

Inoltre, in [8] si dimostra che DbY, & anche un pyDx-modulo, quindi, appli-
cando il funtore Ix,, otteniamo che Ix,, (Dbk) € I(8Dx). Identificheremo
Db% con la sua immagine tramite Ix,,, ottenendo cosi l'ind-fascio delle
distribuzioni temperate. Vale la seguente

Proposizione 7.3.2 Sia F' € R-C°(Cx)°, allora
Hom(F,Dbk) ~ THom(F, Dby).
Quindi, applicandola Proposizione 6.3.6 otteniamo la seguente
Proposizione 7.3.3 Sia F' € D% (Cx), allora

RHom(F,Dbk) ~ THom(F,Dbx).
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Capitolo 8

Ind-fasci su varieta analitiche

8.1 D-moduli

D’ora in poi X sarad una varietd analitica complessa. Chiameremo Ox
il fascio delle funzioni olomorfe su X, Qx il fascio delle forme di grado
massimo.

Introduciamo Dy, il fascio di anelli degli operatori differenziali di ordine
finito a coefficienti olomorfi (come referenze si vedano [1], [16]). Localmente,
una sezione P € I'(U, Dx) si puo scrivere in modo unico nella forma seguente

P=Y" fal2)0

an

ove fq(x) € olomorfa su U. Chiameremo quindi Mod(Dx) (rispettivamente
Mod(D%¥) la categoria dei Dx-moduli sinistri (destri), cio¢ dei fasci M su X
tali che I'(U, M) sia un I'(U, Dx )-modulo sinistro (destro) per ogni aperto
U C X. Possiamo passare dai Dx-moduli sinistri ai Dx-moduli destri,
abbiamo infatti la seguente

Proposizione 8.1.1 Il funtore da Mod(Dx) in Mod(DY) definito da
M= Qx ®o, M
e un’equivalenza di categorie. Il suo quasi-inverso ¢ dato dal funtore
N = Homo, (Qx,N) ~ M Q0 Q?}(_l)
ove N € Mod(DY¥).

Sia ora f: X — Y un morfismo di varieta complesse. Introdurremo ora i
bimoduli di trasferimento

Dxy =Ox ®s10, [ 'Dy
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Dy .x =Qy ®oy Dxcy Q10 (f 1y ) B,
Il primo & un (Dy, f ~ Dy )-bimodulo, il secondo un (f 1Dy, Dy )-bimodulo.

Notiamo che se X EN Y % Z sono morfismi di varietd complesse, e h =
g o f, abbiamo che
DX—>Z ~ DX—»Y & ,DY—>Z-

Ricordando che ogni morfismo si fattorizza in un’immersione chiusa (nel
grafico) ed una proiezione, concentriamoci su questi due casi.

Proposizione 8.1.2 Siano U,V due intorni dello 0 in C™ e C™. Allora:

1. Il modulo di trasferimento della proiezione

p:UxV — V

(u,v) — w

come Dy xy-modulo sinistro é isomorfo a
Dyxv/DuxvOu, + -+ DuxvOu,.
E coerente, e il complesso di Koszul
K(DUXV7 .aul’ cee 8un)
e una sua risoluzione di lunghezza n.
2. Il modulo di trasferimento dell’inclusione chiusa

1:U — UxV

u —  (u,0)

come Dyxy-modulo destro € isomorfo a
Dyxv /v Duxv + -+ +vmDuxv.
E coerente, e il complesso di Koszul
K(Duxv,vis -+ 0m)
e una sua risoluzione di lunghezza m.
Definiamo infine i_l, [ L, i funtori immagine inversa, immagine diretta

e immagine diretta propria per i D-moduli sinistri (oppure, piu in generale,
per M € Ob(D*(Dx)):
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—1 _ L —1
fF M=Dx.y ® fM
B [~1Dx

L
[ M=Rf.(Dy_x & M)
Dx
L
FM=RA(Dy_x & M),
! Dy

Sia ora M una varieta analitica reale, X una sua complessificazione, i :
M — X Tinclusione. Denoteremo con Dy = i 'Dy = (Dx|) I'anello
degli operatori differenziali a coefficienti analitici. Definiamo dunque i Dyy-
moduli. Introduciamo Ay, il fascio delle funzioni analitiche su M (che altro
non ¢ che Ox|u) e AY; = Qun ® oryy, il fascio delle densita analitiche.

Se f: M — N & un morfismo di varieta analitiche, i bimoduli di trasferi-
mento diventano

Dy—N =Dy @p-14, fﬁlAM
Dney = AR @4y Dxy ®f-14,, (f Ay,

Il primo & un (Dyy, f 1 An)-bimodulo, il secondo un (f 1Ay, Dps)-bimodulo.

8.2 Operazioni sulle distribuzioni temperate

Come gia visto in precedenza, 'ind-fascio Db}, & un I(Dy)-modulo sinistro.
Chiameremo invece Dbf\’/[\/ I'[(8D})-modulo

DY = ﬁ.AVM QBANM D'

Lo scopo di questo capitolo & quello di descrivere le proprieta funtoriali
dell’ind-fascio delle distribuzioni temperate. In particolare, stabiliremo una
serie di isomorfismi nella categoria derivata degli ind-fasci costruibili. A tal
fine, utilizzeremo i morfismi ottenuti in [12], ed i risultati di [6].

Proposizione 8.2.1 (vedi[12]). Sia f : M — N un morfismo di varieta
analitiche reali. Esiste un morfismo in DY (L(Bf~1DY)):

L
Dby & BDyn — [DbY (8.1)
BDm

Proposizione 8.2.2 Il morfismo (8.1) é un isomorfismo.

Dim. Basta dimostrare che per ogni F' € R-C¢(Cyy) valga I'isomorfismo

L
RHom(F, Dby, ® BDy—n) =~ RHom(F, f'Dby’).
BDu
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Abbiamo che, per ogni F' € R-C¢(Cyy)

L L
RHom(F, Dby, & BDy_n) =~ RHom(F,Dby) & Dyn
BD Dy
L
~ THom(F,Dby;) @ Dy_n.
Dm

Dall’altra parte abbiamo che

RHom(F, f'DbyY) =~ RHom(RfyF,Db%’)
~ THom(RfiF, Dby)

1

L
Rfi(THom(F, Dby, & Dy—n),
M

ove il terzo isomorfismo viene dal Teorema (4.4) di [6]. Sapendo che, se
G € R-C¢(Cpp), I'( X, G) ~T'(Y, RfiG) otteniamo il risultato desiderato.

Grazie a questo isomorfismo possiamo provare la seguente

Proposizione 8.2.3 Sia f : M — N un morfismo di varietda analitiche, e
sia N' € D*(Dy). Vale allora lisomorfismo in D*(1(Cyy)):

L L
DY @ BTN S DV © BN
M gDy Doy Dy )

Dim. E dato dagli isomorfismi

PO & pN) = PO & pFN

BDn Bf~'Dn

L L
~ Dbf\’/]\/ ® ADy_n © BfIN
BDnm Bf1Dn

L
Dby © BfTIWN
BDym T

12

a

Per 'equivalenza tra moduli D-moduli destri e D-moduli sinistri, la (8.1)
ci da il seguente isomorfismo in D?(I(3f~'Dy)):

L
BDn_y © Dby ~ f'Db.
BDum
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Proposizione 8.2.4 Sia f: M — N morfismo liscio di varieta analitiche.
Vale allora in DY(1(Bf~1Dy)) il sequente isomorfismo:

RIhomBDM (ﬂ'DM_,N, Db;w) ~ fﬁl'Db}"\;

Dim. Sia d =dimN — dimM, consideriamo i seguenti isomorfismi

L
RThomgp,,(BDyv—nN,Dby) =~ ﬁRHom(DMHN,DM)B%@ Db,
M

L
BDm

~  f'Dby @ orpyn[—d]
~ f7iDbk

Il primo isomorfismo ¢ stato ottenuto rimpiazzando Djy;_,n col complesso di
Koszul, il secondo, essendo f liscia, deriva dall’isomorfismo

RHomp,,(Dy—n,Dum) @ oryyn =~ BDn—pm[—d],
e I'ultimo dall’isomorfismo f'[d] ~ f~! ® OT /N
]

Sia ora f : M — N un’inclusione chiusa si puo dimostrare (vedi [12]) la
seguente

Proposizione 8.2.5 Esiste un morfismo in D*(1(8Dy)):
RfiDbh; — RThomgp, (BRADN 1, DY) (8.2)
Proposizione 8.2.6 Il morfismo (8.2) é un isomorfismo.

Dim. Per ogni F' € R-C¢(Cjs) abbiamo i seguenti isomorfismi

RfiRHom(f~'F,Dbl,)
RATHom(f1F, Dbyy)

RHompy (RiDNeym, THom(F,Dby))
RHomp, (RADN 1, RHom(F, DbY))

~ RHom(F, RThomgsp, (BRfIDN_u,DbY)),

RHom(F, RfDb,))

1

12

12

12

ove il terzo isomorfismo viene dal Teorema (4.5) di [6]. Grazie alla Propo-
sizione 6.3.5 otteniamo l'isomorfismo desiderato.
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Adesso X sara una varieta analitica complessa, con fascio strutturale olo-
morfo Ox. Chiameremo X la varietd complessa coniugata (con fascio strut-
turale antiolomorfo O), e Xgr la varieta analitica sottostante, identificata
con la diagonale di X x X.

Definiamo ora l'ind-fascio O% € D’(I(3Dx)) delle funzioni olomorfe tem-
perate nella maniera seguente:

Ok = RThomgp. (80, Db,)

Consideriamo anche I'ind-fascio Q! € Db(I(3DY)):
Ol = Db & BO+[—dx]

Proposizione 8.2.7 Sia M wuna varieta analitica reale, X una sua comp-
lessificazione, i : M — X Uinclusione. Allora vale il sequente isomorfismo:

'O ~ Dby [~dx]

1

Q) {DHYY & BO5)[—dx]
Uily ? XR/BDY X X
Sty L 1
iDby ﬁi*(?DYIBZ O |[—dx]

L L
Dby ® BDu—xx © i 'BOg[—dx]
ﬁ'DNI ﬂ7,71DY

1

12

DHtY & Bi ' Dx[—dx]
M 8D

~ Dby [~dx],

1

ove il penultimo isomorfismo & dato da

L
Dyi—xg @Dy Oxlv = Dx|um.

A questo punto, grazie alla Proposizione 5.4.3 troviamo che
i"'RThom(Cyy, Q) ~ Dby’ [—dx],

entrambi i membri hanno supporto in M, quindi, passando ai moduli
sinistri otteniamo

RThom(D'Cyy, OY) ~ Db,
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applicando a destra e a sinistra il funtore « e ricordando la Proposizione
7.3.3, si ha
THom(D'Cyr, Ox) ~ aDb},.

Il Teorema (5.10) di [6] ci dice che
THom(D'(CM, Ox) ~ DbM

quindi
aDbl, ~ Dbyy.
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