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Introduzione

Il presente lavoro di tesi nasce dalla volontà di studiare in modo più approfondito le
opzioni finanziarie riuscendo a tenere in considerazione nell’analisi l’incertezza relativa
alla non conoscenza esatta del mercato finanziario. Ad esempio, un livello di incertezza è
dato dalla volatilità dei prezzi sul mercato. Infatti stimare in modo preciso la volatilità
dei prezzi è tutt’ora molto difficile (vedere [8], Capitolo 7). Dunque per questa ragione
abbiamo deciso di lavorare in un ambiente fuzzy, il quale permette di aggiungere un
grado di incertezza soggettivo inserendo un fattore fuzzy nel sistema. Tale fattore è stato
scelto, nel Capitolo 4, in modo da poter stimare in modo soggettivo proprio la volatilità
del mercato. Questo elaborato, prendendo spunto dall’articolo [9], presenta un modello
a tempo discreto multiperiodale per l’analisi delle opzioni finanziarie mediante l’utilizzo
della teoria fuzzy. Riserviamo particolare attenzione alle opzioni di tipo put Americane.

Nel primo capitolo presentiamo i numeri fuzzy. Iniziamo definendo cosa sono gli insiemi
fuzzy per poi passare ai numeri fuzzy. Una volta definiti, mostriamo prima una loro
possibile rappresentazione, dopodiché trattiamo quali operazioni si possono fare su questi
particolari numeri.

Nel secondo capitolo presentiamo le variabili aleatorie fuzzy. Mostriamo come si defini-
sce una variabile aleatoria fuzzy, quali sono le sue proprietà e sopratutto come si costruisce
una variabile aleatoria fuzzy a partire da delle funzioni a valutazioni su insiemi. Infine,
definiamo il valore atteso di una variabile aleatoria fuzzy e il valore atteso fuzzy, operatore
che ci permette di quantificare numericamente un numero fuzzy.

Nel terzo capitolo parliamo del mercato finanziario a tempo discreto. Iniziamo defi-
nendo il modello classico per poi estenderlo in ambiente fuzzy. Una volta stabilito cosa
intendiamo per prezzi fuzzy e valori fuzzy di titoli e opzioni finanziarie, forniamo tutti
gli strumenti per poterli determinare. In particolare, calcoliamo il corrispettivo fuzzy
dell’inviluppo di Snell.

Il quarto capitolo è dedicato interamente alla trattazione delle opzioni Americane di
tipo put. Mostriamo una formula ricorsiva per il calcolo del prezzo atteso fuzzy e, stabilito
un criterio per poter valutare tale prezzo, forniamo un range di valori per il prezzo atteso
ottimo dell’opzione.

L’ultimo capitolo è riservato al modello binomiale. Presentiamo il modello classico per
poi estenderlo al caso fuzzy. Infine, mostriamo un esempio numerico in cui viene applicata
la teoria presentata.

L’Appendice A è dedicata all’estremo superiore essenziale, notazione introdotta nel
Capitolo 3; mentre nell’Appendice B sono riportati i codici Python per poter eseguire gli
esempi numerici.
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Alla luce del lavoro svolto possiamo concludere che il modello fuzzy converge al modello
classico quando facciamo tendere l’incertezza fuzzy a zero. Dunque questo modello risulta
essere un buono strumento che, rispettando le nostre esigenze iniziali, ci permette di
studiare le opzioni finanziare. A questo punto, lo step successivo naturale del lavoro
sarebbe lo studio del caso continuo: come si comportano i numeri fuzzy e se il modello
fuzzy a tempo contino continua ad essere una buona estensione di quello classico. Un
altro possibile sviluppo del lavoro potrebbe essere l’uso dei numeri fuzzy anche per altri
valori del modello, come ad esempio il tasso d’interesse, e non solo per il prezzo dei titoli
rischiosi come fatto in questo elaborato. In questo modo si potrebbe tener conto anche
dell’incertezza legata alla variazione del tasso di interesse durante il periodo di studio del
problema e rendere quindi le stime più realistiche.

2



Capitolo 1

La teoria dei numeri fuzzy

1.1 Insiemi fuzzy

Per poter definire un numero fuzzy è necessario prima introdurre e discutere il concetto
di insieme fuzzy.
Gli insiemi fuzzy nascono come estensione degli insiemi classici (useremo d’ora in poi il
termine classico in contrapposizione al termine fuzzy quando sarà necessario specificare
la distinzione) mediante una generalizzazione della funzione caratteristica che definisce
l’insieme. Nella teoria classica, dato un insieme universo X, un insieme A è definito
mediante la sua funzione caratteristica χA(x), la quale stabilisce l’appartenenza o meno
di ogni elemento x ∈ X all’insieme A stesso:

χA(x) =

{
1 se x ∈ A

0 se x /∈ A

Notiamo che la funzione classica χA(x) può assumere solo due valori, uno per l’ap-
partenenza e uno per la non appartenenza. Nella teoria fuzzy, invece, l’appartenenza o
meno di un elemento a un determinato insieme viene sfumata definendo una funzione
caratteristica che assume valori all’interno dell’intero intervallo [0, 1]. Lo scopo è quello
di attribuire ad ogni elemento x ∈ X un grado di appartenenza all’insieme in questione:
a valori maggiori corrisponde un grado di appartenenza maggiore all’insieme. In partico-
lare, 0 indica la non appartenenza certa all’insieme mentre 1 indica l’appartenenza certa
all’insieme. Per questo motivo, nella teoria fuzzy, chiamiamo la funzione caratteristica
funzione di appartenenza e la denotiamo nel modo seguente:

ã : X → [0, 1]

Inoltre chiamiamo insieme fuzzy l’insieme definito da tale funzione, cioè l’insieme di
tutte le x ∈ X tali che ã(x) > 0.

Per comprendere meglio la necessità di creare questa nuova tipologia di insiemi, vedia-
mo un semplice esempio di utilizzo [2]. Supponiamo di voler esprimere matematicamente
un concetto linguistico vago, come quello di persona giovane, di mezza età o anziana. Fino
a quale età si è giovani? Dopodiché si diventa da un anno all’altro persone di mezza età
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o il confine è più labile? Si capisce che definire l’insieme delle persone giovani, di mezza
età e anziane con la teoria classica sarebbe difficile e per certi aspetti riduttivo. Risulta
invece molto più efficace ammorbidire il concetto di appartenenza, definendo gli insiemi
come degli insieme fuzzy sfruttando delle opportune funzioni di appartenenza.
Risulta dunque ragionevole definire gli insiemi mediante la seguenti funzioni:

ãg(x) =


1 se x ≤ 20
35−x
15

se 20 < x < 35

0 se x ≥ 35

ãa(x) =


0 se x ≤ 45
x−45
15

se 45 < x < 60

1 se x ≥ 60

ãm(x) =


0 se x ≤ 20 oppure x ≥ 60
x−20
15

se 20 < x < 35

1 se 35 ≤ x ≤ 45
60−x
15

se 45 < x < 60
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Figura 1.1: Suddivisione delle persone in base all’età grazie a tre insiemi fuzzy.

1.2 I numeri fuzzy e la loro rappresentazione

Tra le molte tipologie di insiemi fuzzy, hanno particolare importanza quelli definiti sul-
l’insieme R dei numeri reali. Inoltre, per poter definire i numeri fuzzy, abbiamo bisogno
che la funzione caratteristica che definisce tali insiemi soddisfi determinate proprietà, le
quali risulteranno fondamentali poi per definire opportune operazioni aritmetiche.
Dunque d’ora in poi considereremo solo insiemi definiti da una funzione di appartenenza
ã : R → [0, 1] tale che:

(i) sia normale nel senso fuzzy: ∃x0 ∈ R tale che ã(x0) = 1;

(ii) sia semicontinua superiormente: per ogni punto x0 del dominio vale che ∀ε > 0
esiste un intorno U di x0 tale che ã(x) < ã(x0) + ε ∀x ∈ U ;

(iii) sia convessa nel senso fuzzy: considerati tre valori x, y, z ∈ R tali che x < y < z
vale che ã(y) ≥ min{ã(x), ã(z)};

(iv) sia a supporto compatto.
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A questo punto possiamo procedere a definire cosa sia un numero fuzzy e lo facciamo
identificando un numero fuzzy con la propria funzione d’appartenenza ã(x) definita come
sopra. Inoltre, indichiamo con R l’insieme dei numeri fuzzy.
Introduciamo ora un concetto importante per poter lavorare con i numeri fuzzy: gli α-tagli.
Essi sono i sottoinsiemi classici definiti da:

ãα := {x ∈ R|ã(x) ≥ α} per α ∈ (0, 1] (1.1)

ã0 := cl{x ∈ R|ã(x) > 0} per α = 0 (1.2)

dove cl indica la chiusura dell’insieme.
L’ α-taglio ã0 è detto α-taglio forte e rappresenta il più grande taglio che possiamo definire.
Un α-taglio di un numero fuzzy dunque è un sottoinsieme chiuso, limitato e non vuoto di
un intervallo classico e lo indichiamo con

ãα := [ã−α , ã
+
α ] per α ∈ [0, 1]

dove ã−α è l’estremo sinistro dell’intervallo e ã+α è l’estremo destro.

Infatti: l’insieme è non vuoto poiché per la proprietà (i) contiene necessariamente x0,
è chiuso poiché è un insieme di livello del tipo {x ∈ R|ã(x) ≥ α} di una mappa semicon-
tinua superiormente per la proprietà (ii) ed è limitato poiché sottoinsieme di un insieme
compatto per la proprietà (iv).

Osservazione 1. Notiamo che l’α-taglio individua anche il grado di fuzziness nel sistema:
a parità di α a un intervallo più grande corrisponde una fuzziness maggiore, nel senso che
ho più elementi x ∈ R a cui il numero fuzzy ã associa un grado di appartenenza ≥ α.

Gli α-tagli risultano molto importanti poiché ogni numero fuzzy può essere definito
esibendo tutti i suoi α-tagli ∀α ∈ [0, 1] e dunque per poter lavorare con i numeri fuzzy è
sufficiente saper lavorare con i loro α-tagli, come vedremo nella prossima sezione.
I numeri fuzzy, in base a cosa devono rappresentare, possono assumere funzioni di ap-
partenenza molto diverse tra loro. Nell’esempio della sezione precedente i numeri fuzzy
dovevano rappresentare l’appartenenza all’insieme delle persone giovani, di mezza età o
anziane in base all’età della persona. Dunque dovevano necessariamente esserci più età
la cui appartenenza all’insieme fosse certa e la rappresentazione più corretta era data da
quella trapezoidale (vedi Figura 1.1). Nella trattazione che faremo noi però, avremo un
solo valore x ∈ R tale che ã(x) = 1. Quindi useremo, per semplicità, la rappresentazione
triangolare e la denoteremo nel seguente modo:

ã := (a1, a2, a3) dove ã =


0 se x < a1
x−a1
a2−a1

se a1 < x ≤ a2
a3−x
a3−a2

se a2 < x ≤ a3

0 se x > a3

(1.3)
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Figura 1.2: Rappresentazione triangolare di un numero fuzzy con a1 = 2, a2 = 5, a3 = 8
e del α-taglio con α = 0.4

1.3 L’algebra dei numeri fuzzy

In questa sezione definiamo tutte le operazioni che saranno poi necessarie per poter co-
struire il nostro modello matematico. Nel farlo lavoreremo con i numeri fuzzy mediante
l’utilizzo dei loro α-tagli.
Iniziamo introducendo un ordine che sia significativo per i numeri fuzzy [2]. Siano
ã, b̃ ∈ R, allora definiamo il massimo ã ∨ b̃ come il numero fuzzy i cui α-tagli sono:

(ã ∨ b̃)α = [max{ã−α , b̃−α},max{ã+α , b̃+α}], α ∈ [0, 1] (1.4)

e il minimo ã ∧ b̃ come il numero fuzzy i cui α-tagli sono:

(ã ∧ b̃)α = [min{ã−α , b̃−α},min{ã+α , b̃+α}], α ∈ [0, 1] (1.5)

A questo punto possiamo definire un ordine parziale fuzzy ã ⪰ b̃ nel seguente modo:

ã ⪰ b̃ ⇐⇒ ãα ≥ b̃α ∀α ∈ [0, 1] (1.6)

dove ≥ è l’ordine parziale classico di intervalli chiusi e limitati:

[a1, a2] ≥ [b1, b2] ⇐⇒ a1 ≥ b1 e a2 ≥ b2

In questo modo, con l’ordine parziale fuzzy definito sopra, (R,⪰) è un reticolo distri-
butivo indotto dall’ordine parziale classico.
Ora definiamo l’addizione, la sottrazione e la moltiplicazione per uno scalare per i numeri
fuzzy. Dati ã, b̃ ∈ R e λ ≥ 0 abbiamo che:

(ã+ b̃)α := [ã−α + b̃−α , ã
+
α + b̃+α ] (1.7)

(ã− b̃)α := [ã−α − b̃+α , ã
+
α − b̃−α ] (1.8)

(λã)α := [λã−α , λã
+
α ] (1.9)

Osservazione 2. Notiamo che i numeri reali possono essere visti come un caso limite dei
numeri fuzzy: dato k ∈ R, denotiamo con 1k il corrispettivo numero fuzzy, definito dalla
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seguente funzione di appartenenza:

1k =

{
0 x ̸= k

1 x = k

Esempio 1. Consideriamo due numeri fuzzy ã = (−1, 1, 3) e b̃ = (1, 3, 5). Cioè:

ã(x) =


0 se x ≤ −1 e x > 3
x+1
2

se −1 < x ≤ 1
3−x
2

se 1 < x ≤ 3

b̃(x) =


0 se x ≤ 1 e x > 5
x−1
2

se 1 < x ≤ 3
5−x
2

se 3 < x ≤ 5

I loro α-tagli sono:

ãα = [2α− 1, 3− 2α] b̃α = [2α + 1, 5− 2α]

Quindi applicando l’addizione e la sottrazione otteniamo i nuovi numeri fuzzy:

(ã+ b̃)α = [4α, 8− 4α] (ã− b̃)α = [4α− 6, 2− 4α]

che scritti sotto forma di funzione di appartenenza risultano essere:

(ã+ b̃)(x) =


0 se x ≤ 0 e x > 8
x
4

se 0 < x ≤ 4
8−x
4

se 4 < x ≤ 8

(ã− b̃)(x) =


0 se x ≤ −6 e x > 2
x+6
4

se −6 < x ≤ −2
2−x
4

se −2 < x ≤ 2

Infine, moltiplicando per lo scalare λ = 2 i numeri iniziali, otteniamo:

(2ã)α = [4α− 2, 6− 4α] (2b̃)α = [4α + 2, 10− 4α]

(2ã)(x) =


0 se x ≤ −2 e x > 6
x+1
2

se −2 < x ≤ 2
3−x
2

se 2 < x ≤ 6

(2b̃)(x) =


0 se x ≤ 2 e x > 10
x−1
2

se 2 < x ≤ 6
5−x
2

se 6 < x ≤ 10
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ã ã

b̃
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Figura 1.3: Rappresentazione grafica delle operazioni tra i numeri fuzzy ã e b̃.
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Capitolo 2

Le variabili aleatorie fuzzy

2.1 Le variabili aleatorie fuzzy e le loro proprietà

Le variabili aleatorie fuzzy, o variabili fuzzy, generalizzano il concetto di variabile aleatoria
classica. Sia dunque (Ω,M,P) uno spazio di probabilità classico, dove Ω ̸= ∅ è lo spazio
campionario, M è una σ-algebra di Ω e P è una misura di probabilità su M. Allora una
variabile aleatoria classica è una funzione misurabile X : Ω → E definita su due spazi
misurabili (Ω,M) e (E, E), cioè ∀B ∈ E , X−1(B) ∈ M.
Procediamo similmente per definire una variabile aleatoria fuzzy. Chiamiamo funzione a
valutazione fuzzy una qualsiasi mappa X̃ : A → R il cui dominio è un qualsiasi insieme
classico, ma il codominio è l’insieme dei numeri fuzzy. Allora:

Definizione 1. Chiamiamo variabile aleatoria fuzzy la mappa X̃ : Ω → R tale che le
mappe:

ω → X̃−
α (ω), ω → X̃+

α (ω)

sono misurabili in senso classico ∀α ∈ [0, 1], dove X̃α(ω) := [X̃−
α (ω), X̃

+
α (ω)] = {x ∈

R|X̃(ω)(x) ≥ α}.

Osservazione 3. Le mappe ω → X̃−
α (ω) e ω → X̃+

α (ω), al variare di α ∈ [0, 1], sono
dunque due variabili aleatorie classiche le quali ad ogni ω ∈ Ω associano rispettivamente
l’estremo sinistro e destro che definiscono l’ α-taglio del numero fuzzy X̃α(ω).

Lemma 1. Sia X̃ una variabile aleatoria fuzzy. Allora valgono:

(a) X̃α′(ω) ⊃ X̃α(ω) per ω ∈ Ω, 0 ≤ α′ < α ≤ 1;

(b)
⋂

α′<α

X̃α′ = X̃α P-q.c. per α > 0.

Dimostrazione. Fissiamo ω ∈ Ω. Allora X̃(ω) è un numero fuzzy. Consideriamo i suoi
α-tagli X̃α(ω) = {x ∈ R|X̃(ω)(x) ≥ α} e X̃α′(ω) = {x ∈ R|X̃(ω)(x) ≥ α′}. Sia x ∈ X̃α(ω)
e α′ < α, allora X̃(ω)(x) ≥ α > α′. Dunque: x ∈ X̃α(ω) ⇒ x ∈ X̃α′(ω) ⇒ X̃α′(ω) ⊃
X̃α(ω) e abbiamo dimostrato (a). Dimostriamo ora il caso (b) mostrando la doppia

9



inclusione. (⊇) Discende banalmente dalla proprietà (a).
(⊆) Sia x0 ∈

⋂
α′<α

X̃α′ . Allora X̃(x0) ≥ α′ per ogni α′ < α. Dunque vale che

X̃(x0) ≥ sup{α′|α′ < α} = α.

Da cui segue che x0 ∈ X̃α.

Definito I l’insieme di tutti gli intervalli classici chiusi, limitati e non vuoti, possiamo
enunciare il seguente teorema:

Lemma 2. Sia ξα : Ω → I una famiglia di mappe che soddisfa le seguenti condizioni:

(a) ξα′(ω) ⊃ ξα(ω) per ω ∈ Ω, 0 ≤ α′ < α ≤ 1;

(b) le mappe ω → ξ−α (ω) e ω → ξ+α (ω) sono misurabili ∀α ∈ [0, 1];

Definiamo la famiglia di funzioni Xα : Ω → I mediante:

Xα(ω) :=
⋂
α′<α

ξα′(ω) per α > 0, X0(ω) :=
⋃
α′>0

ξα′(ω) per α = 0. (2.1)

Allora, la funzione d’appartenenza

X̃(x) := sup
α∈[0,1]

min{α, 1Xα(x)}, con x ∈ R (2.2)

definisce una variabile aleatoria fuzzy X̃ e vale che X̃α = Xα P-q.c. per α ∈ [0, 1], do-
ve 1{·} denota la funzione caratteristica di un intervallo.

Dimostrazione. Mostriamo che vale X̃α = Xα P−q.c. tramite la doppia inclusione.
(⊇) Sia x0 ∈ Xα. Allora min{α, 1Xα(x0)} = α. Quindi, dalla (2.2) segue che X̃(x0) ≥ α
e perciò x0 ∈ X̃α.
(⊆) Sia x0 ∈ X̃α. Allora, per la relazione (1.1), vale che X̃(x0) ≥ α. Quindi, dalla (2.2),
segue che: X̃(x0) ≥ α ⇒ 1Xα(x0) = 1 ⇒ x0 ∈ Xα.

Mostriamo ora che X̃ è una variabile aleatoria fuzzy. Abbiamo appena dimostrato che
X̃±

α = X±
α . Per costruzione di Xα e per l’ipotesi (a) risulta che

X+
α = inf

α′<α
ξ+α′ X−

α = sup
α′<α

ξ−α′ .

Poiché per l’ipotesi (b) ω → ξ±α sono misurabili, allora risulta che

ω → X̃+
α = X+

α = inf
α′<α

ξ+α′ ω → X̃−
α = X−

α = sup
α′<α

ξ−α′

sono mappe misurabili. Dunque X̃ : Ω → R è una variabile aleatoria fuzzy.

10



Osservazione 4. Il Lemma 2 permette di costruire una variabile aleatoria fuzzy a partire da
opportune mappe a valutazione su intervalli. Infatti, tale mappe definiscono gli intervalli
classici Xα = [X−

α , X
+
α ] che ci permettono grazie alla formula (2.2) di costruire un numero

fuzzy X̃. Per ogni α ∈ [0, 1], ad ogni x ∈ R viene associato un valore dell’intervallo [0, 1]
tramite min{α, 1Xα(x)}. Dopodiché, si considerano singolarmente tutte le x ∈ R e per
ognuna viene scelto l’estremo superiore tra tutti i valori ad essa associategli in precedenza.
Osserviamo infine che la nuova variabile aleatoria fuzzy X̃ è tale per cui vale X̃±

α = X±
α .

Esempio 2 (Costruzione di una variabile aleatoria fuzzy con il Lemma 2). Consideriamo
la famiglia di funzioni Xα con α ∈ [0, 1] definite da

Xα : {ω1, ω2, ω3} → I
ω1 → [α, 4− α]

ω2 → [2α, 4− 2α]

ω3 → [α + 1, 5− 2α]

Tale famiglia soddisfa alle proprietà (a) e (b) del Lemma 2. Dunque possiamo costruire
la variabile aleatoria fuzzy X̃ mediante la formula 2.2. Fissiamo ω = ω1 e determiniamo
per α = 0, 0.2, 0.4, 0.6, 0.8, 0.9, 1 i valori che assumono le x ∈ R tramite min{α, 1Xα(x)}.
Dopodiché, per ogni x ∈ R confrontiamo i sei valori per essa ottenuti e ne determiniamo
il massimo. Otteniamo cos̀ı il numero fuzzy X̃(ω1) Di seguito è riportata la rappresenta-
zione grafica del procedimento:

0 2 4
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

α = 0

0.2 2 3.8
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

α = 0.2

0.4 2 3.6
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

α = 0.4

0.6 2 3.4
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

α = 0.6

0.8 2 3.2
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

α = 0.8

0.9 2 3.1
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

α = 0.9

1 2 3
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

α = 1

0 1 3 4
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

X̃(ω1)

Procediamo allo stesso modo per ω = ω2 (rappresentato in rosso) e ω = ω3 (rappresentato
in viola):
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2.2 Valore atteso e valore atteso condizionato di va-

riabili aleatorie fuzzy

Definizione 2. Una variabile aleatoria fuzzy X̃ è detta integrabile se entrambe le mappe

ω → X̃−
α (ω), ω → X̃+

α (ω)

sono integrabili in senso classico ∀α ∈ [0, 1].

Consideriamo ora solo variabili aleatorie fuzzy X̃ integrabili e definiamo il loro valore
atteso sfruttando il Lemma 2.

Definizione 3. Il valore atteso E(X̃) di una variabile aleatoria fuzzy integrabile X̃ è
definito dal numero fuzzy

E(X̃)(x) := sup
α∈[0,1]

min{α, 1E(X̃)α
(x)}, x ∈ R, (2.3)

dove E(X̃)α := [E(X̃−
α ), E(X̃

+
α )].

Questa definizione è giustificata dal fatto che, come abbiamo visto nella Osservazio-
ne 3, X̃±

α sono due variabili aleatorie classiche integrabili (dalla Definizione 2). Dunque
possiamo calcolarne il valore atteso classico E(X̃±

α ) e tali valori determinano gli estremi
del α-taglio E(X̃)α. A questo punto, possiamo costruire il numero fuzzy che definisce il
valore atteso procedendo come nell’Esempio 2.
Notiamo infine che dalla Definizione 3 risulta che: E(X̃)±α = E(X̃±

α ).
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Esempio 3 (Calcolo del valore atteso di una variabile aleatoria fuzzy). [5] Consideriamo di
voler fare un sondaggio sul clima estivo in Europa. Le risposte possibili sono: (a)“caldo”,
(b)“molto caldo”, (c)“non saprei”. I numeri fuzzy corrispondenti ad ogni opzione sono:

ã(x) =


0 se x ≤ 20 oppure x ≥ 30
x−20
5

se 20 < x ≤ 25
30−x
5

se 25 < x < 30

b̃(x) =


0 se x ≤ 25 oppure x ≥ 35
x−25
5

se 25 < x < 30
35−x
5

se 30 < x < 35

c̃(x) =


0 se x ≤ 20 oppure x ≥ 35
x−20
5

se 20 < x < 25

1 se 25 ≤ x ≤ 30
35−x
5

se 30 < x < 35 20 25 30 35 40
0

0.2

0.4
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0.8

1

Temperatura (C°)
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n
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ã

b̃
c̃

I risultati del sondaggio mostrano che il 50% degli intervistati risponde (a), il 40%
risponde (b) e il rimanente 10% risponde (c). Dunque abbiamo una variabile aleatoria
fuzzy discreta: ad ognuno dei tre valori che può assumere corrisponde un numero fuzzy.

X̃ : {ω1, ω2, ω3} → R
ω1 → X̃(ω1) = ã

ω2 → X̃(ω2) = b̃

ω3 → X̃(ω3) = c̃

A questo punto possiamo procedere al calcolo del suo valore atteso. Per farlo deter-
miniamo i suoi α-tagli. Consideriamo X̃−

α e X̃+
α : sono due variabile aleatorie discrete

classiche che al variare di ω definiscono l’estremo sinistro e destro del α-taglio. Allora
∀α ∈ [0, 1] calcoliamo il valore atteso delle due variabili:

∑
i=1,2,3 piX̃

±
α (ωi), dove pi è la

probabilità associata ad ogni numero fuzzy, dunque p1 = 0.5, p2 = 0.4, p3 = 0.1.

α E(X̃−
α ) E(X̃+

α )
0 22 32.5
0.2 23 31.5
0.4 24 30.5
0.6 25 29.5
0.8 26 28.5
1 27 27.5 22 24 26 28 30 32 34
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E(X̃)

In questo modo possiamo calcolare tutti gli α-tagli e quindi determinare il numero
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fuzzy E(X̃):

E(X̃)(x) =


0 se x ≤ 22 oppure x ≥ 32.5
x−22
5

se 22 < x < 27

1 se 27 ≤ x ≤ 27.5
32.5−x

5
se 27.5 < x < 32.5

Il valore atteso condizionato è definito con una procedura molto simile a quella appena
usata per il valore atteso: partiamo dal valore atteso condizionato di variabili aleatorie
classiche e definiamo quello per variabili aleatorie fuzzy tramite una variabile aleatoria
fuzzy costruita secondo il Lemma 2.
Consideriamo una sotto-σ-algebra N di M e calcoliamo il valore atteso condizionato delle
variabili aleatorie classiche X̃±

α . In questo modo otteniamo delle variabili aleatorie P-q.c.
le quali definiscono gli estremi sinistro e destro del α-taglio

E(X̃α|N ) := [E(X̃−
α |N ), E(X̃+

α |N )].

Allora possiamo definire il valore atteso condizionato come segue:

Definizione 4. Il valore atteso condizionato di una variabile aleatoria fuzzy X̃ è definito
dalla seguente variabile aleatoria fuzzy

E(X̃|N )(x) := sup
α∈[0,1]

min{α, 1E(X̃α|N )(x)}, P-q.c., x ∈ R. (2.4)

In particolare, vale che E(X̃|N )±α = E(X̃±
α |N ).

Ora, grazie alla nozione di integrabilità e di valore atteso di variabili aleatorie fuzzy,
possiamo definire i processi stocastici fuzzy:

Definizione 5. Un processo stocastico fuzzy (X̃n)
+∞
n=0 è una famiglia di variabili aleatorie

fuzzy integrabili con valore atteso finito.

Infine, introduciamo il valore atteso fuzzy di un numero fuzzy. Questo nuovo concetto
nasce dalla necessità di poter quantificare numericamente un numero fuzzy. Cos̀ı come
quando per quantificare numericamente una variabile aleatoria classica introduciamo il
valore atteso, qui per quantificare numericamente un numero fuzzy introduciamo il va-
lore atteso fuzzy. Per poter definire il valore atteso fuzzy, abbiamo bisogno di un altro
strumento intermedio che stabilisca la preferenza che noi attribuiamo ad ogni x ∈ R.
La preferenza è stabilita in funzione dell’obiettivo che vogliamo raggiungere nello stu-
dio che stiamo facendo con i numeri fuzzy. Ad esempio, se stiamo analizzando dei dati
economici relativi al profitto di una azienda, attribuiremo una preferenza crescente alle
x ∈ R: maggiore è il profitto, più siamo soddisfatti. Sia questo strumento il numero fuzzy
p̃ : R → [0, 1] e lo chiamiamo preferenza fuzzy.

A questo punto definiamo il valore atteso fuzzy nel modo seguente:

Definizione 6. Dato un generico numero fuzzy ã, definiamo il suo valore atteso fuzzy Ẽ(ã)
tramite

Ẽ(ã) := sup
x∈R

min{ã(x), p̃(x)} (2.5)
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Notiamo che il calcolo del valore atteso fuzzy consiste in un confronto tra due numeri
fuzzy al fine di trovare quale sia il massimo grado di preferenza raggiunto dal numero
fuzzy ã.

Esempio 4 (Valore atteso fuzzy di un numero fuzzy). Consideriamo il numero fuzzy
ã = (1, 2, 5) e una preferenza fuzzy definita dalla seguente funzione di appartenenza:

p̃(x) =


0 x ≤ 0
x
7

0 < x < 7

1 x ≥ 7

Allora per ogni x ∈ R determiniamo il valore che assume tramite min{ã(x), p̃(x)} e
dopodiché troviamo la x che assume il valore massimo. Il valore assunto da tale x corri-
sponde al valore atteso fuzzy del numero fuzzy ã.

0 1 2 3.5 5 8

0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1 p̃

ã

0 1 2 3.5 5

0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1

Come si può vedere anche graficamente, Ẽ(ã) := sup
x∈R

min{ã(x), p̃(x)} = 0.5 e la x ∈ ã0

tale che ã(x) = 0.5 è x = 3.5.
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Capitolo 3

Il modello finanziario fuzzy

3.1 Il mercato finanziario discreto

Sia (Ω,M,P) uno spazio di probabilità classico, dove Ω ̸= ∅ è lo spazio campionario
finito, M è una σ-algebra di Ω e P è una misura di probabilità su M. Consideriamo una
griglia temporale discreta T := {0, 1, 2, ..., N}, con N > 0 il tempo finale. Tale insieme
rappresenta tutte le date di trading, cioè i tempi in cui si possono vendere o acquistare
titoli finanziari.

Il modello di mercato a tempo discreto classico è formato da un titolo non rischioso B e
da un certo numero di titoli rischiosi S1, S2, ..., Sd con d ≥ 1. Per semplicità consideriamo
il caso d = 1 e denotiamo l’unico titolo rischioso con il simbolo S. Il titolo non rischioso
segue la seguente dinamica deterministica, dove Bn denota il valore del titolo all’istante n:{

B0 = 1 per n = 0

Bn := (1 + r)n per n = 1, 2, ..., N
(3.1)

essendo r ≥ 0 il tasso di interesse del titolo non rischioso. Chiamiamo β = 1/(1 + r) il
tasso di sconto.

Il titolo rischioso invece segue la seguente dinamica stocastica, dove Sn denota il valore
del titolo all’istante n: {

S0 = y ∈ R+ per n = 0

Sn := Sn−1(1 + Yn) per n = 1, 2, ..., N
(3.2)

dove (Yn)n=1,..N è una successione di variabili aleatorie indipendenti e identicamente di-
stribuite (i.i.d.) che rappresenta il rendimento del titolo nel periodo (n − 1, n]. Suppo-
niamo che Yn sia un processo stocastico adattato ad una qualche filtrazione (Mn)n, cioè
che Yn sia Mn-misurabile con n = 1, ..., N . Allora poiché l’aleatorietà del sistema è data
solamente dalle variabili aleatorie Yn, assumiamo che Mn sia da esse generata, cioè:{

M0 = {∅,Ω} per n = 0

Mn = σ({Ym,m ≤ n}) per n = 1, 2, ..., N
(3.3)
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Inoltre assumiamo che il mercato non ammette opportunità di arbitraggio. Un ar-
bitraggio è un investimento finanziario il quale produce un guadagno sicuro senza che
l’investitore corra alcun rischio. Un modello matematico di mercato finanziario per essere
considerato accettabile non deve ammettere possibilità di arbitraggio. Se il mercato non
ammette opportunità di arbitraggio, allora per il primo teorema fondamentale del asset
pricing sappiamo che esiste almeno una misura martingala equivalente. Cioè esiste una
misura di probabilità Q su (Ω,M) equivalente a P e tale che1 βnSn = EQ(βn+1Sn+1|Mn)
per ogni n = 0, 1, ..., N − 1.

Consideriamo ora come mercato finanziario fuzzy discreto il mercato appena descritto
in cui il processo dei prezzi del titolo rischioso (Sn)n assume valori fuzzy. Sia (An)n∈T un
processo stocastico Mn-adattato, tale che 0 < An(ω) ≤ Sn(ω) P-q.c. Allora possiamo
dare la seguente definizione:

Definizione 7. Chiamiamo processo dei prezzi a valori fuzzy del titolo rischioso il processo
stocastico fuzzy (S̃n)n∈T definito da:

S̃n := (Sn − An, Sn, Sn + An) per n ∈ T. (3.4)

dove nella relazione (3.4) è stata usata la rappresentazione triangolare introdotta in (1.3).

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

S̃n(ω)−An(ω) S̃n(ω) +An(ω)S̃n(ω)

Figura 3.1: Variabile aleatoria fuzzy S̃n(ω)(x)

Fissato ω ∈ Ω, gli α-tagli sono

S̃n,α(ω) = [Sn(ω)− (1− α)An(ω), Sn(ω) + (1− α)An(ω)]

con n ∈ T, α ∈ [0, 1], da cui gli estremi degli intervalli sono

S̃±
n,α(ω) = Sn(ω)± (1− α)An(ω).

Dunque notiamo che An(x) definisce l’ampiezza del numero fuzzy, stabilendo cos̀ı il grado
di fuzziness del processo.

1Usiamo la notazione EQ(·) per indicare esplicitamente la misura di probabilità rispetto cui stiamo
calcolando il valore atteso. Nel caso non sia specificata, intendiamo la misura P.
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3.2 Le opzioni finanziarie

I titoli sopra descritti sono detti primari (o sottostanti). All’interno del mercato però è
presente anche un’altra tipologia di titoli: le opzioni finanziarie. Un’opzione è un titolo,
detto derivato, il cui valore dipende da quello di un titolo sottostante S. In particolare,
un’opzione è un contratto finanziario che dà il diritto, ma non l’obbligo, all’acquirente
di esercitare o meno la facoltà di acquistare (Opzione call) o di vendere (Opzione put)
il sottostante in un determinato momento e a un determinato prezzo precedentemente
stabilito, detto prezzo strike. Chiamiamo payoff il guadagno netto che avrebbe il detentore
dell’opzione al momento dell’esercizio se decidesse di esercitare l’opzione: tale quantità
è diversa per ogni tipo di opzione e classicamente è descritta da una funzione G(x) tale
che G(x) ≥ 0 ∀x ∈ R. Le principali tipologie di opzioni sono: le opzioni Europee e le
opzioni Americane. Le opzioni Europee sono opzioni il cui payoff dipende solo dal valore
al tempo finale del sottostante e il possessore dell’opzione può decidere se esercitare o meno
l’opzione solamente alla data di scadenza. Le opzioni Americane sono invece opzioni che
possono essere esercitate in un qualsiasi istante n ∈ T, quindi il detentore dell’opzione
ha la possibilità di scegliere il tempo d’esercizio in cui il valore atteso dell’opzione sia il
massimo possibile.

Ad esempio, il payoff classico delle opzioni di tipo put è definito dalla funzione GP (x) =
(k − x) ∨ 0. Nel caso di opzione put di tipo europeo si ha che x = SN , mentre nel caso
di una opzione put di tipo Americana si ha che x = Sn con n ∈ T. Invece, il payoff delle
opzioni di tipo call è definito dalla funzione GC(x) = (x − k) ∨ 0, dove, come prima, nel
caso europeo x = SN , mentre nel caso americano x = Sn con n ∈ T.
Osservazione 5. Il payoff è definito in questo modo cos̀ı da mostrare esplicitamente se
conviene o meno esercitare l’opzione. Infatti, se il payoff è positivo vuol dire che eserci-
tando l’opzione abbiamo un guadagno: vendiamo l’opzione a un prezzo maggiore rispetto
al suo valore corrente (put) oppure compriamo l’opzione a un prezzo minore rispetto al
suo valore corrente (call). Nel caso in cui il payoff sia nullo, vuol dire invece che non
guadagniamo nulla esercitando l’opzione e dunque non conviene esercitarla.

Consideriamo ora il valore che ha per noi oggi (n = 0) il payoff all’istante d’esercizio,
cioè consideriamo l’attualizzazione del payoff: Xn := βnG(Sn). Nel caso di opzione
Europea (n = N), tale valore è descritto dalla variabile aleatoria XN := βNG(SN), nel
caso di una opzione Americana (n ∈ T) è descritto dal processo stocasticoXn := βnG(Sn).

Il corrispettivo fuzzy del payoff è definito, similmente al caso classico, dalla funzione
fuzzy G̃(x), dove x è un numero fuzzy, cioè x ∈ R. In particolare, x = S̃N se l’opzione
è Europea, mentre x = S̃n, con n ∈ T, se l’opzione è Americana. Il valore dell’opzione
nel caso fuzzy risulta dunque essere X̃n := βnG̃(S̃n). Vediamo esplicitamente il caso di
opzioni put e call Americane (il caso Europeo, come già detto, è dato dal caso Americano
quando n può assumere come unico valore N). Il payoff di una opzione put Americana è
dunque definito dalla funzione fuzzy

G̃P
n (S̃n) = (1{k} − S̃n) ∨ 1{0} (3.5)

e il suo valore è definito dal processo stocastico fuzzy (X̃n)n∈T tale che:

X̃P
n := βn(1{k} − S̃n) ∨ 1{0} (3.6)
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Fissato ω ∈ Ω, gli α-tagli del numero fuzzy X̃n(ω) sono:

X̃P
n,α(ω) = [βn max{k − S̃+

n,α(ω), 0}, βnmax{k − S̃−
n,α(ω), 0}]

con n ∈ T, α ∈ [0, 1]. Allo stesso modo il payoff di una opzione call Americana è definito
dalla funzione fuzzy

G̃C
n (S̃n) = (S̃n − 1{k}) ∨ 1{0} (3.7)

e il suo valore è definito dal processo stocastico fuzzy (X̃n)n∈T tale che

X̃C
n := βn(S̃n − 1{k}) ∨ 1{0} (3.8)

e fissato ω ∈ Ω, i suoi α-tagli sono:

X̃C
n,α(ω) = [βn max{S̃−

n,α(ω)− k, 0}, βnmax{S̃+
n,α(ω)− k, 0}]

con n ∈ T, α ∈ [0, 1].

Esempio 5. Consideriamo una opzione call Europea con data di scadenza N = 1 e
prezzo strike k = 10. L’opzione è costruita sul sottostante S tale che S0 = y = 12 e S1

può assumere 3 valori, ognuno con probabilità 1
3
: S(1,1) = 24.6, S(1,2) = 12.6, S(1,3) = 0.06.

Sia An tale che A0 = 0.5 e A1 può assumere rispettivamente i valori A(1,1) = 2.6, A(1,2) =
1.6, A(1,3) = 0.6. Nel caso classico, i possibili payoff sono:

• se S1 = S(1,1) allora (24.6− 10) ∨ 0 = 14.6 e conviene esercitare l’opzione;

• se S1 = S(1,2) allora (12.6− 10) ∨ 0 = 2.6 e conviene esercitare l’opzione;

• se S1 = S(1,3) allora (0.6− 10) ∨ 0 = 0 e non conviene esercitare l’opzione.

Nel caso fuzzy, i possibili payoff fuzzy sono:

• se S1 = S(1,1) allora S̃(1,1) = (22, 24.6, 27.2). Il payoff fuzzy risulta essere (12, 14.6, 17.2)
e conviene esercitare l’opzione;

• se S1 = S1,2 allora S̃(1,2) = (11, 12.6, 14.2). Il payoff fuzzy è (1, 2.6, 4.2) e conviene
esercitare l’opzione;

• se S1 = S1,3 allora S̃(1,3) = (0, 0.6, 1.2). Il payoff fuzzy è (0, 0, 0) e non conviene
esercitare l’opzione.

3.2.1 Opzioni Americane

Nel caso delle opzioni americane, come abbiamo già anticipato, siamo interessati a cal-
colare il valore dell’opzione in ogni istante n ∈ T per poi scegliere il tempo d’esercizio
in cui l’opzione ha valore atteso maggiore. Dunque introduciamo tutte le nozioni che ci
serviranno poi per fare ciò.
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Definizione 8. Chiamiamo tempo d’esercizio un tempo d’arresto rispetto alla filtrazio-
ne (Mn)n. Cioè, un tempo d’esercizio è una variabile aleatoria ν : Ω → {0, 1, .., N} tale
che {ω ∈ Ω|ν(ω) = n} ∈ Mn per n = 0, 1, .., N .
Denotiamo con T la famiglia di tutti i tempi d’esercizio.

Per ogni ω ∈ Ω, il valore ν(ω) rappresenta l’istante in cui decidiamo di esercitare
l’opzione. Notiamo che la decisione di esercitare l’opzione dipende solamente dalle infor-
mazioni che abbiamo all’istante n.
Nel caso delle opzioni americane classiche, abbiamo dunque che un tempo di esercizio ν0
è ottimo per l’opzione Americana di valore X se

EQ[Xν0 ] = sup
ν∈T

EQ[Xν ]

dove Q è la misura neutrale al rischio. Il prezzo atteso ottimo è dunque EQ[Xν0 ].
Ora introduciamo il prezzo ottimo dell’opzione nel caso fuzzy, cioè il massimo valore

fuzzy atteso che assume l’opzione nell’intervallo [0, N ]. Consideriamo:

sup
τ∈T

E(X̃τ ) (3.9)

e definiamo, utilizzando il Lemma 2, la variabile aleatoria fuzzy Ṽ come:

Ṽ ±
α := sup

τ∈T
E(X̃τ )

±
α per α ∈ [0, 1] (3.10)

Per poter analizzare il prezzo atteso fuzzy ottimo Ṽ introduciamo la seguente nota-
zione. Poniamo Tn := {τ ∈ T |τ ≥ n} e definiamo 2

Z̃±
n,α := ess sup

τ∈Tn
E(X̃±

τ,α|Mn) P-q.c. per α ∈ [0, 1] (3.11)

Notiamo che T0 = T .
A questo punto possiamo enunciare il seguente teorema.

Teorema 1 (Equazione di ottimalità). Valgono le seguenti due affermazioni:

(i) Ṽ = Z̃0;

(ii) Z̃n = X̃n ∨ E(Z̃n+1|Mn) P−q.c. per n ∈ T ∖ {N}.

Dimostrazione. (i) Dalle relazioni (3.10) e (3.11) abbiamo che:

Ṽ ±
α = sup

τ∈T
E(X̃±

τ,α) Z̃±
0,α = ess sup

τ∈T
E(X̃±

τ,α|M0)

Poiché M0 = {∅,Ω} è la σ-algebra triviale, risulta che:

E(X̃±
τ,α|M0) = E(X̃±

τ,α)

2Per la definizione di ess sup vedere Appendice A, Definizione A.1
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Quindi vale che:
Z̃±

0,α = ess sup
τ∈T

E(X̃±
τ,α|M0) = sup

τ∈T
E(X̃±

τ,α) = Ṽ ±
α

Poiché tale relazione vale ∀α ∈ [0, 1], si ha che Ṽ = Z̃0.
(ii) [6] Consideriamo la famiglia (E(X̃±

τ,α|Mn), τ ∈ Tn) di cui Z̃
±
n,α è l’estremo superiore

essenziale. Tale famiglia è chiusa rispetto l’operazione di sup. Infatti, dati τ1, τ2 ∈ Tn e
definito τ = τ11BC + τ21B dove B = {E(X̃±

τ1,α
|Mn) < E(X̃±

τ2,α
|Mn)}, vale che:

E(X̃±
τ,α|Mn) = E(X̃±

τ1,α
1BC + X̃±

τ2,α
1B|Mn)

= 1BCE(X̃±
τ1,α

|Mn) + 1BE(X̃
±
τ2,α

|Mn)

= sup{E(X̃±
τ1,α

|Mn), E(X̃
±
τ2,α

|Mn)}

Per il Teorema A.1 (vedi Appendice A), esiste una successione (τk)k∈N in Tn tale che

lim
k→+∞

E(X̃±
τk,α

|Mn) = Z̃±
n,α (3.12)

Applicando E( · |Mn−1) a (3.12), otteniamo:

E(Z̃±
n,α|Mn−1) = E( lim

k→+∞
E(X̃±

τk,α
|Mn)|Mn−1)

Ora, grazie al teorema della convergenza dominata e alla proprietà della torre del valore
atteso condizionato, vale che

E(Z̃±
n,α|Mn−1) = lim

k→+∞
E(X̃±

τk,α
|Mn−1) ≤ Z̃±

n−1,α

Inoltre, da (3.11) segue che:

Z̃±
n,α = ess sup

τ∈Tn
E(X̃±

τ,α|Mn) ≥ E(X̃±
n,α|Mn) = X̃±

n,α

Unendo i risultati, abbiamo dimostrato che:

Z̃±
n,α ≥ X̃±

n,α ∨ E(Z̃±
n+1,α|Mn)

Mostriamo ora la disuguaglianza opposta. Poniamo X̃±
τ,α = X̃±

n,α1{τ=n} + X̃±
τ∨(n+1)1{τ>n}.

Poiché τ ∨ (n+ 1) ∈ Tn+1, vale

E(X̃±
τ∨(n+1),α|Mn+1) = X̃±

τ∨(n+1),α ≤ Z̃±
n+1,α

e quindi

Z̃±
n,α = E(X̃±

τ,α|Mn)

= X̃±
n,α1{τ=n} + E(X̃±

τ∨(n+1),α|Mn)1{τ>n}

= X̃±
n,α1{τ=n} + E(E(X̃±

τ∨(n+1),α|Mn+1)|Mn)1{τ>n}

≤ X̃±
n,α1{τ=n} + E(Z̃±

n+1,α|Mn)1{τ>n}

= X̃±
n,α ∨ E(Z̃±

n+1,α|Mn)
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La variabile aleatoria Z̃n corrisponde all’inviluppo di Snell della teoria classica, cioè Z̃
±
n,α

sono le più piccole super-martingale che dominano i rispettivi processi X̃±
n,α. Come nel

caso classico ci permetterà di determinare nella pratica il prezzo atteso ottimo.
A questo punto possiamo discutere cos’è il tempo d’esercizio ottimo nel caso fuzzy. Per

farlo, dobbiamo prima quantificare numericamente i prezzi fuzzy. Calcoliamone dunque
il valore atteso fuzzy (vedi Definizione 6). Poiché il numero fuzzy E(X̃n) rappresenta
il valore dell’opzione al tempo n, la preferenza fuzzy p̃ deve soddisfare delle condizioni
specifiche. Innanzitutto i prezzi sono positivi, dunque possiamo restringere il dominio della
funzione di appartenenza ai reali positivi: p̃ : [0,+∞) → [0, 1]. Dopodiché, maggiore è il
valore che assume l’opzione maggiore è il nostro grado di soddisfazione, poiché corrisponde
a un guadagno maggiore. Perciò assumiamo che p̃ sia continua, crescente e tale che:
p̃(0) = 0 e lim

x→+∞
p̃(x) = 1.

Applicando il valore atteso fuzzy al numero fuzzy E(X̃n) con la preferenza fuzzy p̃
appena descritta, otteniamo:

Ẽ(E(X̃n)) := sup
x≥0

min{E(X̃n)(x), p̃(x)}.

Questo risultato sarà poi fondamentale per determinare il tempo di esercizio dell’opzione.
Infatti, definiamo il tempo d’esercizio ottimo e prezzo atteso ottimo come segue:

Definizione 9. Chiamiamo tempo d’esercizio ottimo il tempo τ ∗ ∈ T tale che

Ẽ(E(X̃τ∗)) = Ẽ(Ṽ ) (3.13)

Definizione 10. Chiamiamo prezzo atteso ottimo il valore x∗ ≥ 0 tale che

Ẽ(Ṽ ) = sup
x≥0

min{Ṽ (x), p̃(x)} = min{Ṽ (x∗), p̃(x∗)} (3.14)

23





Capitolo 4

Le opzioni put Americane in un
modello fuzzy

Consideriamo il modello finanziario fuzzy precedentemente descritto e analizziamo un’op-
zione Americana di tipo put. Supponiamo ora di volere utilizzare il grado di fuzziness
del sistema per descrivere la volatilità del titolo rischioso S. Infatti, una delle difficoltà
principali che si riscontra nel costruire modelli dei mercati finanziari è stimare la volatilità
dei prezzi dei titoli. Dunque facciamo la seguente assunzione sul grado di fuzziness del
sistema, il quale è rappresentato dal processo stocastico classico An (vedi formula 3.4):

Assunzione 1. Il processo stocastico (An)n∈T è tale che:

An = cSn, P-q.c. per n ∈ T (4.1)

dove c è una costante tale che 0 < c < 1.

A questo punto il grado di fuzziness è rappresentato dalla costante c, che chiameremo
fattore fuzzy. Questo fattore rappresenta la nostra soggettiva stima della volatilità dei
prezzi dei titoli rischiosi. Alla luce dell’Assunzione 1, possiamo riscrivere il processo dei
prezzi a valore fuzzy del titolo rischioso come:

S̃±
n,α = Sn ± (1− α)An

= Sn ± (1− α)cSn

= Sn(1± (1− α)c)

(4.2)

Definiamo b±α := 1± (1− α)c per α ∈ [0, 1]. Allora otteniamo che:

S̃±
n,α = b±αSn = b±αSn−1(1 + Yn) (4.3)

Inoltre possiamo riscrivere il payoff e il valore dell’opzione put fuzzy X̃ nel seguente modo:

G̃(S̃n)
±
α = max{k − S̃∓

n,α, 0}
= max{k − b∓αSn, 0}

(4.4)
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X̃±
n,α = βnmax{k − S̃∓

n,α, 0}
= βnmax{k − b∓αSn, 0}

(4.5)

Grazie alla equazione 3.10, possiamo riscrivere il prezzo ottimo fuzzy dell’opzione come:

Ṽ ±
α = sup

τ∈T
E(βnG̃(S̃n)

±
α ) = sup

τ∈T
E(βnmax{k − b∓αSn, 0}) (4.6)

Introduciamo la notazione

Ṽ ±
n,α(y) := ess sup

τ∈Tn
E(βτ−nG̃(S̃τ )

±
α |Sn = y) (4.7)

= ess sup
τ∈Tn

E(βτ−n max{K − b∓αSτ , 0}|Sn = y) per n ∈ T (4.8)

che definisce il prezzo ottimo fuzzy prendendo come istante iniziale un qualsiasi istan-
te n ∈ T. In particolare, Ṽ ±

0,α = Ṽ ±
α . Allora vale la seguente formula ricorsiva per il

calcolo di Ṽ .

Lemma 3. Vale la seguente relazione:

Z̃±
n,α = βnṼ ±

n,α P-q.c. (4.9)

Dimostrazione. Sia n ∈ T generico, α ∈ [0, 1]. Allora dalle relazioni (3.11) e (4.7) segue
che:

Z̃n,α = ess sup
τ∈Tn

E(X̃τ |Mn) = ess sup
τ∈Tn

E(βnβτ−nG̃(S̃τ )|Mn)

= βness sup
τ∈Tn

E(βτ−nG̃(S̃τ )|Mn) = βnṼn,α.

Proposizione 1. (Formula ricorsiva per il calcolo del prezzo ottimo fuzzy) Vale la se-
guente formula ricorsiva:

Ṽ ±
n,α(y) = max{βE(Ṽ ±

n+1,α(y(1 + Y ))),max{k − b∓αy, 0}} per n ∈ T ∖ {N} (4.10)

Ṽ ±
N,α(y) = max{k − b∓αy, 0} per n = N. (4.11)

dove y indica il prezzo del titolo S all’istante iniziale.

Dimostrazione. Sia n = N . Applichiamo la formula (4.7) e otteniamo:

Ṽ ±
N,α(y) = E(βN−N max{K − b∓αSN , 0}|SN = y) = max{k − b∓αy, 0}

Sia ora n ∈ T generico. Applicando le formule (4.7) e (4.9) per n− 1, otteniamo:

Ṽ ±
n−1,α(y) = β1−nZ̃±

n−1,α = β1−n(X̃±
n−1,α ∨ E(Z̃±

n,α|Sn−1 = y))

= β1−nβn−1G̃(y)±α ∨ β1−nE(βnṼ ±
n,α(Sn−1(1 + Y ))|Sn−1 = y)

= G̃(y)±α ∨ βE(Ṽ ±
n,α(y(1 + Y )))

= max{βE(Ṽ ±
n,α(y(1 + Y ))),max{k − b∓αy, 0}.
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Figura 4.1: Determinazione grafica del grado α∗ e α∗

Ora, vogliamo mettere in relazione il prezzo ottimo fuzzy con la preferenza fuzzy p̃, la
quale rappresenta il “valore” soggettivo che attribuiamo ad ogni x ∈ [0,+∞): p̃(x) = 0
è la preferenza nulla, p̃(x) = 1 è la preferenza massima. L’obiettivo è quello di riuscire
a stabilire quali x ∈ Ṽ0 assumono un valore che ci soddisfa, cioè tale che sia maggiore o
uguale al valore da noi attribuito a quella x. Vogliamo quindi determinare l’insieme

Γ := {x ∈ [0,+∞)|Ṽ ≥ p̃(x)}.

A tale scopo, definiamo il grado α∗:

α∗ := sup{α ∈ [0, 1]|p̃−α ≤ Ṽ +
α } (4.12)

dove p̃α := [p̃−α ,+∞) è l’α-taglio della preferenza fuzzy.
Notiamo che questo grado stabilisce un taglio del prezzo ottimo fuzzy tale per cui tutte
le x ∈ Ṽα, con α ≥ α∗ assumono un valore che soddisfa la nostra preferenza. In particolare,
questo grado determina un upper bound dell’insieme Γ.

Poiché p̃ è stata scelta continua e tale che lim
x→+∞

p̃(x) = 1 abbiamo che Ṽ e p̃ si

intersecano in due punti e vale necessariamente che

p̃−α∗ = Ṽ +
α∗ (4.13)

Il seguente teorema mostra che il grado α∗ appena definito è il grado ottimo del valore
atteso fuzzy del prezzo ottimo fuzzy Ṽ .

Teorema 2. Vale che
α∗ = Ẽ(Ṽ ) = sup

τ∈T
Ẽ(E(X̃τ )) (4.14)

Dimostrazione. Iniziamo dimostrando che α∗ = Ẽ(Ṽ ).
Sia α tale che 0 ≤ α < Ẽ(Ṽ ). Allora dalla Definizione 6 segue che p̃−α ≤ Ṽ +

α . Quindi,
dalla relazione (4.12), abbiamo che α ≤ α∗. Allora, per l’arbitrarietà di α risulta che
α∗ ≥ Ẽ(Ṽ ).
Sia ora α < α∗. Dalla relazione (4.12) segue che p̃−α ≤ Ṽ +

α . Allora dalla Definizione 6
segue che α ≤ Ẽ(Ṽ ). Per l’arbitrarietà di α abbiamo che α∗ ≤ Ẽ(Ṽ ).
Dalle due disuguaglianze trovate otteniamo che α∗ = Ẽ(Ṽ ).

Dimostriamo ora che Ẽ(Ṽ ) = sup
τ∈T

Ẽ(E(X̃τ )).
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Dalla definizione di valore atteso fuzzy e di Ṽ , risulta che:

Ẽ(Ṽ ) = sup
x≥0

min{Ṽ (x), p̃(x)}

= sup
x≥0

min{sup
τ∈T

E(X̃τ )(x), p̃(x)}

Ma, poiché per definizione p̃ è non decrescente, risulta che

Ẽ(Ṽ ) = sup
τ∈T

(sup
x≥0

min{E(X̃τ )(x), p̃(x)})

da cui si ottiene che Ẽ(Ṽ ) = sup
τ∈T

Ẽ(E(X̃τ )).

Il grado α∗ ci permette di studiare anche il tempo d’esercizio. Infatti, definito il tempo
d’arresto σ∗ come:

σ∗ : = min{n ∈ T|Z̃+
n,α∗ = X̃+

n,α∗ P-q.c.} (4.15)

= min{n ∈ T|Ṽ +
n,α∗ = G̃(S̃n)

+
α∗ P-q.c.} (4.16)

vale il seguente teorema:

Teorema 3. Valgono le seguenti affermazioni:

(i) Ṽ +
α∗ = E(X̃σ∗)+α∗;

(ii) Il tempo d’arresto σ∗ è ottimo ed è il più piccolo tempo d’arresto ottimo;

(iii) Il corrispettivo prezzo atteso ottimo è x∗ = p̃−α∗.

Dimostrazione. (i) Dai risultati ottenuti nel Teorema 1, risulta che:

Ṽ +
α∗ = E(Z̃0)

+
α∗ = E(Z̃+

0,α∗)

= E(X̃+
0,α∗ ∨ E(Z̃+

1,α∗|M0))

Ma, dalla definizione di σ∗, risulta che Z̃+
n,α∗ ̸= X̃+

n,α∗ per ogni n < σ∗. Dunque necessa-

riamente risulta che Z̃+
n,α∗ = X̃+

n,α∗ ∨ E(Z̃+
n+1,α∗|Mn) = E(Z̃+

n+1,α∗|Mn) per ogni n < σ∗ e
in particolare:

Z̃+
n−1,α∗ = E(Z̃+

n,α∗ |Mn−1) = E(E(Z̃+
n+1,α∗|Mn)|Mn−1) = E(Z̃+

n+1,α∗|Mn−1)

Quindi abbiamo che:

Ṽ +
α∗ = E(X̃+

0,α∗ ∨ E(Z̃+
1,α∗|M0)) = E(Z̃+

1,α∗|M0)

= E(Z̃+
σ∗,α∗ |M0) = E(Z̃+

σ∗,α∗)

= E(X̃+
σ∗,α∗) = E(X̃σ∗)+α∗
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(ii) Dalla relazione (4.13) e da (i) segue che p̃−α∗ = Ṽ +
α∗ = E(X̃σ∗)+α∗ . Dalla non

decrescenza di p̃ segue che Ẽ(E(X̃σ∗)) = α∗. Dal Teorema 2 segue che Ẽ(E(X̃+
σ∗)) = α∗ =

Ẽ(Ṽ ) e dunque σ∗ è ottimo. Inoltre, da (i) abbiamo che

E(X̃+
τ,α∗) < E(X̃+

σ∗,α∗) = Ṽ +
α∗ = p̃−α+

per ogni τ < σ∗ e quindi Ẽ(E(X̃τ )) < α∗. Dunque σ∗ è il più piccolo tra i tempi d’arresto
ottimi.

(iii) Dai punti precedenti e dal Teorema 2, segue banalmente anche che x∗ = p̃−α∗ è
ottimo.

Abbiamo quindi trovato che l’upper bound di Γ determina il prezzo atteso ottimo
come definito nella Definizione 10. Cerchiamo ora un lower bound.

A tale scopo, similmente a quanto fatto in (4.12), definiamo il grado α∗:

α∗ := sup{α ∈ [0, 1]|p̃−α ≤ Ṽ −
α } (4.17)

Notiamo che come prima vale:
p̃−α∗ = Ṽ −

α∗ (4.18)

e tale valore, che indicheremo con x∗ := p̃−α∗ , corrisponde alla più piccola x ∈ [0,+∞) tale

per cui Ṽ (x) ≥ p̃(x); cioè è il lower bound dell’insieme Γ.
A questo punto, unendo i risultati (4.12), (4.17),(4.13) e (4.18), otteniamo che l’inter-

vallo
[x∗, x

∗] = {x ∈ [0,+∞]|Ṽ (x) ≥ p̃(x)} (4.19)

corrisponde all’insieme Γ cercato e quindi indica il range dei prezzi attesi ottimi adeguati
alla nostra preferenza stabilita da p̃.
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Capitolo 5

Il modello binomiale: dal modello
classico a quello fuzzy

5.1 Il modello binomiale classico

Consideriamo un mercato a tempo discreto classico con un titolo non rischioso Bn:{
B0 = 1 per n = 0

Bn := (1 + r)n per n = 1, 2, ..., N
(5.1)

con tasso di interesse costante r, e un titolo rischioso Sn:{
S0 = y ∈ R+ per n = 0

Sn := Sn−1(1 + Yn) per n = 1, 2, ..., N
(5.2)

Ora, imponiamo che le variabili aleatorie i.i.d. Yn assumano una legge precisa. In
particolare, vogliamo analizzare il caso in cui il titolo rischioso può fare solo due movimenti:
verso l’alto (up) e verso il basso (down). Dunque assumiamo che:

1 + Yn =

{
u con probabilità π

d con probabilità 1− π
(5.3)

dove π ∈ (0, 1) e 0 < d < u. Cioè, la distribuzione delle variabili aleatorie Yn è data da
una combinazione di delta di Dirac: πδu−1 + (1− π)δd−1. In particolare, abbiamo che

P(Sn = yuidn−i) =

(
n

i

)
πi(1− π)n−i dove 0 ≤ i ≤ n ≤ N. (5.4)

Il modello di mercato appena descritto è detto modello binomiale o modello di Cox-
Ross-Rubinstein (CRR) [4].

Tale modello si può rappresentare graficamente tramite un albero ricombinante come
nella Figura 5.1.

Nel caso classico, è noto che questo modello di mercato è privo di opportunità di
arbitraggio ed è completo. Infatti, vale il seguente teorema [1]:
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Figura 5.1: Albero binomiale su tre periodi

Teorema 4. Nel modello di mercato binomiale, la condizione

d < 1 + r < u (5.5)

è equivalente all’esistenza e unicità della misura martingala equivalente Q.
Inoltre, sotto tale condizione, posto

q :=
1 + r − d

u− d
(5.6)

allora la misura martingala equivalente è definita da

Q(1 + Yn = u) = 1−Q(1 + Yn = d) = q (5.7)

e le variabili aleatorie Yn sono i.i.d. sotto la misura Q.
Infine, vale

Q(Sn = yuidn−i) =

(
n

i

)
qi(1− q)n−i dove 0 ≤ i ≤ n ≤ N. (5.8)

A questo punto possiamo affrontare il problema della valutazione del prezzo dell’opzio-
ne definita da Xn = βn(k− Sn)∨ 0. Per farlo è necessario introdurre l’inviluppo di Snell.
Tale strumento corrisponde alla più piccola super martingala che domina Xn rispetto alla
misura Q ed è noto che è definito dal processo stocastico Hn tale che:{

HN = XN per n = N

Hn = Xn ∨ EQ(Hn+1|Mn) per n = 0, 1, .., N − 1
(5.9)
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In particolare, il prezzo dell’opzione è V = H0. Inoltre, è noto che tutti i tempi di esercizio
ottimi τ0, cioè tali che EQ(Xτ0) = sup

τ∈T
EQ(Xτ ), sono tali che 0 ≤ τmin ≤ τ0 ≤ T , dove:

τmin := min{Xn ≥ EQ(Hn+1|Mn)}

5.2 Il modello binomiale fuzzy

Consideriamo il modello di mercato appena descritto in cui però il processo dei prezzi del
titolo rischioso Sn assume valori fuzzy secondo la formula (4.2). Allora abbiamo che il
processo S̃n è definito dagli α-tagli:

[S̃−
n,α, S̃

+
n,α] = [b−(α)Sn, b

+(α)Sn]

Ma Sn può muoversi solo in due direzioni come stabilito dalla relazione (5.3), dunque
risulta che:

[S̃−
n,α, S̃

+
n,α] = [b−(α)yuidn−i, b+(α)yuidn−i]. (5.10)

e ciò avviene con probabilità
(
n
i

)
πi(1−π)n−i per i = 0, ..., n. Dunque il processo dei prezzi

del titolo rischioso fuzzy si evolve come mostrato nella figura 5.2.

y

[b−(α)yu, b+(α)yu]

[b−(α)yu2, b+(α)yu2]

[b−(α)yu3, b+(α)yu3]

[b−(α)yu2d, b+(α)yu2d]

[b−(α)yud, b+(α)yud]

[b−(α)yu2d, b+(α)yu2d]

[b−(α)yud2, b+(α)yud2][b−(α)yd, b+(α)yd]

[b−(α)yud, b+(α)yud]

[b−(α)yd2, b+(α)yd2]

[b−(α)yud2, b+(α)yud2]

[b−(α)yd2, b+(α)yd2]

Figura 5.2: Albero binomiale su tre periodi dei prezzi di S̃n,α
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Consideriamo ora il payoff fuzzy dell’opzione Americana put definito dalla relazio-
ne (4.4). I suoi α-tagli sono:

[G̃(S̃)−n,α, G̃(S̃)
+
n,α] = [max{k − b+(α)Sn, 0},max{k − b−(α)Sn, 0}]

= [max{k − b+(α)yuidn−i, 0},max{k − b−(α)yuidn−i, 0}]
(5.11)

con probabilità
(
n
i

)
πi(1− π)n−i per i = 0, ..., n.

Quindi abbiamo anche che gli α-tagli di X̃n,α sono:

[X̃−
n,α, X̃

+
n,α] = [βn max{k − b+(α)yuidn−i, 0}, βnmax{k − b−(α)yuidn−i, 0}] (5.12)

A partire dalla Proposizione 1 possiamo riscrivere la formula ricorsiva per il calcolo
del prezzo ottimo atteso fuzzy Ṽ in funzione di un parametro che indica il numero di
volte in cui il mercato si è mosso up nell’intervallo [0, n]. Chiameremo tale parametro i e
denoteremo la nuova formula con ṽn(i), n ∈ T, i = 0, .., n:

ṽ±n,α(i) := max{βpṽ±n+1,α(i+ 1) + β(1− p)ṽ±n+1,α(i), k − b∓αyu
idn−i, 0} per n = 0, .., N − 1

(5.13)

ṽ±N,α(i) = max{k − b∓αyu
idN−i, 0} (5.14)

In particolare vale che Ṽ = ṽ0(0).

5.3 Esempio numerico: confronto tra i modelli

In questa sezione mostriamo un esempio numerico per il calcolo del prezzo atteso ottimo
di una opzione put Americana in ambiente fuzzy. Di seguito sono riportati i risultati.
Nell’Appendice B è riportato il codice Python per il calcolo dei valori numerici.

Consideriamo un titolo sottostante S dal valore iniziale S0 = y = 20. Su tale sot-
tostante consideriamo l’opzione put Americana con scadenza N = 3 di payoff G(Sn) =
(k − Sn) ∨ 0, dove k = 20. Il tasso di interesse è del 5%. Assumiamo come parametri del
modello binomiale u = 5

4
e d = 4

5
. Sia c = 0.07 il fattore fuzzy e sia la preferenza fuzzy

descritta dalla funzione d’appartenenza p̃(x) = 1− e−0.5x.
Iniziamo calcolando la misura martingala equivalente:

Q(1 + Yn = u) := q =
1 + r − d

u− d
=

5

9

Dopodiché, procediamo in ordine calcolando i valori: del titolo rischioso fuzzy (vedi for-
mula (5.10)), del payoff fuzzy (vedi formula (5.11)) e del prezzo ottimo fuzzy (vedi for-
mula (5.13)). Nelle Figure 5.3, 5.4 e 5.5 sono riportati i rispettivi valori, calcolati per
α = 0, 0.2, 0.4, 0.6, 0.8, 1.

A questo punto possiamo calcolare i gradi α∗ e α∗ rispetto alla funzione di preferenza
p̃(x) = 1− e−0.5x. Otteniamo che:

α∗ = 0.6172 α∗ = 0.6769 (5.15)
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Figura 5.3: Valori del titolo rischioso fuzzy al tempo n al variare di α

Figura 5.4: Valori del payoff fuzzy al tempo n al variare di α

Figura 5.5: Valori del prezzo ottimo fuzzy atteso al tempo n al variare di α

1.67 2.07 2.65
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

x∗ x∗

p̃

Ṽ

Figura 5.6: Rappresentazione grafica di Ṽ e p̃
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Figura 5.7: S̃n, G̃(S̃), Ṽn per α = α∗
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Figura 5.8: Rappresentazione grafica di S̃n,α∗ , G̃(S̃n,α∗) e Ṽn,α∗ quando S3 = yddu

da cui risulta che l’intervallo del prezzo ottimo atteso è dato da:

[x∗, x
∗] = [1.9205, 2.2596] (5.16)

Nella Figura 5.6 è rappresentata la determinazione grafica di tali valori.
Studiando classicamente questo esempio, si ottiene che il prezzo ottimo vale V = 2.0723.

Notiamo che tale valore appartiene all’intervallo [x∗, x
∗] trovato e corrisponde esattamen-

te al valore che si ottiene quando il fattore fuzzy vale c = 0. Dunque il modello fuzzy
effettivamente converge a quello classico quando il fattore fuzzy tende a zero.

Inoltre, grazie a questo esempio numerico, possiamo vedere esplicitamente come la rap-
presentazione fuzzy permetta di studiare il problema lavorando sempre con un intervallo
di valori che comprende la trattazione classica. Nella Figura 5.7 è riportata una tabella
con i valori di S̃, G̃(S̃) e Ṽ quando α = α∗. Nei grafici della Figura 5.8 è rappresentata
l’evoluzione quando Y1 = d − 1 = Y2, Y3 = u − 1 e si può vedere come il valore previsto
classicamente sia sempre compreso tra i due andamenti limite del caso fuzzy.

Infine, dai dati riportati nella Figura 5.7 ricaviamo che il primo tempo d’esercizio
ottimo, cos̀ı come definito nella relazione (4.16), è:

σ∗ =


1 se S1 = yd

2 se S2 = yuu

3 altrimenti

(5.17)

In particolare, possiamo notare che in questo caso il tempo d’esercizio σ∗ corrisponde
esattamente al τmin classico.
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Appendice A

Estremo superiore Essenziale

In questa sezione discutiamo il supremo superiore essenziale [3] di una famiglia arbitraria F
di variabili aleatorie su uno spazio di probabilità (Ω,M,P). La necessità di introdurre
l’estremo essenziale nasce dal fatto che la misurabilità dell’estremo superiore di F non
è garantita se F non è numerabile. In ogni caso, anche se fosse misurabile, non è detto
che esso rappresenterebbe il concetto che stiamo cercando quando discutiamo di proprietà
relative al P-q.c.

Definizione A.1. Sia F una famiglia di variabili aleatorie sullo spazio di probabilità
(Ω,M,P). Chiamiamo estremo superiore essenziale di F relativo a P la variabile aleato-
ria φ∗ tale che

φ∗ ≥ φ P-q.c. per ogni φ ∈ F (A.1)

e scriviamo ess supF = ess sup
φ∈F

φ := φ∗

Teorema A.1. Sia F una famiglia di variabili aleatorie sullo spazio di probabilità (Ω,M,P).
Allora:

(a) l’estremo superiore essenziale ess supF = φ∗ esiste ed è quasi certamente unico, nel
senso che: ∀ψ ∈ F che soddisfa la condizione (A.1) vale che ψ ≥ φ∗ P-q.c.

(b) se la famiglia F è tale che per ogni φ1, φ2 ∈ F esiste φ3 ∈ F tale che φ3 ≥ φ1 ∨φ2,
allora esiste una successione crescente (φn)n in F tale che φ∗ = lim

n→+∞
φn P-q.c.

Dimostrazione. [6][3] Senza perdere di generalità, possiamo assumere che ogni φ ∈ F
assume valori nell’intervallo [0, 1].

Sia I ⊂ F la classe di tutte le sotto-famiglie numerabili di F . Per ogni G ∈ I,
grazie alla numerabilità, è ben definito l’estremo superiore: φG := sup

φ∈G
φ. Inoltre, φG è

misurabile. Sia c := sup{E(φG)|G ⊂ F numerabile}. Tale sup è realizzato poiché vale
c = E(φG∗), dove G∗ :=

⋃
n

Gn con (Gn)n in I tale che E(φGn) → c.

Mostriamo ora che φ∗ := φG∗ soddisfa (A.1). Supponiamo per assurdo che la relazione
(A.1) non valga. Quindi esiste φ ∈ F tale che φ > φ∗ P-q.c. AlloraG′

:= G∗∪{φ} soddisfa

E(φG′ ) > E(φG∗) = c
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che contraddice la definizione di c. Segue banalmente che per ogni ψ che soddisfa (A.1)
deve valere che ψ ≥ φ∗.

Ora, se F è tale che per ogni φ1, φ2 ∈ F esiste φ3 ∈ F tale che φ3 ≥ φ1 ∨ φ2,
allora possiamo costruire una successione crescente (φ

′
n)n tale che φG∗ = lim

n→+∞
φ

′
n P-q.c.

Infatti, detta (φn)n la successione tale che φG∗ = sup
n
φn è sufficiente scegliere φ

′
0 = φ0 e

come φ
′
n+1 la variabile aleatoria che domina sia φ

′
n sia φn+1, la quale esiste per la suddetta

proprietà.
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Appendice B

Implementazione in Python

In questa sezione riportiamo il codice Python per calcolare il prezzo ottimo dell’opzione.

Iniziamo importando i pacchetti necessari per sviluppare il codice e inserendo una
funzione per calcolare lo zero di una funzione, necessario poi per poter determinare il
grado ottimo.

1 import numpy as np

2 import matplotlib.pyplot as plt

3 from math import *

4 from math import exp

5 from math import log

6 from prettytable import PrettyTable

Listing B.1: Importazione pacchetti

1 def biarresto(f, a,b, toll , nitmax =500):

2 if b<=a:

3 return None

4 xa=a;xb=b

5 niter=ceil(log((b-a)/toll ,2) -1)

6 et=toll+1

7 residuo_pesato=toll+1

8 peso=1

9 z=0; n=0;y=1

10 Residuo =[] #valori residuo

11 Residuo_pesato =[] #valori residuo pesato

12 Errore_teorico =[]#valori errore teorico

13 Errore =[] #valori errore

14 Val=[]#valori iterazioni

15 while residuo_pesato >=toll and et>toll and n<nitmax and n<nitmax:

16 n+=1

17 xn=(xa+xb)/2

18 et=(xb -xa)/2

19 if f(xa)*f(xn) <0:

20 xb=xn

21 elif f(xb)*f(xn) <0:

22 xa=xn

23 else:

24 pass

39



25 z=(xa+xb)/2 #punto medio del sottointervallo , quello contenente

lo zero

26 Val.append(z)

27 Residuo.append(abs(f(z)))

28 Errore_teorico.append(et)

29 residuo_pesato=abs(f(z)*(z-xn)/(f(z)-f(xn)))

30 Residuo_pesato.append(residuo_pesato)

31 return z

Listing B.2: Metodo di Bisezione con residui pesati

Di seguito riportiamo invece il codice per calcolare b±α := 1± (1− α)c

1 def calcolo_bplus(c,tagli):

2 bplus= []

3 for a in tagli:

4 x= 1+(1-a)*c

5 bplus.append(x)

6 return bplus

7

8 def calcolo_bminus(c,tagli):

9 bminus= []

10 for a in tagli:

11 y= 1-(1-a)*c

12 bminus.append(y)

13 return bminus

A questo punto possiamo procedere con il calcolo di S̃n, G̃n(S̃) e Ṽn.

1 def sottostante(c,tagli ,y,N,u,d):

2 bminus=calcolo_bminus(c,tagli)

3 bplus=calcolo_bplus(c,tagli)

4 S=[]

5 for alpha in range(0,len(tagli)):

6 S_alpha =[[[y,y]]]

7 for i in range(1,N+1):

8 appoggio =[]

9 for j in range(0,i+1):

10 s=[y*bminus[alpha]*u**j*d**(i-j),y*bplus[alpha ]*u**j*d**(i-j)]

11 appoggio.append(s)

12 S_alpha.append(appoggio)

13 S.append(S_alpha)

14 return S

Listing B.3: Sottostante fuzzy

1 def payoff(c,tagli ,y,N,u,d,k):

2 S=sottostante(c,tagli ,y,N,u,d)

3 G_finale =[]

4 for s in S:

5 G=[]

6 for i in s:

7 appoggio_grande =[]

8 for l in i:

9 appoggio =[]

10 for j in list(reversed(l)):
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11 if k-j>0:

12 x= k-j

13 appoggio.append(x)

14 else:

15 appoggio.append (0)

16 appoggio_grande.append(appoggio)

17 G.append(appoggio_grande)

18 G_finale.append(G)

19 return G_finale

Listing B.4: Payoff fuzzy

1 def formula_ricorsiva(c,tagli ,y,N,u,d,k,r):

2 #CALCOLO DATI

3 pup= (1+r-d)/(u-d) #probabilita up

4 pdown= 1-pup #probabilita down

5 beta =1/(1+r) #tasso di sconto

6 G_finale=payoff(c,tagli ,y,N,u,d,k)

7 E_finale =[]

8 V_finale =[]

9 for G in G_finale:

10 E=[] #processo fittizzio

11 V=[] #processo dei prezzi

12 G=list(reversed(G))

13 E.append(list(G[0]))

14 V.append(list(G[0]))

15 for i in range(1,len(G)):

16 appoggio_E =[]

17 for j in range(0,len(V[i-1]) -1):

18 appoggio =[]

19 x=beta*( pdown*V[i-1][j][0]+ pup*V[i-1][j+1][0])

20 appoggio.append(x)

21 y=beta*( pdown*V[i-1][j][1]+ pup*V[i-1][j+1][1])

22 appoggio.append(y)

23 appoggio_E.append(appoggio)

24 E.append(appoggio_E)

25

26 appoggio_V =[]

27 for j in range(0,len(E[i])):

28 appoggio =[]

29 for l in range (0,2):

30 if G[i][j][l] > E[i][j][l]:

31 appoggio.append(G[i][j][l])

32 else:

33 appoggio.append(E[i][j][l])

34 appoggio_V.append(appoggio)

35 V.append(appoggio_V)

36 E=list(reversed(E))

37 V=list(reversed(V))

38 E_finale.append(E)

39 V_finale.append(V)

40 return V_finale

Listing B.5: Prezzo fuzzy
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Ora, procediamo col calcolo del prezzo ottimo x∗ e del grado ottimo α∗.

1 def prezzo_fuzzy(c,tagli ,y,N,u,d,k,r):

2 V_finale=formula_ricorsiva(c,tagli ,y,N,u,d,k,r)

3 V_0=[] #prezzo iniziale dell’opzione

4 for i in range(0,len(V_finale)):

5 V_0.append(V_finale[i][0])

6 return V_0

Listing B.6: Prezzo fuzzy iniziale

1 def prezzo_iniziale(c,tagli ,y,N,u,d,k,r, preferenza , preferenza_inversa)

:

2 V_0=prezzo_fuzzy(c,tagli ,y,N,u,d,k,r)

3 #alpha tagli della preferenza

4 valori_pref =[]

5 for a in tagli:

6 if a<1:

7 x= preferenza_inversa(a)

8 valori_pref.append(x)

9 else:

10 valori_pref.append (10000000000000000) #inserisco un numero molto

alto non realisticamente raggiungibile

11 #determino in quale intervallo appartiene alpha ^*

12 i=0

13 while V_0[i][0][1] > valori_pref[i]:

14 i=i+1

15 min=V_0[i][0][1]

16 max=V_0[i -1][0][1]

17 ymin= tagli[i]

18 ymax= tagli[i-1]

19 #funzione analitica del prezzo in quell ’intervallo

20 prezzo= lambda x: ymax +(ymax -ymin)*(np.array(x)-max)/(max -min)

21 f= lambda x: prezzo(x) - preferenza(x)

22 xzero=biarresto(f, min ,max , 0.0001)

23 return xzero

Listing B.7: Prezzo ottimo

1 def grado_ottimo(c,tagli ,y,N,u,d,k,r, preferenza , preferenza_inversa):

2 x_zero=prezzo_iniziale(c,tagli ,y,N,u,d,k,r, preferenza ,

preferenza_inversa)

3 alphastar= preferenza(x_zero)

4 return alphastar

Listing B.8: Grado ottimo

1 def risultati(c,tagli ,y,N,u,d,k,r, preferenza , preferenza_inversa):

2 a=prezzo_iniziale(c,tagli ,y,N,u,d,k,r, preferenza , preferenza_inversa)

3 b=grado_ottimo(c,tagli ,y,N,u,d,k,r, preferenza , preferenza_inversa)

4 print("Il prezzo ottimo e ’: %r"%a)

5 print("Il grado ottimo e ’: %r"%b)

Listing B.9: Codice per stampare a video i risultati
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Di seguito mostriamo il codice necessario per creare la tabella come quella della Figura
5.7, dalla quale possiamo poi determinare il tempo d’esercizio ottimo σ∗. Prima esplici-
tiamo il codice per calcolare S̃n,α∗ , G̃(S̃)n,α∗ e Ṽn,α∗ , dopodiché mostriamo come creare la
tabella.

1 #calcolo di b+/-

2 def alpha_bpm(taglio ,c):

3 bplus= 1+(1- taglio)*c

4 bminus= 1-(1-taglio)*c

5 b=[bminus ,bplus]

6 return b

7

8 #CALCOLO SOTTOSTANTE

9 def alpha_sottostante(c,taglio ,y,N,u,d):

10 b=alpha_bpm(taglio ,c)

11 S_alpha =[[[y,y]]]

12 for i in range(1,N+1):

13 appoggio =[]

14 for j in range(0,i+1):

15 s=[y*b[0]*u**j*d**(i-j),y*b[1]*u**j*d**(i-j)]

16 appoggio.append(s)

17 S_alpha.append(appoggio)

18 return S_alpha

19

20 #CALCOLO PAYOFF

21 def alpha_payoff(c,taglio ,y,N,u,d,k):

22 S=alpha_sottostante(c,taglio ,y,N,u,d)

23 G=[]

24 for i in S:

25 appoggio_grande =[]

26 for l in i:

27 appoggio =[]

28 for j in list(reversed(l)):

29 if k-j>0:

30 x= k-j

31 appoggio.append(x)

32 else:

33 appoggio.append (0)

34 appoggio_grande.append(appoggio)

35 G.append(appoggio_grande)

36 return G

37

38 #FORMULA RICORSIVA PER CALCOLO DEL PREZZO

39 def alpha_formula_ricorsiva(c,taglio ,y,N,u,d,k,r):

40 #CALCOLO DATI

41 pup= (1+r-d)/(u-d) #probabilita up

42 pdown= 1-pup #probabilita down

43 beta =1/(1+r) #tasso di sconto

44 G=alpha_payoff(c,taglio ,y,N,u,d,k)

45 E=[] #processo fittizzio

46 V=[] #processo dei prezzi

47 G=list(reversed(G))

48 E.append(list(G[0]))
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49 V.append(list(G[0]))

50 for i in range(1,len(G)):

51 appoggio_E =[]

52 for j in range(0,len(V[i-1]) -1):

53 appoggio =[]

54 x=beta*( pdown*V[i-1][j][0]+ pup*V[i-1][j+1][0])

55 appoggio.append(x)

56 y=beta*( pdown*V[i-1][j][1]+ pup*V[i-1][j+1][1])

57 appoggio.append(y)

58 appoggio_E.append(appoggio)

59 E.append(appoggio_E)

60

61 appoggio_V =[]

62 for j in range(0,len(E[i])):

63 appoggio =[]

64 for l in range (0,2):

65 if G[i][j][l] > E[i][j][l]:

66 appoggio.append(G[i][j][l])

67 else:

68 appoggio.append(E[i][j][l])

69 appoggio_V.append(appoggio)

70 V.append(appoggio_V)

71 E=list(reversed(E))

72 V=list(reversed(V))

73 return V

Listing B.10: Processi fuzzy calcolati al grado ottimo

1 def lista_mov(N):

2 list_mov =[]

3 for i in range(1,N+1):

4 for j in range(0,i+1):

5 list_mov.append ([’u’*j ,’d’*(i-j)])

6 lista_movimenti =[’’]

7 for a in list_mov:

8 x= a[0]+a[1]

9 lista_movimenti.append(x)

10 return lista_movimenti

11

12 def lista_num(S):

13 list_num =[]

14 i=-1

15 for a in S:

16 i=i+1

17 for j in range(0,len(a)):

18 list_num.append(i)

19 return list_num

20

21 def tab_S_minus(S):

22 list_S_minus =[]

23 for a in S:

24 for k in a:

25 list_S_minus.append(float(k[0]))

26 return list_S_minus
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27

28 def tab_S_plus(S):

29 list_S_plus =[]

30 for a in S:

31 for k in a:

32 list_S_plus.append(float(k[1]))

33 return list_S_plus

34

35 def tab_G_minus(G):

36 list_G_minus =[]

37 for a in G:

38 for k in a:

39 list_G_minus.append(float(k[0]))

40 return list_G_minus

41

42 def tab_G_plus(G):

43 list_G_plus =[]

44 for a in G:

45 for k in a:

46 list_G_plus.append(float(k[1]))

47 return list_G_plus

48

49 def tab_V_minus(V):

50 list_V_minus =[]

51 for a in V:

52 for k in a:

53 list_V_minus.append(float(k[0]))

54 return list_V_minus

55

56 def tab_V_plus(V):

57 list_V_plus =[]

58 for a in V:

59 for k in a:

60 list_V_plus.append(float(k[1]))

61 return list_V_plus

62

63 list_num=lista_num(S)

64 list_mov=lista_mov(N)

65 S_minus=tab_S_minus(S)

66 S_plus=tab_S_plus(S)

67 G_minus=tab_G_minus(G)

68 G_plus=tab_G_plus(G)

69 V_minus=tab_V_minus(V)

70 V_plus=tab_V_plus(V)

71

72 def tabella_alphastar(list_num ,list_mov ,S_minus ,S_plus ,G_minus ,G_plus ,

V_minus ,V_plus):

73 x = PrettyTable ()

74 x.add_column("S",list_num)

75 x.add_column("movimenti",list_mov)

76 x.add_column("-",S_minus)

77 x.add_column("+",S_plus)

78 x.add_column("G",list_num)
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79 x.add_column("movimenti",list_mov)

80 x.add_column("-",G_minus)

81 x.add_column("+",G_plus)

82 x.add_column("V",list_num)

83 x.add_column("movimenti",list_mov)

84 x.add_column("-",V_minus)

85 x.add_column("+",V_plus)

86 x.align = "r"

87 x.float_format = ".4"

88 print(x)

Listing B.11: Codice per la tabella

Infine, inserendo i seguenti dati, otteniamo i risultati della Sezione 5.3.

1 c=0.07 #fattore fuzzy

2 tagli =(0 ,0.2 ,0.4 ,0.6 ,0.8 ,1)

3 y=20 #prezzo iniziale sottostante

4 N=3 #scadenza

5 u=1.25 #movimento up

6 d=0.8 #movimento down

7 k=20 #prezzo strike

8 r=0.05 #tasso di interesse

9 preferenza= lambda x: 1-exp( -0.5*np.array(x))

10 preferenza_inversa= lambda y: -2.*log(1-y)

11

12 taglio= grado_ottimo(c,tagli ,y,N,u,d,k,r,preferenza , preferenza_inversa)

13

14 S=alpha_sottostante(c,taglio ,y,N,u,d)

15 G=alpha_payoff(c,taglio ,y,N,u,d,k)

16 V=alpha_formula_ricorsiva(c,taglio ,y,N,u,d,k,r)

Listing B.12: Dati per l’esempiio numerico

Figura B.1: Tabella con i risultati

46







Bibliografia

[1] Wolfgang J. Runggaldier Andrea Pascucci. Financial Mathematics: Theory and Pro-
blems for Multi-period Models. Springer, 2012.

[2] Bo Yuan George J. Klir. Fuzzy Sets and Fuzzy Logic: Theory and Applications.
Prentice Hall, 1995.
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