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1 Introduzione

La Teoria della Relatività Generale è ritenuta una dei pilastri fondamentali della fisica moderna ed è tutt’oggi
considerata la teoria standard della gravità [1].

Ancora invariate dall’originale formulazione che Einstein comunicò alla Prussian Academy of Sciences nel
novembre del 1915, le equazioni di campo della Relatività Generale hanno profondamente rivoluzionato la cono-
scenza del cosmo nel corso di quest’ultimo secolo: esse governano la dinamica dell’Universo, predicono l’esistenza
di buchi neri descrivendone le proprietà, esprimono la propagazione di onde gravitazionali e delineano i processi di
formazione di tutte le strutture cosmiche nell’Universo, dalle stelle e i pianeti fino agli ammassi e i super-ammassi
di galassie.

Sebbene la teoria di Einstein abbia ricevuto sin da subito numerose conferme sperimentali da test osservativi
compiuti sulla Terra e nel Sistema Solare, negli ultimi trent’anni lo studio di soluzioni cosmologiche opportuna-
mente riproducenti dinamiche gravitazionali a grandi scale, tra cui l’odierna espansione accelerata dell’Universo,
ha condotto la Teoria della Relatività Generale a richiedere tuttavia una innaturale abbondanza nell’Universo,
circa del 96%, di ignoti contributi di materia ed energia oscure che ha motivato la comunità scientifica, in par-
ticolare nell’ultimo decennio, a ritenere che la Teoria della Relatività Generale possa non essere la teoria della
gravità più adatta a descrivere l’Universo a grandi scale [2].

Poiché nella teoria di Einstein il campo gravitazionale è descritto dal singolo tensore metrico, alla base di una
sua possibile estensione a grandi scale risiede la libertà di includere ulteriori campi fondamentali a partire da
quest’ultima. In tal contesto la scelta più semplice ricade nelle ben note teorie gravitazionali scalari-tensoriali in
cui al tensore metrico viene aggiunto un singolo campo scalare1 la cui dinamica viene pesantemente soppressa da
adeguati meccanismi di screening nelle scale dell’ordine del Sistema Solare, dove la Relatività Generale è la teoria
sperimentata [3].

Le teorie gravitazionali scalari-tensoriali sono tra le più consolidate e studiate teorie di gravità modificata [1]
sia per la loro intuitiva formulazione covariante che per la relativamente semplice struttura delle loro equazioni
di campo scalari e tensoriali, ottenibili in tutta generalità dalla variazione di opportuni funzionali d’azione del
tensore metrico, del campo scalare e delle loro rispettive derivate.

Un fortissimo vincolo nello spazio delle possibili teorie scalari tensoriali definibili in tal maniera è imposto
dal Teorema di Ostrogradski [4]. Esso afferma che teorie scalari-tensoriali definite a partire da una densità di
Lagrangiana non degenere2 contenente derivate temporali di secondo o superior ordine nei campi sono condotte
inevitabilmente alla presenza di una instabilità campistica nota come ghost di Ostrogradski3.

Condizione sufficiente ad evitare l’insorgere di tale instabilità è restringere il dominio di indagine a teorie
localmente Lorentz-covarianti in uno spazio tempo 4-dimensionale che, come la Relatività Generale, possiedono
manifestamente equazioni di campo del secondo ordine. Il Teorema di Horndeski [5], proposto nel 1974 ma riva-
lutato in tempi più recenti nell’ambito di teorie gravitazionali, determina la più generale teoria scalare-tensoriale
localmente Lorentz-covariante in uno spazio tempo 4-dimensionale la cui variazione produce equazioni di campo
scalari e tensoriali del secondo ordine. Introdotto il campo scalare φ, la teoria di Horndeski è descrivibile da una
densità di Lagrangiana LH ≡ L2H + L3H + L4H + L5H con

L2H ≡ G2(φ,X)

L3H ≡ G3(φ,X)∇µ∇µφ (1.1)

L4H ≡ G4(φ,X)R− 2G4,X(φ,X)
[

(∇µ∇µφ)2 −∇µ∇νφ∇µ∇νφ
]

L5H ≡ G5(φ,X)Gµν∇µ∇νφ+ 1
3
G5,X(φ,X)

[
(∇µ∇µφ)3 − 3∇ρ∇ρφ∇µ∇νφ∇µ∇νφ+ 2∇µ∇νφ∇µ∇σφ∇ν∇σφ

]
dove ∇ è la derivata covariante 4-dimensionale, X ≡ ∇µφ∇µφ e dove {Gi}i=2,...,5 sono cinque arbitrarie funzioni
dipendenti dalla combinazione cinetica X e dal campo scalare φ. La virgola a pedice denota l’operazione di
derivazione. I tensoriR edGµν sono rispettivamente lo Scalare di curvatura e il Tensore di Einstein 4-dimensionali.
Grazie alla sua generalità, la Lagrangiana di Horndeski ingloba al suo interno una enorme varietà di teorie

1 E’ comunque possibile considerare in tutta generalità anche campi vettoriali o campi tensoriali di rango superiore: quel che conta
è che la dinamica introdotta da tali campi aggiuntivi sia soppressa nelle scale dell’ordine del Sistema Solare.

2 Una teoria è degenere se, dopo opportune ridefinizioni dei campi fondamentali al fine di eliminare i contributi derivativi di ordine
superiore, la matrice cinetica contenente i coefficienti dei termini cinetici cos̀ı ottenuti non è invertibile.

3 Non è scopo del presente elaborato indagare e descrivere approfonditamente la natura di tale instabilità. Basti tuttavia sapere che
teorie non degeneri possiedono in generale equazioni di campo con derivate di ordine superiore al secondo nei campi e dunque in
generale richiederebbero più condizioni iniziali di quelle associate ad un ordinario sistema fisico. In formulazione Hamiltoniana tale
fatto si traduce naturalmente in una corrispondente densità di Hamiltoniana energeticamente non limitata inferiormente poiché
linearmente dipendente da un momento coniugato (il lettore interessato è rimandato all’appendice A per una semplice giustificazione
di quest’ultimo fatto).
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gravitazionali scalari-tensoriali [6] permettendo dunque uno studio sistematico delle loro proprietà4. Nonostante
nella teoria (1.1) siano presenti derivate seconde del campo scalare, essa realizza ugualmente equazioni di campo
del secondo ordine grazie ad una fine cancellazione dei contributi di ordine superiore indotta dalla struttura
anti-simmetrica con cui esse compaiono nelle corrispondenti equazioni di campo5. La teoria di Horndeski si è
dimostrata consistente con le predizioni della Relatività Generale su piccole scale grazie all’opportuna introduzione
di meccanismi di screening alla Vainshtein [7][8]. Numerosi studi sia in contesto astrofisico che cosmologico [9] ne
hanno indagato le fondamentali manifestazioni a grandi scale cosmologiche. Lavori preliminari focalizzati sullo
studio delle nuove proprietà caratterizzanti i meccanismi di lente gravitazionale attivi in vicinanza di stelle e
ammassi estesi [11] e le recentissime misure del satellite Planck [12] sul Fondo Cosmico di Microonde (CMB)
hanno testato l’ampio spettro di indagine della Teoria di Horndeski fornendo esplicitamente dei limiti teorici e
osservativi sui parametri liberi della teoria.

Sebbene molte siano state sin da subito le perplessità in merito alla possibilità di giustificare in termini
fisicamente fondamentali l’interpretazione della teoria di Horndeski (1.1) come naturale teoria fisica della gravità,
l’abbondanza di riscontri sperimentali ottenuti ha motivato una spinta verso la ricerca di ulteriori generalizzazioni
di quest’ultima.

In tempi relativamente recenti si è capito che richiedere equazioni di campo manifestamente del secondo ordine
non sia una condizione obbligatoria per evitare l’insorgere del ghost di Ostrogradski: se la teoria presenta vincoli
“nascosti” anche equazioni di campo di ordine superiore contrariamente alle apparenze possono essere riformulate,
ad esempio previo una ridefinizione dei campi, in termini di una struttura del secondo ordine rimuovendo il grado
di libertà indesiderato. Prendendo dunque spunto da tale considerazione, la moderna teoria beyond Horndeski
[13][14][15] introduce una aggiuntiva densità di Lagrangiana LbH = L4bH + L5bH , somma dei due nuovi termini6

L4,bH = F4(φ,X) εµνρσ ε
αβγσφµφαφνβφργ (1.2)

L5,bH = F5(φ,X) εµνρσ εαβγδφµφαφνβφργφσδ

dove εαβγσ è il tensore completamente anti-simmetrico di Levi Civita e dove F4 ed F5 sono due arbitrarie funzioni
in X e φ. In questo caso la struttura del secondo ordine delle equazioni di campo è indotta dalla presenza di un
vincolo primario che, introdotto in ambiente Hamiltoniano, rimuove l’instabilità di Ostrogradski [16]. Studi più
approfonditi hanno dimostrato che la somma LH+bH = LH+LbH definente la teoria Horndeski+beyond Horndeski
non estende la già teoria di Horndeski: l’interferenza di termini beyond Horndeski con termini di Horndeski di
ordine differente7 non permette più l’esistenza del vincolo primario necessario ad evitare l’insorgere del ghost di
Ostrogradski, la somma di termini beyond Horndeski con termini di Horndeski dello stesso ordine è ri-mappabile
in Horndeski tramite una opportuna trasformazione disforme generalizzata del tensore metrico [17][18][19]

ḡµν = gµν + Γ(φ,X)AµAν (1.3)

dove Γ è una arbitraria funzione in X ed φ. La situazione emergente è dunque che la teoria beyond Horndeski sia
una teoria del tutto autoconsistente ma isolata: se combinata con Horndeski dello stesso ordine torna ad essere
Horndeski, altrimenti propaga ghost [20]. Nel contesto della teoria beyond Horndeski studi relativamente recenti
si sono focalizzati sulle nuove proprietà caratterizzanti i meccanismi di lente gravitazionale attivi in vicinanza di
stelle e ammassi estesi [21], altri hanno evidenziato la “rottura” del meccanismo di screening alla Vainshtein su
piccole scale all’interno di stelle e ammassi di materia [23][22], altri ancora hanno esteso le dinamiche di tale rottura
indagando le possibili modificazioni indotte alle equazioni di equilibrio atte a descrivere le proprietà strutturali di
stelle ed oggetti compatti [24][25].

Le teorie di Horndesky e beyond Horndeski sono solo un caso particolare della più estesa e complessa famiglia
delle teorie scalari-tensoriali definite a partire da densità di Lagrangiana contenenti al più contrazioni cubiche
nelle derivate seconde nel campo scalare. Risulta dunque naturale chiedersi se esse siano le uniche teorie de-
generi, dunque stabili sotto il teorema di Ostrogradski, presenti in tale famiglia e, in caso di risposta negativa,
quali possano essere le fondamentali implicazioni cosmologiche ed astrofisiche indotte dalle nuove teorie degeneri
introdotte.

A tale scopo, la prima parte del presente elaborato si occuperà di ripercorrere dettagliatamente la deduzione
sistematica delle condizioni di degenerazione a cui devono obbedire i parametri liberi di teorie gravitazionali
scalari-tensoriali quadratiche di ordine superiore (qHOST) [26]. Esse rappresentano la più generale famiglia di
teorie scalari-tensoriali descritte da una densità di Lagrangiana dipendente al più quadraticamente dalle derivate
covarianti seconde del campo scalare. Tali teorie saranno formalmente definite nella Sezione 2, dove tra l’altro sarà
ricavata in tutta generalità l’espressione della matrice cinetica nell’ambito del formalismo ADM(3+1) covariante
[28].

4 Si noti che L2H non contiene derivate covarianti seconde in φ mentre L3H , L4H e L5H contengono rispettivamente termini lineari,
quadratici e cubici in esse.

5 Una semplice tecnica per evidenziare operativamente l’avvenire di tale cancellazione consiste nel ridurre il teorema di Horndeski al
caso unidimensionale e calcolare in tale assunzione le equazioni di Eulero-Lagrange per il campo scalare.

6 Si noti che la notazione è consistente con la presenza di termini quadratici e cubici nelle densità di Lagrangiana
7 Un esempio di combinazione di termini beyond Horndeski con termini di Horndeski di ordine differente è L4H +L5bH mentre dello

stesso ordine è L4H + L4bH
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Le teorie degeneri ottenute dall’imposizione di non invertibilità della corrispondente matrice cinetica prendono
il nome di teorie gravitazionali scalari-tensoriali quadratiche di ordine superiore degeneri (qDHOST) e risultano
classificate nella Sezione 3 in opportune classi degeneri. Oltre ai termini quadratici L4,H ed L4,bH , si vedrà che
nelle classi degeneri sono contenute nuove teorie scalari-tensoriali prive di ghost e non deducibili da modelli già
noti attraverso trasformazioni disformi generalizzate del tipo (1.3) [27].

L’obiettivo principale del presente lavoro è concentrato nella Sezione 4 dove ci si preoccuperà di ottenere
per la prima volta, alla luce di quanto discusso precedentemente, le più generali equazioni di campo covarianti
scalari e tensoriali associate ad una arbitraria teoria qDHOST simmetrica per la trasformazione φ → φ + cost
del campo scalare. Tali risultati sono poi stati specializzati alla sottoclasse C = Ia* per ottenere infine le
equazioni di campo, sia esatte che perturbate nel limite di campo debole attorno ad uno spazio-tempo di De
Sitter, per descrivere la dinamica gravitazionale scalare e tensoriale in vicinanza di una struttura cosmica statica
e sfericamente simmetrica8.

L’Appendice A fornirà al lettore interessato una intuitiva giustificazione sull’utilizzo delle condizioni di degene-
razione per evitare l’insorgere dell’instabilità campistica di Ostrogradski in una teoria scalare-tensoriale di ordine
superiore nelle derivate temporali dei campi fondamentali. Infine le Appendici B e C esibiranno gli svolgimenti
cruciali per comprendere completamente i passaggi intermedi di calcoli non completamente sviluppati nelle sezioni
principali dell’elaborato.

Sebbene formale nel suo svolgimento, il presente lavoro vuole essere fortemente sensibile alle fondamentali
interconnessioni fenomenologiche che ne hanno giustificato e guidato lo sviluppo sin dalle sue origini [9][25]. La
trattazione introduttiva alle teorie qHOST e delle teorie qDHOST nelle Sezioni 2 e 3 e nell’Appendice A è stata
ispirata ad un recente lavoro del 2016 [26]. La Sezione 3 presenta invece un calcolo del tutto originale che riotterrà
come possibile caso limite i risultati di [25].

8 Tali risultati potranno poi essere estesi anche allo studio di oggetti di interesse astrofisico come stelle ed oggetti compatti





2 Teorie gravitazionali scalari-tensoriali quadratiche di ordine supe-
riore (qHOST)

Dopo una breve introduzione al formalismo preliminarmente adottato nel corso dell’elaborato, il presente capitolo
si occuperà di definire teorie gravitazionali scalari-tensoriali quadratiche di ordine superiore (qHOST) come le
più generali teorie scalari-tensoriali della gravità contenenti combinazioni quadratiche nelle derivate covarianti
seconde del campo scalare. Esse includono, oltre alla Relatività Generale, il termine quadratico L4,H appartenente
alla teoria di Horndeski (1.1) ed il termine quadratico L4,bH descritto dalla teoria beyond Horndeski (1.2), casi
dunque particolari di teorie degeneri stabili sotto il teorema di Ostrogradski contenuti nelle qHOST. Nell’ambito
del formalismo ADM(3+1) covariante [28] si otterrà in tutta generalità la matrice cinetica associata ad una teoria
qHOST [26] dalle cui proprietà di non invertibilità si potranno ricavare le opportune condizioni di degenerazione
necessarie a capire se (1.1) e (1.2) sono le uniche teorie stabili contenute nelle qHOST.

2.1 Formalismo introduttivo

Si consideri uno spazio-tempo 4-dimensionale N localmente rappresentato da un sistema di coordinate xµ =
(x0, xi) e la cui geometria sia descritta dal tensore metrico gµν con segnatura (−,+,+,+) definente l’elemento
di linea ds2 ≡ gµνdx

µdxν in esso. Gli indici Greci (µ, ν, ..., α, β, ...) assumeranno d’ora in avanti valori da 0 a 3
mentre gli indici Latini (i, j, ...,m, n, ...) assumeranno valori da 1 a 3; indici ripetuti si considereranno sommati.
D’ora in avanti risulterà inoltre conveniente lavorare con opportune unità di misura tali da rendere la velocità
della luce c = 1. A partire da gµν si introducano i coefficienti della connessione di Levi-Civita 4-dimensionale

(4)Γµνρ = (4)Γµρν ≡ 1
2
gµσ(∂ρgνσ + ∂νgρσ − ∂σgνρ) (2.1)

dove gµν è il tensore metrico inverso tale che gµσg
σν = δνµ, con δνµ la delta di Kronecker 4-dimensionale, e dove ∂µ

denota la derivata parziale rispetto alla coordinata spazio-temporale xµ. L’apice che d’ora in avanti comparirà a

sinistra (4)Γ segnalerà la quadridimensionalità dell’oggetto e servirà ad evitare possibili ambiguità notazionali che
compariranno nel corso della trattazione. Assegnato un arbitrario tensore T di rango (m,n) in N , si definisca in
tutta generalità derivata covariante 4-dimensionale di T il tensore ∇T di rango (m+ 1, n) avente componenti

(4)∇µT β1...βnα1...αm ≡ ∂µ T
β1...βn
α1...αm+

{
(4)Γβ1µε T

ε...βn
α1...αm + ...+ (4)Γβnµε T

β1...ε
α1...αm

}
−
{

(4)Γεµα1
T β1...βnε...αm + ...+ (4)ΓεµαmT

β1...βn
α1...ε

}
(2.2)

Si noti che assegnato uno scalare ϕ vale ∇µϕ = ∂µϕ e che ∇µgνρ = 0, ovvero la metrica è preservata grazie
alla natura simmetrica degli indici bassi nella connessione di Levi-Civita. Sempre a partire da quest’ultima si
introducano le componenti del tensore di curvatura di Rienmann 4-dimensionale9

(4)Rρσµν ≡ ∂µ(4)Γρνσ − ∂ν (4)Γρµσ + (4)Γρµλ
(4)Γλνσ − (4)Γρνλ

(4)Γλµσ (2.3)

che, opportunamente contratte, permettono a loro volta di definire i coefficienti del ben noto tensore di Ricci
4-dimensionale e l’espressione dello scalare di curvatura 4-dimensionale che, come tale, risulta indipendente dal
sistema di coordinate scelto:

(4)Rσν = (4)Rνσ ≡ (4)Rρσρν
(4)R ≡ gσν (4)Rσν (2.4)

Collezionati all’interno del tensore di Einstein 4-dimensionale

(4)Gµν = (4)Gνµ ≡ (4)Rµν − 1
2
gµν

(4)R (2.5)

essi soddisfano l’identità di Bianchi contratta

(4)∇µ (4)Gµν = 0 (2.6)

La dinamica classica indotta da una teoria scalare-tensoriale nel campo φ e nel tensore metrico gµν descritta
da un funzionale d’azione S è formalmente prescritta in tutta generalità dalle ben note Equazioni di Eulero-
Lagrange scalari e tensoriali ottenute dalla variazione totale δ ≡ δφ + δg del funzionale d’azione δS = 0 rispetto
ai campi fondamentali φ e gµν . In particolare, per una teoria scalare-tensoriale descritta in uno spazio-tempo
4-dimensionale da un funzionale d’azione definito a partire da una densità di Lagrangiana L contenente al più
derivate del secondo ordine di φ e gµν vale

δφ ≡ δφ
δ

δφ
+ δφµ

δ

δφµ
+ δφµν

δ

δφµν
δg ≡ δgµν

δ

δgµν
+ δgµν

δφα
δgµν

δ

δφα
+ δgµν

δφαβ
δgµν

δ

φαβ
(2.7)

9 Non verranno qui riportate le proprietà di simmetria del tensore di curvatura di Rienmann. Per maggiori dettagli si consulti la
fonte proposta a fine sottosezione
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dove φµ ≡ ∇µφ e φµν ≡ ∇µνφ. L’equazione di Eulero-Lagrange per il campo scalare ha espressione10

δL
δφ
−∇µ

δL
δφµ

+∇µ∇ν
δL
δφνµ

= 0 (2.8)

Si invita il lettore interessato a consultare [31] per una più approfondita analisi di quanto velocemente introdotto
nella presente sottosezione riepilogativa.

2.2 Definizione di una teoria gravitazionale qHOST

Sia φ campo scalare definito nello spazio-tempo 4-dimensionale N e si indichino convenzionalmente con φµ ≡ ∇µφ
la sua derivata covariante prima e φµν ≡ ∇µνφ la sua derivata covariante seconda come specificate in (2.2).
Introdotta la combinazione cinetica11 X ≡ φµφ

µ = gµνφµφν , si definiscono teorie scalari-tensoriali quadratiche
di ordine superiore, spesso indicate con l’acronimo qHOST dall’inglese “quadratic High Order Scalar Tensor
Theories”, le famiglie di teorie scalari-tensoriali per il campo scalare φ ed il tensore metrico gµν la cui dinamica
è descritta da un funzionale d’azione [26] Sq del tipo

Sq ≡
∫
d4x
√
−gLq (2.9)

dove la densità di Lagrangiana totale Lq ha espressione Lq = Lg + Lφ con

Lg ≡ f(X,φ) (4)R (2.10)

Lφ ≡ Cµν,ρσφµνφρσ (2.11)

La densità di Lagrangiana Lφ è la più generale combinazione quadratica nelle derivate covarianti seconde del

campo scalare φ ed il tensore Cµν,ρσ dipende esclusivamente da gµν , φ, φµ. Si noti che (4)R è lo scalare di Ricci
4-dimensionale introdotto in (2.4) e che f è una arbitraria funzione di φ ed X. Il simbolo g denota il determinante
del tensore metrico gµν .

Senza perdere alcuna generalità, è utile sottolineare il fatto che i risultati della presente analisi risulteranno
validi anche se nella definizione (2.9) si includono contributi aggiuntivi al più lineari in φµν , ovvero del tipo

L+ ≡ P (φ,X) +Q1(φ,X)gµνφµν +Q2(φ,X)φµφµνφ
ν (2.12)

dove P , Q1 e Q2 sono arbitrarie funzioni di φ ed X. La giustificazione di tale affermazione sarà evidente in seguito.
Poiché la contrazione di tensori simmetrici con tensori anti-simmetrici genera termini nulli, il tensore Cµν,ρσ

contribuisce ad Lφ con le medesime simmetrie di indici presenti nella struttura di φµνφρσ. Essendo φµν = φνµ, è
dunque lecito richiede che12

Cµν,ρσ = Cνµ,ρσ = Cµν,σρ = Cρσ,µν (2.13)

Senza perdere alcuna generalità, è possibile dimostrare che la più generale espressione di Cµν,ρσ soddisfacente le
simmetrie di indici richieste da (2.13) possiede un numero finito di termini ed ha espressione

Cµν,ρσ =
1

2
α1

(
gµρgνσ + gµσgνρ

)
+ α2 g

µνgρσ +
1

2
α3

(
φµφνgρσ + φρσgµν

)
+ (2.14)

+
1

4
α4

(
φµφρgνσ + φνφρgµσ + φµφσgνρ + φνφσgµρ

)
+ α5 φ

µφνφρφσ

con αI cinque arbitrarie funzioni di φ ed X. Inserendo la parametrizzazione (2.14) in (2.11) e sfruttando le
contrazioni con il tensore metrico per opportunamente alzare e abbassare gli indici, è possibile riscrivere (2.11) in
termini di cinque densità di lagrangiana elementari LI

Lφ ≡
5∑
I=1

αILI (2.15)

quadratiche nelle derivate seconde del campo scalare ed aventi rispettivamente espressioni

L1 = φµνφµν (2.16)

L2 = φµµφ
ν
ν

L3 = φµφνφµνφ
ρ
ρ (2.17)

10 La deduzione di tale espressione verrà proposta nella Sezione 4.3
11 Spesso il letteratura è possibile incontrare varianti di tal definizione del tipo X ≡ −φµφµ oppure X ≡ − 1

2
φµφµ

12 Dalla definizione (2.2) è evidente che sfruttando le proprietà di commutazione delle derivate parziali e la simmetria di indici di Γσµν
si abbia φµν = ∂µφν − Γσµνφσ = ∂νφµ − Γσνµφσ = φνµ da cui facilmente

φµνφρσ = φνµφρσ → Cµν,ρσ = Cνµ,ρσ

φµνφρσ = φµνφσρ → Cµν,ρσ = Cµν,σρ

φµνφρσ = φρσφµν → Cµν,ρσ = Cρσ,µν
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L4 = φµφνφ ρ
µ φνρ

L5 = φµφνφρφσφµνφρσ

L’analisi proposta nelle successive sezioni sfrutterà la struttura compatta di Lφ proposta in (2.11). Tuttavia la
decomposizione (2.15) sarà utile per l’identificazione in qHOST di teorie note, in particolare L4,H di Horndeski
(1.1) ed L4,bH beyond Horndeski (1.2), e per il calcolo esplicito delle equazioni di campo per il modello studiato
nella Sezione 4. In particolare, l’equazione di campo per il campo scalare φ ottenibile da Lφ con l’espressione
(2.8) sarà formalmente13

2 (4)∇α (4)∇β
(
Cαβ,ρσφρσ

)
− (4)∇α

(
δCµν,ρσ

δφα
φµνφρσ

)
+
δCµν,ρσ

δφ
φµνφρσ = 0 (2.20)

2.2.1 Casi particolari: Relatività Generale, L4,H di Horndeski ed L4,bH di beyond Horndeski

La costruzione di una teoria generalizzante la visione di un modello pregresso contempla intrinsecamente la possi-
bilità di stabilire principi unificatori che accomunino sotto una medesima interpretazione l’espressione di modelli
elementari precedentemente noti. Di fondamentale importanza risulta quindi verificare sotto quali condizioni tale
teoria riduca il proprio dominio alla struttura di quest’ultimi.

Sia Z ≡ (α1, α2, α3, α4, α5, f) una collezione ordinata delle funzioni αI ed f introdotte in (2.14) ed (2.10).
Oltre alla ben nota azione di Einstein-Hilbert per la Relatività Generale [31]

SE/H ≡ f
∫
d4x
√
−g (4)R (2.21)

banalmente ottenibile imponendo ZE/H ≡ (0, 0, 0, 0, 0, f) con f costante, la teoria (2.9) include come casi parti-
colari la Teoria L4,H di Horndeski [5] e la Teoria L4,bH Beyond Horndeski [13][14], rispettivamente descritte dalle
densità di Lagrangiana

L4,H = G4(φ,X)R(4) − 2G4,X(φ,X)
[
φ µ
µ φ ν

ν − φµνφµν
]

(2.22)

L4,bH = F4(φ,X) εµνρσ ε
αβγσφµφαφνβφργ (2.23)

dove G4 ed F4 sono arbitrarie funzioni di φ ed X, dove εµνρσ rappresenta il tensore completamente anti-simmetrico
di Levi-Civita e dove il pedice che compare in G4,X indica ed indicherà d’ora in avanti la derivata della funzione
coinvolta rispetto ad X. Distribuendo il termine tra parentesi della (2.22) si noti che

L4,H = G4 R
(4) − 2G4,X

[
φ µ
µ φ ν

ν − φµνφµν
]

(2.24)

= G4 R
(4) − 2G4,Xφ

µ
µ φ ν

ν + 2G4,Xφ
µνφµν

= G4 R
(4) − 2G4,X L2 + 2G4,X L1

da cui, per confronto con la (2.15) e la (2.10), si ottiene

Z4H ≡ (2G4,X ,−2G4,X , 0, 0, 0, G4) (2.25)

Alla stessa maniera, ricordando la definizione X ≡ φµφ
µ e la relazione per lo sviluppo del tensore completa-

mente anti-simmetrico di Levi-Civita in termini di delta di Kronecker 4-dimensionali14, l’espressione (2.23) è
semplificabile in

L4,bH = F4 ε
µνρ

σ ε
αβγσφµφαφνβφργ (2.26)

= −F4

(
δµαδνβδργ − δµαδρβδνγ − δναδµβδργ + δναδρβδµγ + δραδµβδνγ − δραδνβδµγ

)
φµφαφνβφργ

13 A partire dalle equazioni di Eulero-Lagrange (2.8)

0 =
δL
δφ
− (4)∇µ

δL
δφµ

+ (4)∇µ (4)∇ν
δL
δφνµ

(2.18)

=
δCµν,ρσ

δφ
φµνφρσ − (4)∇α

(
δCµν,ρσ

δφα
φµνφρσ

)
+ (4)∇α (4)∇β

(
2Cµν,ρσδαµδ

β
ν φρσ

)
=
δCµν,ρσ

δφ
φµνφρσ − (4)∇α

(
δCµν,ρσ

δφα
φµνφρσ

)
+ 2 (4)∇α (4)∇β

(
Cαβ,ρσφρσ

)
(2.19)

14 In uno spazio metrico n-dimensionale la contrazione di p indici in una coppia di tensori completamente anti-simmetrici di Levi
Civita è esprimibile come opportuna combinazione di delta di Kronecker n-dimensionali secondo la relazione [31]

εµ1...µqα1...αpεν1...νqα1...αp = p! q!(−1)tδ
µ1...µq
ν1...νq

dove q = n − p, t corrisponde al numero di autovalori negativi presenti nella metrica e dove δ
µ1...µq
ν1...νq corrisponde alla delta di

Kronecker n-dimensionale generalizzata

δ
µ1...µq
ν1...νq ≡ δ

[µ1

[ν1
... δ

µq ]

νq ]

La notazione [µ1, ..., µq ] indica la selezione di sole combinazioni anti-simmetriche negli indici raccolti.
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= −F4 φ
αφαφ

β
βφ

γ
γ + F4 φ

αφαφ
γρφργ + F4 φ

βφνφνβφ
γ
γ − F4 φ

γφνφ ρ
ν φργ − F4 φ

βφρφγβφργ + F4 φ
γφρφββφργ

= −F4 (φαφα)φββφ
γ
γ + F4 (φαφα)φγρφργ + 2F4 φ

βφγφβγφ
ν
ν − 2F4 φ

γφνφ ρ
γ φρν

= −F4 XL2 + F4 XL1 + 2F4L3 − 2F4L4

da cui risulta facile riconoscere

Z4bH ≡ (F4 X,−F4 X, 2F4,−2F4, 0, 0) (2.27)

Si noti infine che (2.9) riproduce inoltre la teoria L4H + L4bH di Horndeski e beyond Horndeski selezionando

Z4H+4bH = Z4H + Z4bH ≡
(
2G4,X + F4 X,−2G4,X − F4 X, 2F4,−2F4, 0, G4

)
(2.28)

2.2.2 Riformulazione equivalente di una teoria gravitazionale qHOST

Si introduca la ridefinizione di campo φµ = Aµ. La densità di Lagrangiana (2.11) sarà allora riscrivibile

Lφ = Cµν,ρσ (4)∇µAν (4)∇ρAσ + λµ(φµ −Aµ) (2.29)

dove λµ è il moltiplicatore di Lagrange vincolante il campo Aµ ad essere la derivata covariante prima del campo
scalare φ. Le equazioni di campo della teoria (2.29) saranno dunque ottenibili dalle equazioni di Eulero-Lagrange
associate rispettivamente al campo φ al campo Aµ e al campo λµ 15:

(4)∇αλα −
δCµν,ρσ

δφ
(4)∇µAν (4)∇ρAσ = 0

2 (4)∇α
(
Cαε,ρσ (4)∇ρAσ

)
− δCµν,ρσ

δAε

(4)∇µAν (4)∇ρAσ + λε = 0

φε = Aε

(2.30)

Eseguendo la derivata covariante della seconda equazione del sistema (2.30), sostituendo al termine (4)∇ελε il
corrispondente termine presente nella prima equazione ed imponendo la terza uguaglianza si avrà:

0 = 2 (4)∇ε (4)∇α
(
Cαε,ρσ (4)∇ρAσ

)
− (4)∇ε

(
δCµν,ρσ

δAε

(4)∇µAν (4)∇ρAσ
)

+ (4)∇ελε

= 2 (4)∇ε (4)∇α
(
Cαε,ρσ (4)∇ρAσ

)
− (4)∇ε

(
δCµν,ρσ

δAε

(4)∇µAν (4)∇ρAσ
)

+
δCµν,ρσ

δφ
(4)∇µAν (4)∇ρAσ

= 2 (4)∇ε (4)∇α
(
Cαε,ρσ (4)∇ρφσ

)
− (4)∇ε

(
δCµν,ρσ

δφε

(4)∇µφν (4)∇ρφσ
)

+
δCµν,ρσ

δφ
(4)∇µφν (4)∇ρφσ

= 2 (4)∇α (4)∇β
(
Cαβ,ρσφρσ

)
− (4)∇α

(
δCµν,ρσ

δφα
φµνφρσ

)
+
δCµν,ρσ

δφ
φµνφρσ

che, uguale alla (2.20), dimostra l’equivalenza tra la formulazione (2.11) e la formulazione (2.29). La stessa
dimostrazione può essere fatta a partire dalle equazioni dai campo tensoriali associate alla variazione dell’azione
rispetto al tensore metrico. Per semplicità di calcolo si è comunque deciso di riportare solamente l’esempio delle
equazioni di campo associate allo scalare φ poiché quanto dedotto ha validità del tutto generale.

2.3 Matrice cinetica associata ad una teoria gravitazionale qHOST

La presente sottosezione si focalizzerà sulla deduzione della matrice cineticaMq associata alla teoria qHOST (2.9),
ossia all’ottenimento della matrice contenente i coefficienti cinetici espressi da termini quadratici nelle derivate
temporali prime della campo scalare φ e del tensore metrico gµν . Al fine di riuscire a separare le derivate temporali
da quelle spaziali, la procedura standard [26] prevede l’utilizzo del formalismo ADM(3+1) [31] sviluppato da
Arnowitt, Deser e Misner nell’ambito della formulazione Hamiltoniana della Relatività Generale16 [28].

15 Dalle equazioni di Eulero-Lagrange segue infatti che per φ:

0 = (4)∇α
Lφ
δφα

−
δLφ
δφ

= (4)∇α
(
λµδαµ

)
−
δCµν,ρσ

δφ
(4)∇µAν (4)∇ρAσ = (4)∇αλα −

δCµν,ρσ

δφ
(4)∇µAν (4)∇ρAσ

mentre per Aµ:

0 = (4)∇α
Lφ

δ
(

(4)∇αAε
) − δLφ

δAε

= (4)∇α
(

2Cµν,ρσδαµδ
ε
ν

(4)∇ρAσ
)
−
δCµν,ρσ

δAε

(4)∇µAν (4)∇ρAσ + λε

= 2 (4)∇α
(
Cαε,ρσ (4)∇ρAσ

)
−
δCµν,ρσ

δAε

(4)∇µAν (4)∇ρAσ + λε

poi per λµ

0 = (4)∇α
Lφ

δ
(

(4)∇αλε
) − δLφ

δλε
= −δεµ

(
φµ −Aµ

)
= −φε +Aε

16 A differenza dell’ordinario formalismo ADM(3+1), i risultati proposti nel presente elaborato saranno ottenuti senza la specificazione
di alcun sistema di coordinate e per l’appunto si parlerà di formalismo ADM(3+1) covariante. Si utilizzerà la notazione astratta
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2.3.1 Formalismo ADM(3+1) covariante

Si supponga che lo spazio-tempo 4-dimensionale N sia foliato in una famiglia di ipersuperfici 3-dimensionali Σt
di tipo spazio e si consideri il vettore unitario di tipo tempo na ortogonale a Σt in ogni suo punto e soddisfacente
la normalizzazione

nan
a = −1 (2.31)

Una tale costruzione introduce in maniera del tutto naturale un il tensore metrico per le ipersuperfici Σt

hab = gab + nanb (2.32)

che assieme ad na definisce gli operatori di proiezione temporale e spaziale17

τ ba = −nanb hba = δba + nan
b (2.33)

Assegnato dunque un generico vettore Aa, esso risulta univocamente decomponibile

Aa ≡ Â∗a + Âa (2.34)

nei due corrispondenti contributi di tipo tempo, con componente A∗ ≡ naAa, e di tipo spazio

Â∗a ≡ τ baAb = −(nbAb)na ≡ −A∗na Âa ≡ hbaAb (2.35)

rispetto al foliamento specificato18. Si introduca il vettore ta definente la direzione del flusso temporale associato
alla coordinata temporale t che stabilisce il foliamento dello spazio-tempo nelle ipersuperfici Σt. Esso risulta
sempre decomponibile

ta ≡ Nna +Na (2.36)

con N denominata “lapse function” ed Na chiamato “shift vector” ortogonale ad na

naN
a ≡ 0 (2.37)

e permette di definire la derivata temporale, d’ora in avanti denotata con il punto, per ogni contributo della
decomposizione (2.35) come

Ȧ∗ ≡ ta (4)∇aA∗ ˙̂
Aa ≡ hbaLt(Âb) = hba

(
tc (4)∇cÂb + Âc

(4)∇btc
)

(2.38)

con Lt(Âb) la derivata di Lie di Âb nella direzione di ta. Si definiscano infine la derivata spaziale covariante
3-dimensionale associata al tensore metrico hab

(3)∇aÂb ≡ hcahdb (4)∇cÂd (2.39)

l’accelerazione

ab ≡ nc (4)∇cnb (2.40)

ed il tensore simmetrico19 corrispondente alla curvatura estrinseca

Kab ≡ hcahdb (4)∇cnd =
1

2N

(
ḣab − (3)∇aNb − (3)∇bNa

)
(2.41)

a indici latini a, b, ... per sottolineate il fatto che si sta lavorando con tensori decomposti in componenti di tipo tempo e di tipo
spazio e non con componenti di tipo tempo e di tipo spazio.

17 La natura proiettiva di τba ed hba è facilmente dimostrabile in quanto per la normalizzazione (2.31)

(τ2)ba = τcaτ
b
c = (−nanc)(−ncnb) = na(ncnc)n

b = −nanb = τba

(h2)ba = hcah
b
c = (δca + nan

c)(δbc + ncn
b) = δcaδ

b
c + nan

cδbc + δcancn
b + na(ncnc)n

b = δba + nan
b + nan

b − nanb = δba + nan
b = hba

hbaτ
c
b = −(δba + nan

b)nbn
c = −(δbanbn

c + nan
bnbn

c) = −(nan
c − nanc) = 0

hba + τba = δba + nan
b − nanb = δba

18 Infatti richiamando la proprietà di completezza degli operatori (2.33) si ha

Aa = δbaAb = (hba + τba)Ab ≡ Â∗a + Âa

19 Per dimostrare la simmetria degli indici della curvatura estrinseca si inizi ricordando che per l’annullarsi di contrazioni di tensori
simmetrici con tensori anti-simmetrici vale che

0 = hcah
d
b

(4)∇[cnd] = 1
2
hcah

d
b

{
(4)∇cnd − (4)∇dnc

}
= 1

2

{
hcah

d
b

(4)∇cnd − hcahdb
(4)∇dnc

}
da cui la simmetria

hcah
d
b

(4)∇cnd = hcah
d
b

(4)∇dnc

che inserita in (2.41) dopo aver scambiato la posizione delle metriche spaziali e riniminati gli indici contratti fornisce il risultato

Kba = hcbh
d
a

(4)∇cnd = hdah
c
b

(4)∇cnd = hcah
d
b

(4)∇dnc = hcah
d
b

(4)∇cnd = Kab
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dove in termini di notazione astratta (4)∇c è la derivata covariante 4-dimensionale (2.2). Si noti che le contrazioni20

hdbnd = 0 hbah
c
b = hca (2.42)

si osservi che la proiezione spaziale Âa soddisfa21

hecÂ
c = Âe Âene = 0 (2.43)

e si consideri che un qualunque termine22

nc (4)∇anc = 0 Âe∗
(4)∇dne = 0 (2.44)

Si noti infine che per quanto riguarda la curvatura estrinseca23

naKab = 0 AaKab = ÂaKab (2.45)

mente per quanto riguarda l’accelerazione24

naa
a = 0 (2.46)

In possesso di del formalismo ADM(3+1) covariante e delle principali relazioni notevoli, si è ora pronti ad affron-
tare il calcolo esplicito della matrice cinetica Mq. Essendo somma di un contributo scalare e di un contributo
gravitazionale, la teoria (2.9) genererà contributi ad Mq sia da (2.11) e che da (2.10)

2.3.2 Contributo scalare alla matrice cinetica

Si consideri in termini di notazione astratta la derivata (4)∇aAb presente nella riformulazione (2.29) della densità
di Lagrangiana scalare Lφ. Poiché adoperando le definizioni (2.33) vale la riformulazione di due delta di Kronecker
in termini dei proiettori

hcah
d
b + hcaτ

d
b + τ cah

d
b + τ caτ

d
b = (δca + nan

c)(δdb + nbn
d)− (δca + nan

c)nbn
d − nanc(δdb + nbn

d) + nan
cnbn

d

= δcaδ
d
b + δcanbn

d + nan
cδdb + nan

cnbn
d − δcanbnd − nancnbnd − nancδdb − nancnbnd + nan

cnbn
d

= δcaδ
d
b (2.47)

è possibile riscrivere (4)∇aAb come:

(4)∇aAb = δcaδ
d
b

(4)∇cAd (2.48)

=
(
hcah

d
b + hcaτ

d
b + τ cah

d
b + τ caτ

d
b

) (4)∇cAd
= hcah

d
b

(4)∇cAd + hcaτ
d
b

(4)∇cAd + τ cah
d
b

(4)∇cAd + τ caτ
d
b

(4)∇cAd
= hcah

d
b

(4)∇cAd − hcanbnd (4)∇cAd − nanchdb (4)∇cAd + nan
cnbn

d (4)∇cAd
=
[
hcah

d
b

(4)∇cAd
]

+
[
− hcand (4)∇cAd

]
nb +

[
− nchdb (4)∇cAd

]
na +

[
ncnd (4)∇cAd

]
nanb

dove nel penultimo passaggio si sono utilizzate le definizioni (2.33) e nell’ultimo passaggio si sono opportunamente
raccolti i termini ottenuti che, selezionati individualmente, possono essere ulteriormente semplificati.

20 Sostituendo le definizioni (2.33) e sfruttando la normalizzazione (2.31) si ha infatti

hdbnd = (δdb + nbn
d)nd = δdbnd − nb(n

dnd) = nb − nb = 0

hbah
c
b = (δba + nan

b)(δcb + nbn
c) = δbaδ

c
b + δbanbn

c + nan
bδcb + nan

bnbn
c = δca + nan

c = hca

21 Adoperando quanto ottenuto nella (2.42) unitamente ai contributo spaziale (2.35) si ha

hecÂ
c = hec(h

c
bA

b) = (hech
c
b)A

b = hebA
b = Âe

Âene = (hebA
b)ne = (hebne)A

b = 0

22 Impiegando la normalizzazione (2.31), la regola di Leibniz rinominando gli indici contratti fornisce

0 = (4)∇a(ncnc) = ((4)∇anc)nc + nc((4)∇anc) = 2nc((4)∇anc)

da cui. Conseguentemente, dai contributi (2.35) si ha

Âe∗
(4)∇dne = A∗n

e (4)∇dne) = 0

23 Ricordando la definizione (2.41) e sfruttando (2.42) si ha

naKab = na(hcah
d
b

(4)∇cnd) = (nahca)hdb
(4)∇cnd = 0

AaKab = (Âa∗ + Âa)Kab = Âa∗Kab + ÂaKab = −A∗naKab + ÂaKab = ÂaKab

dove nell’ultimo caso si è la decomposizione (2.34) e le componenti (2.35) e la relazione appena dedotta naKab = 0
24 Impiegando la normalizzazione (2.31), la regola di Leibniz rinominando gli indici contratti fornisce

0 = nc (4)∇c(−1) = nc (4)∇c(nana) = 2nan
c (4)∇cna = 2naa

a
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Sfruttando le definizioni (2.39) e (2.41) la quantità hcah
d
b

(4)∇cAd è ottenibile dal rimaneggiamento di

(3)∇aÂb −A∗Kab = hcah
d
b

(4)∇cÂd −A∗hcahdb (4)∇cnd (2.49)

= hcah
d
b

( (4)∇cÂd −A∗ (4)∇cnd
)

= hcah
d
b

{ (4)∇cÂd −
[ (4)∇c(A∗nd)− nd (4)∇cA∗

]}
= hcah

d
b

( (4)∇cÂd + (4)∇cÂ∗d
)

+ hcah
d
bnd

(4)∇cA∗
= hcah

d
b

(4)∇cAd

dove nella terza riga si è adoperata la regola di Leibniz (4)∇c(A∗nd) = ((4)∇cA∗)nd + A∗(
(4)∇cnd), nella quarta

la prima definizione di (2.35) mentre nell’ultima si è impiegata la prima relazione (2.42) unitamente alla (2.34).

Analogamente, la contrazione −hdb ne
(4)∇dAe è deducibile dalla manipolazione di

KbcÂ
c − (3)∇bA∗ = hdbh

e
c ((4)∇dne)Âc − (3)∇bA∗ (2.50)

= hdb ((4)∇dne)Âe − (3)∇bA∗
= hdb ((4)∇dne)(Ae − Âe∗)− (3)∇bA∗
= hdb ((4)∇dne)Ae − hdb ((4)∇dne)Âe∗ − (3)∇bA∗
= hdb

[ (4)∇d(Aene)− ne (4)∇dAe
]
− hdb ((4)∇dne)Âe∗ − (3)∇bA∗

= hdb
(4)∇d(Aene)− hdb ne (4)∇dAe − hdb ((4)∇dne)Âe∗ − (3)∇bA∗

= (3)∇bA∗ − hdb ne (4)∇dAe − (3)∇bA∗
= −hdb ne (4)∇dAe

dove, oltre alla definizione (2.41) nel primo passaggio e la relazione (2.43) nel secondo, si è utilizzata la decom-

posizione (2.34) nel terzo, la regola di Leibniz (4)∇d(Aene) = ((4)∇dAe)ne +Ae((4)∇dne) nel quinto e la seconda

relazione (2.44) nel settimo. Infine il termine ncna (4)∇aAc è riprodotto a partire da

1

N

[
Ȧ∗ −Nc (3)∇cA∗−NÂcac

]
=

1

N

[
ta (4)∇aA∗ −Nc (3)∇cA∗ −NÂcac

]
(2.51)

=
1

N

[
(Nna +Na) (4)∇aA∗ −Nc (3)∇cA∗ −NÂc(nb (4)∇bnc)

]
= na (4)∇aA∗ − nb( (4)∇bnc)Âc +

1

N

[
Na (4)∇aA∗ −Nc (3)∇cA∗

]
= −(−1)na (4)∇aA∗ − nb( (4)∇bnc)Âc +

1

N

[
Nahca

(3)∇cA∗ −Nc (3)∇cA∗
]

= −ncncna (4)∇aA∗ − nb
[ (4)∇b(ncÂc)− nc (4)∇bÂc

]
+

1

N

[
Na(δca + nan

c) (3)∇cA∗ −Nc (3)∇cA∗
]

= −ncncna (4)∇aA∗ + nbnc (4)∇bÂc +
1

N

[
Na (3)∇aA∗ −Nc (3)∇cA∗

]
= −ncncna (4)∇aA∗ + nbnc (4)∇bÂc

= ncna
[ (4)∇aÂc − nc (4)∇aA∗

]
= ncna

[ (4)∇aÂc − (4)∇a(ncA∗) + ((4)∇anc)A∗
]

= ncna
[ (4)∇aÂc − (4)∇a(ncA∗)

]
= ncna

[ (4)∇aÂc + (4)∇aÂ∗c
]

= ncna (4)∇aAc

A seguito della sostituzione (2.38) della derivata temporale presente alla prima riga, nel secondo passaggio della
(2.51) si è usata la definizione di accelerazione (2.40) e la decomposizione (2.36) per sostituire ta. Nel quarto
passaggio la definizione (2.39) ha permesso di eliminare la derivata 4-dimensionale nel termine tra parentesi
quadre. Allo step successivo, quinta linea, l’utilizzo della normalizzazione (2.31), della regola di Leibniz per il

termine centrale contenente (4)∇b(ncÂc) = ((4)∇bnc)Âc + nc (4)∇bÂc e della definizione (2.33) ha permesso di
semplificare molti termini nel sesto e settimo passaggio grazie alla (2.37) ed (2.43). Infine riapplicando la regola

di Leibniz (4)∇a(ncA∗) = ((4)∇anc)A∗ + (4)nc(∇aA∗), la (2.44) e la (2.35) rispettivamente alla nona, decima ed
undicesima riga si è giunti al risultato proposto nella dodicesima linea utilizzando (2.34).

Dall’inserimento delle relazioni (2.49) (2.50) (2.51) nell’espressione (2.48) si ottiene dunque

(4)∇aAb =
[

(3)∇aÂb −A∗Kab

]
+
[
KbcÂ

c − (3)∇bA∗
]
na +

[
KacÂ

c − (3)∇aA∗
]
nb +

1

N

[
Ȧ∗ −Nc (3)∇cA∗ −NÂcac

]
nanb

=

{
1

N
Ȧ∗nanb −A∗Kab +KbcÂ

cna +KacÂ
cnb

}
+

{
(3)∇aÂb − 2n(a

(3)∇b)A∗ −
1

N

[
Nc (3)∇cA∗ +NÂca

c
]
nanb

}



Strutture cosmiche in teorie gravitazionali scalari-tensoriali prive di ghost Pagina 18

≡ (4)∇aAb
∣∣
· +

(4)∇aAb
∣∣
× (2.52)

con definite

(4)∇aAb
∣∣
· ≡

1

N
Ȧ∗nanb −A∗Kab +KbcÂ

cna +KacÂ
cnb (2.53)

(4)∇aAb
∣∣
× ≡

(3)∇aÂb − 2n(a
(3)∇b)A∗ −

1

N

[
Nc (3)∇cA∗ +NÂca

c
]
nanb (2.54)

La notazione (a ... e) indica la selezione di sole combinazioni simmetriche negli indici raccolti. La derivata cova-

riante 4-dimensionale (4)∇aAb
∣∣
· raccoglie i contributi dell’espressione (2.52) nelle derivate temporali prime25 Ȧ∗

ed ḣab mentre nella derivata covariante 4-dimensionale (4)∇aAb
∣∣
× sono collocati tutti gli altri termini. Impiegando

la definizione (2.41), e sfruttando le simmetrie contenute in essa, è formalmente possibile riformulare i termini
presenti in (2.53). Infatti innanzitutto

A∗Kab = A∗h
c
ah

d
b

(4)∇cnd (2.55)

= A∗h
c
eh
e
ah

d
fh

f
b

(4)∇cnd
= A∗h

e
ah

f
b

(
hceh

d
f

(4)∇cnd
)

= A∗h
e
ah

f
bKef

= A∗h
e
(ah

f
b)Kef

dove nel secondo passaggio si è utilizzata la (2.42) nell’ultimo passaggio si è utilizzato il risultato26 heah
f
bKef =

he(ah
f
b)Kef . Analogamente al caso precedente si utilizzino la (2.41) ed (2.42) rispettivamente al primo e secondo

passaggio si ottiene

KbcÂ
cna +KacÂ

cnb =
(
hdbh

e
c

(4)∇dne
)
Âcna +

(
hdah

e
c

(4)∇dne
)
Âcnb (2.58)

= hrbh
d
rh
e
c ((4)∇dne)Âcna + hrah

d
rh
e
c ((4)∇dne)Âcnb

= hrb
[
hdrh

e
c

(4)∇dne
]
Âcna + hra

[
hdrh

e
c

(4)∇dne
]
Âcnb

= hrbKrcÂ
cna + hraKrcÂ

cnb

=
(
hrbÂ

cna + hraÂ
cnb
)
Krc

=
(
h

(r
b Â

c)na + h(r
a Â

c)nb
)
Krc

= 2h
(r

(bÂ
c)na)Krc

dove alla quarta riga si è utilizzata nuovamente la (2.41) per inglobare i termini e dove nella sesta linea si è

impiegata la relazione27 hrbÂ
cnaKrc = h

(r
b Â

c)naKrc.
Dall’inserimento delle relazioni (2.59) e (2.60) nell’espressione (2.53) si giunge all’espressione

(4)∇aAb
∣∣
· ≡

1

N
Ȧ∗nanb −A∗Kab +KbcÂ

cna +KacÂ
cnb (2.61)

=

{
1

N
nanb

}
Ȧ∗ +

{
−A∗hc(ahdb) + 2h

(c

(bÂ
d)na)

}
Kcd

≡ λabȦ∗ + ΛcdabKcd (2.62)

con definite rispettivamente

λab ≡
1

N
nanb Λcdab ≡ −A∗hc(ahdb) + 2h

(c

(bÂ
d)na) (2.63)

25 Si noti che le derivate temporali ḣab sono implicitamente contenute nella definizione (2.41) di curvatura estrinseca. D’ora in avanti
la curvatura estrinseca Kab sarà dunque rappresentativa delle derivate temporali prime del tensore metrico tridimensionale hab

26 Essendo che per simmetria di indici (si ricordi che dalle definizioni sia hab Kab sono simmetrici) e della struttura vale

heah
f
bKef = hfah

e
bKfe = hebh

f
aKfe (2.56)

segue dunque che

heah
f
bKef = 1

2

(
heah

f
b + heah

f
b

)
Kef = 1

2

(
heah

f
b + hebh

f
a

)
Kef = he(ah

f
b)
Kef (2.57)

27 Essendo che per simmetria di indici (si ricordi che dalle definizioni sia hab Kab sono simmetrici) e della struttura vale

hrbÂ
cKrc = hcbÂ

rKcr = hcbÂ
rKrc (2.59)

segue dunque che

hrbÂ
cnaKrc = 1

2

(
hrbÂ

c + hrbÂ
c
)
naKrc = h

(r
b Â

c)naKrc (2.60)
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Sebbene il risultato (2.61) sia compatto e chiaramente simmetrico nella sua notazione, al fine di svolgere calcoli
espliciti risulterà tuttavia più conveniente utilizzare la forma non compatta (2.53). A partire da essa si definisca
infatti la densità di Lagrangiana cinetica associata ai contributi scalari (φ) della teoria (2.9)

L(φ)
kin ≡ C

ab,cd
{

(4)∇aAb
∣∣
·

(4)∇cAd
∣∣
·

}
(2.64)

= Cab,cd
(

1

N
nanbȦ∗ −A∗Kab + naKbcÂ

c + nbKacÂ
c

)(
1

N
nendȦ∗ −A∗Ked + neKdf Â

f + ndKef Â
f

)
=

{
1

N2
Cab,cdnanbncnd

}
Ȧ2
∗

+ 2

{
− 1

N
Cab,cdA∗nanb +

1

N

[
Cab,edÂc + Cab,ceÂd

]
nanbne

}
Ȧ∗Kcd

+
{
Cab,cdA2

∗ − 2
[
Ceb,cdÂa + Cae,cdÂb

]
A∗ne +

[
Ceb,fdÂaÂc + 2Ceb,cf ÂaÂd + Cae,cf ÂbÂd

]
nenf

}
KabKcd

≡ A(φ)Ȧ
2
∗ + 2Bcd(φ)Ȧ∗Kcd +Kab,cd(φ) KabKcd

dove in notazione astratta Cab,cd rappresenta il tensore (2.14) e dove nel penultimo passaggio i termini all’interno
delle parentesi graffe definiscono ordinatamente il coefficiente cinetico del settore scalare A(φ), il coefficiente

cinetico del settore di mixing Bcd(φ) ed il coefficiente cinetico del settore metrico Kab,cd(φ) associati al contributo

scalare (φ)

A(φ) ≡
1

N2
Cab,cdnanbncnd (2.65)

Bcd(φ) ≡ −
1

N
Cab,cdA∗nanb +

1

N

[
Cab,edÂc + Cab,ceÂd

]
nanbne

Kab,cd(φ) = Cab,cdA2
∗ − 2

[
Ceb,cdÂa + Cae,cdÂb

]
A∗ne +

[
Ceb,fdÂaÂc + 2Ceb,cf ÂaÂd + Cae,cf ÂbÂd

]
nenf

Ottenere le rappresentazioni esplicite dei coefficienti cinetici (2.65) risulta assai macchinoso poiché richiede la
valutazione delle numerose combinazioni con cui il tensore Cab,cd appare contrarsi con il vettore na. Il calcolo
esplicito di quest’ultime è fornito in Appendice (B.1) da cui infine si ricavano le parametrizzazioni

A(φ) =
1

N2

[
α1 + α2 −

(
α3 + α4

)
A2
∗ + α5A

4
∗

]
(2.66)

Bcd(φ) = β1
(φ)h

cd + β2
(φ)Â

cÂd

Kab,cd(φ) = κ1
(φ)h

a(chd)b + κ2
(φ)h

abhcd + 1
2
κ3

(φ)

(
hcdÂaÂb + habÂcÂd

)
+ 1

2
κ4

(φ)

[
hb(cÂd)Âa + hc(aÂb)Âd

]
+ κ5

(φ)Â
aÂbÂcÂd

con il coefficiente cinetico di mixing parametrizzato dai parametri

β1
(φ) ≡

A∗
2N

(
2α2 − α3A

2
∗
)

β2
(φ) ≡ −

A∗
2N

(
α3 + 2α4 − 2α5A

2
∗
)

e con il coefficiente cinetico del settore metrico parametrizzato dai parametri

κ1
(φ) ≡ α1A

2
∗ κ2

(φ) ≡ α2A
2
∗ (2.67)

κ3
(φ) ≡ −α3A

2
∗ κ4

(φ) ≡ −2α1

κ5
(φ) ≡ α5A

2
∗ − α4

funzioni delle arbitrarie α1, ..., α5 introdotte in (2.14). Il lettore interessato alla deduzione precisa delle espressioni
(2.67) è rimandato all’Appendice (B.2).

2.3.3 Contributo gravitazionale alla matrice cinetica

Nei termini della notazione astratta introdotta nell’ambito del formalismo ADM(3+1) covariante [28] , lo studio
per l’individuazione dei termini con cui la Lagrangiana gravitazionale (2.10) L contribuisce alla matrice cinetica
Mq della teoria S inizia con l’utilizzo della ben nota decomposizione del tensore di curvatura 4-dimensionale28

(4)R ≡ KabK
ab −K2 + (3)R− 2 (4)∇a

[
aa −Kna

]
(2.68)

dove K ≡ Ka
a corrisponde alla traccia della curvatura estrinseca (2.41), (3)R è lo scalare di curvatura tridimen-

sionale [31] e dove aa rappresenta l’accelerazione (2.40). Inserendo la (2.68) nella definizione (2.10):

Lg = f (4)R (2.69)

= f
[
KabK

ab −K2 + (3)R
]
− 2f (4)∇a

[
aa −Kna

]
28 Il lettore interessato alla dimostrazione completa di (2.68) è rimandato alla pagina 73 di [31]. Il risultato proposto è ottenibile

ponendo ε = −1 nella formula 17.73 di tale riferimento bibliografico
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= f
[
KabK

ab −K2 + (3)R
]
− 2 (4)∇a

[
f
(
aa −Kna

)]
+ 2
(
aa −Kna

)(4)∇af

= f
[
KabK

ab −K2 + (3)R
]

+ 2
(
aa −Kna

)(4)∇af + (4)∇awa

= f
[
KabK

ab −K2 + (3)R
]

+ 2
(
aa −Kna

)(
fX

(4)∇aX + fφ
(4)∇aφ

)
= f

[
KabK

ab −K2 + (3)R
]

+ 4fX
(
aa −Kna

)
Ab (4)∇aAb + 2fφ

(
aa −Kna

)
Aa

= f
[
KabK

ab −K2 + (3)R
]

+ 4fX
(
aa −Kna

)
Ab
{ (4)∇aAb

∣∣
· +

(4)∇aAb
∣∣
×

}
+ 2fφ

(
aa −Kna

)
Aa

=
{
f
(
KabK

ab −K2)+ 4fX
(
aa −Kna

)
Ab (4)∇aAb

∣∣
·

}
+ (3)R+ 4fX

(
aa −Kna

)
Ab (4)∇aAb

∣∣
× + 2fφ

(
aa −Kna

)
Aa

Alla terza riga della (2.69) si è definita wa ≡ −2f
(
aa −Kna

)
ed alla quarta si è calcolata la derivata (4)∇af =

fX
(4)∇aX+fφ

(4)∇aφ con alla quinta riga la sostituzione (4)∇aX = (4)∇a(AbAb) = 2Ab (4)∇aAb essendo (4)∇aφ =

Aa per la definizione ( ). I contributi (4)∇awa ed (4)∇aφ sono stati poi eliminati poiché Lg è definita a meno di
divergenze totali. Infine alla sesta riga si è introdotta la decomposizione (2.52)

Dall’espressione (2.69) ottenuta, si definisca la densità di Lagrangiana cinetica associata ai contributi gravita-
zionali (g) della teoria (2.9) come

L(g)
kin ≡ f

(
KabK

ab −K2)+ 4fX
(
aa −Kna

)
Ab (4)∇aAb

∣∣
· (2.70)

Impiegando la definizione (2.41), e sfruttando le simmetrie contenute in essa, è formalmente possibile riformulare
i termini presenti in (2.70). Infatti

KabK
ab = hcah

d
b

(4)∇cnd haehbf (4)∇enf (2.71)

= hma h
c
mh

n
b h

d
n

(4)∇cnd haqhqehbrhrf (4)∇enf

= hma h
n
b

(
hcmh

d
n

(4)∇cnd
)
haqh

b
r

(
hqeh

r
f

(4)∇enf
)

= hma h
n
bKmn h

a
qh

b
rK

qr

= hma h
n
bKmn h

aqhbrKqr

= (hma h
aq)(hnb h

br)KmnKqr

= hmqhnrKmnKqr

dove alla seconda e alla penultima riga si è utilizzata la relazione (2.42). Inoltre dalla traccia K ≡ Ka
a = habKab

K2 ≡ Ka
aK

c
c = habKabh

cdKcd = habhcdKabKcd (2.72)

Dunque il primo termine tra parentesi graffe nella (2.70) diventa

f
(
KabK

ab −K2) = f
(
heghfhKefKgh − hefhghKefKgh

)
(2.73)

= f
(
he(ghh)fKefKgh − hefhghKefKgh

)
=
{
f
(
he(ghh)f − hefhgh

)}
KefKgh

con alla seconda linea sfruttata l’uguaglianza29 heghfhKefKgh = he(ghh)fKefKhg. Analogamente per il secondo
termine si usi la (2.61) per poi ottenere

4fX
(
aa−Kna

)
Ab (4)∇aAb

∣∣
· = 4fX

(
aa − hefKefn

a)Ab{ 1

N
Ȧ∗nanb −A∗Kab +KbcÂ

cna +KacÂ
cnb

}
(2.74)

= 4fX

{
1

N
Ȧ∗A

baananb −A∗AbaaKab +KbcÂ
cAbaana +KacÂ

cAbaanb +

− 1

N
Ȧ∗A

bhefKefn
ananb +A∗A

bhefKefn
aKab −KbcÂ

cAbhefKefn
ana −KacÂ

cAbhefKefn
anb

}
= 4fX

{
−A∗AbaaKab +KacÂ

cAbaanb +
1

N
Ȧ∗A

bhefKefnb +KbcÂ
cAbhefKef

}
= 4fX

{
1

N
Ȧ∗A

bhefKefnb +KbcÂ
cAbhefKef

}
= 2

{
2

N
fXA∗h

ef

}
Ȧ∗Kef +

{
4fXh

ef ÂgÂh
}
KefKgh

= 2

{
2

N
fXA∗h

ef

}
Ȧ∗Kef +

{
2fX

(
hef ÂgÂh + hghÂeÂf

)}
KefKgh

29 Essendo che per simmetria di indici (si ricordi che dalle definizioni sia hab Kab sono simmetrici) e della struttura vale

heghhfKefKgh = hehhgfKefKhg = hehhgfKefKgh

segue dunque che

heghfhKefKgh = heghhfKefKgh = 1
2

(
heghhf + heghhf

)
KefKhg = he(ghh)fKefKhg

Si ricordi che la notazione (a ... e) indica la selezione di sole combinazioni simmetriche negli indici raccolti



Pagina 21 2 Teorie gravitazionali scalari-tensoriali quadratiche di ordine superiore (qHOST)

dove nel terzo passaggio l’espressione è stata semplificata usando la prima relazione (2.45), la (2.46) e la normaliz-

zazione (2.31), dove nel quarto passaggio si sono eliminati i termini in aa in quanto30 KacÂ
cAbaanb = A∗A

baaKab.
Nel quinto passaggio si è impiegata la seconda relazione (2.45) con la definizione (2.35) di A∗ mentre nel sesto ed

ultimo passaggio il fatto che per pura simmetria di indici hef ÂgÂhKefKgh = hghÂeÂfKefKgh. Si inseriscano i ri-
sultati (2.73) (2.74) cos̀ı ottenuti nella densità di Lagrangiana cinetica (2.70) associata ai contributi gravitazionali
(g)

L
(g)
kin ≡ f

(
KabK

ab −K2)+ 4fX
(
aa −Kna

)
Ab (4)∇aAb

∣∣
· (2.75)

=
{
f
(
he(ghh)f − hefhgh

)}
KefKgh + 2

{
2

N
fXA∗h

ef

}
Ȧ∗Kef +

{
2fX

(
hef ÂgÂh + hghÂeÂf

)}
KefKgh

= 2

{
2

N
fXA∗h

ef

}
Ȧ∗Kef +

{
f
(
he(ghh)f − hefhgh

)
+ 2fX

(
hef ÂgÂh + hghÂeÂf

)}
KefKgh

= 2Bef(g)Ȧ∗Kef +Kef,gh(g) KefKgh (2.76)

dove nel penultimo passaggio i termini all’interno delle parentesi graffe definiscono ordinatamente il coefficiente
cinetico del settore scalare A(g), il coefficiente cinetico del settore di mixing Bcd(g) ed il coefficiente cinetico del

settore metrico Kab,cd(g) associati al contributo gravitazionale (g)

Bef(g) ≡
2

N
fXA∗h

ef ≡ β1
(g)h

ef (2.77)

Kef,gh(g) ≡ f
(
he(ghh)f − hefhgh

)
+ 2fX

(
hef ÂgÂh + hghÂeÂf

)
(2.78)

≡ κ1
(g)h

e(ghh)f + κ2
(g)h

efhgh + 1
2
κ3

(g)

(
hef ÂgÂh + hghÂeÂe

)
con il coefficiente cinetico di mixing parametrizzato dai parametri

β1
(g) ≡

2

N
fXA∗ (2.79)

e con il coefficiente cinetico del settore metrico parametrizzato dai parametri

κ1
(g) ≡ f

κ2
(g) ≡ −f (2.80)

κ3
(g) ≡ 4fX

2.3.4 Espressione esplicita della matrice cinetica

Le espressioni (2.64) ed (2.75), rispettivamente corrispondenti alla densità di Lagrangiana cinetica associata ai
contributi scalari (φ) e alla densità di Lagrangiana cinetica associata ai contributi gravitazionali (g) della teoria
(2.9), cooperano alla definizione della densità di Lagrangiana cinetica totale

Lkin ≡ L(φ)
kin + L

(g)
kin (2.81)

= A(φ)Ȧ
2
∗ + 2

{
Bcd(φ) + Bcd(g)

}
Ȧ∗Kcd +

{
Kab,cd(φ) +Kab,cd(g)

}
KabKcd

≡ AȦ2
∗ + 2BcdȦ∗Kcd +Kab,cdKabKcd

dove nel penultimo passaggio i termini all’interno delle parentesi graffe definiscono ordinatamente il coefficiente
cinetico del settore scalare totale

A ≡ A(φ) =
1

N2

[
α1 + α2 −

(
α3 + α4

)
A2
∗ + α5A

4
∗

]
(2.82)

il coefficiente cinetico del settore di mixing totale

Bcd ≡ Bcd(φ) + Bcd(g) =
{
β1

(φ) + β1
(g)

}
hcd + β2

(φ)Â
cÂd = β1hcd + β2ÂcÂd (2.83)

ed il coefficiente cinetico del settore metrico totale

Kab,cd ≡ Kab,cd(φ) +Kab,cd(g) (2.84)

30 Impiegando la definizione (2.41), le componenti (2.35) e le proprietà (2.42) si ottiene facilmente

KacÂ
cAbaanb = (KacÂ

c)(Abnb)a
a

= (heah
f
c

(4)∇enf hcmAm)A∗a
a

= heah
f
m

(4)∇enf AmA∗aa

= KamA
mA∗a

a

= A∗A
baaKab
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=
{
κ1

(φ) + κ1
(g)

}
ha(chd)b +

{
κ2

(φ) + κ2
(g)

}
habhcd + 1

2

{
κ3

(φ) + κ3
(g)

}(
hcdÂaÂb + habÂcÂd

)
+ 1

2
κ4

(φ)

[
hb(cÂd)Âa + hc(aÂb)Âd

]
+ κ5

(φ)Â
aÂbÂcÂd

= κ1ha(chd)b + κ2habhcd + 1
2
κ3(hcdÂaÂb + habÂcÂd

)
+ 1

2
κ4[hb(cÂd)Âa + hc(aÂb)Âd

]
+ κ5ÂaÂbÂcÂd

rispettivamente parametrizzate dai parametri totalizzanti i contributi

β1 ≡ β1
(φ) + β1

(g) =
A∗
2N

(
2α2 − α3A

2
∗ + 4fX

)
(2.85)

β2 ≡ β2
(φ) = −A∗

2N

(
α3 + 2α4 − 2α5A

2
∗
)

κ1 ≡ κ1
(φ) + κ1

(g) = α1A
2
∗ + f (2.86)

κ2 ≡ κ2
(φ) + κ2

(g) = α2A
2
∗ − f

κ3 ≡ κ3
(φ) + κ3

(g) = −α3A
2
∗ + 4fX (2.87)

κ4 ≡ κ4
(φ) = −2α1

κ5 ≡ κ5
(φ) = α5A

2
∗ − α4

Sia Sym(3) lo spazio 6-dimensionale delle matrici (3 × 3) simmetriche S ≡ {Sab}1≤(a,b)≤3 in R3 con naturale
prodotto scalare

〈U, V 〉 ≡ UabhbcVcdhda (2.88)

con U, V ∈ Sym(3). Introdotti due vettori unitari ua ed va che formino in R3 assieme ad31 za ≡ Âa

||Â|| una base

ortonormale32, si definiscano in R3 le seguenti 6 matrici (3×3) UI simmetriche e costituenti una base ortonormale
BSym(3) per Sym(3):

U1
ab ≡ zazb U4

ab ≡ 1√
2

(
uavb + ubva

)
U2
ab ≡ 1√

2

(
hab − zazb

)
U5
ab ≡ 1√

2

(
uazb + ubza

)
U3
ab ≡ 1√

2

(
uaub − vavb

)
U6
ab ≡ 1√

2

(
vazb + vbza

) (2.89)

Definendo per i coefficienti (2.83) Bcd ed (2.84) Kab,cd rispettivamente la forma bilineare

K : (U, V ) ∈ Sym(3)× Sym(3) −→ K(U, V ) ≡ UTbaKabcd Vcd ∈ R (2.90)

e la forma lineare

B : V ∈ Sym(3) −→ B(V ) ≡ Bcd Vcd ∈ R (2.91)

la matrice (6× 6) associata a K e la matrice (6× 1) associata a B rispetto alla base BSym(3) saranno:

K ≡
{

K IJ ≡ UIabKabcd UJcd
}

1≤(I,J )≤6
(2.92)

B ≡
{

B I ≡ BcdUIcd
}

1≤I≤6

Il lettore interessato è rimandato all’Appendice (B.3) per la visione in termini matriciali delle componenti esplicite
di B ed K e delle tecniche di calcolo esplicite utilizzabili per ottenere tale risultato. Se conseguentemente si
decompone pure

Kab ≡ KIU
I
ab (2.93)

e si introduce il vettore

X =
(
X I
)

0≤I≤6
≡
(

A∗
KJ

)
(2.94)

è possibile riscrivere la (2.81) come

Lkin = AȦ2
∗ + 2BcdȦ∗Kcd +Kab,cdKabKcd (2.95)

= AȦ2
∗ + 2BcdȦ∗KIUIcd +Kab,cdKI UIabKJUJcd

= AȦ2
∗ + 2 (BcdUIcd)Ȧ∗KI + (UIabKab,cd UJcd)KI KJ

= AȦ2
∗ + 2 B IȦ∗KI + K IJKI KJ

= Ẋ TMẊ (2.96)

31 Si è simbolicamente indicata la norma di Â come ||Â|| =
√
Â2 =

√
ÂaÂa =

√
habÂaÂb

32 Si impone dunque che uaua = vava = zaza = 1 e che uava = uaza = vaza = 0
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dove nel secondo passaggio si è utilizzata la decomposizione (2.93), nel penultimo passaggio si sono utilizzate le
relazioni (2.92) e dove nell’ultimo passaggio si è finalmente introdotta la matrice cinetica sella teoria (2.9)

Mq =
(
MIJ

q

)
0≤(I,J)≤6

≡
(
A B I

B J K IJ

)
(2.97)

Si ricordi che il coefficiente dal settore scalare A è definito dall’espressione (2.82). Le espressioni in rappresenta-
zione matriciale dei coefficienti B I ed K IJ sono le espressioni (B.19). Quest’ultime sono esposte in funzione dei
coefficienti (2.85) ed (2.86) con le arbitrarie funzioni α1, ..., α5 introdotte in (2.14).





3 Teorie gravitazionali scalari-tensoriali quadratiche di ordine supe-
riore degeneri (qDHOST)

Alla base della stabilità di una teoria scalare-tensoriale di ordine superiore rispetto al Teorema di Ostrogradski [4]
risiede il concetto di degenerazione derivante dal limite di non invertibilità della corrispondente matrice cinetica
[26]. Una semplice giustificazione di tale affermazione è fornita in Appendice A. Nel presente capitolo si dedur-
ranno esplicitamente dall’espressione (2.97) le condizioni di degenerazione per una teoria qHOST del tipo (2.9).
Le teorie degeneri cos̀ı ottenute prendono il nome di teorie gravitazionali scalari-tensoriali quadratiche di ordine
superiore degeneri (qDHOST) e saranno classificate in opportune classi di degenerazione contenenti come caso
particolare le strutture L4,H ed L4,bH definite rispettivamente nelle espressioni (1.1) e (1.2). L’emergere di tale
complessa nuova organizzazione di teorie degeneri è legata alla maggior generalità del concetto di degenerazione
sulla richiesta di equazioni del moto del secondo ordine.

3.1 Condizioni di degenerazione

Introducendo il mapping tra coefficienti cinetici e variabili dinamiche

(A, Bab, Kab,cd, A∗, Kab)←→ (a, bi, kij , Q, q
i) (3.1)

si noti che i termini associati alla Lagrangiana cinetica (2.81) della teoria (2.9) sono del tutto analoghi33 a
quelli della Lagrangiana cinetica (A.4) della teoria34 (A.1) proposta in Appendice A. Si osservi pure l’evidente
corrispondenza delle matrici cinetiche (A.11) (2.97) . Alla luce di tali analogie35 sarà dunque naturale estendere i
risultati e le considerazioni discusse nell’Appendice A in merito alla possibilità di evitare l’insorgere di un ghost di
Ostrograndski in una teoria scalare-tensoriale di ordine superiore per ottenere, in analogia alla (A.20), la relazione

det(Mq) = det(K )
{
A−

(
K −1)

IJBIBJ
}
≡ det(K )

{
D0(X) +D1(X)A2

∗ +D2(X)A4
∗

}
dove computando le espressioni (2.82) ed (B.19) nei termini presenti tra parentesi graffe si è ottenuto

D0(X) ≡ −4(α1 + α2)
[
Xf(2α1 +Xα4 + 4fX)− 2f2 − 8X2f2

X

]
(3.2)

D1(X) ≡ 4
[
X2α1(α1 + 3α2)− 2f2 − 4Xfα2

]
α4 + 4X2f(α1 + α2)α5 + 8Xα3

1 (3.3)

− 4(f + 4XfX − 6Xα2)α2
1 − 16(f + 5XfX)α1α2 + 4X(3f − 4XfX)α1α3

−X2fα2
3 + 32fX(f + 2XfX)α2 − 16ffXα1 − 8f(f −XfX)α3 + 48ff2

X

D2(X) ≡ 4
[
2f2 + 4Xfα2 −X2α1(α1 + 3α2)

]
α5 + 4α3

1 + 4(2α2 −Xα3 − 4fX)α2
1 (3.4)

+ 3X2α1α
2
3 − 4Xfα2

3 + 8(f +XfX)α1α3 − 32fXα1α2 + 16f2
Xα1 + 32f2

Xα2 − 16ffXα3

Si ricordi che X = φµφ
µ e che f, α1, ..., α5 sono i parametri liberi della teoria (2.9), dipendenti da X e dal campo

scalare φ. Supponendo K invertibile, la condizione di degenerazione det(Mq) = 0 è soddisfatta se

D0(X) +D1(X)A2
∗ +D2(X)A4

∗ = 0 (3.5)

ovvero se per ogni A∗

D0(X) = D1(X) = D2(X) = 0 (3.6)

3.2 Classi degeneri e corrispondenti parametri liberi

Si definiscano Teorie scalari-tensoriali quadratiche di ordine superiore degeneri, spesso indicate con l’acronimo
qDHOST dall’inglese “quadratic Degenerate High Order Scalar Tensor theories”, le famiglie di teorie scalari-
tensoriali per il campo scalare φ ed il tensore metrico gµν la cui dinamica è descritta da un funzionale d’azione
(2.9) ed i cui parametri liberi sono vincolati dalle relazioni (3.6) [26] la cui validità, in analogia a quanto mostrato
in Appendice A, le rende prive di ghost.

33 a meno di un fattore numerico 1
2

34 Si osservi inoltre che in entrambi casi è stata inoltre adottata una ridefinizione dei campi fondamentali Aa = (4)∇aφ←→ Q = φ̇
35 La validità di quanto affermato nella presente unità è rigorosamente verificato [16]. Richiedendo però tale verifica una dettagliata

conoscenza di numerosi fondamenti di analisi Lagrangiana ed Hamiltoniana non oggetto della presente trattazione, l’analogia
proposta è uno strumento sufficiente al fine di comprendere gli obiettivi posti dal presente elaborato



Teorie degeneri di tipo I
[
α1 + α2 = 0 , f 6= 0

]
Classe Ia (α2, α3, f)

[
f +Xα2 6= 0

]
α1 = −α2

α4 =
16Xα3

2 + 4(3f + 16XfX)α2
2 + (16X2fX − 12Xf)α3α2 −X2fα2

3 + 16fX(3f + 4XfX)α2 + 8f(XfX − f)α3 + 48ff2
X

8(f +Xα2)2

α5 =
(4fX + 2α2 +Xα3)

(
−2α2

2 + 3Xα2α3 − 4fXα2 + 4fα3

)
8(f +Xα2)2

Classe Ib (α4, α5, f)
[
f +Xα2 = 0

]
α1 =

f

X

α2 = − f
X

α3 =
2

X2

{
f − 2XfX

}

Teorie degeneri di tipo II
[
Xf(2α1 +Xα4 + 4fX)− 2f2 − 8X2f2

X = 0 , f 6= 0
]

Classe IIa (α1, α2, f)
[
f −Xα1 6= 0

]
α3 =

1

X2f

{
− 4f(f −XfX)− 2X(f − 2XfX)α1 + 4X(−2f + 3XfX)

}
α4 =

2

X2f

{
f2 − 2fXfX + 4X2f2

X −Xfα1

}
α5 =

2

f2X3

{
4f(f2 − 3fXfX + 2X2f2

X) + (3Xf2 − 8X2ffX + 6X3f2
X)α1 + 2X(2f − 3XfX)2α2

}
Classe IIb (α2, α3, f)

[
f −Xα1 = 0

]
α1 =

f

X

α4 = 4fX
{

2
fX
f
− 1

X

}
α5 =

8X(4XfXf − f2 − 4X2f2
X)α2 +Xf(8X2fX +X3α3 − 4f)α3 + 4(XfXf

2 − 2X3f3
X + 2X2f2

Xf − f3)

4X3f(f +Xα2)

Teorie degeneri di tipo III
[
f = 0

]
Classe IIIa (α1, α2, α3)

[
α1 + 3α2 6= 0

]
α4 = − 2

X
α1

α5 =
4α2

1 + 8α1α2 − 4α1α3X + 3α2
3X

2

4X2(α1 + 3α2)

Classe IIIb (α3, α4, α5)
[
α1 + 3α2 = 0

]
α1 =

3

2
Xα3

α2 = −X
2
α3

Classe IIIc (α2, α3, α4, α5)
[
α1 = 0

]
Tabella 1: Classi degeneri nelle teorie qDHOST

A partire dalla condizione D0(X) = 0, la più semplice delle tre proposte in (3.6), risultano definite tre differenti
tipologie degeneri (I,II,III) distinte per le diverse condizioni di annullamento dell’espressione. Risolvendo successi-
vamente le equazioni D1(X) = 0 e D2(X) = 0 imponendo le condizioni di ciascuna tipologie degenere rimarranno
definite delle classi degeneri. Annotando convenzionalmente i parametri liberi di ogni classe con le parentesi tonde
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in grassetto ex. (α2, α3, f) e i vincoli che le caratterizzano con le parentesi quadre ex. [α1 + α2 = 0 , f 6= 0
]
,

le tipologie e le classi di teorie degeneri cos̀ı ottenibili sono riassumibili in Tabella 1. Le classi degeneri Ib, Ic,
Ib non verranno ulteriormente studiate poiché presentano un settore metrico K degenere. Infatti, i vincoli (tra
parentesi quadre) che le caratterizzano possono annullarne completamente o una riga o una colonna. In Tabella
2 sono riportate alcune sottoclassi notevoli. La sottoclasse Ia∩ IIIa nasce dall’intersezione della classe Ia con la
classe IIIa. In tale sottoclasse è contenuta la teoria L4bH definita in (2.23) con α1/X = α3/2 = F4. Tra tutte
le tipologie di teorie degeneri, si considerino ora quelle che rimangono degeneri anche quando il settore metrico
è non dinamico. In questo limite le condizioni di degenerazione risultano imposte dal solo settore scalare A = 0
che seleziona una sottoclasse di Ia chiamata Ia∗ poiché α1 + α2 = 0. In tale sottoclasse è contenuto L4H + L4bH

ponendo f = G4, α1 = α2 = 2G4,X +XF4 ed α3 = −α4 = 2F4.

Sottoclasse Ia∩ IIIa (α1, α3) Sottoclasse Ia∗ (α1, f)

α2 = −α1 α2 = −α1

α4 = − 2

X
α1 α3 = 2

α1

X

α5 =
(2α1 −Xα3)(2α1 + 3Xα3)

8X2α1
α4 = −2

α1

X

α5 = 0

Tabella 2: Sottoclassi degeneri nelle teorie qDHOST





4 Strutture cosmiche statiche e sfericamente simmetriche in teorie
gravitazionali qDHOST

Dopo gli studi preliminari compiuti nelle sezioni precedenti, si intende sviluppare un modello che a partire da
minime assunzioni fondamentali ci permetta di stabilire, ed in un certo senso “pianificare” per futuri sviluppi,
un’indagine sistematica delle possibili implicazioni in particolar modo cosmologiche, ma anche astrofisiche, in-
trodotte dall’utilizzo delle nuove classi di teorie scalari-tensoriali quadratiche di ordine superiore degeneri come
teorie della gravità alternative alla Relatività Generale. L’obiettivo del seguente capitolo sarà investigare le pro-
prietà delle teorie gravitazionali qDHOST deducendo esplicitamente le loro equazioni di campo scalari e tensoriali
e analizzando con esse la dinamica gravitazionale in vicinanza di una struttura cosmica statica e sfericamente
simmetrica. Tali risultati saranno poi utilizzati per ottenere le equazioni di campo perturbate, nel limite di
campo debole, attorno ad uno spazio-tempo di De Sitter. In particolare, alla luce di questo primo studio, si è
preferito privilegiare la classe degenere più semplice, la Ia*, a cui tra l’altro appartengono come caso limite i
risultati ottenuti in [25]. Si intende sottolineare l’originalità e l’importanza dell’analisi che verrà svolta in quanto
archetipo per una ulteriore estensione dei ben noti studi sulle nuove proprietà caratterizzanti i meccanismi di lente
gravitazionale attivi in vicinanza di stelle e ammassi estesi [11][21], sulla “rottura” del meccanismo di screening
alla Vainshtein su piccole scale all’interno di stelle e ammassi di materia [23][22] e sulle possibili modificazioni
indotte alle equazioni di equilibrio atte a descrivere le proprietà strutturali di stelle ed oggetti compatti [24].

4.1 Modello semplificato di teorie gravitazionali qDHOST degeneri

Mantenendo contatto con la definizione (2.9), si consideri il caso teorie scalari-tensoriali quadratiche, di ordine
superiore descritte da un funzionale d’azione S del tipo

S ≡
∫
d4x
√
−gL (4.1)

dove la densità di Lagrangiana totale L ha espressione L = Lg + Lφ + L+ + Lm con

Lg ≡ η R (4.2)

Lφ ≡
5∑
I=1

ζILI (4.3)

L+ ≡
(
εX − κΛ

)
(4.4)

I coefficienti η, ε, κ, sono delle costanti, Λ è la costante cosmologica, R ≡ (4)R è lo scalare di Ricci 4-dimensionale
introdotto in (2.4) ed il simbolo g denota il determinante del tensore metrico gµν . Le ζI = ζI(X) sono cinque
arbitrarie funzioni dipendenti esclusivamente dalla combinazione cinetica X ≡ φµφ

µ in cui come al solito, in
notazione compatta

φν ≡ ∇µφ = ∂µφ (4.5)

φµν ≡ ∇µ∇νφ = ∂µφν − Γσµνφσ = ∂µ∂νφ− Γσµν∂σφ (4.6)

dove Γσµν = (4)Γσµν sono i coefficienti della connessione di Levi-Civita 4-dimensionale (2.1) e dove ∇ è l’operatore
di derivazione covariante introdotto in (2.2). La materia contribuisce alla Lagrangiana totale tramite Lm mentre
le lagrangiane elementari LI costituiscono l’insieme delle possibili contrazioni quadratiche delle derivate covarianti
seconde del campo scalare φ che, opportunamente manipolate dalla definizione (2.16), hanno espressione

L1 ≡ φµνφµν = gµρgνσφρσφµν (4.7)

L2 ≡ φµ µφν ν = gµνgρσφµνφρσ

L3 ≡ φµφνφµνφρ ρ = gµνgρπgσλφµνφπφρσφλ

L4 ≡ φµφνφµ ρφνρ = gµσgνπgρλφσφµνφπλφρ

L5 ≡ φµφνφρφσφµνφρσ = gρµgσνgπαgλβφαφπλφβφµφρσφν

Si noti che la teoria (4.1) non dipende esplicitamente da φ ed è invariante per trasformazioni φ→ φ′ = φ+ c con
c costante. Si osservi infine che tale teoria è un sottocaso della (2.9) in cui f = η, αI = ζI , P = εX − κΛ ed
Q1 = Q2 = 0: ciò ci giustificherà ad estendere quanto discusso nei precedenti paragrafi anche al presente modello.
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4.2 Relazioni variazionali introduttive

Il primo passo della nostra analisi si soffermerà sulla deduzione delle equazioni del moto covarianti scalari-tensoriali
ottenibili in tutta generalità dalla teoria (4.1) previo Principio Variazionale. Al fine di facilitarne la computazione,
nella seguente sottosezione si applicherà il formalismo variazionale introdotto in (2.7) per ottenere la variazione di
alcune strutture notevoli nel campo scalare φ e nel tensore metrico gµν che torneranno utili in seguito. Identificata
la variazione del determinante metrico 36 δgg = g gµνδgµν , il calcolo della sua radice risulta facilmente ottenibile

δg
√
−g = −1

2

δg√
−g

= −1

2

g gµνδgµν√
−g

=
1

2

√
−g gµνδgµν = −1

2

√
−g gµνδgµν (4.8)

dove nell’ultimo passaggio si è usata la relazione37 gµνδgµν = −gµνδgµν . Dalla definizione (2.1) la variazione della
connessione di Levi-Civita 4-dimensionale sarà

δgΓ
σ
µν = δg

{
1
2
gσε (−∂εgµν + ∂µgεν + ∂νgµε)

}
(4.9)

= 1
2
δgσε (−∂εgµν + ∂µgεν + ∂νgµε) + 1

2
gσε (−∂εδgµν + ∂µδgεν + ∂νδgµε)

= 1
2
(−gσπgετδgπτ ) (−∂εgµν + ∂µgεν + ∂νgµε) + 1

2
gσε (−∂εδgµν + ∂µδgεν + ∂νδgµε)

= −gσπ
{

1
2
gτε (−∂εgµν + ∂µgεν + ∂νgµε)

}
δgπτ + 1

2
gσε
(
−∂εδgµν + ∂µδgεν + ∂νδgµε ± 2Γτµν δgετ

)
= −gσπΓτµν δgπτ + 1

2
gσε
(
−∂εδgµν + ∂µδgεν + ∂νδgµε − 2 Γτµνδgετ

)
+ gσεΓτµνδgετ

= 1
2
gσε
(
−∂εδgµν + ∂µδgεν + ∂νδgµε − 2Γτµν δgετ ± Γτεµ δgτν ± Γτεν δgµτ

)
= 1

2
gσε
{
−
(
∂εδgµν − Γτεµδgτν − Γτενδgµτ

)
+
(
∂µδgεν − Γτµεδgτν − Γτµνδgετ

)
+
(
∂νδgµε − Γτνµδgτε − Γτνεδgµτ

)}
= 1

2
gσε (−∇εδgµν +∇µδgεν +∇νδgµε)

Nel secondo passaggio si è usata la regola di Leibniz, nel terzo passaggio si è impiegata la relazione38 δgµν =
−gµρgνσδgρσ, nel quinto la definizione (2.1) mentre nell’ultimo si è utilizzata la definizione di derivata covariante
(2.2). Poiché δgφµ = 0, vale inoltre che rispetto alla metrica

δgX = δ(φµφ
µ) = δ(gµνφµφν) = φµφνδg

µν (4.10)

δgφµν = δg
(
∂µφν − Γσµνφσ

)
= ∂µδgφν − (δgΓ

σ
µν)φσ − Γσµν(δgφσ)

= −φσδgΓσµν
= −φσ

{
1
2
gσε (−∇εδgµν +∇µδgεν +∇νδgµε)

}
= − 1

2
φε (−∇εδgµν +∇µδgεν +∇νδgµε)

(4.11)

dove alla quarta riga della (4.11) si è usata ancora una volta la (2.1). Definito il tensore di Ricci 4-dimensionale
(2.3), la sua variazione è valutabile a partire da (4.9) e più precisamente:

δgRµν = δgR
ρ
µρν (4.12)

= δg
(
∂λΓλµν − ∂νΓλµλ + ΓαµνΓλαλ − ΓλανΓαµλ

)
= ∂λδgΓ

λ
µν − ∂νδgΓλµλ + (δgΓ

α
µν)Γλαλ + Γαµν(δgΓ

λ
αλ)− (δgΓ

λ
αν)Γαµλ − Γλαν(δgΓ

α
µλ)

=
(
∂λδgΓ

λ
µν + ΓλλαδgΓ

α
µν − ΓαλµδgΓ

λ
αν − ΓαλνδgΓ

λ
µα

)
−
(
∂νδgΓ

λ
µλ − ΓανµδgΓ

λ
αλ

)
= ∇λδgΓλµν −∇νδgΓλµλ

da cui lo scalare di curvatura, per la definizione (2.4)

δgR = δg (gµνRµν) (4.13)

= (δgµν)Rµν + gµνδgRµν

= Rµν δg
µν + gµν

(
∇λδgΓλµν −∇νδgΓλµλ

)
= Rµν δg

µν +
{
∇λ
(
gµνδgΓ

λ
µν

)
−∇ν

(
gµνδgΓ

λ
µλ

)}
= Rµν δg

µν +∇λ
{
gµνδgΓ

λ
µν − gµλδgΓνµν

}
dove nella (4.12) si è utilizzata la definizione (2.2) per riassorbire i termini presenti nel penultimo passaggio e
dove nella penultima riga della (4.13) si è usata la preservazione della metrica ∇µgρσ = 0. Dal punto di vista
delle variazioni rispetto al campo scalare φ, saranno inoltre utili le variazioni

δφζI =
δζI
δX

δX

δφµ
δφµ = ζI,X

δX

δφµ
δφµ (4.14)

δφX = δφ(φµφ
µ) = δφ(gµνφµφν) = gµν(δφµ φν + φµδφν) = 2gµνφνδφµ = 2φµδφµ (4.15)

36 Una dimostrazione dettagliata di tale risultato si può trovare in [31]
37 Si ricordi 0 = δ(δµµ) = δ(gµνgνµ) = δgµνgµν + gµνδgµν da cui gµνδgµν = −gµνδgµν
38 Si ricordi 0 = δ(δµν ) = δ(gµσgσν) = δgµσgσν + gµσδgσν



Pagina 31 4 Strutture cosmiche statiche e sfericamente simmetriche in teorie gravitazionali qDHOST

4.3 Equazione di campo scalare

Si ricordi che il pedice , X indica ed indicherà d’ora in avanti la derivata della funzione coinvolta rispetto ad X.
Considerando l’operatore δφ definito in (2.7), la variazione del funzionale d’azione (4.1) rispetto al campo scalare
φ sarà

δφS = δφ

∫
d4x
√
−gL (4.16)

=

∫
d4x
√
−g δφL

=

∫
d4x
√
−g

{
δL
δφ
δφ+

δL
δφµ

δφµ +
δL
δφµν

δφµν

}
=

∫
d4x
√
−g

{
δL
δφ
δφ+∇µ

[
δL
δφµ

δφ

]
−∇µ

δL
δφµ

δφ+∇µ
[
δL
δφµν

δφν

]
−∇µ

δL
δφµν

δφν

}
=

∫
d4x
√
−g

{
δL
δφ
δφ+∇µ

[
δL
δφµ

δφ

]
−∇µ

δL
δφµ

δφ+∇µ
[
δL
δφµν

δφν

]
−∇ν

[
∇µ

δL
δφµν

δφ

]
+∇ν∇µ

δL
δφµν

δφ

}
=

∫
d4x
√
−g

{[
δL
δφ
−∇µ

δL
δφµ

+∇ν∇µ
δL
δφµν

]
δφ+∇µ

[
δL
δφµ

δφ+
δL
δφµν

δφν −∇ν
δL
δφνµ

δφ

]}
=

∫
d4x
√
−g

{
δL
δφ
−∇µ

δL
δφµ

+∇ν∇µ
δL
δφµν

}
δφ

≡
∫
d4x
√
−g Eφ[L] δφ

dove alla quarta e quinta uguaglianza si sono svolte le due integrazioni per parti necessarie alla commutazione
dei termini variazionali δφµ e δφµν in δφ , dove la penultima riga segue dalla trasformazione dell’integrale di
volume contenente la divergenza totale in un integrale di superficie poi eliminato per opportune condizioni di
annullamento al contorno e dove nell’ultima uguaglianza si è definito il tensore di Eulero-Lagrange associato alla
variazione scalare δφ

Eφ[L] ≡ δL
δφ
−∇µ

δL
δφµ

+∇µ∇ν
δL
δφνµ

(4.17)

Come si noterà la (4.17) presenta la medesima espressione proposta in (2.8). Imponendo la stazionarietà del
funzionale d’azione δφS = 0 per ogni valore di δφ, l’equazione di campo scalare sarà dunque

Eφ[L] = 0 (4.18)

Sommando i contributi (4.2), la densità di Lagrangiana totale della teoria (4.1) può essere espressa come

L ≡
5∑
I=1

ζILI + ηR+ εX − κΛ + Lm (4.19)

e ci si soffermi un momento nel notare che non tutti i termini in essa contribuiranno alla dinamica definita
nell’espressione (4.17), in particolare solo Lφ = ζILI ed εX genereranno contributi non nulli. Si sostituisca
dunque nel tensore di Eulero-Lagrange (4.17) la definizione (4.19) che, non dipendendo da φ, ci permette di
semplificarne l’espressione essendo la corrispondente derivata funzionale nulla:

Eφ[L] = −∇µ
δL
δφµ

+∇µ∇ν
δL
δφνµ

= ∇µ
{
− δL
δφµ

+∇ν
δL
δφνµ

}
= ∇µJµ (4.20)

dove si è introdotta la corrente scalare totale

Jµ ≡ − δL
δφµ

+∇ν
δL
δφνµ

(4.21)

= − δ

δφµ

{
5∑
I=1

ζILI + εX

}
+∇ν

δ

δφνµ

{
5∑
I=1

ζILI + εX

}

= −

{
5∑
I=1

(
ζI,X

δX

δφµ
LI + ζI

δLI
δφµ

)
+ ε

δX

δφµ

}
+

5∑
I=1

∇ν
(
ζI
δLI
δφνµ

)

= −ε δX
δφµ
−

5∑
I=1

{
ζI,X

δX

δφµ
LI + ζI

δLI
δφµ
−∇ν

(
ζI
δLI
δφνµ

)}

= −ε δX
δφµ
−

5∑
I=1

{
ζI,X

δX

δφµ
LI + ζI

δLI
δφµ
− 2φνρφ

ρζI,X
δLI
δφνµ

− ζI∇ν
δLI
δφνµ

}

= −2εφµ −
5∑
I=1

{
2φµζI,XLI + ζI

δLI
δφµ
− 2φνρφ

ρζI,X
δLI
δφνµ

− ζI∇ν
δLI
δφνµ

}
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= −2εφµ −
5∑
I=1

{
2 ζI,X

(
φµLI − φνρφρ

δLI
δφνµ

)
+ ζI

(
δLI
δφµ
−∇ν

δLI
δφνµ

)}

≡ −2εφµ −
5∑
I=1

JµI

Nella terza uguaglianza della (4.21) si è sfruttata la variazione nulla di X rispetto ad φµν Nella quinta riga, oltre
alla regola di Leibniz si è impiegata l’espressione39 ∇νζI = 2 ζI,Xφνµφ

µ mentre nella sesta la relazione (4.15) per
poi introdurre nell’ultimo passaggio la corrente associata alla Lagrangiana I-esima della definizione (4.7)

JµI ≡ ζI
(
δLI
δφµ
−∇ν

δLI
δφνµ

)
+ 2 ζI,X

(
φµLI − φνρφρ

δLI
δφνµ

)
≡ ζIΠµ

I + ζI,XΣµI (4.22)

decomposta in termini dei tensori

Πµ
I ≡

δLI
δφµ
−∇ν

δLI
δφνµ

ΣµI ≡ 2

(
φµLI − φνρφρ

δLI
δφνµ

)
(4.23)

collezionanti rispettivamente i contributi di JµI proporzionali a ζI ed ζI,X . Si vede ora che le espressioni (4.23)
sono il risultato di opportune combinazioni tra derivate φµ,φµν derivate funzionali δLI/δφµ δLI/δφµν e derivate
miste ∇νδLI/δφµν , delle quali sarà necessario, prima di tutto, fornire l’espressione esplicita. Tale computazione
risulta lievemente macchinosa e dispersiva al fine di raggiungere gli obiettivi delineati nella presente sottosezione. Il
lettore interessato è rimandato all’Appendice C.1 per la deduzione esplicita di tali oggetti e la completa esecuzione
della loro manipolazione nelle strutture (4.23), da cui infine si ottiene,

Πµ
1 = −2φν

νµ

Πµ
2 = −2φµσ σ

Πµ
3 = φνφµ νφ

ρ
ρ − 2φνφµρφνρ − φνφρφµ νρ − φµφν νφρ ρ − φµφνφν ρ ρ

Πµ
4 = φνφµρφνρ − φνφµ νφρ ρ − φνφν ρφµ ρ − φνφρφν µ ρ − φµφνρφνρ − φµφνφρ ρν

Πµ
5 = 2φνφρφσφµ νφρσ − 2φµφνφρφνρφ

σ
σ − 4φµφνφρφν

σφρσ − 2φµφνφρφσφνρσ

Σµ1 = 2φµφνρφνρ − 2φνφν
ρφµ ρ (4.24)

Σµ2 = 2φµφν νφ
ρ
ρ − 4φνφµ νφ

ρ
ρ

Σµ3 = −2φνφρφσφµ νφρσ

Σµ4 = −2φνφρφσφµ νφρσ

Σµ5 = −2φµφαφνφρφσφανφρσ

Si noti l’evidente struttura di ordine superiore delle equazioni del moto emersa dalla comparsa di termini nelle
derivate covarianti terze φνρσ = ∇ν∇ρ∇σφ

4.4 Equazioni di campo tensoriali

Viene a questo punto spontaneo chiedersi quale sia la struttura delle equazioni di campo tensoriali. Si consideri
per l’appunto l’operatore variazionale δg definito in (2.7). La variazione del funzionale d’azione (4.1) rispetto ala
metrica gµν sarà dunque

δgS = δg

∫
d4x
√
−gL (4.25)

=

∫
d4x
√
−g

{
δg
√
−g√
−g

L+ δgL
}

=

∫
d4x
√
−g

{
δg
√
−g√
−g

(
5∑
I=1

ζILI + ηR+ εX − κΛ + Lm

)
+ δg

(
5∑
I=1

ζILI + ηR+ εX − κΛ + Lm

)}

=

∫
d4x
√
−g

{
δg
√
−g√
−g

(
5∑
I=1

ζILI + ηR+ εX − κΛ + Lm

)
+

5∑
I=1

δg(ζILI) + η δgR+ ε δgX + δgLm

}

=

∫
d4x
√
−g

{
5∑
I=1

[
δg
√
−g√
−g

ζILI + δg(ζILI)
]

+

[
δg
√
−g√
−g

(ηR− κΛ) + η δgR

]
+ ε

[
δg
√
−g√
−g

X + δgX

]
+
δg (
√
−gLm)√
−g

}

=

5∑
I=1

Y I(1) + Y(2) + Y(3) + Y(4)

39 Ricordando la definizione X ≡ φµφµ e sfruttando la simmetria degli indici contratti:

∇νζI = ζI,X∇νX = ζI,X∇ν(φµφ
µ) = ζI,X(∇νφµ φµ + φµ∇νφµ) = ζI,X(φνµφ

µ + φµφ
µ
ν ) = 2 ζI,Xφνµφ

µ
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dove nella seconda uguaglianza si è usata la regola di Leibniz, nella terza si è inserita l’espressione della densità
di Lagrangiana totale (4.19) e dove nell’ultimo passaggio, per praticità di calcolo, si è decomposto il risultato

nella somma di quattro contributi
∑5
I=1 Y

I
(1), Y(2), Y(3), Y(4) che ora verranno studiati separatamente. Si consideri

prima di tutto l’integrale Y I(1), definito come

Y I(1) ≡
∫
d4x
√
−g
[
δg
√
−g√
−g

ζILI + δg(ζILI)
]

(4.26)

=

∫
d4x
√
−g
[
−1

2
gµνδg

µνζILI + δg(ζILI)
]

= −
∫
d4x
√
−g

(
1

2
gµνζILI

)
δgµν + Y I(1.1)

Nella seconda riga della (4.26) si è utilizzata la variazione del determinante metrico (4.8) mentre nella terza ed
ultima riga si sono opportunamente compattati i termini della finzione integranda introducendo, nuovamente per
praticità di calcolo, l’integrale

Y I(1.1) ≡
∫
d4x
√
−g δg (ζILI) (4.27)

=

∫
d4x
√
−g (δgζI LI + ζI δgLI)

=

∫
d4x
√
−g
{
ζI,X δgX LI + ζI

(
δLI
δφα

δφα +
δLI
δφαβ

δφαβ +
δLI
δgµν

δgµν
)}

=

∫
d4x
√
−g
{
ζI,X φµφνδg

µνLI + ζI

[
−1

2
φε (−∇εδgαβ +∇αδgεβ +∇βδgαε) ζI

δLI
δφαβ

δφαβ +
δLI
δgµν

δgµν
]}

=

∫
d4x
√
−g
{
φµφνζI,XLI + ζI

δLI
δgµν

}
δgµν + Y I(1.2)

Nel secondo passaggio dello svolgimento ottenuto dalla definizione (4.27) si è utilizzata la regola di Leibniz per
decomporre δg(ζILI) = δgζI LI + ζI δgLI , nel terzo passaggio si è usato il fatto che δgζI = ζI,X δgX e si è
impiegata la definizione (2.7) per espandere δgLI . Al quinto passaggio, oltre al fatto che δgφ = 0, si sono inserite
le espressioni (4.10) ed (4.11) e nell’ultima riga si è definito l’integrale

Y I(1.2) ≡ −
1

2

∫
d4x
√
−g φε (−∇εδgαβ +∇αδgεβ +∇βδgαε) ζI

δLI
δφαβ

(4.28)

= −1

2

∫
d4x
√
−g
{
−φε(∇εδgαβ) ζI

δLI
δφαβ

+ φε(∇αδgεβ) ζI
δLI
δφαβ

+ φε(∇βδgαε) ζI
δLI
δφαβ

}
= −1

2

∫
d4x
√
−g

(
−φε δLI

δφαβ
+ φα

δLI
δφεβ

+ φβ
δLI
δφαε

)
ζI ∇εδgαβ

= −1

2

∫
d4x
√
−g

{
∇ε
[(
−φε δLI

δφαβ
+ φα

δLI
δφεβ

+ φβ
δLI
δφαε

)
ζI δgαβ

]
−∇ε

[(
−φε δLI

δφαβ
+ φα

δLI
δφεβ

+ φβ
δLI
δφαε

)
ζI

]
δgαβ

}
= −1

2

∫
d4x
√
−g∇ε

{(
φε

δLI
δφαβ

− φα δLI
δφεβ

− φβ δLI
δφαε

)
ζI

}
δgαβ

= −1

2

∫
d4x
√
−g∇ε

{(
φε

δLI
δφαβ

− φα δLI
δφεβ

− φβ δLI
δφαε

)
ζI

}
(−gαµgβνδgµν)

≡
∫
d4x
√
−g∇ε

{
1

2
ζI

(
gαµgβνφ

ε δLI
δφαβ

− gβνφµ
δLI
δφεβ

− gαµφν
δLI
δφαε

)}
δgµν

≡
∫
d4x
√
−g
{
ζIα

I
µν + ζI,Xβ

I
µν

}
δgµν

L’integrale Y I(1.2) è stato ulteriormente semplificato. Dopo aver distribuito i termini nella seconda uguaglianza

della (4.28), nel terzo passaggio si sono rinominati gli indici contratti nel primo e secondo termine (per la precisione
rispettivamente α ↔ ε ed β ↔ ε) per poter poi raccogliere ∇εδgαβ a fattore comune. Alla quarta uguaglianza si
è effettuata una integrazione per parti pre poi eliminare il termine di superficie al quinto passaggio. Impiegando
infine il fatto che δgαβ = −gαµgβνδgµν , si giunge all’espressione finale proposta nell’ultima riga e decomposta in
termini dei tensori

αIµν ≡
1

2
∇ε
(
gαµgβνφ

ε δLI
δφαβ

− gβνφµ
δLI
δφεβ

− gαµφν
δLI
δφαε

)
(4.29)

=
1

2

{
gαµgβν

[
(∇εφε)

δLI
δφαβ

+ φε∇ε
δLI
δφαβ

]
− gβν

[
(∇εφµ)

δLI
δφεβ

+ φµ∇ε
δLI
δφεβ

]
− gαµ

[
(∇εφν)

δLI
δφαε

+ φν∇ε
δLI
δφαε

]}
=

1

2

{
gαµgβν

[
φ ε
ε
δLI
δφαβ

+ φε∇ε
δLI
δφαβ

]
− gβν

[
φεµ

δLI
δφεβ

+ φµ∇ε
δLI
δφεβ

]
− gαµ

[
φεν

δLI
δφαε

+ φν∇ε
δLI
δφαε

]}

βIµν ≡
1

2

∇εζI
ζI,X

(
gαµgβνφ

ε δLI
δφαβ

− gβνφµ
δLI
δφεβ

− gαµφν
δLI
δφαε

)
(4.30)
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= φσφεσ

(
gαµgβνφ

ε δLI
δφαβ

− gβνφµ
δLI
δφεβ

− gαµφν
δLI
δφαε

)
collezionanti rispettivamente i contributi di Y I(1.2) proporzionali a ζI ed ζI,X . Al secondo passaggio dello svol-

gimento (4.29) si è applicata la derivata ∇ε al termine tra parentesi e si è introdotta la notazione compatta
∇εφ = φε nell’ultimo passaggio. Nell’espressione (4.30) si è introdotta la relazione ∇νζI = 2 ζI,Xφνµφ

µ, gia
giustificate nell’ambito della deduzione dell’equazione di campo scalare. Utilizzando le e espressioni associate alla
variazione delle singole densità di Lagrangiana LI (4.7) operata rispetto al campo φµν ottenute nell’Appendice
C.1, le espressioni esplicite di αIµν e βIµν sono proposte in Appendice C.3. Collezionando i risultati ottenuti (4.27)
(4.28) nella (4.26) si ottiene dunque

Y I(1) = −
∫
d4x
√
−g

(
1

2
gµνζILI

)
δgµν + Y I(1.1) (4.31)

= −
∫
d4x
√
−g

(
1

2
gµνζILI

)
δgµν +

∫
d4x
√
−g
(
φµφνζI,XLI + ζI

δLI
δgµν

)
δgµν + Y I(1.2)

= −
∫
d4x
√
−g

(
1

2
gµνζILI

)
δgµν +

∫
d4x
√
−g
(
φµφνζI,XLI + ζI

δLI
δgµν

)
δgµν +

∫
d4x
√
−g
(
ζIα

I
µν + ζI,Xβ

I
µν

)
δgµν

=

∫
d4x
√
−g
{
−1

2
gµνζILI + φµφνζI,XLI + ζI

δLI
δgµν

+ ζIα
I
µν + ζI,Xβ

I
µν

}
δgµν

=

∫
d4x
√
−g
{
ζI

(
αIµν −

1

2
gµνLI +

δLI
δgµν

)
+ ζI,X

(
βIµν + φµφνLI)

)}
δgµν

≡
∫
d4x
√
−g HI

µνδg
µν

dove in ultima riga, una volta raggruppati opportunamente i termini risultanti, si è introdotto il tensore

HI
µν ≡ ζI

(
αIµν −

1

2
gµνLI +

δLI
δgµν

)
+ ζI,X

(
βIµν + φµφνLI)

)
≡ ζI∆I

µν + ζI,XΞIµν (4.32)

decomposto in termini dei tensori

∆I
µν ≡ αIµν −

1

2
gµνLI +

δLI
δgµν

ΞIµν ≡ βIµν + φµφνLI (4.33)

collezionanti rispettivamente i contributi di HI
µν proporzionali a ζI ed ζI,X . Utilizzando l’espressioni associata

alla variazione delle singole densità di Lagrangiana LI (4.7) operata rispetto al tensore metrico gµν ottenute
nell’Appendice C.1 assieme alle espressioni esplicite di αIµν e βIµν proposte in Appendice C.3, si dimostra che

∆1
µν = φµνφ

ρ
ρ + φρφρµν − φµφρ ρν − φνφρ µρ − 1

2
gµνφ

ρσφρσ

∆2
µν = 1

2
gµνφ

ρ
ρφ

σ
σ + gµνφ

ρφρ
σ
σ − φµφν ρ ρ − φνφµ ρ ρ

∆3
µν = − 1

2
φµφνφ

ρ
ρφ

σ
σ + gµνφ

αφρφα
σφρσ + 1

2
gµνφ

αφρφσφαρσ − 1
2
φµφνφ

ρφρ
σ
σ + 3

2
φνφ

ρφµρφ
σ
σ − φµφρφν σφρσ

− 1
2
φµφ

ρφσφνρσ − 1
2
φµφ

ρφνρφ
σ
σ − φνφρφµ σφρσ − 1

2
φνφ

ρφσφµρσ

∆4
µν = −φµφνφρσφρσ − φµφνφρφσ σρ − 1

2
gµνφ

αφρφα
σφρσ + φρφσφµρφνσ

∆5
µν = 3φνφ

αφρφσφµαφρσ − φµφνφαφρφαρφσ σ − φµφαφρφσφναφρσ
− 2φµφνφ

αφρφα
σφρσ − φµφνφαφρφσφαρσ − 1

2
gµνφ

αφβφρφσφαβφρσ

Ξ1
µν = 2φρφσφµνφρσ − 2φµφ

ρφρ
σφνσ − 2φνφ

ρφµ
σφρσ + φµφνφ

ρσφρσ (4.34)

Ξ2
µν = 2gµνφ

αφρφαρφ
σ
σ − 2φµφ

ρφνρφ
σ
σ − 2φνφ

ρφµρφ
σ
σ + φµφνφ

ρ
ρφ

σ
σ

Ξ3
µν = gµνφ

αφβφρφσφαβφρσ − φµφαφρφσφναφρσ − φνφαφρφσφµαφρσ
Ξ4
µν = −φµφνφαφρφα σφρσ

Ξ5
µν = −φµφνφαφβφρφσφαβφρσ

Il lettore interessato è rimandato sempre all’Appendice C.3 per una completa esposizione del calcolo per ottenere
quest’ultime espressioni proposte. Si consideri ora il secondo integrale della decomposizione (4.25), dalla cui
definizione è possibile applicare ulteriori semplificazioni dei termini. Infatti

Y(2) ≡
∫
d4x
√
−g

[
δg
√
−g√
−g

(ηR− κΛ) + η δgR

]
(4.35)

=

∫
d4x
√
−g

{
−1

2
gµνδg

µν(ηR− κΛ) + η
[
Rµν δg

µν +∇λ
(
gµνδgΓ

λ
µν − gµλδgΓνµν

)]}
=

∫
d4x
√
−g

{[
−1

2
gµν(ηR− κΛ) + ηRµν

]
δgµν + η∇λ

(
gµνδgΓ

λ
µν − gµλδgΓνµν

)}
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=

∫
d4x
√
−g
{
−1

2
gµν(ηR− κΛ) + ηRµν

}
δgµν

=

∫
d4x
√
−g
{
η

(
Rµν −

1

2
gµνR

)
+

1

2
κΛgµν

}
δgµν

=

∫
d4x
√
−g
{
η Gµν +

1

2
κΛgµν

}
δgµν

A partire dalla definizione (4.35), alla seconda riga si sono introdotte a le variazioni del determinante metrico
(4.8) e dello scalare di curvatura (4.13). Nel terzultimo passaggio si è eliminato il termine di superficie mentre
nell’ultimo si è identificata la struttura del Tensore di Einstein 4-dimensionale definito in (2.5). La manipolazione
del terzo addendo della decomposizione (4.25) risulta facilmente eseguibile utilizzando le variazioni (4.8) ed (4.10)

Y(3) =

∫
d4x
√
−g ε

[
δg
√
−g√
−g

X + δgX

]
(4.36)

=

∫
d4x
√
−g ε

[
−1

2
gµνδg

µνX + φµφνδg
µν

]
=

∫
d4x
√
−g

{
ε

(
φµφν −

1

2
Xgµν

)}
δgµν

La stessa cosa può essere detta per il quarto ed ultimo integrale

Y(4) ≡
∫
d4x
√
−g δg (

√
−gLm)√
−g

(4.37)

=

∫
d4x
√
−g
{
−1

2

(
− 2√
−g

δg (
√
−gLm)

δgµν

)}
δgµν

=

∫
d4x
√
−g
{
−1

2
Tµν

}
δgµν

dove si è introdotta la ben nota definizione del Tensore Energia-Momento.

Tµν ≡ −
2√
−g

δg (
√
−gLm)

δgµν
(4.38)

Collezionando i risultati (4.31), (4.35), (4.36) ed (4.37) nella definizione (4.25), si ottiene finalmente che la
variazione del funzionale d’azione (4.1) rispetto ala metrica gµν sarà dunque

δgS =

5∑
I=1

Y I(1) + Y(2) + Y(3) + Y(4) (4.39)

=

∫
d4x
√
−g

{
5∑
I=1

HI
µν + η Gµν +

1

2
κΛgµν + ε

(
φµφν −

1

2
Xgµν

)
− 1

2
Tµν

}
δgµν

=
1

2

∫
d4x
√
−g

{
2

[
ε

(
φµφν −

1

2
Xgµν

)
+

5∑
I=1

HI
µν

]
+ 2η Gµν + κΛgµν − Tµν

}
δgµν

=
1

2

∫
d4x
√
−g
{

2Hµν + 2η Gµν + κΛgµν − Tµν
}
δgµν

=
1

2

∫
d4x
√
−g Eg[L] δgµν

dove alla penultima riga si è introdotto il tensore

Hµν ≡
1

2
ε
(

2φµφν −Xgµν
)

+

5∑
I=1

HI
µν (4.40)

e dove nell’ultima uguaglianza si è definito il tensore di Eulero-Lagrange associato alla variazione tensoriale δgµν .

Eg[L]µν ≡ 2Hµν + 2η Gµν + κΛgµν − Tµν (4.41)

Imponendo la stazionarietà del funzionale d’azione δgS = 0 per ogni valore di δgµν , l’equazione di campo scalare
sarà dunque

Eg[L]µν = 0 (4.42)

ovvero

2Hµν + 2η Gµν + κΛgµν = Tµν (4.43)
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4.5 Equazioni di campo scalari-tensoriali degeneri

Introdotto l’indice di classe40 C ≡ {Ia, IIa, IIIa, Ia ∩ IIIa, Ia∗} rappresentativo delle relazioni tra coefficienti ζI
indotte dalle condizioni di degenerazione in Tabella 1 e Tabella 2, nelle approssimazioni adottate i coefficienti ζI
hanno espressioni come quelle esposte nell’Appendice C.4, dove tra l’altro vengono anche proposte rappresentazioni
delle loro derivate. Le Equazioni di campo scalari e tensoriali degeneri associate alla classe C ottenute in (4.18)
ed (4.42) saranno dunqueE

C
φ [L] = 0

EC
g [L]µν = 0

(4.44)

dove a partire dalle espressioni (4.20) ed (4.41) si sono definiti gli operatori di Eulero-Lagrange di classe C

EC
φ [L] = ∇µJµC EC

g [L]µν = 2HC
µν + 2η Gµν − κΛgµν − Tµν (4.45)

espressi in termini della corrente JµC e del tensore simmetrico HC
µν di classe C

JµC = −2εφµ −
5∑
I=1

JµIC HC
µν =

1

2
ε
(

2φµφν −Xgµν
)

+

5∑
I=1

HIC
µν (4.46)

introdotti rispettivamente dalle espressioni (4.21) ed (4.40) e dipendenti a loro volta delle correnti JµIC e dai tensori

simmetrici HIC
µν di classe C associati alle singole densità di Lagrangiana LIJ

µ
IC = ζC

I Πµ
I + ζC

I,XΣµI

HIC
µν = ζC

I ∆I
µν + ζC

I,XΞIµν

(4.47)

introdotti rispettivamente dalle espressioni (4.22) e (4.32). Si ricordi cheGµν è il Tensore di Einstein 4-dimensionale
definito in (2.5) e che Tµν è il Tensore Energia-Momento definito in (4.38). I tensori Πµ

I , ΣµI , ∆I
µν e Xiµν possiedono

espressioni esplicite fornite da (4.24) ed (4.34).

4.6 Strutture cosmiche statiche e sfericamente simmetriche nella sottoclasse dege-
nere C = Ia*

Per le equazioni di campo scalari-tensoriali proposte in (4.44) si considerino soluzioni cosmologiche nel vuoto, ossia
in assenza dei contributi di materia aggiuntivi alla presenza di una costante cosmologica Λ, del tipo De Sitter
che espresse nelle coordinate di Friedmannn-Lemaitre-Robertson-Walker(FLRW) (τ, ρ, θ, ϕ) siano parametrizzate
dall’elemento di linea

ds̄2 = ḡµνdx
µdxν = −dτ2 + e2Hτ(dρ2 + ρ2dΩ2

2

)
(4.48)

e dal profilo del campo scalare

φ(τ) = v0τ (4.49)

dove v0 è una costante non nulla, dove τ rappresenta la coordinata temporale, H rappresenta il Parametro di
Hubble costante e dove dΩ2

2 = dθ2 + sin2(θ)dϕ2 è l’elemento di angolo solido tridimensionale. Il profilo (4.49)
è ispirato all’usuale parametrizzazione di background adottata in contesto di Effective Field Theory [29] per la
trattazione di tematiche affini a quelle della presente sezione. A partire dalla definizione (4.48) si calcolino le
componenti della connessione di Levi-Civita 4-dimensionale Γσµν in base alla definizione (2.1) e a partire da esse si
esplicitino da un lato i coefficienti del Tensore di Ricci (2.3) Rµν , dello Scalare di Curvatura (2.4) R, del Tensore
di Einstein (2.5) Gµν 4-dimensionali e dall’altro le componenti, definite dall’operazione di derivazione covariante
4-dimensionale (2.2), di φµ = ∇µφ, φµν = ∇µ∇νφ e φµνρ = ∇µ∇ν∇ρφ. Il lettore interessato ad una visione
esplicita di tali risultati è rimandato alle espressioni in all’Appendice C.5. Dunque, a partire da tali oggetti le
equazioni di campo scalare e tensoriali (4.44) saranno:J̄

τ
C = 0

ĒC
g [L]µν = 0

(4.50)

con C indice di classe41. Le espressioni esplicite delle componenti JνC , EC
g [L]µν definite in (4.45) ed associate all’e-

lemento di linea (4.48) sono fornite in Appendice C.5.1. Poiché di nostro interesse, si riportano le rappresentazioni
degli operatori di Eulero-Lagrange scalari e tensoriali per la sottoclasse C =Ia*:

JτIa* = 2
(
− 6H2ζ1,X φ̇

2 + 6H2ζ1 + ε
)
φ̇

E Ia*
g [L]ττ = 12H2ζ1,X φ̇

4 − 18H2ζ1φ̇
2 − 6H2η + κΛ− εφ̇2

E Ia*
g [L]ρρ = −6H2ζ1φ̇

2 − 6H2η + 8Hζ1,X φ̇
3φ̈− 8Hζ1φ̇φ̈+ κΛ + εφ̇2

(4.51)

40 Le classi Ib, IIb, IIIb, IIIc non verranno trattate poiché presentano settore metrico degenere
41 Si inizi calcolando il determinante metrico dalla definizione (4.48)

g = det gµν = e3Htr2 sin2 θ
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con Eg[L]ρρ = Eg[L]θθ = Eg[L]ϕϕ. Il punto ˙ ad apice indica la derivazione rispetto alla coordinata temporale
τ mentre i doppi indici greci nelle espressioni sono componenti dunque non vanno intesi sommati. Si ottengano
le equazioni di campo scalare e tensoriali impiegando tali espressioni nella (4.44) e si imponga il profilo delle
soluzioni scalari proposto in (4.49)i:

−6H2ζ1,Xv
2
0 + 6H2ζ1 + ε = 0

12H2ζ1,Xv
4
0 − 18H2ζ1v

2
0 − 6H2η + κΛ− εv2

0 = 0

−6H2ζ1v
2
0 − 6H2η + κΛ + εv2

0 = 0

(4.52)

In verità nel sistema sono solo due le equazioni indipendenti42:{
−6H2ζ1,Xv

2
0 + 6H2ζ1 + ε = 0

12H2ζ1,Xv
4
0 − 18H2ζ1v

2
0 − 6H2η + κΛ− εv2

0 = 0
(4.53)

Poiché le coordinate di FLRW saranno poco adatte a fornire una soluzione cosmologica di background asintoti-
camente ben definita rispetto allo spazio-tempo statico e sfericamente simmetrico che si studierà nella prossima
sezione, risulterà più conveniente lavorare nelle nuove coordinate di Schwarzschild (t, r, θ, ϕ)

τ = t+
1

2H
ln
(
1−H2r2) ρ =

r e−Hr√
1−H2r2

(4.54)

per cui il profilo (4.49) è riscrivibile

φ(r, t) = v0t+
v0

2H
ln
(
1−H2r2) (4.55)

Si noti che ora la soluzione di background dipende ora anche dalla coordinata radiale e che trattandosi semplice-
mente di un cambio di coordinate la fisica sottostante al background di DeSitter è rimasta invariata.

Tornando nuovamente a parlare in termini del tutto generali, indipendentemente dunque dalla classe scelta,
si introduca ora nello spazio-tempo di background cos̀ı descritto una struttura cosmica statica, sfericamente
simmetrica e la cui distribuzione di materia si comporti come un fluido perfetto, il cui tensore energia momento
sarà dunque

Tµν ≡ diag
{
− ε(r), P (r), P (r), P (r)

}
(4.56)

dove rispettivamente ε(r) e P (r) denotano la densità di energia e la pressione. L’introduzione di una tale sorgente
modifica lo spazio-tempo di background. Lo spazio tempo sarà ora descrivibile, sempre in termini delle coordinate
di Swartszchild (t, r, θ, ϕ) dall’elemento di linea

ds2 = −eν(r)dt2 + eλ(r)dr2 + r2dΩ2
2 (4.57)

e dal profilo scalare

φ(r, t) = y0(r)t (4.58)

Le funzioni ν(r), λ(r) e y0(r) dipendono esclusivamente dalla coordinata radiale r e rappresenteranno le incognite
del modello proposto. A partire dalla definizione (4.57) si calcolino le componenti della connessione di Levi-Civita
4-dimensionale Γσµν in base alla definizione (2.1) e a partire da esse si esplicitino da un lato i coefficienti del
Tensore di Ricci (2.3) Rµν , dello Scalare di Curvatura (2.4) R, del Tensore di Einstein (2.5) Gµν 4-dimensionali
e dall’altro le componenti, definite dall’operazione di derivazione covariante 4-dimensionale (2.2), di φµ = ∇µφ,
φµν = ∇µ∇νφ e φµνρ = ∇µ∇ν∇ρφ. Il lettore interessato ad una visione esplicita di tali risultati è rimandato alle

da cui, osservando che a livello di background la corrente JνC definita in (4.46) presenta solo componenti e dipendenze esclusivamente
temporali(si vedano a titolo d’esempio le componenti proposte in Appendice C.5.1 ) vale la relazione [31]

Γµµν J̄
ν
C =

∂ν
√
−g

√
−g

J̄νC =
∂t
√
e3Htr2 sin2 θ

√
e3Htr2 sin2 θ

J̄tC = 3HJ̄tC

da cui per la (4.45)

0 = ∇µJ̄µC = ∂µJ̄
µ
C + Γµµν J̄

ν
C = ˙̄JtC + 3HJ̄t =

1

a3

(
a3 ˙̄JtC + 3a2ȧJ̄tC

)
=

1

a3

(
a3J̄tC

)·
dove si è introdotto il fattore di scala a(t) = eH t tale per cui H = ȧ

a
. Il punto ˙ ad apice indica la derivazione rispetto alla

coordinata temporale τ . Le possibili soluzioni per quest’ultima equazione potranno essere del tipo JtC = a−3 = e−3Ht oppure
JtC = 0. Essendo le prime destinate presti ad annullarsi, ci si concentrerà nelle soluzione proposta (4.50)

42 Si indichino le equazioni alla prima, seconda e terza riga presenti nel sistema (4.52) rispettivamente con I, II, III: la III è ottenibile
dalla I e dalla II con la relazione

II + 2v2
0I =

(
12H2ζ1,Xv

4
0 − 18H2ζ1v

2
0 − 6H2η + κΛ− εv2

0

)
+ 2v2

0

(
− 6H2ζ1,Xv

2
0 + 6H2ζ1 + ε

)
= III
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espressioni in all’Appendice C.6. Come nel caso del background, le equazioni di campo scalari e tensoriali (4.44)
saranno43J

r
C = 0

EC
g [L]µν = 0

(4.61)

Lontano dalla struttura, a partire da una distanza radiale di riferimento che chiameremo r∗, la soluzione dovrà
asintoticamente tendere alla parametrizzazione (4.55). Denotato con rH ≡ H−1 l’orizzonte nello spazio-tempo di
DeSitter, nell’ipotesi r∗ � r < rH si avrà

φ(r, t) ∼= φ0(r, t) ≡ v0t+
v0

2H
ln
(
1−H2r2) ν(r) ∼= ν0(r) ≡ ln

(
1−H2r2) λ(r) ∼= λ0(r) ≡ − ln

(
1−H2r2) (4.62)

dove si sono introdotte le espressioni di background φ0, ν0, λ0 necessarie ad esprimere l’espansione perturbata delle
soluzioni φ, ν, λ in vicinanza della struttura:

φ(r, t) ≡ φ0(r, t) + δφ(r) ν(r) ≡ ν0(r) + δν(r) λ(r) ≡ λ0(r) + δλ(r) (4.63)

Lo studio proposto sino ad ora è estendibile a tutte le classi degeneri introdotte. Tuttavia per semplicità, risulta
conveniente alla luce dell’analisi preliminare di questo elaborato, restringere il campo alle teorie presenti nella più
semplice sottoclasse Ia∗ ed in particolare in due differenti teorie caratterizzate rispettivamente dalla scelta del
parametro libero ζ1 proporzionale ad X o fissato costante.

4.6.1 Analisi del sottocaso ζ1 = f4X

Si specifichino le equazioni di campo del background alla DeSitter (4.53) al caso in cui ζ1 = f4X dove ora44

X = −v2
0 e dove f4 è un arbitrario coefficiente costante:{

12H2f4v
2
0 − ε = 0

30H2f4v
4
0 − 6H2η + κΛ− εv2

0 = 0
(4.65)

Definito il parametro ausiliare

σ2 ≡ κΛ

6H2η
(4.66)

opportune manipolazioni algebriche permettono di ottenere a partire dalle equazioni di campo (4.65) le relazioni
f4 =

η

3v4
0

(
1− σ2)

ε =
4H2η

v2
0

(
1− σ2) (4.67)

Si passi dunque allo studio dello spazio-tempo in presenza della struttura sfericamente simmetrica e si specializzino

le equazioni di campo (4.61) al caso in cui ζ1 = f4X con ora45 X = −e−ν φ̇2 +e−λφ′
2

dove il punto ˙ ad apice indica

43 Si inizi calcolando il determinante metrico dalla definizione (4.57)

g = det gµν = e
ν+λ
2 r2 (4.59)

da cui, osservando che la corrente JνC definita in (4.46) presenta solo dipendenze esclusivamente temporali e che det g dipende

esclusivamente dalla coordinata radiale r (in tutta generalità per simmetria θ̂ può essere fissato ad un valore costante di π
2

) vale
per la(4.44)

0 = ∇µJµC = ∂µJ
µ
C + ΓµµνJ

ν
C = ∂µJ

µ
C +

∂ν
√
−g

√
−g

JνC = ∂rJ
r
C +

∂r
√
−g

√
−g

JrC =
1
√
−g

{√
−g ∂rJrC + ∂r

√
−g JrC

}
=

(√
−g JrC

)′
√
−g

da cui

0 =
(√
−g JrC

)′
=
(
e
ν+λ
2 r2 JrC

)′
(4.60)

L’apice ′ indica la derivata spaziale lungo la coordinata radiale r. Le possibili soluzioni per quest’ultima equazione saranno
necessariamente del tipo JrC = 0

44 Ricordando che per il background φ = φ(τ), segue facilmente dalla definizione

X = φµφ
µ = ḡµνφµφν = ḡttφtφt = −φ̇2 = −v2

0 (4.64)

dove il punto ˙ ad apice indica la derivazione rispetto alla coordinata temporale τ
45 Ricordando che per il background φ = φ(τ), segue facilmente dalla definizione

X = φµφ
µ = gµνφµφν = gttφtφt + grrφrφr = −e−ν φ̇2 + e−λφ′

2
(4.68)

dove il punto ˙ ad apice indica la derivazione rispetto alla coordinata temporale t e dove l’apice ′ indica la derivazione rispetto
alla coordinata spaziale radiale r.
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la derivazione rispetto alla coordinata temporale t e dove l’apice ′ indica la derivazione rispetto alla coordinata
spaziale radiale r. Sfruttando le quantità in Appendice C.6 ed imponendo il profilo (4.58) esse saranno46

10ν′φ̇2f4re
λ − 8ν′φ′

2
f4re

ν + 2φ̇2f4λ
′reλ − 8φ′

2
f4e

ν + r2εeν+2λ = 0 (4.69)

− 14f4

r
φ̇2φ′

2
λ′e−ν−2λ +

10f4

r2
φ̇2φ′

2
e−ν−2λ +

20φ′

r
φ̇2φ′′f4e

−ν−2λ + 4φ̇2f4λ
2e−3ν − φ̇2ε

2
e−ν

+
10f4

r
φ′

4
λ′e−3λ − 2f4

r2
φ′

4
e−3λ − 16φ′′

r
φ′

3
f4e
−3λ − φ′

2
ε

2
e−λ + κΛ− 2λ′

r
ηe−λ + ηε− 2η

r2
+

2η

r2
e−λ = 0 (4.70)

14ν′

r
φ̇2φ′

2
f4e
−ν−2λ − 10ν′

r
φ′

4
f4e
−3λ +

2ν′

r
ηe−λ +

2f4

r2
φ̇2φ′

2
e−ν−2λ +

4φ′

r
φ̇2φ′′f4e

−ν−2λ +
φ′

2
ε

2
e−ν

− 10f4

r2
φ′

4
e−3λ +

8f4

r
φ′

3
λe−ν−2λ +

φ′
2
ε

2
e−λ + κΛ− P − 2η

r2
+

2η

r2
e−λ = 0 (4.71)

dove alla (4.69) vi è ĴrIa* = 0, alla (4.70) Eg[L]t t = 0 ed alla (4.71) Eg[L]rr = 0. In possesso delle equazioni di
campo si intende ora ottenere, al di sotto dell’orizzonte cosmologico rH , la loro corrispondente espressione nel limite
di campo debole. A partire dall’inserimento dall’espansione (4.63) nelle equazioni (4.69) (4.70) (4.71) si assuma
per l’appunto che le correzioni cosmologiche, dipendenti dal parametro Hr � 1 al di sotto dell’orizzonte, siano
trascurabili rispetto alle perturbazioni dello spazio-tempo δν e δλ dovute alla presenza dell’oggetto centrale47. Le
semplificazioni per le perturbazioni del campo scalare risultano più difficili: le non-linearità dovute alla presenza
di termini di ordine superiore potrebbero essere significative e dunque si è scelto di mantenere tutti i termini in
non lineari in δφ che non siano soppressi da potenze δνn ed δλn con n > 1. Applicando tali criteri, le equazioni
di campo perturbate avranno infine espressioni, nel medesimo ordine:

4 δφ′
2 − v2

0

(
5 δν′ + δλ′

)
r = 0

10f4v
2
0

(
δφ′

2
+ 2rδφ′ δφ′′

)
− 2η

(
δλ+ rδλ′

)
+ εr2 = 0

2f4v
2
0

(
δφ′

2
+ 2rδφ′ δφ′′

)
− 2η

(
δλ− rδν′

)
− Pr2 = 0

(4.72)

dove f4 è fissato dalla condizione di background (4.67). Si lascia a futuri lavori lo sviluppo dei risultati ottenuti
e l’ottenimento delle opportune soluzioni. Si noti che ponendo ε = −k2, η = 1

2m
2
pl ed κ = m2

pl si riottiene il caso
studiato in [25].

4.6.2 Analisi del sottocaso ζ1 = g4 = cost

Si specifichino le equazioni di campo del background alla DeSitter (4.53) al caso in cui ζ1 = g4 = cost dove g4 è
un arbitrario coefficiente costante::{

6H2g4 + ε = 0

18H2g4v
2
0 + 6H2η − κΛ + εv2

0 = 0
(4.73)

Definito il parametro ausiliare

ω2 ≡ κΛ

6H2η
(4.74)

opportune manipolazioni algebriche permettono di ottenere a partire dalle equazioni di campo (4.73) le relazioni
g4 = − η

2v2
0

(
1− ω2)

ε =
3H2η

v2
0

(
1− ω2) (4.75)

Si passi dunque allo studio dello spazio-tempo in presenza della struttura sfericamente simmetrica e si specializzino
le equazioni di campo (4.61) al caso in cui ζ1 = g4. Sfruttando le quantità in Appendice C.6 ed imponendo il
profilo (4.58) esse saranno48

6ν′φ̇2g4re
λ − 4ν′φ′

2
g4re

ν + 2φ̇2λ′g4re
λ − φ̇2r2εe2λ − 4φ′

2
g4e

ν + φ′
2
r2εeν+λ = 0 (4.76)

ν′
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2eν+2λ − ν′2φ̇4φ′
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2e2ν+λ − ν′φ̇6g4r
2eν+2λ + ν′φ̇4φ′

2
g4r

2e2ν+λ

− 1
2
φ̇6εr2eν+3λ + 10φ̇4φ′

2
λ′g4re

2ν+λ − 6φ̇4φ′
2
g4e

2ν+λ + 1
2
φ̇4εφ′

2
r2e2ν+2λ − 12φ̇4φ′φ′′g4re

2ν+λ

+ φ̇4κr2Λe2ν+3λ − 2φ̇4λ′rηe2ν+2λ − 8φ̇4g4r
2λ2e3λ + φ̇4r2ηεe2ν+3λ + 2φ̇4ηe2ν+2λ − 2φ̇4ηe2ν+3λ

46 Data la lunghezza del calcolo esplicito, vengono qui riportati solo i risultati
47 In tal approssimazione si trascurerà anche il contributo della costante cosmologica
48 Data la lunghezza del calcolo esplicito, vengono qui riportati solo i risultati
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− 16φ̇2φ′
4
λ′g4re
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3
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6
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4
λ′rηe4ν

+ φ′
4
r2ηεe4ν+λ + 2φ′

4
ηe4ν − 2φ′

4
ηe4ν+λ = 0 (4.77)
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+ 2φ̇4ηe2λ + 8φ̇2φ′
4
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ν − 1
2
φ̇2εφ′
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3
φ′′g4re

ν − 8φ̇2φ′
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g4rλe
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2
κr2Λeν+2λ
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2
r2Peν+2λ − 4φ̇2φ′

2
ηeν+λ + 4φ̇2φ′
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ηeν+2λ − 6φ′
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g4e

2ν−λ
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4
κr2Λe2ν+λ − φ′4r2Pe2ν+λ + 2φ′

4
ηe2ν − 2φ′

4
ηe2ν+λ = 0 (4.78)

dove alla (4.76) vi è ĴrIa* = 0, alla (4.77) Eg[L]t t = 0 ed alla (4.78) Eg[L]rr = 0. In possesso delle equazioni di
campo si intende ora ottenere, al di sotto dell’orizzonte cosmologico rH , la loro corrispondente espressione nel limite
di campo debole. A partire dall’inserimento dall’espansione (4.63) nelle equazioni (4.76) (4.77) (4.78) si assuma
per l’appunto che le correzioni cosmologiche, dipendenti dal parametro Hr � 1 al di sotto dell’orizzonte, siano
trascurabili rispetto alle perturbazioni dello spazio-tempo δν e δλ dovute alla presenza dell’oggetto centrale49. Le
semplificazioni per le perturbazioni del campo scalare risultano più difficili: le non-linearità dovute alla presenza
di termini di ordine superiore potrebbero essere significative e dunque si è scelto di mantenere tutti i termini in
non lineari in δφ che non siano soppressi da potenze δνn ed δλn con n > 1. Applicando tali criteri, le equazioni
di campo perturbate avranno infine espressioni, nel medesimo ordine:

2 δφ′
2 − v2

0

(
3 δν′ + δλ′

)
r = 0

−6g4

(
δφ′

2
+ 2rδφ′ δφ′′

)
− 2η

(
δλ+ rδλ′

)
+ εr2 = 0

−2g4

(
δφ′

2
+ 2rδφ′ δφ′′

)
− 2η

(
δλ− rδν′

)
− Pr2 = 0

(4.79)

dove g4 è fissato dalla condizione di background (4.75). Si lascia a futuri lavori lo sviluppo dei risultati ottenuti
e l’ottenimento delle opportune soluzioni. Si noti che rispetto alla precedente sezione le equazioni di campo
perturbate ora ottenute possiedono la medesima struttura50: l’effetto di una diversa scelta del parametro libero
ζ1 della classe Ia* si è tramutata in un diverso valore dei coefficienti numerici nelle equazioni del moto.

49 In tal approssimazione si trascurerà anche il contributo della costante cosmologica
50 Si noti che non è presente il parametro moltiplicativo v2

0 poiché ω2 a differenza di f4 è definito con al denominatore v2
0 e non v4

0



5 Conclusioni

Il punto centrale del presente lavoro è lo studio di strutture cosmiche statiche e sfericamente simmetriche
nell’ambito di teorie scalari-tensoriali quadratiche di ordine superiore degeneri (qDHOST) introdotte da recenti
lavori di Langlios [26][27]. Sono stati svolti esplicitamente i calcoli di questi lavori deducendone una dettagliata
ed approfondita analisi delle tecniche e dei metodi. Si sono ricavate le classi degeneri in cui tali teorie sono
organizzate per evitare l’insorgere di particolari instabilità campistiche note come ghost di Ostrogradski [26].

Questa analisi preliminare ha permesso di sviluppare un modello di teoria gravitazionale scalare-tensoriale
quadratica di ordine superiore degenere invariante rispetto alla trasformazione φ′ = φ + cost (4.1). Se ne sono
ottenute esplicitamente le equazioni di campo covarianti e le si sono utilizzate per descrivere la dinamica gravita-
zionale nelle vicinanze di una distribuzione statica e sfericamente simmetrica di materia (4.76)-(4.78), (4.69)-(4.71)
immersa in uno spazio-tempo 4-dimensionale di background di De Sitter (4.67)(4.75).

Tale calcolo è stato svolto nella classe degenere più semplice che tuttavia ha esibito tutta la sua complessità
strutturale anche nel limite in cui il suo unico parametro libero è stato posto costante. Sempre in tale classe si è
visto come due differenti scelte dell’unico parametro libero lascino invariata la struttura delle equazioni di campo
modificando solamente il valore dei coefficienti numerici presenti (4.72)(4.79). Queste espressioni costituiscono il
risultato principale del presente elaborato.

Le nuove equazioni ottenute (4.45) permettono di indagare concretamente come la condizione di degenera-
zione operi per garantire l’assenza di ghost e stabiliscono una esplicita interconnessione tra teoria ed osservabili,
evidenziando eventualmente l’insorgere di nuove evidenze fenomenologiche sull’Universo a grandi scale.

Si intende sottolineare l’originalità e l’importanza dell’analisi svolta in quanto archetipo per una ulteriore
estensione degli studi sulle nuove proprietà caratterizzanti i meccanismi di lente gravitazionale attivi in vicinanza
di stelle e ammassi estesi [11][21], sulla “rottura” del meccanismo di screening alla Vainshtein su piccole scale
all’interno di stelle e ammassi di materia [23][22] e sulle possibili modificazioni indotte alle equazioni di equilibrio
atte a descrivere le proprietà strutturali di stelle ed oggetti compatti [24].

Vi è la chiara predisposizione del presente lavoro ad estendere l’analisi svolta alle altre classi degeneri che,
a meno di particolari sottoclassi, allo stato odierno della ricerca sembrano contenere teorie scalari-tensoriali
quadratiche di ordine superiore degeneri del tutto nuove e prive di ghost [27]. Il modello studiato può essere
naturalmente esteso anche al caso in cui i parametri liberi della teoria dipendono esplicitamente anche dal campo
scalare φ.

L’abbondante quantità di termini che compaiono nelle espressioni proposte sia in calcoli simbolici che per
componenti ha rappresentato il principale vincolo al raggiungimento dei risultati proposti. Nel presente modello
le equazioni di campo considerano d’altro canto termini a tre indici che come φµνρ = ∇µ∇ν∇ρφ rendono la
computazione difficilmente gestibile, soprattutto se il campo scalare φ dipende da più di una coordinata.

Si osservi infine che alle equazioni di campo ottenute non è stata fornita alcuna soluzione il cui ottenimento,
come si è detto, è lasciato a lavori futuri51.

La deduzione delle più generali equazioni di campo e delle corrispondenti soluzioni nel contesto fisico studiato
costituirà un possibile campo di indagine per studi futuri.

Sempre in tale direzione il lavoro [25] consiglia come ottenere a partire dalle equazioni di campo perturbate in
δν, δλ e δφ nel limite di campo debole (4.72)(4.79) l’espressione esplicita dei potenziali metrici Ψ e Φ comunemente
rappresentati nell’ambito della teoria delle perturbazioni cosmologiche nella gauge Newtoniana52.

Altri lavori potrebbero essere compiuti per indagare le connessioni tra parametri liberi e coefficienti ottenibili
a partire da un contesto Effective Field Theory [29] in teorie scalari-tensoriali quadratiche di ordine superiore
degeneri.

Infine, per completezza, si citano i recenti lavori di Langlois [30] su teorie scalari-tensoriali cubiche di ordine
superiore degeneri (cDHOST) [30] in cui al posto di considerare come nel nostro caso Lagrangiane al più qua-
dratiche nelle derivate covarianti seconde del campo scalare si considerano Lagrangiane cubiche per i medesimi
termini. Il lavoro qui svolto è dunque estendibile anche a tutto il nuovo orizzonte di teorie cDHOST.

Il percorso affrontato nel presente elaborato vuole essere un esempio di come sia possibile affrontare un?indagine
sistematica delle possibili implicazioni cosmologiche ed astrofisiche introdotte dall?utilizzo delle nuove classi di
teorie scalari-tensoriali quadratiche di ordine superiore degeneri come teorie della gravità alternative alla Relatività
Generale.

51 Si noti che la seconda equazione dei sistemi (4.72)(4.79) è già direttamente integrabile. Poi nell’ipotesi di limite non relativistico
il termine di pressione P sarà trascurabile rispetto al termine di energia ε che, integrato, genererà un termine associato alla massa
della struttura cosmica considerata.

52 Una breve nota in tal caso deve essere fatta alla luce dell’analisi svolta dall’articolo in riferimento. Rimane aperta infatti la questione
sulle possibili tecniche con cui connettere le equazioni di background con le equazioni perturbate senza conoscerne esplicitamente
le soluzioni. Il lettore interessato è rimandato all’Appendice A del suddetto articolo per una breve introduzione alla questione.





A Sull’impiego delle condizioni di degenerazione per eliminare il gho-
st di Ostrogradski

La presente Appendice si occuperà di fornire una intuitiva giustificazione sull’utilizzo delle condizioni di degene-
razione per evitare l’insorgere dell’instabilità campistica nota come ghost di Ostrogradski in una teoria scalare-
tensoriale di ordine superiore nelle derivate temporali dei campi fondamentali. A tal fine si introdurrà un modello
semplificato che tuttavia permetterà di riprodurre efficacemente le proprietà di degenerazione della teoria (2.9)
studiata. Percorrendo tale direzione, la sottosezione (A.1) si occuperà di definire tale modello da un punto di
vista Lagrangiano ed Hamiltoniano ricavando le equazioni del moto sia per i campi fondamentali che per una
loro opportuna ridefinizione. A tal punto le condizioni di degenerazione ottenute in (A.2) saranno impiegate per
una analisi Lagrangiana (A.3) in una circostanza non degenere (A.3.1) e degenere (A.3.2) del numero di gradi
di libertà presenti nel modello. I medesimi risultati saranno ottenuti anche in (A.4), sia nel caso non degenere
(A.4.1) che nel caso degenere (A.4.2), previo una analisi Hamiltoniana53.

A.1 Formulazione Lagrangiana and Hamiltoniana di un modello esplicativo

Denominata t la coordinata temporale, si consideri una particella puntiforme φ = φ(t) accoppiata ad n gradi di
libertà q = (qi)1≤i≤n con qi = qi(t) e la cui dinamica sia descritta da una Lagrangiana del tipo

L =
1

2
aφ̈2 +

1

2
k0φ̇

2 +
1

2
kij q̇

iq̇j + biφ̈q̇
i + ciφ̇q̇

i − V (A.1)

dove a, k0, b = (bi)1≤i≤n e k = (kij)1≤i≤n sono costanti, dove V = V (φ, q) è il potenziale e dove il ponto denota
come al solito la derivazione rispetto alla coordinata twmporale. Evidentemente di ordine superiore, le equazioni
del moto per φ e le qi deducibili dalla prescrizione di Eulero-Lagrange saranno dunque54{

a
....
φ + bi

...
q i − k0φ̈− ciq̈i − Vφ = 0

bk
...
φ + kkiq̈

i + ckφ̈+ Vk = 0
(A.2)

dove si sono definiti Vk ≡ ∂V
∂qk

ed Vφ ≡ ∂V
∂φ . Al fine di calcolare il numero di gradi di libertà presenti in tale teoria,

risulta conveniente introdurre la ridefinizione Q ≡ φ̇ per sostituire in (A.1) le derivate temporali seconde in φ con
derivate prime in Q. Tale scelta emergerà nella nuova formulazione di (A.1) tramite la comparsa di un ulteriore
termine che vincolo Q ad essere la derivata temporale prima di φ

L =
1

2
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1

2
k0Q

2 +
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2
kij q̇

iq̇j + biQ̇q̇
i + ciQq̇

i − V − λ(Q− φ̇) (A.3)

dove λ è il moltiplicatore di Lagrange associato al vincolo sopracitato. Si collezionino termini rilevanti a determi-
nare la struttura cinetica della teoria (A.3) nella Lagrangiana cinetica

Lkin =
1

2

(
aQ̇2 + kij q̇

iq̇j + 2biQ̇q̇
i
)

(A.4)

Le corrispondenti equazioni del moto della (A.3) saranno dunque
aQ̈+ biq̈

i − k0Q− ciq̇i + λ = 0

bkQ̈+ kkiq̈
i + ckQ̇+ Vk = 0

λ̇+ Vφ = 0

φ̇−Q = 0

(A.5)

53 Non è scopo del presente elaborato indagare approfonditamente i dettagli ed i principi di analisi Lagrangiana ed Hamiltoniana di
un sistema. Si è tuttavia ritenuto opportuno introdurre alcuni semplici concetti in tale ambito al fine di condurre il lettore ad una
intuitiva visione delle giustificazioni e degli effetti sull’impiego delle condizioni di degenerazione al fine di evitare l’insorgere del
ghost di Ostrogradski.

54 Dalle equazioni di Eulero-Lagrange per Lagrangiane contenenti al più derivate temporali seconde nei campi fondamentali è infatti
facile ottenere rispettivamente per φ e qi
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=

d

dt

(
kkiq̇

i + bkφ̈+ ckφ̇
)

+
∂V

∂qk
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dalle quali55 è facilmente visibile la presenza al più di derivate temporali seconde delle variabili. Per verificare che
la Lagrangiana (A.3) sia equivalente alla (A.1) si osservi la coincidenza delle corrispondenti equazioni del moto56.
Nella formulazione (A.3) si definiscano i momenti coniugati

πQ ≡
∂L

∂Q̇
= aQ̇+ biq̇

i πi ≡
∂L

∂q̇i
= kij q̇

j + biQ̇+ ciQ πφ ≡
∂L

∂φ̇
= λ πλ = 0 (A.6)

soddisfacenti le parentesi di Poisson non nulle

{πQ, Q} = 1 {πi, qj} = δji {πφ, φ} = 1 (A.7)

e necessari a definire formalmente l’ Hamiltoniana, Trasformazione di Legendre della Lagrangiana (A.3)

H ≡
{
πQQ̇+ πiq̇

i + πφφ̇− L
}
Q̇(∗) q̇(∗) φ̇(∗) (A.8)

=

{
πQQ̇+ πiq̇

i + πφφ̇−
1

2
aQ̇2 − 1

2
k0Q

2 − 1

2
kij q̇

iq̇j − biQ̇q̇i + ciQq̇
i + V + λ(Q− φ̇)

}
Q̇(∗) q̇(∗) φ̇(∗)

=

{
πQQ̇+ πiq̇

i − 1

2
aQ̇2 − 1

2
k0Q

2 − 1

2
kij q̇

iq̇j − biQ̇q̇i + ciQq̇
i + V + πφQ

}
Q̇(∗) q̇(∗)

dove si è sfruttata l’espressione (A.6) πφ = λ per eliminare alcuni termini e dove si sono formalmente indicate
le dipendenze (∗) = (Q, πQ, q, πq, φ, πφ, λ). Si vedrà in seguito che tuttavia non sarà sempre possibile esprimere

Q̇(∗), q̇(∗) e dunque sarà necessario individuare una definizione alternativa alla (A.8) per il conteggio dei gradi di
libertà del modello.

Si definisca in uno spazio (n+ 1)-dimensionale I la variabile vettoriale

x =
(
xI
)

0≤I≤n ≡
(

Q
qj

)
(A.9)

assieme alle quantità57

f =
(
fI
)

0≤I≤n ≡
(
clẋ

l + k0x
0 − λ

−cj ẋ0 − Vj

)
p =

(
pI
)

0≤I≤n ≡
(

0
cjx

0

)
(A.10)

Introdotta in I la Matrice cinetica M associata alla teoria (A.3) come la matrice simmetrica (n + 1) × (n + 1)
contenente i coefficienti dei termini quadratici nelle derivate temporali prime presenti nella nuova Lagrangiana
(A.3)

M =
(
MIJ

)
0≤(I,J)≤n ≡

(
a bi
bj kij

)
(A.11)

è possibile definire da (A.6) il vettore momento coniugato

π =
(
πI
)

0≤I≤n ≡
(
πQ
πj

)
=

(
aẋ0 + biẋ

i

bj ẋ
0 + kjlẋ

l

)
+

(
0

cjx
0

)
= Mẋ+ p (A.12)

e riscrivere la nuova Lagrangiana (A.3) come

L =
1

2

{
aQ̇2 + 2biQ̇q̇

i + kij q̇
iq̇j
}

+ ciQq̇
i +

1

2
k0Q

2 − V − λ(Q− φ̇) (A.13)

=
1

2
ẋTM ẋ+ pT ẋ+

1

2
k0(x0)2 − V − λ(x0 − φ̇)

55 Dalle equazioni di Eulero-Lagrange per Lagrangiane contenenti al più derivate temporali prime nei campi fondamentali è infatti
facile ottenere rispettivamente per Q e qi, φ̇ e λ

0 =
d

dt

∂L

∂Q̇
−
∂L

∂Q
=

d

dt

(
aQ̇+ biq̇

i
)
−
(
k0Q+ ciq̇

i − λ
)

0 =
d

dt

∂L

∂q̇k
−

∂L

∂qk
=

d

dt

(
kkiq̇

i + bkQ̇+ ckQ
)

+
∂V

∂qk

0 =
d

dt

∂L

∂φ̇
−
∂L

∂φ
=
dλ

dt
+
∂V

∂φ

0 =
∂L

∂λ
= Q− φ̇

56 A partire dalle espressioni (A.5) si derivi la prima rispetto al tempo e si introducano nell’espressione ottenuta la terza e la quarta.
Sempre da (A.5) si prenda la seconda e si sostituisca la seconda{

0 = ( aQ̈+ biq̈
i − k0Q− ciq̇i + λ ). = a

...
Q + bi

...
q i − k0Q̇− ciq̈i + λ̇ = a

....
φ + bi

...
q i − k0φ̈− ciq̈i − Vφ

0 = bkQ̈+ kkiq̈
i + ckQ̇+ Vk = bk

...
φ + kkiq̈

i + ckφ̈+ Vk

Le espressioni ottenute sono del tutto equivalenti a quelle ottenute in (A.2)
57 Si noti che componenti di oggetti definiti in tale spazio sono state indicizzate da lettere Latine maiuscole
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e le corrispondenti equazioni del moto (A.5)
Mẍ = f

λ̇+ Vφ = 0

φ̇− x0 = 0

(A.14)

L’apice T delle precedenti espressioni corrisponde all’operazione di trasposizione. Infine, impiegando le espressioni
(A.11) e (A.12) in (A.8) si ha58

H =

{
πQQ̇+ πiq̇

i − 1

2

[
aQ̇2 + 2biQ̇q̇

i + kij q̇
iq̇j
]
− ciQq̇i −

1

2
k0Q

2 + V + πφQ

}
Q̇(∗) q̇(∗)

(A.15)

=

{
πT ẋ− 1

2
ẋTM ẋ− pT ẋ− 1

2
k0(x0)2 + V + πφx

0

}
ẋ(∗)

=

{
(π − p)T ẋ− 1

2
ẋTM ẋ− 1

2
k0(x0)2 + V + πφx

0

}
ẋ(∗)

Come detto, l’espressione (A.11) della matrice cinetica avrà un ruolo fondamentale nella determinazione delle
condizioni di degenerazione del modello (A.1).

A.2 Condizioni di degenerazione

Una Lagrangiana (A.13) è detta degenere se la corrispondente matrice cinetica (A.11) è degenere, ossia det(M) = 0.
In termini matriciali, sviluppando il determinante di M rispetto alla prima riga (a | b1 b2 b3 ... bn) è possibile scrivere

det(M) ≡ det


a b1 b2 b3 ... bn
b1 k11 k12 k13 ... k1n

b2 k21 k22 ... ... ...
... ... ... ... ... ...
bn kn1 ... ... ... knn

 (A.16)

= adet


k11 k12 k13 ...
k21 k22 ... ...
... ... ... ...
kn1 kn2 ... knn

− b1 det


b1 k12 k13 ...
b2 k22 ... ...
... ... ... ...
bn kn2 ... knn

+ b2 det


b1 k11 k13 ...
b2 k21 ... ...
... ... ... ...
bn kn1 ... knn

+ ...

= adet(k)− b1 det(M̂01) + b2 det(M̂02) + ...

= adet(k) +

n∑
i=1

(−1)ibi det(M̂0i)

dove M̂0i = (m̂0i)1≤i≤n è la matrice di ordine n che si ottiene da M elidendo la riga 0-esima, usata come detto
per sviluppare i determinante di M , e la colonna i-esima con 1 ≤ i ≤ n. Ogni addendo presente in sommatoria è
ulteriormente semplificabile. Si consideri a titolo d’esempio il termine con i = 1. Sviluppando il determinante di
det(M̂01) rispetto alla prima colonna ( b1 b2 b3 ... bn)T è possibile scrivere

b1 det(Mc
01) = b1 det


b1 k12 k13 k14 ... k1n

b2 k22 k23 k24 ... ...
b3 k32 k33 ... ... ...
... ... ... ... ... ...
bn kn2 ... ... ... knn

 (A.17)

= b1

b1 det


k22 k23 k24 ...
k32 k33 ... ...
... ... ... ...
kn2 ... ... knn

− b2 det


k12 k13 k14 ...
k32 k33 ... ...
... ... ... ...
kn2 ... ... knn

+ ...


= b1

{
b1 det(K̂11)− b2 det(K̂21) + b3 det(K̂31) + ...

}
= b1

{
(−1)1+1b1K

c
11 − (−1)1+2b2K

c
12 + (−1)1+3b3K

c
13 + ...

}
= − det(k)(−1)1 b1

{
b1(k−1)11 + b2(k−1)12 + b3(k−1)13 + ...

}
= − det(k)(−1)1

n∑
j=1

b1bj (k−1)1j (A.18)

dove nel terzo passaggio K̂j1 = (k̂j1)1≤i≤n è la matrice di ordine n − 1 che si ottiene da k elidendo la riga j-

esima con 1 ≤ j ≤ n− 1 e la colonna 1-esima, usata come detto per sviluppare i determinante di M̂01. Al quarto

58 Si osservi che alla luce delle nuove quantità vettoriali introdotte le dipendenze Q̇(∗), q̇(∗) risultano inglobate in ẋ(∗) con (∗) = (x, π)
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passaggio Kc
j1 è la matrice dei complementi algebrici direttamente ottenibile da K̂j1 e che sua volta è connessa alla

matrice inversa (k−1)1j proposta alla quinta riga59. Tornando al caso generale e supponendo che k sia invertibile
è dunque possibile scrivere

bi det(Mc
0i) = − det(k)(−1)i

n∑
j=1

bibj k
−1
ij (A.19)

Inserendo dunque l’espressione (A.19) in (A.16) si ottiene finalmente

det(M) = adet(k) +

n∑
i=1

(−1)ibi det(M̂0i) = adet(k)− det(k)

n∑
ij=1

(−1)2ibibj (k−1)ij = det(k)
{
a− bibj (k−1)ij

}
(A.20)

Poiché si è supposto k invertibile la condizione di degenerazione det(M) = 0 è soddisfatta se

a− bibj (k−1)ij = 0 (A.21)

A.3 Cenni di analisi Lagrangiana

Nella presente unità verranno analizzati in contesto Lagrangiano i gradi di libertà presenti nella teoria (A.1) sia
nella condizione di non degenerazione della teoria sia nel caso degenere, quando è soddisfatta la (A.21)

A.3.1 Teoria non degenere

Nel caso in cui la matrice cinetica non sia degenere, la prima equazioni del moto (A.14) permette di riscrivere ẍ
in termini di derivate di ordine inferiore ottenendo, ricordando le dipendenze nelle definizioni (A.10), il sistema60

ẍ = M−1f
(
x0, ẋ0, ẋi, λ, V (φ, xi)

)
≡ g(x0, ẋ0, ẋi, φ, λ)

λ̇ = −Vφ(φ, xi)

φ̇ = x0

(A.22)

che per essere risolto richiede (n + 1) ⊕ (n + 1) ⊕ (1) ⊕ (1) = 2(n + 2) condizioni in iniziali, rispettivamente per
(x, ẋ, φ, λ), e dunque corrispondenti ad (n+2) gradi di libertà tra i quali, come è evidente dall’eccesso di un grado
di libertà, è presente il ghost di Ostrogradski.

A.3.2 Teoria degenere

Ci si focalizzi nel caso in cui61 bi 6= 0. Introdotta la famiglia di vettori unitari

e(m) =
(
eI(m)

)
0≤I≤n =

(
0
δjm

)
(A.24)

sia v generatore del kernel 1-dimensionale della matrice cinetica M ottenuta in (A.11). Esso avrà come possibile
espressione62

v =
(
vI
)

0≤I≤n =

(
−1
vj

)
vj ≡ (k−1)jlbl (A.26)

59 Data una matrice A = (ars)1≤(r,s)≤m di ordine m, la matrice dei complementi algebrici di A è la matrice Ac = (acrs)1≤(r,s)≤m
ove acrs ≡ (−1)r+s det(Âsr) con Ârs = (ârs)1≤(r,s)≤m la matrice di ordine m− 1 che si ottiene da A cancellando la riga r-esima e

la colonna s-esima. Inoltre se la matrice A è invertibile allora Ac = det(A)A−1.
60 Si osservi che da al punto di vista delle dipendenze non c’è alcuna distinzione tra il potenziale V e le sue derivate.
61 La soluzione ad (A.21) con a = b = 0 è banale in quanto la lagrangiana (A.3) del sistema si riduce all’espressione

L =
1

2
k0Q

2 + ciq̇
iQ− V − λ(Q− φ̇) (A.23)

non contenente derivate di ordine superiore e dunque ghost di Ostrogradski
62 Dalla definizione di kernel si imponga

0 = Mv =

(
a bi
bj kij

)(
v0

vi

)
=

(
av0 + biv

i

bjv
0 + kijv

i

)
=

(
bibj (k−1)ijv0 + biv

i

bjv
0 + kijv

i

)
(A.25)

Dalla prima riga si ricava vi = −(k−1)ijbjv
0 che inserita nella seconda restituisce la relazione bj − kij(k−1)ilbl = bj − δljbl = 0 da

cui l’espressione proposta una volta fissato v0 = −1



Pagina 47 A Sull’impiego delle condizioni di degenerazione per eliminare il ghost di Ostrogradski

dove vj ≡ (k−1)jlbl. Proiettando sia lungo v che lungo il vettore e(m) la prima equazione del sistema63 (A.14), è
possibile riscrivere quest’ultimo come

cl
(
ẋl + vlẋ0)+ k0x

0 + vjVj = λ
kmi
(
ẍi + viẍ0

)
+ cmẋ

0 + Vm = 0

λ̇+ Vφ = 0

φ̇− x0 = 0

(A.27)

Imponendo il vincolo x0 = φ̇ ed effettuando il cambio di variabile

zi ≡ xi + viφ̇ (A.28)

da cui żi = ẋi + viφ̈, si ottiene da (A.27)
clż

l + k0φ̇+ vjVj = λ

kmiz̈
i + cmφ̈+ Vm = 0

λ̇+ Vφ = 0

(A.29)

Da (A.29) si derivi la prima equazione64 e si imponga il vincolo λ̇ = −Vφ sulle equazioni cos̀ı ottenute, ricavando{
(k0 − viVijvj)φ̈+ ciz̈

i = −viVij żj − viVφiφ̇− Vφ
cmφ̈+ kmiz̈

i = −Vm
(A.30)

Si definisca nello spazio (n+ 1)-dimensionale I le variabili vettoriali

y =
(
yI
)

0≤I≤n ≡
(

φ
zj

)
h =

(
hI
)

0≤I≤n ≡
(
−viVij ẋj − viVφiφ̇− Vφ

Vj

)
(A.31)

Introdotta in I la nuova Matrice cinematica K

K =
(
KIJ

)
0≤(I,J)≤n ≡

(
k0 − viVijvj ci

cj kij

)
(A.32)

il sistema (A.30) è infine riscrivibile come

Kÿ = h (A.33)

Si osservi che (A.33) è un sistema di equazioni del secondo ordine per la variabile y. Supponendo che la matrice
cinematica K sia non degenere, quest’ultimo permette di esprimere ÿ in termini di derivate di ordine inferiore
ottenendo, ricordando le dipendenze nelle definizioni (A.31)

ÿ = K−1h
{
żi, V (φ, xi), φ

}
= K−1h

{
żi, V

[
φ, xi(zi, φ̇)

]
, φ
}
≡ j(φ, zi, φ̇, żi) = j(y, ẏ) (A.34)

che per essere risolto richiede (n+1)⊕(n+1) = 2(n+1) condizioni in iniziali, rispettivamente per (y, ẏ), e dunque
corrispondenti ad (n+1) gradi di libertà tra i quali, come è evidente, è ora assente il ghost di Ostrogradski. Con
procedura del tutto analoga a quanto svolto per la matrice cinetica M si ha che

det(K) = det(k)
[
k0 − viVijvj − ci(k−1)ijcj

]
≡ det(k) ∆ (A.35)

Si noti che se pure la matrice cinematica K è degenere, ossia essendo supposto k invertibile

∆ ≡ k0 − viVijvj − ci(k−1)ijcj = 0 (A.36)

è possibile operare una ulteriore riduzione dei gradi di libertà della teoria.

A.4 Cenni di analisi Hamiltoniana

L’ambiente Hamiltoniano è certamente l’ambiente più adatto al conteggio dei gradi di libertà di un sistema fisico
e in tal contesto si verificherà la validità dei risultati precedentemente ottenuti in ambito Lagrangiano.

63 Ricordando che v appartiene al kernel della matrice cinetica, le proiezioni di Mẍ− f lungo v e e(m) sono rispettivamente

0 = v ·
(
Mẍ− f

)
= −v · f = −

(
−1
vj

)
·
(

clẋ
l + k0x0 − λ
−cj ẋ0 − Vj

)
= cl

(
ẋl + vlẋ0

)
+ k0x

0 + vjVj − λ

0 = e(m) ·
(
Mẍ− f

)
=

(
0

δjm

)
·
(

aẍ0 + blẍ
l − clẋl − k0x0 + λ

bj ẍ
0 + kjiẍ

i + cj ẋ
0 + Vj

)
= bmẍ

0 + kmiẍ
i + cmẋ

0 + Vm = kmi
(
ẍi + viẍ0

)
+ cmẋ

0 + Vm

dove nell’ultimo passaggio si è usato bmẍ0 = brδrmẍ
0 = br(k−1)rikmiẍ

0 = vikmiẍ
0

64 Vale λ̇ = clz̈
l + k0φ̈+ vj V̇j = clz̈

l + k0φ̈+ vj
(
Vjlẋ

l + Vjφφ̇
)
x=z−vφ̇ = (k0 − viVijvj)φ̈+ ciz̈

i + viVij ẋ
j + viVφiφ̇+ Vφ
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A.4.1 Teoria non degenere

Quando il determinante della matrice cinetica (A.11) è non nullo, è possibile invertire la relazione (A.12) per
esprimere le velocità in funzione dei momenti canonici

ẋ = M−1(π − p) (A.37)

Dopo aver ottenuto anche la corrispondente relazione trasposta da cui raccogliendo

ẋT = (π − p)T (M−1)T = (π − p)TM−1 (A.38)

si inseriscano la (A.37) e la (A.38) nell’Hamiltoniana (A.15)

H =

{
(π − p)T ẋ− 1

2
ẋTM ẋ− 1

2
k0Q

2 + V + πφQ

}
ẋ(∗)

(A.39)

= (π − p)TM−1(π − p)− 1

2
(π − p)TM−1MM−1(π − p)− 1

2
k0Q

2 + V + πφQ

=
1

2
(π − p)TM−1(π − p)− 1

2
k0Q

2 + V + πφQ

L’Hamiltoniana ottenuta è65 H = H(Q, πQ, q
i, πi, φ, πφ) dipendente dalle (n)⊕ (1)⊕ (1) coppie di variabili cano-

niche, rispettivamente (qi, πi), (Q, πQ), (φ, πφ), dunque corrispondenti ad (n+2) gradi di libertà tra i quali, come
è evidente dall’eccesso di un grado di libertà, è presente il ghost di Ostrogradski che si manifesta in (A.39) tramite
la patologica dipendenza lineare dal momento coniugato πφ che rende lo spettro del sistema energeticamente
illimitato inferiormente.

A.4.2 Teoria degenere

Come al solito ci si concentri sul caso non banale bi 6= 0. Si noti che anche in questo caso non è possibile invertire
la (A.12) per utilizzare l’espressione formale (A.15) Dal verificarsi della condizione di degenerazione (A.21) si ha

0 = aQ̇− bi(k−1)ij(bjQ̇) (A.40)

= (πQ − biq̇i)− bi(k−1)ij(πj − klj q̇l − cjQ)

= πQ − biq̇i − bi(k−1)ij(πj − cjQ) + biδilq̇
l

= πQ − vi(πi − ciQ)

dove al secondo passaggio aQ̇ = πQ−biq̇i ed bjQ̇ = πj−klj q̇l−cjQ dalla manipolazione di (A.6) e dove nell’ultimo
passaggio si è introdotta la definizione vj ≡ (k−1)jlbl fornita da (A.26), da cui il vincolo primario

Ω ≡ πQ − vi(πi − ciQ) = 0 (A.41)

a partire dal quale è possibile definire l’Hamiltoniana vincolata (in Hc la c sta per costraint)

Hc ≡ πQQ̇+ πiq̇
i + πφφ̇− L− µΩ (A.42)

= πQQ̇+ πiq̇
i − 1

2
aQ̇2 − 1

2
k0Q

2 − 1

2
kij q̇

iq̇j − biQ̇q̇i + ciQq̇
i + πφQ+ V − µΩ

=
1

2

{(
2πQ − aQ̇− 2biq̇

i)Q̇+
(
2πi − kij q̇j − 2ciQ

)
q̇i
}
− 1

2
k0Q

2 + πφQ+ V − µΩ

≡ 1

2
H0 −

1

2
k0Q

2 + πφQ+ V − µΩ

dove µ è il moltiplicatore di Lagrange associato all’imposizione del vincolo primario e dove al secondo passaggio
si è inserita (A.3). Dalla definizione (A.41) e dal fatto che66

H0 ≡
(
2πQ − aQ̇− 2biq̇

i)Q̇+
(
2πi − kij q̇j − 2ciQ

)
q̇i = πi(k

−1)ijπj + ci(k
−1)ijcjQ

2 − 2ci(k
−1)ijπjQ (A.43)

65 Si ricordi che V = V (qi, φ)
66 A partire dalla sua definizione, uso aQ̇− π00− biq̇i ed πj − klj q̇l − cjQ = bjQ̇ ottenute dalla manipolazione di (A.6) per riscrivere

i termini tra parentesi tonde, da cui:

H0 ≡
(
2πQ − aQ̇− 2biq̇

i
)
Q̇+

(
2πi − kij q̇j − 2ciQ

)
q̇i

=
(
πQ − biq̇i

)
Q̇+

(
πi + biQ̇− ciQ

)
q̇i

= πQQ̇+
(
πi − ciQ

)
q̇i

= bi(k
−1)ij

(
πj − cjQ

)
Q̇+

(
πi − ciQ

)
(k−1)ij

(
πj − cjQ

)
− bi(k−1)ij

(
πj − cjQ

)
Q̇

=
(
πi − ciQ

)
(k−1)ij

(
πj − cjQ

)
= πi(k

−1)ijπj + ci(k
−1)ijcjQ

2 − 2ci(k
−1)ijπjQ

dove nel terzo passaggio si sono opportunamente raccolti i termini, dove nel quarto passaggio si è utilizzata la relazione

πQQ̇ =
(
aQ̇+ biq̇

i
)
Q̇

=
[
bibj(k

−1)ijQ̇+ bi(k
−1)ijkjlq̇

l
]
Q̇
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posso riscrivere l’espressione (A.42) come

Hc =
1

2
πi(k

−1)ijπj −
1

2

{
k0 − ci(k−1)ijcj

}
Q2 +

{
πφ − ci(k−1)ijπj − µvici

}
Q− µπQ + µviπi + V

Si noti che poiché Ω = 0 segue l’invarianza di Ω sotto evoluzione temporale

0 = Ω̇ (A.44)

=
{

Ω, Hc

}
=

(
∂Ω

∂Q

∂Hc
∂πQ

− ∂Ω

∂πQ

∂Hc
∂Q

)
+

(
∂Ω

∂qi
∂Hc
∂πi

− ∂Ω

∂πi

∂Hc
∂qi

)
+

(
∂Ω

∂φ

∂Hc
∂πφ

− ∂Ω

∂πφ

∂Hc
∂φ

)
=
{
k0 − ci(k−1)ijcj

}
Q− πφ + ci(k

−1)ijπj + viVi

da cui la definizione del vincolo secondario

Ψ ≡
{
k0 − ci(k−1)ijcj

}
Q− πφ + ci(k

−1)ijπj + viVi = 0 (A.45)

che a sua volta, previo medesimo meccanismo

0 = Ψ̇ (A.46)

=
{

Ψ, Hc

}
=

(
∂Ψ

∂Q

∂Hc
∂πQ

− ∂Ψ

∂πQ

∂Hc
∂Q

)
+

(
∂Ψ

∂qi
∂Hc
∂πi

− ∂Ψ

∂πi

∂Hc
∂qi

)
+

(
∂Ψ

∂φ

∂Hc
∂πφ

− ∂Ψ

∂πφ

∂Hc
∂φ

)
= µ

{
k0 − ci(k−1)ijcj − viVijvj

}
definisce il vincolo terziario

µ∆ = 0 (A.47)

dove ∆ ha la medesima espressione di (A.36). Nel caso in cui ∆ 6= 0 (in ambito Lagrangiano si è visto che tale
richiesta corrisponde ad una matrice cinematica (A.32) non degenere), il vincolo (A.47) impone µ = 0 e non
sarà più possibile definire altri vincoli a partire da esso sancendo la fine dell’analisi e la possibilità di definire
l’Hamiltoniana fisica Hphys ≡ Hc

∣∣
(Ψ,µ)=0

a partire da (A.44)

Hphys ≡
[

1

2
πi(k

−1)ijπj −
1

2

{
k0 − ci(k−1)ijcj

}
Q2 +

{
πφ − ci(k−1)ijπj − µvici

}
Q− µπQ + µviπi + V

]
(Ψ,µ)=0

(A.48)

=

[
1

2
πi(k

−1)ijπj −
1

2

{
k0 − ci(k−1)ijcj

}
Q2 +

{
πφ − ci(k−1)ijπj

}
Q+ V

]
Ψ=0

=
1

2
πi(k

−1)ijπj +
1

2

{
k0 − ci(k−1)ijcj

}
Q2 + viVi + V

L’Hamiltoniana fisica ottenuta è67 Hphys = Hphys(Q,φ, q
i, πi) dipendente dalle (n) ⊕ (1) coppie di variabili

canoiche, rispettivamente (qi, πi), (Q,φ), dunque corrispondenti ad (n+1) gradi di libertà tra i quali, come è
evidente, è ora assenta il ghost di Ostrogradski. In Hphys è inoltre scomparsa la patologica dipendenza lineare
dal momento coniugato πφ che rende lo spettro del sistema energeticamente illimitato inferiormente.

= bi(k
−1)ij

(
bjQ̇+ kjlq̇

l
)
Q̇

= bi(k
−1)ij

(
πj − cjQ

)
Q̇

assieme all’espressione(
πi − ciQ

)
q̇i =

(
πi − ciQ

){
(k−1)ij

[
(πj − cjQ)− bjQ̇

]}
=
(
πi − ciQ

)
(k−1)ij

(
πj − cjQ

)
− bi(k−1)ij

(
πj − cjQ

)
Q̇

Nella relazione per πQQ̇ si è impiegata l’espressione (A.21) assieme ad δil = (k−1)ijkjl nel secondo passaggio mentre nella relazione

per
(
πi − ciQ

)
q̇i si invertita la relazione πj − klj q̇l − cjQ = bjQ̇, ottenuta dalla manipolazione di (A.6), in funzione di q̇i

67 Si ricordi che V = V (qi, φ)





B Delucidazioni su alcuni risultati intermedi impiegati per il calcolo
della matrice cinetica Mq

La presente Appendice si occuperà della deduzione esplicita di alcuni dei risultati intermedi utilizzati nella Sezione
“Teorie scalari-tensoriali quadratiche di ordine superiore” per ottenere l’espressione della matrice cinetica associata
alla teoria (2.9). Nei termini della notazione astratta introdotta nell’ambito del formalismo ADM(3+1) covariante,
la sottosezione (B.1) si occuperà di valutare le rappresentazioni di alcune significative contrazioni del tensore Cab,cd

che introdotte nella (2.65) permetteranno alla sottosezione (B.2) di esporre la metodologia di calcolo utilizzata
per ottenere il risultato (2.66). Infine la sottosezione (B.3) fornirà espressione esplicita delle componenti presenti
nella matrice cinetica Mq

B.1 Fondamentali contrazioni tra Cab,cd ed na

Nei termini della notazione astratta introdotta nell’ambito del formalismo ADM(3+1) covariante si consideri il
tensore Cab,cd definito in (2.14) ed il vettore unitario na normalizzato secondo (2.31). Le fondamentali contrazioni
da 4 a 0 indici tra Cab,cd ed na consistenti con le simmetrie di indici (2.13) e significative per il calcolo dei coefficienti
cinetici (2.65) associati al contributo scalare della teoria (2.9) alla matrice cinetica Mq hanno espressioni

Cabcdnanbncnd = 1
2
α1 n

ancnbndnanbncnd + 1
2
α1 n

andnbncnanbncnd + α2n
anbncndnanbncnd− (B.1)

1
2
α3A

aAbncndnanbncnd − 1
2
α3A

cAdnanbnanbncnd − 1
4
α4A

aAcnbndnanbncnd−
1
4
α4A

bAcnandnanbncnd − 1
4
α4A

aAdnbncnanbncnd − 1
4
α4A

bAdnancnanbncnd + α5A
aAbAcAdnanbncnd

= α1 + α2 − 1
2
α3A

aAbnanb − 1
2
α3A

cAdncnd − 1
4
α4A

aAcnanc − 1
4
α4A

bAcnbnc − 1
4
α4A

aAdnand−
1
4
α4A

bAdnbnd + α5A
aAbAcAdnanbncnd

= α1 + α2 − α3A∗A∗ − α4A∗A∗ + α5A∗A∗A∗A∗

Cabednanbne = 1
2
α1 n

anenbndnanbne + 1
2
α1 n

andnbnenanbne + α2n
anbnendnanbne − 1

2
α3A

aAbnendnanbne− (B.2)

1
2
α3A

eAdnanbnanbne − 1
4
α4A

aAenbndnanbne − 1
4
α4A

bAenandnanbne − 1
4
α4A

aAdnbnenanbne−
1
4
α4A

bAdnanenanbne + α5A
aAbAeAdnanbne

= −α1 n
d − α2n

d + 1
2
α3A

aAbndnanb − 1
2
α3A

eAdne+

1
4
α4A

aAendnane + 1
4
α4A

bAendnbne − 1
4
α4A

aAdna − 1
4
α4A

bAdnb + α5A
aAbAeAdnanbne

= −α1 n
d − α2n

d + 1
2
α3A∗A∗n

d − 1
2
α3A∗A

d + 1
2
α4A∗A∗n

d − 1
2
α4A∗A

d + α5A∗A∗A∗A
d

Cabcdnanb = 1
2
α1 n

ancnbndnanb + 1
2
α1 n

andnbncnanb − α2n
anbhcdnanb + α2n

anbncndnanb+ (B.3)

1
2
α3A

aAbhcdnanb − 1
2
α3A

aAbncndnanb − 1
2
α3A

cAdnanbnanb − 1
4
α4A

aAcnbndnanb−
1
4
α4A

bAcnandnanb − 1
4
α4A

aAdnbncnanb − 1
4
α4A

bAdnancnanb + α5A
aAbAcAdnanb

= 1
2
α1 n

cnd + 1
2
α1 n

dnc − α2h
cd + α2n

cnd + 1
2
α3A

aAbhcdnanb − 1
2
α3A

aAbncndnanb − 1
2
α3A

cAd+

1
4
α4A

aAcndna + 1
4
α4A

bAcndnb + 1
4
α4A

aAdncna + 1
4
α4A

bAdncnb + α5A
aAbAcAdnanb

= 1
2
α1 n

cnd + 1
2
α1 n

dnc − α2h
cd + α2n

cnd + 1
2
α3A∗A∗h

cd − 1
2
α3A∗A∗n

cnd − 1
2
α3A

cAd + 1
2
α4A∗A

cnd+

1
2
α4A∗A

dnc + α5A∗A∗A
cAd

Cebfdnenf = − 1
2
α1 n

enfhbdnenf + 1
2
α1 n

enfnbndnenf + 1
2
α1 n

endnbnfnenf + α2n
enbnfndnenf− (B.4)

1
2
α3A

eAbnfndnenf − 1
2
α3A

fAdnenbnenf + 1
4
α4A

eAfhbdnenf − 1
4
α4A

eAfnbndnenf−
1
4
α4A

bAfnendnenf − 1
4
α4A

eAdnbnfnenf − 1
4
α4A

bAdnenfnenf + α5A
eAbAfAdnenf

= − 1
2
α1 h

bd + 1
2
α1 n

bnd + 1
2
α1 n

dnb + α2n
bnd + 1

2
α3A

eAbndne + 1
2
α3A

fAdnbnf + 1
4
α4A

eAfhbdnenf−
1
4
α4A

eAfnbndnenf + 1
4
α4A

bAfndnf + 1
4
α4A

eAdnbne − 1
4
α4A

bAd + α5A
eAbAfAdnenf

= − 1
2
α1 h

bd + 1
2
α1 n

bnd + 1
2
α1 n

dnb + α2n
bnd + 1

2
α3A∗A

bnd + 1
2
α3A∗A

dnb + 1
4
α4A∗A∗h

bd−
1
4
α4A∗A∗n

bnd + 1
4
α4A

bA∗n
d + 1

4
α4A∗A

dnb − 1
4
α4A

bAd + α5A∗A
bA∗A

d

Cebcdne = − 1
2
α1 n

enchbdne + 1
2
α1 n

encnbndne − 1
2
α1 n

endhbcne + 1
2
α1 n

endnbncne − α2n
enbhcdne+ (B.5)

α2n
enbncndne + 1

2
α3A

eAbhcdne − 1
2
α3A

eAbncndne − 1
2
α3A

cAdnenbne + 1
4
α4A

eAchbdne−
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1
4
α4A

eAcnbndne − 1
4
α4A

bAcnendne + 1
4
α4A

eAdhbcne − 1
4
α4A

eAdnbncne − 1
4
α4A

bAdnencne + α5A
eAbAcAdne

= 1
2
α1 n

chbd − 1
2
α1 n

cnbnd + 1
2
α1 n

dhbc − 1
2
α1 n

dnbnc + α2n
bhcd − α2n

bncnd + 1
2
α3A

eAbhcdne − 1
2
α3A

eAbncndne+

1
2
α3A

cAdnb + 1
4
α4A

eAchbdne − 1
4
α4A

eAcnbndne + 1
4
α4A

bAcnd + 1
4
α4A

eAdhbcne−
1
4
α4A

eAdnbncne + 1
4
α4A

bAdnc + α5A
eAbAcAdne

= 1
2
α1 n

chbd − 1
2
α1 n

cnbnd + 1
2
α1 n

dhbc − 1
2
α1 n

dnbnc + α2n
bhcd − α2n

bncnd + 1
2
α3A∗A

bhcd−
1
2
α3A∗A

bncnd + 1
2
α3A

cAdnb + 1
4
α4A∗A

chbd − 1
4
α4A∗A

cnbnd + 1
4
α4A

bAcnd + 1
4
α4A∗A

dhbc−
1
4
α4A∗A

dnbnc + 1
4
α4A

bAdnc + α5A∗A
bAcAd

Cabcd = 1
2
α1 h

achbd − 1
2
α1 h

acnbnd − 1
2
α1 n

anchbd + 1
2
α1 n

ancnbnd + 1
2
α1 h

adhbc − 1
2
α1 h

adnbnc − 1
2
α1 n

andhbc+ (B.6)

1
2
α1 n

andnbnc + α2h
abhcd − α2h

abncnd − α2n
anbhcd + α2n

anbncnd + 1
2
α3A

aAbhcd − 1
2
α3A

aAbncnd+

1
2
α3A

cAdhab − 1
2
α3A

cAdnanb + 1
4
α4A

aAchbd − 1
4
α4A

aAcnbnd + 1
4
α4A

bAchad − 1
4
α4A

bAcnand+

1
4
α4A

aAdhbc − 1
4
α4A

aAdnbnc + 1
4
α4A

bAdhac − 1
4
α4A

bAdnanc + α5A
aAbAcAd

Dopo aver sostituito Cab,cd con la parametrizzazione (2.14) in cui (4)∇aφ = Aa, la prima riga delle suddette
espressioni è stata ottenuta eliminando la metrica gab presente nella parametrizzazione (2.14) tramite la relazione
(2.32) hab = gab + nanb. Nel secondo passaggio di ogni svolgimento si è imposta la relazione (2.42) habna = 0 e
la normalizzazione (2.31) nana = −1 mentre nel terzo passaggio si è sfruttata la definizione della componente di
tipo tempo (2.35) Abnb = A∗ con successivo riordino dei termini ottenuti.

B.2 Rappresentazione dei coefficienti cinetici A(φ),Bcd(φ),K
ab,cd
(φ)

Si considerino le contrazioni (B.1)-(B.6) ottenute in nella sottosezione (B.1) e le si inseriscano nella densità di
Lagrangiana cinetica associata ai contributi scalari (2.64) al fine di individuare le definizioni dei coefficienti cinetici
associati al contributo scalare (2.65). In particolare il settore scalare con tal sostituzione

A(φ)Ȧ
2
∗ =

{
1
N2C

ab,cdnanbncnd
}
Ȧ2
∗ (B.7)

=
{
α1

1
N2 + α2

1
N2 − α3

1
N2A

2
∗ − α4

1
N2A

2
∗ + α5

1
N2A

4
∗

}
A2
∗

=
{

1
N2

[
α1 + α2 −

(
α3 + α4

)
A2
∗ + α5A

4
∗

]}
A2
∗

espone l’espressione per coefficiente cinetico del settore scalare

A(φ) = 1
N2

[
α1 + α2 −

(
α3 + α4

)
A2
∗ + α5A

4
∗
]

(B.8)

Valutando analogamente il settore di mixing, con un opportuno riordinamento e riassorbimento dei termini ottenuti

Bcd(φ)Ȧ∗Kcd =
{
− 1
N
Cab,cdA∗nanb + 1

N

[
Cab,edÂc + Cab,ceÂd

]
nanbne

}
Ȧ∗Kcd (B.9)

=
{

1
N
A∗α2h

cd − 1
2

1
N
A3
∗α3h

cd + 1
2

1
N
A∗α3Â

cÂd − 1
N
A3
∗α5Â

cÂd − 1
2

1
N
α3A∗Â

dÂc−

1
2

1
N
α4A∗Â

dÂc + 1
N
α5A

3
∗Â

dÂc − 1
2

1
N
α3Â

cA∗Â
d − 1

2
1
N
α4A∗Â

cÂd + 1
N
α5A

3
∗Â

cÂd
}
Ȧ∗Kcd

=
{
α2

1
N
hcdA∗ − 1

2
α3

1
N
hcdA3

∗ − 1
2
α3

1
N
A∗Â

cÂd + α5
1
N
A3
∗Â

cÂd − α4
1
N
A∗Â

cÂd
}
Ȧ∗Kcd

è non è difficile riconoscere l’espressione per il coefficiente cinetico del settore mixing

Bcd(φ) = α2
1
N
hcdA∗ − 1

2
α3

1
N
hcdA3

∗ − 1
2
α3

1
N
A∗Â

cÂd + α5
1
N
A3
∗Â

cÂd − α4
1
N
A∗Â

cÂd (B.10)

=
[
A∗
2N

(
2α2 − α3A

2
∗
)]
hcd +

[
− A∗

2N

(
α3 + 2α4 + 2α5A

2
∗
)]
ÂcÂd

≡ β1
(φ)h

cd + β2
(φ)Â

cÂd

parametrizzato dalle funzioni definite nelle parentesi quadre

β1
(φ) ≡ A∗

2N

(
2α2 − α3A

2
∗
)

(B.11)

β2
(φ) ≡ −A∗

2N

(
α3 + 2α4 − 2α5A

2
∗
)

Essendo maggiore il numero di oggetti coinvolti nelle contrazioni, la computazione delle espressioni (B.1)-(B.6)
nel settore metrico della (2.64) risulta notevolmente più lunga e difficile dei casi precedenti. Tuttavia si è ottenuto

Kab,cd(φ) KabKcd =
{
Cab,cdA2

∗ − 2
[
Ceb,cdÂa + Cae,cdÂb

]
A∗ne +

[
Ceb,fdÂaÂc + 2Ceb,cf ÂaÂd + Cae,cf ÂbÂd

]
nenf

}
KabKcd

=
{

1
2
α1 h

achbdA2
∗ + 1

2
α1 h

adhbcA2
∗ + α2h

abhcdA2
∗ + 1

2
α3Â

aÂbhcdA2
∗ + 1

2
α3Â

cÂdhabA2
∗+

1
4
α4Â

aÂchbdA2
∗ + 1

4
α4Â

bÂchadA2
∗ + 1

4
α4Â

aÂdhbcA2
∗ + 1

4
α4Â

bÂdhacA2
∗ + α5Â

aÂbÂcÂdA2
∗−
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α3Â
bhcdÂaA2

∗ − 1
2
α4AÂ

chbdÂaA2
∗ − 1

2
α4Â

dhbcÂaA2
∗ − 2α5Â

bÂcÂdÂaA2
∗ − α3Â

ahcdÂbA2
∗−

1
2
α4Â

chadÂbA2
∗ − 1

2
α4Â

dhacÂbA2
∗ − 2α5Â

aÂcÂdÂbA2
∗ − 1

2
α1 h

bdÂaÂc + 1
4
α4A

2
∗h
bdÂaÂc−

1
4
α4Â

bÂdÂaÂc + α5A∗Â
bA∗Â

dÂaÂc − α1 h
bcÂaÂd − 1

2
α4Â

bÂcÂaÂd + 1
2
α4A

2
∗h
bcÂaÂd+

2α5Â
bÂcA2

∗Â
aÂd − 1

2
α1 h

acÂbÂd − 1
4
α4Â

aÂcÂbÂd + 1
4
α4A

2
∗h
acÂbÂd + α5Â

aÂcA2
∗Â

bÂd
}
KabKcd

=
{

1
2
α1 h

achbdA2
∗ + 1

2
α1 h

adhbcA2
∗ + α2h

abhcdA2
∗ − 1

2
α3h

abA2
∗Â

cÂd − 1
2
α3h

cdA2
∗Â

aÂb+

α5A
2
∗Â

aÂbÂcÂd − 1
2
α1 h

bdÂaÂc − α4Â
aÂbÂcÂd − α1 h

bcÂaÂd − 1
2
α1 h

acÂbÂd
}
KabKcd (B.12)

dove nel secondo passaggio, oltre alla sostituzione delle relazioni (B.1)-(B.6) si è fatto uso della (2.45) per cui

Aana = A∗ ed ÂaKab = AaKab. Nel terzo ed ultimo passaggio si sono sfruttate le simmetrie indotte dalla
contrazione con il prodotto KabKcd per riordinare e riassorbire numerosi i numerosi termini che, raccolti nelle
parentesi graffe, espongono l’espressione del coefficiente cinetico del settore metrico

Kab,cd(φ) = 1
2
α1 h

achbdA2
∗ + 1

2
α1 h

adhbcA2
∗ + α2h

abhcdA2
∗ − 1

2
α3h

abA2
∗Â

cÂd − 1
2
α3h

cdA2
∗Â

aÂb+

α5A
2
∗Â

aÂbÂcÂd − 1
2
α1 h

bdÂaÂc − α4Â
aÂbÂcÂd − α1 h

bcÂaÂd − 1
2
α1 h

acÂbÂd (B.13)

= 1
2
α1A∗

(
hachdb + hadhcb

)
+ α2A

2
∗h
abhcd − 1

2
α3A

2
∗
(
hcdÂaÂb + habÂcÂd

)
−

1
2
α1

[(
hbdÂcÂa + hbcÂdÂa

)
+
(
hcaÂbÂd + hcbÂaÂd

)]
+
(
α5A

2
∗ − α4

)
ÂaÂbÂcÂd

= α1A
2
∗h
a(chd)b + α2A

2
∗h
abhcd − 1

2
α3A

2
∗
(
hcdÂaÂb + habÂcÂd

)
−

α1

[
hb(cÂd)Âa + hc(aÂb)Âd

]
+
(
α5A

2
∗ − α4

)
ÂaÂbÂcÂd

≡ κ1
(φ)h

a(chd)b + κ2
(φ)h

abhcd + 1
2
κ3

(φ)

(
hcdÂaÂb + habÂcÂd

)
+ 1

2
κ4

(φ)

[
hb(cÂd)Âa + hc(aÂb)Âd

]
+ κ5

(φ)Â
aÂbÂcÂd

che, dopo opportune manipolazioni sugli indici in base alle possibili simmetrie con cui compaiono le strutture in
Âa ed hab, risulta parametrizzato dalle quantità

κ1
(φ) ≡ α1A

2
∗ κ2

(φ) ≡ α2A
2
∗ (B.14)

κ3
(φ) ≡ −α3A

2
∗ κ4

(φ) ≡ −2α1

κ5
(φ) ≡ α5A

2
∗ − α4

funzioni delle arbitrarie α1, ..., α5 introdotte in (2.14).

B.3 Rappresentazione della matrice cinetica

La presente unità si occuperà dell’illustrare la metodologia di calcolo adottata per ottenere la rappresentazione
matriciale di B ed K proposte nelle definizioni (2.92). Non verranno svolti i calcoli per tutti i coefficienti:
considereremo esemplificativamente la procedura per calcolare la componente K 3,3 e tutte saranno ottenibili in
maniera analoga. Dunque ricordando le definizioni (2.89) ed inserendo l’espressione (2.84) nella (2.92) si ha

K 3,3 = U3
abKab,cd U3

cd (B.15)

= κ1U3
ab h

a(chd)b U3
cd + κ2U3

ab h
abhcd U3

cd + 1
2
κ3U3

ab

(
hcdU3

abÂ
b + habÂcÂd

)
U3
cd

+ 1
2
κ4U3

ab

[
hb(cÂd)Âa + hc(aÂb)Âd

]
U3
cd + κ5U3

ab Â
aÂbÂcÂd U3

cd

= κ1U3
ab h

a(chd)b U3
cd + κ2U3

ab h
abhcd U3

cd

= 1
2
κ1U3

abh
achdbU3

cd + 1
2
κ1U3

abh
adhcbU3

cd + κ2U3
ab h

abhcd U3
cd

= 1
2
κ1(U3)cdU3

cd + 1
2
κ1(U3)dc(U3)cd + κ2(U3) a

a (U3) b
b

= κ1(U3)cdU3
cd + κ2(U3) a

a (U3) b
b

= κ1 (B.16)

dove nel terzo passaggio si è usata la relazione68 U3
abÂ = 0 e dove nel penultimo passaggio si sono utilizza-

te (U3)cdU3
cd = 1 ed (U3) a

a = 0. Analogamente, sebbene i calcoli risultino tuttavia più semplici, inserendo
l’espressione (2.83) nella (2.92) si ha si ottiene infine

B1 = BabU1
ab =

(
β1hab + β2Â2zazb

)
zazb = β1 + Â2β2 (B.18)

B2 = BabU2
ab = 1√

2

(
β1hab + β2Â2zazb

)(
hab − zazb

)
=
√

2β1

B3 = BabU3
ab = 1√

2

(
β1hab + β2Â2zazb

)(
uaub − vavb

)
= 0

68 Dalle definizioni (2.89) e sfruttando l’ortonormalità tra ua, va, za ≡ Âa

||Â||
si ha:

U3
abÂ = ||A||U3

abz
a = 1√

2
||A||

(
uaub − vavb

)
za = 0 (B.17)
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B4 = BabU4
ab = 1√

2

(
β1hab + β2Â2zazb

)(
uavb + ubva

)
= 0

B5 = BabU5
ab = 1√

2

(
β1hab + β2Â2zazb

)(
uazb + ubza

)
= 0

B6 = BabU6
ab = 1√

2

(
β1hab + β2Â2zazb

)(
vazb + vbza

)
= 0

con ÂaÂb = ||Â||za||Â||zb = Â2zazb ed haa = 3. In particolare, organizzando le componenti ottenute in termini
matriciali, esse hanno espressione esplicita

K =


a c 0 0 0 0
c b 0 0 0 0
0 0 d 0 0 0
0 0 0 d 0 0
0 0 0 0 e 0
0 0 0 0 0 e

 B =


m
n
0
0
0
0

 (B.19)

dove si sono definiti i parametri
a ≡ κ1 + κ2 + Â2(κ3 + κ4) + (Â2)2κ5

b = κ1 + 2κ2

c =
√

2(κ2 + 1
2
Â2κ3)

d = κ1

e = κ1 + 1
2
Â2κ4

(B.20)

{
m = β1 + Â2β2

n =
√

2β1

Segue dunque che la rappresentazione della matrice cinetica sarà

Mq =



A m n 0 0 0 0

m a c 0 0 0 0
n c b 0 0 0 0
0 0 0 d 0 0 0
0 0 0 0 d 0 0
0 0 0 0 0 e 0
0 0 0 0 0 0 e


(B.21)



C Delucidazioni su alcuni risultati intermedi impiegati per il calcolo
delle equazioni di campo

Al fine di ricavare esplicitamente le equazioni di campo scalari e tensoriali deducibili da (4.1), l’unità C.1 si
occuperà di ottenere le espressioni delle variazioni associate alle singole densità di Lagrangiana (4.7), in particolare
δLI/δφµ, δLI/δφµν ed δLI/δgµν . Sempre nella medesima unità si otterranno anche le espressioni delle derivate
covarianti∇ν(δLI/δφν) ed∇µ(δLI/δφνρ). Tali risultati verranno poi computati nella sottosezione C.2 per ottenere
le espressioni esplicite dei tensori Πµ

I e ΣµI definiti in (4.23) e nell’unità C.3 per ottenere, a partire dalle definizioni
(4.29) ed (4.30) di αIµν e βIµν , le espressioni esplicite dei tensori ∆I

µν e ΞIµν definiti in (4.33). Infine la sottosezione

C.4 esporrà il valore dei parametri liberi di classe ζC
I ed ζC

I,X .

C.1 Variazione delle Lagrangiane LI e corrispondenti derivate covarianti

Si intende ottenere le espressioni associate alla variazione delle singole densità di Lagrangiana LI (4.7) operata
rispetto al campo φµ = ∇µφ. Osservando che

δL1

δφµ
δφµ = 0

δL2

δφµ
δφµ = 0 (C.1)

le rimanenti variazioni avranno espressione

δL3

δφµ
δφµ = gµνgρπgσλφµν(δφπ)φρσφλ + gµνgρπgσλφµνφπφρσ(δφλ) (C.2)

=
(
gνρgσµgαβφβφνρφσα + gνρgσαgβµφαφνρφσβ

)
δφµ

=
(
φβφ

ρ
ρφ

µβ + φαφ
ρ
ρφ

αµ)δφµ
=
(
2φνφµ νφ

ρ
ρ

)
δφµ

δL4

δφµ
δφµ = gµσgνπgρλ(δφσ)φµνφπλφρ + gµσgνπgρλφσφµνφπλ(δφρ) (C.3)

=
(
gνµgρσgαβφαφνρφσβ + gνρgσαgµβφρφνσφαβ

)
δφµ

=
(
φβφµσφσβ + φρφ

ραφα
µ)δφµ

=
(
2φνφµρφνρ

)
δφµ

δL5

δφµ
δφµ = gρµgσνgπαgλβ(δφα)φπλφβφµφρσφν + gρµgσνgπαgλβφαφπλ(δφβ)φµφρσφν+

gρµgσνgπαgλβφαφπλφβ(δφµ)φρσφν + gρµgσνgπαgλβφαφπλφβφµφρσ(δφν) (C.4)

=
(
gνρgσµgαβgγλφρφβφλφσνφαγ + gνµgρσgαβgγλφσφβφλφρνφαγ+

gνρgσαgβµgγλφαφρφλφσνφβγ + gνρgσαgβγgλµφαφρφγφσνφβλ
)
δφµ

=
(
φρφβφλφ

µρφβλ + φσφβφλφ
σµφβλ + φαφρφλφ

αρφµλ + φαφρφγφ
αρφγµ

)
δφµ

=
(
4φνφρφσφµ νφρσ

)
δφµ

dove in tutti gli svolgimenti nel penultimo passaggio si è eliminata la presenza del tensore metrico sfruttando
le contrazioni con esso delle derivate in φ per alzarne o abbassarne e gli indici che, una volta opportunamente
rinominati, hanno permesso di ottenere i risultati in ultima linea. Si consideri ora la derivata covariante (2.2)
delle espressioni appena ottenute. Valendo chiaramente

∇µ
δL1

δφν
= 0 ∇µ

δL2

δφν
= 0 (C.5)

utilizzando la regola di Leibniz sulle variazioni non nulle si ottiene infine

∇µ
δL3

δφν
= ∇µ (2φσφν σφ

ρ
ρ) (C.6)

= 2(∇µφσ)φν σφ
ρ
ρ + 2φσ(∇µφν σ)φρ ρ + 2φσφν σ(∇µφρ ρ)

= 2φµ
σφν σφ

ρ
ρ + 2φσφµ

ν
σφ

ρ
ρ + 2φσφν σφµ

ρ
ρ

= 2φµ
ρφν ρφ

σ
σ + 2φρφσ σφµ

ν
ρ + 2φρφν ρφµ

σ
σ

∇µ
δL4

δφν
= ∇µ (2φσφνρφσρ) (C.7)

= 2(∇µφσ)φνρφσρ + 2φσ(∇µφνρ)φσρ + 2φσφνρ(∇µφσρ)
= 2φµ

σφνρφσρ + 2φσφµ
νρφσρ + 2φσφνρφµσρ

= 2φµ
ρφνσφρσ + 2φρφρ

σφµ
ν
σ + 2φρφνσφµρσ
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∇µ
δL5

δφν
= ∇µ (4φαφρφσφν αφρσ) (C.8)

= 4(∇µφα)φρφσφν αφρσ + 4φα(∇µφρ)φσφν αφρσ+

4φαφρ(∇µφσ)φν αφρσ + 4φαφρφσ(∇µφν α)φρσ + 4φαφρφσφν α(∇µφρσ)

= 4φµ
αφρφσφν αφρσ + 4φαφµ

ρφσφν αφρσ + 4φαφρφµ
σφν αφρσ + 4φαφρφσφµ

ν
αφρσ + 4φαφρφσφν αφµρσ

= 4φαφρφµ
σφν σφαρ + 8φαφρφµ

σφν αφρσ + 4φαφρφσφαρφµ
ν
σ + 4φαφρφσφν αφµρσ

In tutti gli svolgimenti proposti, alla penultima uguaglianza si è ridefinita la derivata covariante nell’usuale
notazione compatta a pedice mentre all’ultima uguaglianza si sono rinominati gli indici contratti per riassorbire
contributi simili. In maniera del tutto analoga, ci si concentri ora sulle espressioni associate alla variazione delle
singole densità di Lagrangiana LI (4.7) operata rispetto al campo φµν = ∇µ∇νφ:

δL1

δφµν
δφµν = gµρgνσ(δφρσ)φµν + gµρgνσφρσ(δφµν) (C.9)

=
(
gρµgσνφρσ + gµρgνσφρσ

)
δφµν

= 2φµν

δL2

δφµν
δφµν = gµνgρσ(δφµν)φρσ + gµνgρσφµν(δφρσ) (C.10)

=
(
gµνgρσφρσ + gρσgµνφρσ

)
δφµν

=
(
2gµνφρ ρ

)
δφµν

δL3

δφµν
δφµν = gµνgρπgσλ(δφµν)φπφρσφλ + gµνgρπgσλφµνφπ(δφρσ)φλ (C.11)

=
(
gµνgρσgαβφβφσφρα + gρσgµαgνβφβφαφρσ

)
δφµν

=
(
gµνφβφσφ

σβ + φνφµφσ σ
)
δφµν

=
(
gµνφρφσφρσ + φµφνφρ ρ

)
δφµν

δL4

δφµν
δφµν = gµσgνπgρλφσ(δφµν)φπλφρ + gµσgνπgρλφσφµν(δφπλ)φρ (C.12)

=
(
gµρgνσgαβφαφρφσβ + gρσgαµgβνφβφσφρα

)
δφµν

=
(
φβφµφν β + φνφσφ

σµ)δφµν
=
(
φµφρφν ρ + φνφρφµ ρ

)
δφµν

δL5

δφµν
δφµν = gρµgσνgπαgλβφα(δφπλ)φβφµφρσφν + gρµgσνgπαgλβφαφπλφβφµ(δφρσ)φν (C.13)

=
(
gνρgµσgαβgγλφσφρφβφλφαγ + gρσgαβgµγgνλφβφσφγφλφαρ

)
δφµν

=
(
φµφνφβφλφ

βλ + φβφσφ
µφνφβσ

)
δφµν

=
(
2φµφνφρφσφρσ

)
δφµν

dove, come al solito, nel penultimo passaggio si è eliminato il tensore metrico e nell’ultimo passaggio si sono
rinominati gli indici. Conseguentemente, considerando la derivata covariante di tali espressioni:

∇µ
δL1

δφνρ
= ∇µ(2φνρ) (C.14)

= 2∇µφνρ

= 2φµ
νρ

∇µ
δL2

δφνρ
= ∇µ(2gνρφσ σ) (C.15)

= 2gνρ(∇µφσ σ)

= 2gνρφµ
σ
σ

∇µ
δL3

δφνρ
= ∇µ (gνρφαφσφασ + φνφρφα α) (C.16)

= gνρ(∇µφα)φσφασ + gνρφα(∇µφσ)φασ + gνρφαφσ(∇µφασ)+

(∇µφν)φρφα α + φν(∇µφρ)φα α + φνφρ(∇µφα α)

= gνρφµ
αφσφασ + gνρφαφµ

σφασ + gνρφαφσφµασ + φµ
νφρφα α + φνφµ

ρφα α + φνφρφµ
α
α

= 2gνρφαφµ
σφασ + gνρφαφσφµασ + φρφµ

νφσ σ + φνφµ
ρφσ σ + φνφρφµ

σ
σ

∇µ
δL4

δφνρ
= ∇µ (φνφσφρ σ + φρφσφν σ) (C.17)

= (∇µφν)φσφρ σ + φν(∇µφσ)φρ σ + φνφσ(∇µφρ σ) + (∇µφρ)φσφν σ + φρ(∇µφσ)φν σ + φρφσ(∇µφν σ)
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= φµ
νφσφρ σ + φνφµ

σφρ σ + φνφσφµ
ρ
σ + φµ

ρφσφν σ + φρφµ
σφν σ + φρφσφµ

ν
σ

= φσφµ
νφρ σ + φνφµ

σφρ σ + φνφσφµ
ρ
σ + φσφµ

ρφν σ + φρφµ
σφν σ + φρφσφµ

ν
σ

∇µ
δL5

δφνρ
= ∇µ (2φνφρφαφσφασ) (C.18)

= 2(∇µφν)φρφαφσφασ + 2φν(∇µφρ)φαφσφασ+

2φνφρ(∇µφα)φσφασ + 2φνφρφα(∇µφσ)φασ + 2φνφρφαφσ(∇µφασ)

= 2φµ
νφρφαφσφασ + 2φνφµ

ρφαφσφασ + 2φνφρφµ
αφσφασ + 2φνφρφαφµ

σφασ + 2φνφρφαφσφµασ

= 2φρφαφσφµ
νφασ + 2φνφαφσφµ

ρφασ + 4φνφρφαφµ
σφασ + 2φνφρφαφσφµασ

Volendo ultimare il presente studio variazionale, si osservi infine che olre che da φµ e φµν , le singole densità di
Lagrangiana LI definite in (4.7) dipendono esplicitamente anche dal tensore metrico gµν e si dovrà dunque tener
di conto pure le variazioni di quest’ultime rispetto ad esso:

δL1

δgµν
δgµν = (δgµρ)gνσφρσφµν + gµρ(δgνσ)φρσφµν (C.19)

=
(
gρσφµρφνσ + gρσφρµφσν

)
δgµν

=
(
φµ

σφνσ + φσ µφσν
)
δgµν

=
(
2φµ

ρφνρ
)
δgµν

δL2

δgµν
δgµν = (δgµν)gρσφµνφρσ + gµν(δgρσ)φµνφρσ

=
(
gρσφµνφρσ + gρσφρσφµν

)
δgµν

=
(
φµνφ

σ
σ + φσ σφµν

)
δgµν

=
(
2φµνφ

ρ
ρ

)
δgµν

δL3

δgµν
δgµν = (δgµν)gρπgσλφµνφπφρσφλ + gµν(δgρπ)gσλφµνφπφρσφλ + gµνgρπ(δgσλ)φµνφπφρσφλ (C.20)

=
(
gρσgαβφβφσφµνφρα + gρσgαβφβφνφρσφµα + gρσgαβφνφβφρσφαµ

)
δgµν

=
(
φβφσφµνφ

σβ + φβφνφ
σ
σφµ

β + φνφβφ
σ
σφ

β
µ

)
δgµν

=
(
φρφσφµνφρσ + 2φνφ

ρφµρφ
σ
σ

)
δgµν

δL4

δgµν
δgµν = (δgµσ)gνπgρλφσφµνφπλφρ + gµσ(δgνπ)gρλφσφµνφπλφρ + gµσgνπ(δgρλ)φσφµνφπλφρ (C.21)

=
(
gρσgαβφαφνφµρφσβ + gρσgαβφαφσφρµφνβ + gρσgαβφµφσφραφβν

)
δgµν

=
(
φβφνφµ

σφσβ + φβφσφ
σ
µφνβ + φµφσφ

σβφβν
)
δgµν

=
(
φνφ

ρφµ
σφρσ + φρφσφµρφνσ + φµφ

ρφν
σφρσ

)
δgµν

δL5

δgµν
δgµν = (δgρµ)gσνgπαgλβφαφπλφβφµφρσφν + gρµ(δgσν)gπαgλβφαφπλφβφµφρσφν+

gρµgσν(δgπα)gλβφαφπλφβφµφρσφν + gρµgσνgπα(δgλβ)φαφπλφβφµφρσφν (C.22)

=
(
gρσgαβgγλφβφσφνφλφαρφµγ + gρσgαβgγλφβφσφλφνφαρφγµ+

gρσgαβgγλφνφσφβφλφµρφαγ + gρσgαβgγλφσφνφβφλφρµφαγ
)
δgµν

=
(
φβφσφνφλφ

βσφµ
λ + φβφσφλφνφ

βσφλ µ + φνφσφβφλφµ
σφβλ + φσφνφβφλφ

σ
µφ

βλ)δgµν
=
(
4φνφ

αφρφσφµαφρσ
)
δgµν

C.2 Calcolo delle espressioni per Πµ
I ed Σµ

I

Al fine di ottenere le espressioni esplicite dei tensori Πµ
I e ΣµI definiti in (4.23) per esprimere l’equazione di campo

scalare, si utilizzino le espressioni ricavate nella precedente sottosezione, avendo cura di adattare opportunamente
gli indici che opportunamente riordinati permetteranno una ulteriore semplificazione dalle espressioni ottenute
dalle suddette sostituzioni. In particolare per Πµ

I si avrà

Πµ
1 =

δL1

δφµ
−∇ν

δL1

δφνµ
(C.23)

= −2φν
νµ

Πµ
2 =

δL2

δφµ
−∇ν

δL2

δφνµ

= −2gνµφν
σ
σ (C.24)
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= −2φµσ σ

Πµ
3 =

δL3

δφµ
−∇ν

δL3

δφνµ
(C.25)

= 2φνφµ νφ
ρ
ρ −

(
2gνµφαφν

σφασ + gνµφαφσφνασ + φµφν
νφσ σ + φνφν

µφσ σ + φνφµφν
σ
σ

)
= 2φνφµ νφ

ρ
ρ − 2φαφµσφασ − φαφσφµ ασ − φµφν νφσ σ − φνφν µφσ σ − φνφµφν σ σ

= φνφµ νφ
ρ
ρ − 2φνφµρφνρ − φνφρφµ νρ − φµφν νφρ ρ − φµφνφν ρ ρ

Πµ
4 =

δL4

δφµ
−∇ν

δL4

δφνµ
(C.26)

= 2φνφµρφνρ −
(
φσφν

νφµ σ + φνφν
σφµ σ + φνφσφν

µ
σ + φσφν

µφν σ + φµφν
σφν σ + φµφσφν

ν
σ

)
= φνφµρφνρ − φνφµ νφρ ρ − φνφν ρφµ ρ − φνφρφν µ ρ − φµφνρφνρ − φµφνφρ ρν

Πµ
5 =

δL5

δφµ
−∇ν

δL5

δφνµ
(C.27)

= 4φνφρφσφµ νφρσ −
(
2φµφαφσφν

νφασ + 2φνφαφσφν
µφασ + 4φνφµφαφν

σφασ + 2φνφµφαφσφνασ
)

= 2φνφρφσφµ νφρσ − 2φµφνφρφνρφ
σ
σ − 4φµφνφρφν

σφρσ − 2φµφνφρφσφνρσ

mentre per ΣµI si otterrà

Σµ1 = 2

(
φµL1 − φνρφρ

δL1

δφνµ

)
(C.28)

= 2
(
φµφρνφρν − 2φνρφ

ρφνµ
)

= 2φµφνρφνρ − 2φνφν
ρφµ ρ

Σµ2 = 2

(
φµL2 − φνρφρ

δL2

δφνµ

)
(C.29)

= 2
(
φµφρ ρφ

ν
ν − 2φνρφ

ρgνµφσ σ
)

= 2φµφρ ρφ
ν
ν − 4φµ ρφ

ρφσ σ

= 2φµφν νφ
ρ
ρ − 4φνφµ νφ

ρ
ρ

Σµ3 = 2

(
φµL3 − φνρφρ

δL3

δφνµ

)
(C.30)

= 2
{
φµφσφνφσνφ

ρ
ρ − φνρφρ (gνµφαφσφασ + φνφµφα α)

}
= 2φµφσφνφσνφ

ρ
ρ − 2φµ ρφ

ρφαφσφασ − 2φνρφ
ρφνφµφα α

= −2φνφρφσφµ νφρσ

Σµ4 = 2

(
φµL4 − φνρφρ

δL4

δφνµ

)
(C.31)

= 2
{
φµφσφνφσ

ρφνρ − φνρφρ (φνφσφµ σ + φµφσφν σ)
}

= 2φµφσφνφσ
ρφνρ − 2φνρφ

ρφνφσφµ σ − 2φνρφ
ρφµφσφν σ

= −2φνφρφσφµ νφρσ

Σµ5 = 2

(
φµL5 − φνρφρ

δL5

δφνµ

)
(C.32)

= 2
(
φµφαφνφρφσφανφρσ − 2φνρφ

ρφνφµφαφσφασ
)

= 2φµφαφνφρφσφανφρσ − 4φνρφ
ρφνφµφαφσφασ

= −2φµφαφνφρφσφανφρσ

si noti che le espressioni proposte sono del tutto identiche a quelle sottoposte in (4.24)

C.3 Calcolo delle espressioni per ∆I
µν e ΞI

µν

La presente sottosezione si occuperà, con metodologia analoga a quanto esposto in quella precedente, della dedu-
zione dei tensori ∆I

µν e ΞIµν presenti nelle espressioni associate alle equazioni di campo tensoriali. Tale deduzione
risulta tuttavia estremamente più macchinosa del caso precedente. Infatti, prima di passare al calcolo diretto di
tali oggetti, occorre ricavare per ognuno di essi l’espressione dei corrispondenti parametri αIµν e βIµν definiti in
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(4.29) ed (4.30).Per quanto riguarda gli αIµν si ha che inserendo nella definizione i le variazioni dell’Appendice
C.1:

α1
µν =

1

2

{
gαµgβν

[
φ ε
ε
δL1

δφαβ
+ φε∇ε

δL1

δφαβ

]
− gβν

[
φεµ

δL1

δφεβ
+ φµ∇ε

δL1

δφεβ

]
− gαµ

[
φεν

δL1

δφαε
+ φν∇ε

δL1

δφαε

]}
(C.33)

= 1
2
gαµgβν

(
2φε

εφαβ + 2φεφε
αβ)− 1

2
gβν
(
2φεµφ

εβ + 2φµφε
εβ)− 1

2
gαµ
(
2φενφ

αε + 2φνφε
αε)

= φε
εφµν + φεφεµν − φεµφε ν − φµφε ε ν − φενφµ ε − φνφεµ ε

= φµνφ
ρ
ρ + φρφρµν − 2φµ

ρφνρ − φµφρ ρν − φνφρ µρ

α2
µν =

1

2

{
gαµgβν

[
φ ε
ε
δL2

δφαβ
+ φε∇ε

δL2

δφαβ

]
− gβν

[
φεµ

δL2

δφεβ
+ φµ∇ε

δL2

δφεβ

]
− gαµ

[
φεν

δL2

δφαε
+ φν∇ε

δL2

δφαε

]}
(C.34)

= 1
2
gαµgβν

(
2φε

εgαβφρ ρ + 2φεgαβφε
σ
σ

)
− 1

2
gβν
(
2φεµg

εβφρ ρ + 2φµg
εβφε

σ
σ

)
− 1

2
gαµ
(
2φενg

αεφρ ρ + 2φνg
αεφε

σ
σ

)
= φε

εgµνφ
ρ
ρ + φεgµνφε

σ
σ − φνµφρ ρ − φµφν σ σ − φµνφρ ρ − φνφµ σ σ

= gµνφ
ρ
ρφ

σ
σ + gµνφ

ρφρ
σ
σ − 2φµνφ

ρ
ρ − φµφν ρ ρ − φνφµ ρ ρ

α3
µν =

1

2

{
gαµgβν

[
φ ε
ε
δL3

δφαβ
+ φε∇ε

δL3

δφαβ

]
− gβν

[
φεµ

δL3

δφεβ
+ φµ∇ε

δL3

δφεβ

]
− gαµ

[
φεν

δL3

δφαε
+ φν∇ε

δL3

δφαε

]}
(C.35)

= 1
2
gαµgβν

{
φε

ε(gαβφρφσφρσ + φαφβφρ ρ
)

+ φε
(
2gαβφρφε

σφρσ + gαβφρφσφερσ + φβφε
αφσ σ + φαφε

βφσ σ+

φαφβφε
σ
σ

)}
− 1

2
gβν
{
φεµ
(
gεβφρφσφρσ + φεφβφρ ρ

)
+ φµ

(
2gεβφαφε

σφασ + gεβφαφσφεασ + φβφε
εφσ σ+

φεφε
βφσ σ + φεφβφε

σ
σ

)}
− 1

2
gαµ
{
φεν
(
gαεφρφσφρσ + φαφεφρ ρ

)
+ φν

(
2gαεφρφε

σφρσ + gαεφρφσφερσ+

φεφε
αφσ σ + φαφε

εφσ σ + φαφεφε
σ
σ

)}
= 1

2
φε

εgµνφ
ρφσφρσ + 1

2
φε

εφµφνφ
ρ
ρ + φεgµνφ

ρφε
σφρσ + 1

2
φεgµνφ

ρφσφερσ + 1
2
φεφνφεµφ

σ
σ + 1

2
φεφµφενφ

σ
σ+

1
2
φεφµφνφε

σ
σ − 1

2
φνµφ

ρφσφρσ − 1
2
φεµφ

εφνφ
ρ
ρ − φµφαφν σφασ − 1

2
φµφ

αφσφνασ − 1
2
φµφνφε

εφσ σ−
1
2
φµφ

εφενφ
σ
σ − 1

2
φµφ

εφνφε
σ
σ − 1

2
φµνφ

ρφσφρσ − 1
2
φενφµφ

εφρ ρ − φνφρφµ σφρσ − 1
2
φνφ

ρφσφµρσ−
1
2
φνφ

εφεµφ
σ
σ − 1

2
φνφµφε

εφσ σ − 1
2
φνφµφ

εφε
σ
σ

= 1
2
gµνφ

αφρφαρφ
σ
σ − 1

2
φµφνφ

ρ
ρφ

σ
σ + gµνφ

αφρφα
σφρσ + 1

2
gµνφ

αφρφσφαρσ − 1
2
φµφνφ

ρφρ
σ
σ − φρφσφµνφρσ−

1
2
φνφ

ρφµρφ
σ
σ − φµφρφν σφρσ − 1

2
φµφ

ρφσφνρσ − 1
2
φµφ

ρφνρφ
σ
σ − φνφρφµ σφρσ − 1

2
φνφ

ρφσφµρσ

α4
µν =

1

2

{
gαµgβν

[
φ ε
ε
δL4

δφαβ
+ φε∇ε

δL4

δφαβ

]
− gβν

[
φεµ

δL4

δφεβ
+ φµ∇ε

δL4

δφεβ

]
− gαµ

[
φεν

δL4

δφαε
+ φν∇ε

δL4

δφαε

]}
(C.36)

= 1
2
gαµgβν

{
φε

ε(φαφρφβ ρ + φβφρφα ρ
)

+ φε
(
φσφε

αφβ σ + φαφε
σφβ σ + φαφσφε

β
σ + φσφε

βφα σ + φβφε
σφα σ+

φβφσφε
α
σ

)}
− 1

2
gβν
{
φεµ
(
φεφρφβ ρ + φβφρφε ρ

)
+ φµ

(
φσφε

εφβ σ + φεφε
σφβ σ + φεφσφε

β
σ + φσφε

βφε σ+

φβφε
σφε σ + φβφσφε

ε
σ

)}
− 1

2
gαµ
{
φεν
(
φαφρφε ρ + φεφρφα ρ

)
+ φν

(
φσφε

αφε σ + φαφε
σφε σ + φαφσφε

ε
σ+

φσφε
εφα σ + φεφε

σφα σ + φεφσφε
α
σ

)}
= 1

2
φε

εφµφ
ρφνρ + 1

2
φε

εφνφ
ρφµρ + 1

2
φεφσφεµφνσ + 1

2
φεφµφε

σφνσ + 1
2
φεφµφ

σφενσ + 1
2
φεφσφενφµσ + 1

2
φεφνφε

σφµσ+
1
2
φεφνφ

σφεµσ − 1
2
φεµφ

εφρφνρ − 1
2
φεµφνφ

ρφε ρ − 1
2
φµφ

σφε
εφνσ − 1

2
φµφ

εφε
σφνσ − 1

2
φµφ

εφσφενσ − 1
2
φµφ

σφενφ
ε
σ−

1
2
φµφνφε

σφε σ − 1
2
φµφνφ

σφε
ε
σ − 1

2
φενφµφ

ρφε ρ − 1
2
φενφ

εφρφµρ − 1
2
φνφ

σφεµφ
ε
σ − 1

2
φνφµφε

σφε σ−
1
2
φνφµφ

σφε
ε
σ − 1

2
φνφ

σφε
εφµσ − 1

2
φνφ

εφε
σφµσ − 1

2
φνφ

εφσφεµσ

= −φνφρφµ σφρσ − φµφρφν σφρσ − φµφνφρσφρσ − φµφνφρφσ σρ

α5
µν =

1

2

{
gαµgβν

[
φ ε
ε
δL5

δφαβ
+ φε∇ε

δL5

δφαβ

]
− gβν

[
φεµ

δL5

δφεβ
+ φµ∇ε

δL5

δφεβ

]
− gαµ

[
φεν

δL5

δφαε
+ φν∇ε

δL5

δφαε

]}
(C.37)

= 1
2
gαµgβν

{
2φε

εφαφβφρφσφρσ + φε
(
2φβφρφσφε

αφρσ + 2φαφρφσφε
βφρσ + 4φαφβφρφε

σφρσ + 2φαφβφρφσφερσ
)}
−

1
2
gβν
{

2φεµφ
εφβφρφσφρσ + φµ

(
2φβφαφσφε

εφασ + 2φεφαφσφε
βφασ + 4φεφβφαφε

σφασ + 2φεφβφαφσφεασ
)}
−

1
2
gαµ
{

2φενφ
αφεφρφσφρσ + φν

(
2φεφρφσφε

αφρσ + 2φαφρφσφε
εφρσ + 4φαφεφρφε

σφρσ + 2φαφεφρφσφερσ
)}

= φε
εφµφνφ

ρφσφρσ + φεφνφ
ρφσφεµφρσ + φεφµφ

ρφσφενφρσ + 2φεφµφνφ
ρφε

σφρσ + φεφµφνφ
ρφσφερσ−

φεµφ
εφνφ

ρφσφρσ − φµφνφαφσφε εφασ − φµφεφαφσφενφασ − 2φµφ
εφνφ

αφε
σφασ − φµφεφνφαφσφεασ−

φενφµφ
εφρφσφρσ − φνφεφρφσφεµφρσ − φνφµφρφσφε εφρσ − 2φνφµφ

εφρφε
σφρσ − φνφµφεφρφσφερσ

= −φνφαφρφσφµαφρσ − φµφνφαφρφαρφσ σ − φµφαφρφσφναφρσ − 2φµφνφ
αφρφα

σφρσ − φµφνφαφρφσφαρσ

dove in tutti gli svolgimenti nel penultimo passaggio si è eliminata la presenza del tensore metrico sfruttando
le contrazioni con esso delle derivate in φ per alzarne o abbassarne e gli indici che, una volta opportunamente
rinominati, hanno permesso di ottenere i risultati in ultima linea. Si consideri ora in modo del tutto analogo il
calcolo dei βIµν :

β1
µν = φσφεσ

(
gαµgβνφ

ε δL1

δφαβ
− gβνφµ

δL1

δφεβ
− gαµφν

δL1

δφαε

)
(C.38)
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= φσφεσ
(
2gαµgβνφ

εφαβ − 2gβνφµφ
εβ − 2gαµφνφ

αε)
= 2φσφεσφ

εφµν − 2φσφεσφµφ
ε
ν − 2φσφεσφνφµ

ε

= 2φρφσφµνφρσ − 2φµφ
ρφρ

σφνσ − 2φνφ
ρφµ

σφρσ

β2
µν = φσφεσ

(
gαµgβνφ

ε δL2

δφαβ
− gβνφµ

δL2

δφεβ
− gαµφν

δL1

δφαε

)
(C.39)

= φσφεσ
(
2gαµgβνφ

εgαβφρ ρ − 2gβνφµg
εβφρ ρ − 2gαµφνg

αεφρ ρ
)

= 2φσφεσφ
εgµνφ

ρ
ρ − 2φσφνσφµφ

ρ
ρ − 2φσφµσφνφ

ρ
ρ

= 2gµνφ
αφρφαρφ

σ
σ − 2φµφ

ρφνρφ
σ
σ − 2φνφ

ρφµρφ
σ
σ

β3
µν = φσφεσ

(
gαµgβνφ

ε δL3

δφαβ
− gβνφµ

δL3

δφεβ
− gαµφν

δL1

δφαε

)
(C.40)

= φσφεσ
{
gαµgβνφ

ε(gαβφρφγφργ + φαφβφρ ρ
)
−

gβνφµ
(
gεβφρφαφρα + φεφβφρ ρ

)
− gαµφν

(
gαεφρφβφρβ + φαφεφρ ρ

)}
= φσφεσφ

εgµνφ
ρφγφργ + φσφεσφ

εφµφνφ
ρ
ρ − φσφνσφµφρφαφρα−

φσφεσφµφ
εφνφ

ρ
ρ − φσφµσφνφρφβφρβ − φσφεσφνφµφεφρ ρ

= gµνφ
αφβφρφσφαβφρσ − φµφνφαφρφαρφσ σ − φµφαφρφσφναφρσ − φνφαφρφσφµαφρσ

β4
µν = φσφεσ

(
gαµgβνφ

ε δL4

δφαβ
− gβνφµ

δL4

δφεβ
− gαµφν

δL1

δφαε

)
(C.41)

= φσφεσ
{
gαµgβνφ

ε(φαφρφβ ρ + φβφρφα ρ
)
− gβνφµ

(
φεφρφβ ρ + φβφρφε ρ

)
− gαµφν

(
φαφρφε ρ + φεφρφα ρ

)}
= φσφεσφ

εφµφ
ρφνρ + φσφεσφ

εφνφ
ρφµρ − φσφεσφµφεφρφνρ−

φσφεσφµφνφ
ρφε ρ − φσφεσφνφµφρφε ρ − φσφεσφνφεφρφµρ

= −2φµφνφ
αφρφα

σφρσ

β5
µν = φσφεσ

(
gαµgβνφ

ε δL5

δφαβ
− gβνφµ

δL5

δφεβ
− gαµφν

δL1

δφαε

)
(C.42)

= φσφεσ
(
2gαµgβνφ

εφαφβφρφγφργ − 2gβνφµφ
εφβφρφαφρα − 2gαµφνφ

αφεφρφβφρβ
)

= 2φσφεσφ
εφµφνφ

ρφγφργ − 2φσφεσφµφ
εφνφ

ρφαφρα − 2φσφεσφνφµφ
εφρφβφρβ

= −2φµφνφ
αφβφρφσφαβφρσ

dove, come al solito, nel penultimo passaggio si ‘e eliminato il tensore metrico e nell’ultimo passaggio si sono
riordinati gli indici per semplificare le espressioni. Impiegando le espressioni ottenute nelle definizioni (4.33), si
ottengono i seguenti risultati:

∆1
µν ≡ α1

µν −
1

2
gµνL1 +

δL1

δgµν
(C.43)

= φµνφ
ρ
ρ + φρφρµν − φµφρ ρν − φνφρ µρ − 1

2
gµνφ

ρσφρσ

∆2
µν ≡ α2

µν −
1

2
gµνL2 +

δL2

δgµν
(C.44)

= 1
2
gµνφ

ρ
ρφ

σ
σ + gµνφ

ρφρ
σ
σ − φµφν ρ ρ − φνφµ ρ ρ

∆3
µν ≡ α3

µν −
1

2
gµνL3 +

δL3

δgµν
(C.45)

= 1
2
gµνφ

αφρφαρφ
σ
σ − 1

2
φµφνφ

ρ
ρφ

σ
σ + gµνφ

αφρφα
σφρσ + 1

2
gµνφ

αφρφσφαρσ − 1
2
φµφνφ

ρφρ
σ
σ+

3
2
φνφ

ρφµρφ
σ
σ − φµφρφν σφρσ − 1

2
φµφ

ρφσφνρσ − 1
2
φµφ

ρφνρφ
σ
σ − φνφρφµ σφρσ−

1
2
φνφ

ρφσφµρσ − 1
2
gµνφ

σφαφσαφ
ρ
ρ

= − 1
2
φµφνφ

ρ
ρφ

σ
σ + gµνφ

αφρφα
σφρσ + 1

2
gµνφ

αφρφσφαρσ − 1
2
φµφνφ

ρφρ
σ
σ + 3

2
φνφ

ρφµρφ
σ
σ − φµφρφν σφρσ−

1
2
φµφ

ρφσφνρσ − 1
2
φµφ

ρφνρφ
σ
σ − φνφρφµ σφρσ − 1

2
φνφ

ρφσφµρσ

∆4
µν ≡ α4

µν −
1

2
gµνL4 +

δL4

δgµν
(C.46)

= −φµφνφρσφρσ − φµφνφρφσ σρ − 1
2
gµνφ

αφρφα
σφρσ + φρφσφµρφνσ
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∆5
µν ≡ α5

µν −
1

2
gµνL5 +

δL5

δgµν
(C.47)

= 3φνφ
αφρφσφµαφρσ − φµφνφαφρφαρφσ σ − φµφαφρφσφναφρσ

− 2φµφνφ
αφρφα

σφρσ − φµφνφαφρφσφαρσ − 1
2
gµνφ

αφβφρφσφαβφρσ

Ξ1
µν ≡ β1

µν + φµφνL1 (C.48)

= 2φρφσφµνφρσ − 2φµφ
ρφρ

σφνσ − 2φνφ
ρφµ

σφρσ + φµφνφ
ρσφρσ

Ξ2
µν ≡ β2

µν + φµφνL2 (C.49)

= 2gµνφ
αφρφαρφ

σ
σ − 2φµφ

ρφνρφ
σ
σ − 2φνφ

ρφµρφ
σ
σ + φµφνφ

ρ
ρφ

σ
σ

Ξ3
µν ≡ β3

µν + φµφνL3 (C.50)

= gµνφ
αφβφρφσφαβφρσ − φµφνφαφρφαρφσ σ − φµφαφρφσφναφρσ − φνφαφρφσφµαφρσ + φµφνφ

σφαφσαφ
ρ
ρ

= gµνφ
αφβφρφσφαβφρσ − φµφαφρφσφναφρσ − φνφαφρφσφµαφρσ

Ξ4
µν ≡ β4

µν + φµφνL4 (C.51)

= −2φµφνφ
αφρφα

σφρσ + φµφνφ
σφαφσ

ρφαρ

= −φµφνφαφρφα σφρσ

Ξ5
µν ≡ β5

µν + φµφνL5 (C.52)

= −φµφνφαφβφρφσφαβφρσ

Si noti la compattezza dei risultati ottenuti, identici a quelli sottoposti in (4.34)

C.4 Espressioni per i parametri di classe ζC
I e derivate ζC

I,X

Sfruttando il mapping f = η, αI = ζI , P = εX−κΛ ed Q1 = Q2 = 0 tra teoria (2.9) e modello (4.1), i coefficienti
proposti in Tabella 1 e Tabella 2 saranno semplificabili. Proposti con le corrispondenti derivate rispetto ad X,
necessarie per il calcolo delle equazioni di campo scalari-tensoriali, essi saranno:

(Classe C =Ia)

ζ1(ζ2, ζ3, η) = −ζ2 (C.53)

ζ4(ζ2, ζ3, η) =
16Xζ3

2 + 12ηζ2
2 − 12Xηζ2ζ3 −X2ηζ2

3 − 8η2ζ3

8 (η +Xζ2)2

ζ5(ζ2, ζ3, η) =
(2ζ2 +Xζ3)

(
−2ζ2

2 + 3Xζ2ζ3 + 4ηζ3
)

8 (η +Xζ2)2

ζ1,X(ζ2, ζ3, η) = −ζ2,X (C.54)

ζ4,X(ζ2, ζ3, η) =
1

4 (Xζ2 + η)3

{
(Xζ2 + η)

(
−X2ηζ3ζ3,X − 6Xηζ2ζ3,X −Xηζ2

3 − 6Xηζ3ζ2,X + 24Xζ2
2ζ2,X − 4η2ζ3,X

−6ηζ2ζ3 + 12ηζ2ζ2,X + 8ζ3
2

)
+ (Xζ2,X + ζ2)

(
X2ηζ2

3 + 12Xηζ2ζ3 − 16Xζ3
2 + 8η2ζ3 − 12ηζ2

2

)}
ζ5,X(ζ2, ζ3, η) =

1

8 (Xζ2 + η)3

{
(Xζ2 + η)

[
(Xζ3 + 2ζ2) (3Xζ2ζ3,X + 3Xζ3ζ2,X + 4ηζ3,X + 3ζ2ζ3 − 4ζ2ζ2,X)

+ (Xζ3,X + ζ3 + 2ζ2,X)
(
3Xζ2ζ3 + 4ηζ3 − 2ζ2

2

) ]
− 2 (Xζ3 + 2ζ2) (Xζ2,X + ζ2)

(
3Xζ2ζ3 + 4ηζ3 − 2ζ2

2

)}
(Classe C =IIa)

ζ3(ζ1, ζ2, η) =
−4η2 − 2Xηζ1 − 8ηX

X2η
(C.55)

ζ4(ζ1, ζ2, η) =
2η2 − 2Xηζ1

X2η

ζ5(ζ1, ζ2, η) =
8η3 + 6Xη2ζ1 + 8Xηζ2

η2X3

ζ3,X(ζ1, ζ2, η) =
1

X3

{
− 2X2ζ1,X + 2Xζ1 + 8X + 8η

}
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ζ4,X(ζ1, ζ2, η) =
1

X3

{
− 2X2ζ1,X + 2Xζ1 − 4η

}
ζ5,X(ζ1, ζ2, η) =

1

X4η

{
6X2ηζ1,X + 8X2ζ2,X − 12Xηζ1 − 16Xζ2 − 24η2

}
(Classe C =IIIa)

ζ4(ζ1, ζ2, ζ3) = −2ζ1
X

(C.56)

ζ5(ζ1, ζ2, ζ3) =
4ζ2

1 + 8ζ1ζ2 − 4ζ1ζ3X + 3ζ2
3X

2

4X2 (ζ1 + 3ζ2)

η = 0

ζ4,X(ζ1, ζ2, ζ3) =
1

X2
(−2Xζ1,X + 2ζ1) (C.57)

ζ5,X(ζ1, ζ2, ζ3) =
1

4X3 (ζ1 + 3ζ2)2

{
(2X (ζ1 + 3ζ2)

(
3X2ζ3ζ3,X − 2Xζ1ζ3,X + 3Xζ2

3 − 2Xζ3ζ1,X − 2ζ1ζ3 + 4ζ1ζ1,X

+4ζ1ζ2,X + 4ζ2ζ1,X)−X (ζ1,X + 3ζ2,X)
(
3X2ζ2

3 − 4Xζ1ζ3 + 4ζ2
1 + 8ζ1ζ2

)
+ 2 (ζ1 + 3ζ2)

(
−3X2ζ2

3 + 4Xζ1ζ3 − 4ζ2
1 − 8ζ1ζ2

)}
(Sottoclasse C =Ia∩ IIIa )

ζ2(ζ1, ζ3) = −ζ1 (C.58)

ζ4(ζ1, ζ3) = −2ζ1
X

ζ5(ζ1, ζ3) =
(2ζ1 −Xζ3) (2ζ1 + 3Xζ3)

8X2ζ1

η = 0

ζ2,X(ζ1, ζ3) = −ζ1,X (C.59)

ζ4,X(ζ1, ζ3) =
1

X2
(−2Xζ1,X + 2ζ1)

ζ5,X(ζ1, ζ3) = −3ζ3,X
4ζ1

ζ3 +
3ζ2

3

8ζ2
1

ζ1,X +
1

2X
ζ3,X −

ζ3
2X2

+
1

2X2
ζ1,X −

1

X3
ζ1

(Sottoclasse C =Ia∗)

ζ2(ζ1, η) = −ζ1 (C.60)

ζ3(ζ1, η) =
2ζ1
X

ζ4(ζ1, η) = −2ζ1
X

ζ2,X(ζ1, η) = −ζ1,X (C.61)

ζ3,X(ζ1, η) =
1

X2
(2Xζ1,X − 2ζ1)

ζ4,X(ζ1, η) =
1

X2
(−2Xζ1,X + 2ζ1)

C.5 Spazio-tempo di De Sitter

In riferimento alla notazione introdotta nella Sezione 4.6 in merito allo studio di Strutture cosmiche statiche e
sfericamente simmetriche nella sottoclasse degenere C = Ia*, si riportano nel caso di spazio-tempo di background
di De Sitter le espressioni esplicite non nulle di

(Connessione di Levi Civita)

Γφφt = H Γφφr = 1
r

Γφφθ = cot(θ) (C.62)

Γθθt = H Γθθr = 1
r

Γrrt = H

Γtφφ = Hr2e2Ht sin2 (θ) Γrφφ = −r sin2 (θ) Γθφφ = − 1
2

sin (2θ)

Γtθθ = Hr2e2Ht Γrθθ = −r Γtrr = He2Ht

(Tensore di Ricci)

Rrr = 3H2e2Ht Rθθ = 3H2r2e2Ht (C.63)



Pagina 63 C Delucidazioni su alcuni risultati intermedi impiegati per il calcolo delle equazioni di campo

Rφφ = 3H2r2e2Ht sin2(θ) Rtt = −3H2

(Scalare di curvatura)

R = 12H2 (C.64)

(Tensore di Einstein)

Grr = −3H2e2Ht Gθθ = −3H2r2e2Ht (C.65)

Gφφ = −3H2r2e2Ht sin2(θ) Gtt = 3H2

(Derivate covarianti prime del campo scalare)

φ0 = φ̇ (C.66)

(Derivate covarianti seconde del campo scalare)

φtt = φ̈ φφφ = −Hr2e2Ht sin2(θ)φ̇ (C.67)

φθθ = −Hr2e2Htφ̇ φrr = −He2Htφ̇

(Derivate covarianti terze del campo scalare)

φtrr = −He2Htφ̈ φtθθ = −Hr2e2Htφ̈ (C.68)

φtφφ = −Hr2e2Ht sin2(θ)φ̈ φttt =
...
φ

φφtφ = Hr2
(
Hφ̇− φ̈

)
e2Ht sin2(θ) φθtθ = Hr2

(
Hφ̇− φ̈

)
e2Ht

φrtr = H
(
Hφ̇− φ̈

)
e2Ht

Solo ed esclusivamente in questa sottosezione si è usata la convenzione t = τ

C.5.1 Equazioni di background per tutte le classi degeneri

In riferimento alla notazione introdotta nella Sezione 4.6 in merito allo studio di Strutture cosmiche statiche e
sfericamente simmetriche nella sottoclasse degenere C = Ia*, si riportano nel caso di spazio-tempo di background
di De Sitter le componenti esplicite non nulle della corrente scalare e del Tensore di Eulero-Lagrange associato
alle equazioni di campo tensoriali. Si ricordi che Eg[L]ρρ = Eg[L]θθ = Eg[L]ϕϕ

(Classe Ia*)

Jτ = 2
(
− 6H2Lφ̇2 + 6H2l + u

)
φ̇ (C.69)

Eg[L]ττ = 12H2Lφ̇4 − 18H2lφ̇2 − 6H2v + hs− uφ̇2 = 0 (C.70)

Eg[L]ρρ = −6H2lφ̇2 − 6H2v + 8HLφ̇3φ̈− 8Hlφ̇φ̈+ hs+ uφ̇2 = 0 (C.71)

(Classe Ia)

Jτ =
φ̇

4
(
ζ2φ̇2 − η

)3{(ζ2φ̇2 − η
)3(

48H2ζ2,X φ̇
2 + 24H2ζ2 − 36H2ζ3φ̇

2 − 24Hζ3φ̇φ̈+ 8ζ3,X φ̇
2φ̈2 − 8ζ3φ̇

...
φ − 8ζ3φ̈

2 + 8ε
)

−
(
ζ2φ̇

2 − η
)(

3H
(
2ζ2 − ζ3φ̇2)(2ζ2

2 + 3ζ2ζ3φ̇
2 − 4ζ3η

)
φ̇3φ̈− 3H

(
16ζ3

2 φ̇
2 − 12ζ2

2η − 12ζ2ζ3ηφ̇
2 + ζ2

3ηφ̇
4 + 8ζ3η

2)φ̇φ̈
+
(
2ζ2 − ζ3φ̇2)(2ζ2

2 + 3ζ2ζ3φ̇
2 − 4ζ3η

)
φ̇3

...
φ + 2

(
2ζ2 − ζ3φ̇2)(2ζ2

2 + 3ζ2ζ3φ̇
2 − 4ζ3η

)
φ̇2φ̈2 +

(
− 16ζ3

2 φ̇
2 + 12ζ2

2η

+ 12ζ2ζ3ηφ̇
2 − ζ2

3ηφ̇
4 − 8ζ3η

2)φ̈2 −
(
16ζ3

2 φ̇
2 − 12ζ2

2η − 12ζ2ζ3ηφ̇
2 + ζ2

3ηφ̇
4 + 8ζ3η

2)φ̇...
φ
)

+
(
2
(
ζ2,X φ̇

2 − ζ2
)(

16ζ3
2 φ̇

2 − 12ζ2
2η − 12ζ2ζ3ηφ̇

2 + 8ζ3η
2 + ηζ2

3 φ̇
4)+ 2

(
ζ2φ̇

2 − η
)(
− 24ζ2,Xζ

2
2 φ̇

2 + 12ζ2,Xζ2η + 6ζ2,Xζ3ηφ̇
2

+ 6ζ3,Xζ2ηφ̇
2 − ζ3,Xζ3ηφ̇4 − 4ζ3,Xη

2 + 8ζ3
2 − 6ζ2ζ3η + ζ2

3ηφ̇
2)+

(
− 2
(
2ζ2 − ζ3φ̇2)(ζ2,X φ̇2 − ζ2

)(
2ζ2

2 + 3ζ2ζ3φ̇
2

− 4ζ3η
)

+
(
ζ2φ̇

2 − η
)((

2ζ2 − ζ3φ̇2)(4ζ2,Xζ2 + 3ζ2,Xζ3φ̇
2 + 3ζ3,Xζ2φ̇

2 − 4ζ3,Xη − 3ζ2ζ3
)

+
(
2ζ2,X − ζ3,X φ̇2 + ζ3

)
(
2ζ2

2 + 3ζ2ζ3φ̇
2 − 4ζ3η

)))
φ̇2)φ̇2φ̈2

}
(C.72)

Eg[L]ττ =
1

8
(
ζ2φ̇2 − η

)3{8
(
ζ2φ̇

2 − η
)3(− 12H2ζ2,X φ̇

4 + 9H2ζ3φ̇
4 − 6H2η + 6Hζ2φ̇φ̈+ 3Hζ3φ̇

3φ̈− 2ζ3,X φ̇
4φ̈2 + κΛ

+ 2ζ3φ̇
3
...
φ + ζ3φ̇

2φ̈2 − εφ̇2)+
(
ζ2φ̇

2 − η
)(

6H
(
2ζ2 − ζ3φ̇2)(2ζ2

2 + 3ζ2ζ3φ̇
2 − 4ζ3η

)
φ̇3φ̈− 6H

(
16ζ3

2 φ̇
2 − 12ζ2

2η

− 12ζ2ζ3ηφ̇
2 + ζ2

3ηφ̇
4 + 8ζ3η

2)φ̇φ̈+ 2
(
2ζ2 − ζ3φ̇2)(2ζ2

2 + 3ζ2ζ3φ̇
2 − 4ζ3η

)
φ̇3

...
φ + 3

(
2ζ2 − ζ3φ̇2)(2ζ2

2 + 3ζ2ζ3φ̇
2

− 4ζ3η
)
φ̇2φ̈2 +

(
− 16ζ3

2 φ̇
2 + 12ζ2

2η + 12ζ2ζ3ηφ̇
2 − ζ2

3ηφ̇
4 − 8ζ3η

2)φ̈2 − 2
(
16ζ3

2 φ̇
2 − 12ζ2

2η − 12ζ2ζ3ηφ̇
2 + ζ2

3ηφ̇
4
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+ 8ζ3η
2)φ̇...

φ
)
φ̇2 + 2

(
− 2
(
ζ2,X φ̇

2 − ζ2
)(

16ζ3
2 φ̇

2 − 12ζ2
2η − 12ζ2ζ3ηφ̇

2 + 8ζ3η
2 + ηζ2

3 φ̇
4)− 2

(
ζ2φ̇

2 − η
)(

− 24ζ2,Xζ
2
2 φ̇

2 + 12ζ2,Xζ2η + 6ζ2,Xζ3ηφ̇
2 + 6ζ3,Xζ2ηφ̇

2 − ζ3,Xζ3ηφ̇4 − 4ζ3,Xη
2 + 8ζ3

2 − 6ζ2ζ3η + ζ2
3ηφ̇

2)
+
(
2
(
2ζ2 − ζ3φ̇2)(ζ2,X φ̇2 − ζ2

)(
2ζ2

2 + 3ζ2ζ3φ̇
2 − 4ζ3η

)
−
(
ζ2φ̇

2 − η
)((

2ζ2 − ζ3φ̇2)(4ζ2,Xζ2 + 3ζ2,Xζ3φ̇
2

+ 3ζ3,Xζ2φ̇
2 − 4ζ3,Xη − 3ζ2ζ3

)
+
(
2ζ2,X − ζ3,X φ̇2 + ζ3

)(
2ζ2

2 + 3ζ2ζ3φ̇
2 − 4ζ3η

)))
φ̇2)φ̇4φ̈2

}
(C.73)

Eg[L]ρρ =
1

8
(
ζ2φ̇2 − η

)2 ((2ζ2 − ζ3φ̇2)(2ζ2
2 + 3ζ2ζ3φ̇

2 − 4ζ3η
)
φ̇4φ̈2 + 8

(
ζ2φ̇

2 − η
)2(− 3H2ζ2φ̇

2 − 6H2η + 4Hζ2,X φ̇
3φ̈

− 4Hζ2φ̇φ̈− 4ζ2,X
(
3Hφ̇+ φ̈

)
φ̇2φ̈+ 2ζ3,X φ̇

4φ̈2 + κΛ + 2ζ2
(
3Hφ̈+

...
φ
)
φ̇+ ζ2

(
9H2φ̇2 + 6Hφ̇φ̈+ φ̈2)+ ζ2φ̈

2

− ζ3φ̇3
...
φ − 2ζ3φ̇

2φ̈2 + εφ̇2)+
(
− 16ζ3

2 φ̇
2 + 12ζ2

2η + 12ζ2ζ3ηφ̇
2 − ζ2

3ηφ̇
4 − 8ζ3η

2)φ̇2φ̈2) (C.74)

(Classe IIa)

Jτ = 6H2ζ1,X φ̇
3 + 18H2ζ2,X φ̇

3 − 24H2ζ1φ̇+
36H2η

φ̇
− 72H2φ̇+ 18Hζ1φ̈+ 6Hζ2φ̈+

48H

η
ζ2φ̈−

36Hηφ̈

φ̇2
− 48Hφ̈

− 6ζ1,X φ̇φ̈
2 − 2ζ2,X φ̇φ̈

2 − 16ζ2,X
η

φ̇φ̈2 + 6ζ1
...
φ + 2ζ2

...
φ +

16ζ2
η

...
φ + 2εφ̇− 12η

...
φ

φ̇2
+

12ηφ̈2

φ̇3
− 16

...
φ (C.75)

Eg[L]ττ = −6H2ζ1,X φ̇
4 − 18H2ζ2,X φ̇

4 + 27H2ζ1φ̇
2 + 9H2ζ2φ̇

2 − 42H2η + 72H2φ̇2 − 24Hζ1φ̇φ̈−
48H

η
ζ2φ̇φ̈

+
48Hηφ̈

φ̇
+ 24Hφ̇φ̈+ 6ζ1,X φ̇

2φ̈2 + 2ζ2,X φ̇
2φ̈2 +

16ζ2,X
η

φ̇2φ̈2 + κΛ− 6ζ1φ̇
...
φ + 3ζ1φ̈

2 − 2ζ2φ̇
...
φ + ζ2φ̈

2

− 16ζ2
η

φ̇
...
φ +

8ζ2
η
φ̈2 − εφ̇2 +

12η
...
φ

φ̇
− 18ηφ̈2

φ̇2
+ 16φ̇

...
φ − 8φ̈2 (C.76)

Eg[L]ρρ = 3H2ζ1φ̇
2 + 9H2ζ2φ̇

2 − 6H2η − 4Hζ1,X φ̇
3φ̈− 12Hζ2,X φ̇

3φ̈+ 4Hζ1φ̇φ̈+ 12Hζ2φ̇φ̈+ 4ζ1,X φ̇
2φ̈2 − 4ζ2,X φ̇

2φ̈2

+ κΛ− 2ζ1φ̇
...
φ − 5ζ1φ̈

2 + 2ζ2φ̇
...
φ + ζ2φ̈

2 − 8ζ2
η
φ̈2 + εφ̇2 +

4η
...
φ

φ̇
+

2ηφ̈2

φ̇2
− 8φ̇

...
φ (C.77)

(Classe IIIa)

Jτ =
1

2
(
ζ1 + 3ζ2

)2
φ̇

(
3H
(
ζ1 + 3ζ2

)(
4ζ2

1 + 8ζ1ζ2 + 4ζ1ζ3φ̇
2 + 3ζ2

3 φ̇
4)φ̇φ̈+ 8ζ1,X

(
ζ1 + 3ζ2

)2
φ̇2φ̈2 − 2

(
ζ1 + 3ζ2

)2
(
− 6H2ζ1,X φ̇

3 − 18H2ζ2,X φ̇
3 + 6H2ζ1φ̇+ 9H2ζ3φ̇

3 + 6Hζ1φ̈− 6Hζ2φ̈+ 6Hζ3φ̇
2φ̈+ 2ζ1,X φ̇φ̈

2 + 2ζ2,X φ̇φ̈
2

− 2ζ3,X φ̇
3φ̈2 + 2ζ1

...
φ − 2ζ2

...
φ + 2ζ3φ̇

2
...
φ + 2ζ3φ̇φ̈

2 − 2εφ̇
)
φ̇+

(
ζ1 + 3ζ2

)(
4ζ2

1 + 8ζ1ζ2 + 4ζ1ζ3φ̇
2 + 3ζ2

3 φ̇
4)φ̇...

φ

+ 2
(
ζ1 + 3ζ2

)(
4ζ2

1 + 8ζ1ζ2 + 4ζ1ζ3φ̇
2 + 3ζ2

3 φ̇
4)φ̈2 +

((
ζ1,X + 3ζ2,X

)(
4ζ2

1 + 8ζ1ζ2 + 4ζ1ζ3φ̇
2 + 3ζ2

3 φ̇
4)φ̇2

− 2
(
ζ1 + 3ζ2

)(
4ζ2

1 + 8ζ1ζ2 + 4ζ1ζ3φ̇
2 + 3ζ2

3 φ̇
4)− 2

(
ζ1 + 3ζ2

)(
4ζ1,Xζ1 + 4ζ1,Xζ2 + 2ζ1,Xnφ̇

2 + 4ζ2,Xζ1

+ 2ζ3,Xζ1φ̇
2 + 3ζ3,Xζ3φ̇

4 − 2ζ1ζ3 − 3ζ2
3 φ̇

2)φ̇2)φ̈2) (C.78)

Eg[L]ττ =
1

4
(
ζ1 + 3ζ2

)2 (− 6H
(
ζ1 + 3ζ2

)(
4ζ2

1 + 8ζ1ζ2 + 4ζ1ζ3φ̇
2 + 3ζ2

3 φ̇
4)φ̇φ̈+ 4

(
ζ1 + 3ζ2

)2(− 6H2ζ1,X φ̇
4

− 18H2ζ2,X φ̇
4 + 9H2ζ1φ̇

2 + 9H2ζ2φ̇
2 + 9H2ζ3φ̇

4 + 6Hζ1φ̇φ̈+ 3Hζ3φ̇
3φ̈+ 2ζ1,X φ̇

2φ̈2 + 2ζ2,X φ̇
2φ̈2

− 2ζ3,X φ̇
4φ̈2 + κΛ + 2ζ1φ̇

...
φ + 3ζ1φ̈

2 − 2ζ2φ̇
...
φ + ζ2φ̈

2 + 2ζ3φ̇
3
...
φ + ζ3φ̇

2φ̈2 − εφ̇2 − 4
(
ζ1,X φ̇

2 + l
)
φ̈2)

−
(
ζ1 + 3ζ2

)(
2φ̇

...
φ + 3φ̈2)(4ζ2

1 + 8ζ1ζ2 + 4ζ1ζ3φ̇
2 + 3ζ2

3 φ̇
4)+ 2

(
−
(
ζ1,X + 3ζ2,X

)(
4ζ2

1 + 8ζ1ζ2 + 4ζ1ζ3φ̇
2

+ 3ζ2
3 φ̇

4)φ̇2 + 2
(
ζ1 + 3ζ2

)(
4ζ2

1 + 8ζ1ζ2 + 4ζ1ζ3φ̇
2 + 3ζ2

3 φ̇
4)+ 2

(
ζ1 + 3ζ2

)(
4ζ1,Xζ1 + 4ζ1,Xζ2 + 2ζ1,Xnφ̇

2

+ 4ζ2,Xζ1 + 2ζ3,Xζ1φ̇
2 + 3ζ3,Xζ3φ̇

4 − 2ζ1ζ3 − 3ζ2
3 φ̇

2)φ̇2)φ̈2) (C.79)

Eg[L]ρρ =
1

ζ1 + 3ζ2

((
ζ1 + 3ζ2

)(
3H2ζ1φ̇

2 − 4Hζ1,X φ̇
3φ̈+ 4Hζ1φ̇φ̈− 4ζ2,X

(
3Hφ̇+ φ̈

)
φ̇2φ̈+ 2ζ3,X φ̇

4φ̈2 + κΛ + ζ1φ̈
2

+ 2ζ2
(
3Hφ̈+

...
φ
)
φ̇+ ζ2

(
9H2φ̇2 + 6Hφ̇φ̈+ φ̈2)− ζ3φ̇3

...
φ − 2ζ3φ̇

2φ̈2 + εφ̇2)
− 1

4

(
4ζ2

1 + 8ζ1ζ2 + 4ζ1ζ3φ̇
2 + 3ζ2

3 φ̇
4)φ̈2) (C.80)

(Classe Ia∩IIIa)

Jτ =
1

4ζ2
1

(
− 3ζ1,Xζ

2
3 φ̇

5φ̈2 + 4ζ2
1

(
− 12H2ζ1,X φ̇

3 − 6H2ζ1φ̇− 9H2ζ3φ̇
3 − 9Hζ1φ̈− 9Hζ3φ̇

2φ̈+ 3ζ1,X φ̇φ̈
2 + 3ζ3,X φ̇

3φ̈2

− 3ζ1
...
φ − 3ζ3φ̇

2
...
φ − 3ζ3φ̇φ̈

2 + 2εφ̇
)

+ 3ζ1ζ3
(
− 3Hζ3φ̇φ̈+ 2ζ3,X φ̇

2φ̈2 − ζ3φ̇
...
φ − 2ζ3φ̈

2)φ̇3) (C.81)
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Eg[L]ττ =
1

8ζ2
1

(
6ζ1,Xζ

2
3 φ̇

6φ̈2 + 4ζ2
1

(
24H2ζ1,X φ̇

4 + 18H2ζ3φ̇
4 + 6Hζ1φ̇φ̈+ 12Hζ3φ̇

3φ̈− 6ζ1,X φ̇
2φ̈2 − 6ζ3,X φ̇

4φ̈2 + 2κΛ

+ 6ζ1φ̇
...
φ − 3ζ1φ̈

2 + 6ζ3φ̇
3
...
φ + 3ζ3φ̇

2φ̈2 − 2εφ̇2)+ 3ζ1ζ3
(
6Hζ3φ̇φ̈− 4ζ3,X φ̇

2φ̈2 + 2ζ3φ̇
...
φ + 3ζ3φ̈

2)φ̇4) (C.82)

Eg[L]ρρ = −6H2ζ1φ̇
2 + 8Hζ1,X φ̇

3φ̈− 8Hζ1φ̇φ̈+ 4ζ1,X φ̇
2φ̈2 + 2ζ3,X φ̇

4φ̈2 + κΛ− 2ζ1φ̇
...
φ − ζ1

2
φ̈2

− ζ3φ̇3
...
φ − 3ζ3

2
φ̇2φ̈2 + εφ̇2 +

3ζ2
3

8ζ1
φ̇4φ̈2 (C.83)

C.6 Spazio-tempo statico e sfericamente simmetrico

In riferimento alla notazione introdotta nella Sezione 4.6 in merito allo studio di Strutture cosmiche statiche e
sfericamente simmetriche nella sottoclasse degenere C = Ia*, si riportano nel caso di spazio-tempo sfericamente
simmetrico le espressioni esplicite non nulle di

(Connessione di Levi Civita

Γφφr =
1

r
Γθθr =

1

r
Γrrr =

1

2
λ′ (C.84)

Γttr =
1

2
ν′ Γφθφ = cot(θ) Γrφφ = −re−λ sin2(θ)

Γθφφ = −1

2
sin (2θ) Γrθθ = −re−λ Γrtt =

1

2
eν−λν′

(Tensore di Ricci)

Rtt =
{
r
( 1

4
ν′2 − 1

4
ν′λ′ +

1

2
ν′′
)

+ ν′
}eν−λ

r
Rθθ =

1

2

{
− rν′ + rλ′ + 2eλ − 2

}
e−λ

Rφφ =
1

2

(
−rν′ + rλ′ + 2eλ − 2

)
e−λ sin2(θ) Rrr =

1

r

{
r
(
− 1

4
ν′2 +

1

4
ν′λ′ − 1

2
ν′′
)

+ λ′
}

(Scalare di curvatura)

R =
{
− 1

2
r2ν′2 +

1

2
r2ν′λ′ − r2ν′′ − 2rν′ + 2rλ′ + 2eλ − 2

}e−λ
r2

(C.85)

(Tensore di Einstein)

Gtt =
1

4r

{
2Rreν +

(
r
(
ν′2 − ν′λ′ + 2ν′′

)
+ 4ν′

)
eν−λ

}
Gθθ =

1

2

{
−Rr2eλ − rν′ + rλ′ + 2eλ − 2

}
e−λ

Gφφ =
1

2

{
−Rr2eλ − rν′ + rλ′ + 2eλ − 2

}
e−λ sin2(θ) Grr = −1

2
Reλ − 1

4
ν′2 +

1

4
ν′λ′ − 1

2
ν′′ +

λ′

r

(Derivate covarianti prime del campo scalare)

φt = φ̇ φr = φ′

(Derivate covarianti seconde del campo scalare)

φθθ = re−λφ′ φrr = −1

2
φ′λ′ + φ′′ φtt = −1

2
eν−λν′φ′ + φ̈ (C.86)

φtr = −1

2
ν′φ̇+ φ̇′ φφφ = re−λ sin2(θ)φ′

(Derivate covarianti terze del campo scalare)

φtθθ = re−λφ̇′ (C.87)

φrθθ = −
{
r
(
φ′λ′ − φ′′

)
+ φ′

}
e−λ

φtφφ = re−λ sin2(θ)φ̇′

φrφφ = −
{
r
(
φ′λ′ − φ′′

)
+ φ′

}
e−λ sin2(θ)

φttr =
1

4

(
φ′λ′ − 2φ′′

)
eν−λν′ +

1

4
eν−λν′2φ′ − ν′φ̈+ (φ̇′)·

φrrt =
1

4

(
ν′φ̇− 2φ̇′

)
λ′ +

1

4
ν′2φ̇− ν′φ̇′ − 1

2
φ̇ν′′ + (φ̇′)′

φttt =
1

2

{
eνν′2φ̇− 3eνν′φ̇′ + 2eλ

...
φ
}
e−λ

φrtt =
1

2

{
eνν′φ′λ′ − eνν′φ′′ − eνφ′ν′′ − 2eλν′φ̈+ 2eλ(φ̇′)·

}
e−λ

φtrr =
1

2

(
ν′φ̇− 2φ̇′

)
ν′ − 1

2
λ′φ̇′ + (φ̇′)′
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φrrr =
1

2
φ′λ′2 − 1

2
φ′λ′′ − 3

2
λ′φ′′ + φ′′′

φφrφ = −
{
r
(1

2
φ′λ′ − φ′′

)
+ φ′

}
e−λ sin2(θ)

φθrθ = −
{
r
(1

2
φ′λ′ − φ′′

)
+ φ′

}
e−λ

φφtφ = −1

2
r
(
ν′φ̇− 2φ̇′

)
e−λ sin2(θ)

φθtθ = −1

2
r
(
ν′φ̇− 2φ̇′

)
e−λ
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