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Introduzione

Nei problemi di inferenza nell’ambito di un modello statistico parametrico spesso si
¢ interessati a fare inferenza solo su una componente dell’intero parametro, nota come
parametro di interesse, mentre la componente complementare, a cui ci si riferisce con-
venzionalmente con il termine parametro di disturbo, ha la sola funzione di rendere
il modello piu realistico e flessibile, ma non e di diretto interesse. Poiché il parametro
di disturbo viene usualmente stimato sulla base dei dati, occorre tenerne conto nella

definizione delle procedure di inferenza sul parametro di interesse.

Esistono essenzialmente due tipologie di parametri di disturbo: parametri di distur-
bo con dimensione fissata o parametri di disturbo con dimensione che dipende dalla
numerosita campionaria /N. Il primo caso rappresenta la situazione standard, in quanto
lo spazio parametrico ha dimensione che non dipende da N, soddisfacendo cosi una delle
condizioni generali di regolarita per l'inferenza basata sulla verosimiglianza (Severini,
2000, §3.4). Cio fa si che, in un contesto asintotico standard, quando N aumenta, au-
menta anche 'informazione a disposizione e, quindi, anche la precisione delle procedure
inferenziali. Invece, nel secondo caso, quando la dimensione dello spazio parametrico
cresce con la numerosita campionaria N, I’aumento di informazione potrebbe non essere
altresi efficace, poiché, seppur l'informazione cresce, cresce anche la dimensione della
componente di disturbo, e pertanto c’e il rischio concreto di trarre conclusioni poco
affidabili. Quando il parametro di disturbo ha dimensione che non e fissata, esso prende
il nome di parametro incidentale. Proprio per le difficolta intrinseche per le proce-
dure inferenziali in presenza di parametri incidentali, in letteratura ci si riferisce a tali
problemi come problemi di Neyman e Scott, riferendosi ai due autori che in ambito
econometrico hanno messo in luce le difficolta per 'inferenza che possono sorgere in
tali situazioni (Neyman & Scott, 1948). La letteratura recente, come Battey & Cox
(2020, 2022), ha sottolineato come questi problemi fossero in realta stati affrontati in

precedenza anche da Bartlett (1937).



In presenza di parametri incidentali I'utilizzo di procedure inferenziali standard per
il parametro di interesse, tipicamente basate sulla verosimiglianza profilo, potrebbe ri-
velarsi pertanto non adeguato (Sartori, 2003). Utilizzare la verosimiglianza profilo non
e conveniente se i dati non contengono informazione a sufficienza sulla componente di
disturbo, evenienza comune quando la dimensione del parametro di disturbo cresce con
N. Per migliorare I'inferenza in presenza di parametri incidentali la letteratura (si veda,
ad esempio, Severini, 2000, Capitolo 4) ha proposto diverse modifiche alla verosimiglian-
za profilo, volte tipicamente a correggere la distorsione della funzione punteggio profilo

che peggiora all’aumentare della dimensione del parametro di disturbo.

Un’ alternativa all'impiego di modifiche analitiche alle classiche quantita di verosimi-
glianza, come la statistica test radice con segno del rapporto di verosimiglianza, prevede
I'utilizzo del bootstrap parametrico (Young, 2009). Infatti, grazie alle moderne risorse
di calcolo, le procedure di simulazione basate sul bootstrap risultano non troppo com-
putazionalmente dispendiose e possono essere utilizzate anche in quei contesti in cui le
modifiche analitiche alle quantita di verosimiglianza non sono disponibili. Inoltre, in un
contesto asintotico standard, e noto che il bootstrap parametrico permette di ottenere un
livello di accuratezza superiore rispetto all’utilizzo delle procedure analitiche standard

basate sulla verosimiglianza (DiCiccio, Martin & Stern, 2001).

I modelli stratificati rappresentano una delle situazioni classiche in cui puo verificarsi
il problema dei parametri incidentali e in cui le classiche procedure basate sulla verosi-
miglianza profilo potrebbero risultare fallimentari (Sartori, 2003). Nonostante cio, tali
problemi possono risultare ancora piu gravi nel caso di alcuni specifici paradigmi asinto-
tici: nel caso di modelli a due indici asintotici ed effetti fissi incrociati la dimensione del
parametro di disturbo cresce in due direzioni e cio fa si che 'informazione a disposizione
possa risultare insufficiente anche quando la numerosita campionaria ¢ moderatamente

elevata.

Il principale obiettivo di questa tesi ¢ quello di confrontare le tecniche basate su modi-
ficazioni della verosimiglianza profilo e delle usuali quantita pivotali con ’approccio del
bootstrap parametrico quando ¢ di interesse fare inferenza su un parametro di interesse
nel caso dei modelli a due indici asintotici con effetti fissi incrociati per dati discreti
sparsi. Rispetto a quanto studiato da Bellio et al. (2023b), viene posta maggiore enfasi
sui modelli per dati discreti, anziché solamente continui, e si analizza lo scenario degli

effetti fissi incrociati, anziché stratificati, ipotizzando la presenza di sparsita nei dati.



Il Capitolo 1 ¢ volto a richiamare i concetti di base dell’inferenza basata sulla
verosimiglianza, con particolare attenzione al problema dell’inferenza in presenza di
parametri di disturbo e agli strumenti che possono essere utilizzati in tale contesto, quali
la verosimiglianza profilo e la verosimiglianza profilo modificata. Inoltre, si presenta
il bootstrap parametrico come possibile alternativa all’utilizzo delle classiche quantita

pivotali basate sulla verosimiglianza.

Nel Capitolo 2 l'attenzione si sposta sui modelli con effetti fissi stratificati. In
particolare vengono presentate le difficolta che sorgono per le procedure inferenziali in
questo tipo di paradigma asintotico e illustrate alcune possibilita per aggiustare 1'in-
ferenza: verosimiglianza condizionata, marginale e verosimiglianza profilo modificata.
Inoltre, particolare enfasi viene posta sui possibili vantaggi dell’utilizzo del bootstrap

parametrico.

Nel Capitolo 3 si introducono i modelli con effetti fissi incrociati, mostrando come
le tecniche per aggiustare l'inferenza nel caso di effetti fissi stratificati possano essere

utilizzate anche in questo contesto.

Il Capitolo 4 e dedicato agli studi di simulazione. Nello specifico, ’attenzione e
rivolta al caso dei modelli lineari generalizzati per dati discreti sparsi nel paradigma
asintotico a due indici con effetti fissi incrociati, in quanto in tale scenario non sono
ancora disponibili risultati generali né circa le proprieta delle procedure inferenziali né

circa le proprieta del bootstrap parametrico.

Infine, nel paragrafo delle Conclusioni, vengono riassunti i risultati principali della
tesi, enfatizzando quanto suggerito dagli studi di simulazione e si offrono alcuni spunti

per studi o approfondimenti ulteriori.






Capitolo 1

Inferenza basata sulla

verosimiglianza

1.1 Introduzione

In questo capitolo verranno richiamati alcuni concetti alla base della teoria dell’inferen-
za statistica. A partire dalla formalizzazione di un modello statistico parametrico, si
introdurranno la funzione di verosimiglianza e le sue principali proprieta. La funzione
di verosimiglianza puo essere declinata nel suo utilizzo anche quando e di interesse fare
inferenza solo su una componente del parametro del modello. In tale situazione, € ne-
cessario introdurre il concetto di pseudo-verosimiglianza. La verosimiglianza profilo e
un esempio di funzione di pseudo-verosimiglianza.

Quando il modello statistico e caratterizzato da un numero elevato di parametri
di disturbo, o quando la struttura della componente di disturbo dipende dalla dimen-
sione campionaria, la verosimiglianza profilo potrebbe non essere la migliore pseudo-
verosimiglianza da utilizzare per l'inferenza sul parametro di interesse. Dopo aver di-
scusso dei problemi legati all’utilizzo della verosimiglianza profilo quando la dimensio-
ne del parametro di disturbo ¢ grande rispetto alla dimensione campionaria, verranno
illustrate alcune delle proposte che la letteratura ha introdotto per migliorare l'inferen-
za in questi scenari. In particolare, si introdurranno alcune possibili modifiche della
verosimiglianza profilo, tipicamente basate su approssimazioni di ordine superiore.

Infine, verra presentata una possibile alternativa all’utilizzo di modifiche analitiche

alle quantita di verosimiglianza, ovvero la possibilita di ottenere le proprieta distributive
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delle procedure standard di verosimiglianza tramite metodi di simulazione. In partico-
lare, si discutera dei possibili vantaggi dell’utilizzo del bootstrap parametrico e di alcune
sue varianti.

Per una trattazione piu approfondita su questi argomenti si rimanda a Pace & Salvan
(1997) e Barndorff-Nielsen & Cox (1994) per i temi legati alla verosimiglianza e a Efron
& Tibshirani (1993) e Davison & Hinkley (1997) per i temi legati al bootstrap.

1.2 Specificazione del modello

Lo scopo principale dell’inferenza statistica e quello di riuscire a spiegare aspetti di un
fenomeno di interesse attraverso la specificazione di un modello che sia compatibile con
i dati a disposizione su tale fenomeno. Cio significa che, a partire da un insieme limitato
di osservazioni sulla realta di interesse, si desidera ricostruire il processo ignoto che ha
generato i dati.

Formalizzando, si assume di avere a disposizione un campione y = (y1,...,yn) da
una variabile casuale Y la cui legge p°(y) ¢ compatibile con il fenomeno osservato, e si
vuole ricostruire tale processo generatore a partire dai dati a disposizione e da eventuali
informazioni ausiliarie.

Il punto di partenza e la specificazione di un modello statistico F. Il modello statistico
F e costituito da una famiglia di distribuzioni di probabilita che si ritengono compatibili
con il fenomeno di interesse, e all'interno della quale dovrebbe ricadere la vera legge p°(y)
da cui i dati sono stati generati. Se p°(y) € F si dice che il modello & correttamente
specificato, altrimenti e F & mispecificato.

A seconda della tipologia dei dati a disposizione e del livello di informazione, e
possibile specificare il modello statistico F con una diversa estensione. Esistono tre

livelli generali di specificazione:

e Specificazione parametrica. Gli elementi all’interno del modello F possono

essere indicizzati da un numero finito p di parametri reali, ossia
F={py;0), ye¥, 006 CRrY,

dove ) e lo spazio campionario e © lo spazio parametrico per 0,

e Specificazione semiparametrica. Gli elementi all’interno del modello F sono

individuati sia da una componente parametrica che da una non parametrica, ossia

F=A{py;0), yel, 6co}
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dove 0 = (¢, h(+)), ¥ € T' C R*, mentre la funzione h(-) non ¢ indicizzabile da un

insieme finito di parametri reali;

e Specificazione non parametrica. Il modello F ¢ una restrizione dell’insieme di
tutte le distribuzioni di probabilita con supporto adeguato alla natura dei dati. Le
assunzioni semplificatrici in tal senso sono globali e non individuano espressamente

un numero finito di parametri per I'inferenza.

Sebbene la scelta del modello F sia molto importante ed influisca maggiormente
sui risultati di un’analisi statistica rispetto alla scelta di uno specifico paradigma in-
ferenziale, non vi sono indicazioni esplicite sul problema di specificazione nella teoria
dell’inferenza statistica. Ne segue che la a specificazione del modello F ¢ tipicamente il
risultato di un processo iterativo, guidato da norme basate sul buon senso. Nel seguito
verranno trattati esclusivamente specificazioni parametriche, in cui il parametro 6 si as-
sume essere identificabile, ovvero esiste una corrispondenza biunivoca tra gli elementi di
© e di F, nel senso che identificare il vero processo generatore dei dati p°(y) corrisponde

a identificare il corrispondente vero valore del parametro 6.

1.3 Principi di riduzione del modello

Nelle procedure inferenziali spesso si € interessati a considerare delle sintesi dei dati y =
(y1,...,yn) che siano in grado di estrarre tutta l'informazione possibile sul parametro
0, dato un modello F. L’estrazione di informazione sul parametro ¢ dal campione y =
(y1,-..,yn) PUO essere attuata tramite statistiche. Una statistica e una trasformazione
misurabile s : ) — &, con s una funzione non iniettiva. In quanto trasformazione dei
dati, una statistica ¢ una variabile casuale a cui ¢ associato il modello indotto Fg, con
generico elemento pg(s; @), ossia il modello per i dati trasformati s = s(y). L’utilita di
una statistica s per l'inferenza su 6 dipende dalla riduzione inferenziale che essa opera,
ossia dalla relazione che sussiste tra il modello statistico per i dati trasformati e quello per
i dati originari. Nel seguito verranno richiamati brevemente le caratteristiche essenziali
di tre possibili tipologie di statiche, utili per la comprensione dei temi successivi: le

statistiche costanti in distribuzione, le statistiche sufficienti e le statistiche ancillari.

1.3.1 Statistiche costanti in distribuzione, sufficienti e ancillari

Dato un modello statistico F, si dice che una statistica ¢ ¢ costante in distribuzione
(rispetto ad F) se il modello statistico indotto ha un solo elemento, ossia se la distribu-

zione di C' non dipende da 6. In altri termini, la distribuzione di C dipende dal modello
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F ma non dalla specifica collocazione di p°(y) entro F.

Una statistica costante in distribuzione non contiene informazione sul parametro # ma
puo consentire di effettuare una riduzione per condizionamento del problema inferenziale
(Fisher, 1934, 1935). Si assuma che y sia in corrispondenza biunivoca con (t,¢), dove
c ¢ costante in distribuzione e ¢ ¢ una statistica complementare a c. Sotto generali

condizioni di regolarita, vale la fattorizzazione

per(c,t;8) = po(e)pric=c(t; ¢, 8).

Dunque, 'inferenza su 6 puo essere basata sul modello condizionato pric—.(t;¢c,0) al
valore osservato della statistica costante in distribuzione. Questo porta a considera-
re il principio di condizionamento, secondo cui le valutazioni basate sul principio del
campionamento ripetuto circa l'incertezza delle procedure inferenziali dovrebbero essere
condizionate al valore osservato della statica costante in distribuzione. Tale principio,
tuttavia, non e globalmente accettato nella teoria dell’inferenza statistica in quanto sol-
leva alcune questioni complesse come la scelta del sottospazio campionario rilevante per
il principio del campionamento ripetuto. Inoltre, sorgono diverse difficolta pratiche, in
quanto non esiste un criterio generale per trovare una statistica costante in distribuzio-
ne dato un modello F, e potrebbe non esistere una statistica non banale costante in
distribuzione.

Una situazione diametralmente opposta ¢ quella che si verifica nel caso delle statiche
sufficienti. Dato un modello statistico F, si dice che una statistica s ¢ sufficiente
(rispetto ad F) se la distribuzione di Y condizionata ad S non dipende da 6. In altri

termini, sotto generali condizioni di regolarita, vale la fattorizzazione

py (y,0) = ps(s, 0)py|s=s(y; s),

per ogni y tale che s(y) = s. Dunque, l'inferenza su 6 puo essere basata sul modello
indotto da S. Un modello statistico F ammette svariate statistiche sufficienti. Quanto
piu una statistica sufficiente e concisa, tanto piu essa risulta adeguata allo scopo di
riassumere tutta l'informazione portata dai dati sul parametro. Si definisce statistica
sufficiente minimale per il modello F una statistica s che, oltre ad essere sufficiente, ¢
funzione di ogni altra statistica sufficiente.

Nel modello indotto dalla statistica sufficiente minimale s potrebbero essere presenti
ulteriori aspetti costanti in distribuzione. Quando cid non avviene, e 'inferenza su 6 puo
essere basata solo sulla riduzione per sufficienza, si dice che s € una statistica sufficiente

completa, ovvero una statistica le cui sole funzioni costanti in distribuzione sono quelle
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banali (costanti).

Infine, un’ultima classe di statistiche utili nell’inferenza di verosimiglianza e la classe
delle statiche ancillari. La loro introduzione richiede alcuni definizioni legate alla ve-
rosimiglianza, in particolare quella di stima di massima verosimiglianza @, pertanto si
veda il paragrafo 1.4. Dato un modello statistico F e una statistica sufficiente minimale
s per F si dice che una statistica a ¢ ancillare (rispetto ad F) se ¢ ausiliaria, ossia se
s € in relazione biunivoca con (é, a), e se a e costante in distribuzione. In altri termini,

sotto generali condizioni di regolarita, vale la fattorizzazione

~ ~

Py.a(0,a;0) = pala)pga_,(0;a,0),

dove 6 risulta statistica sufficiente minimale nel modello condizionato al valore osservato
di a (Fisher, 1934). Una statistica ancillare ideale esprime l'informazione riguardante la
precisione con cui la stima di massima verosimiglianza individua 6 nello spazio parame-
trico O, che viene tipicamente persa nel passaggio da s a 6. 1l principio di condiziona-
mento, nella sua versione piu debole, puo pertanto essere ristretto alle sole statistiche
ancillari. Il modello condizionato ad una statistica ancillare puo risultare utile perché
la stima di massima verosimiglianza, se unica, e funzione della statistica sufficiente mi-
nimale ma non conserva necessariamente la proprieta di sufficienza. Da un punto di
vista pratico, il reperimento di una statistica ancillare a puo non essere un compito
facile. Qualora il passaggio dalla riduzione per sufficienza dei dati all’ulteriore sinte-
si rappresentata da 6 comporti perdita d’informazione e una statistica ancillare esatta
non esista o non sia agevolmente individuabile, ¢ possibile ricorrere a soluzioni di tipo

approssimato, ovvero a statistiche ancillari asintoticamente costanti in distribuzione.

1.4 Verosimiglianza e quantita collegate

Un modello statistico parametrico F e identificato dalla terna

{Y, p(y;0), ©},

dove ) e lo spazio campionario per y, § € © C RP ¢ lo spazio parametrico per #, mentre
p(y;0) ¢ la densita di Y per 6 fissato. Al contrario, fissato y = (y1,...,yn), p(y;0) &
interpretabile come funzione del solo parametro § = (6,...,6,).

Si definisce la funzione di verosimiglianza (Fisher, 1922) per # basata sui dati y
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come la funzione L : © — RT

L= L(@) = L(G, y) = C<y)pY(y7 0)7

dove 6 € © e ¢(y) ¢ una costante di proporzionalita arbitraria che non dipende da 6.
La funzione di verosimiglianza rappresenta la sintesi pit coincisa dei dati, basata sul
modello F, che non perde informazione sul parametro 6.

Nel caso particolare in cui le osservazioni y = (y1,...,yy) sOno assunte essere rea-
lizzazioni indipendenti e identicamente distribuite (d’ora in poi i.i.d.) della variabile

casuale Y7, la funzione di verosimiglianza ha la seguente forma

L(0) = prl(yu 0),

dove py, (y;,0) ¢ la distribuzione di Y;. Invece che considerare la funzione di vero-
simiglianza, spesso e conveniente utilizzare la funzione di log-verosimiglianza, che e

semplicemente la trasformazione logaritmica della funzione di verosimiglianza

C=(0) = L(0;y) = (y) +logpy (y,0),

dove (y) = logc(y), con la convenzione che ¢(f) = —oo quando L(#) = 0. Se le

osservazioni y = (y1,...,yn) sono i.i.d. allora

N
((0) = Z log py, (yi, 0).
i=1

La funzione di log-verosimiglianza ¢ quindi definita a meno di costanti additive che non
dipendono da 6. Due log-verosimiglianze che differiscono per una sola costante additiva
che non dipende da 6 sono dette equivalenti.

Se si adotta il principio del campionamento ripetuto come criterio per valutare la
precisione delle procedure inferenziali, ¢ necessario studiare la distribuzione di probabi-
lita di £(0;Y), e delle quantita ad essa connesse, considerando 6 fissato, al variare di y
nello spazio campionario ), con densita py (v, é) in F, dove 6e€Oeun parametro non
necessariamente uguale a #. In generale, si parla di distribuzione nulla quando 6 = 0 e
di distribuzione non nulla altrimenti.

Per le considerazioni successive e necessario introdurre delle condizioni di regolarita.
Si dice che il problema di stima e regolare quando sono soddisfatte le seguenti
condizioni (Azzalini, 2001, §3.2.3):
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(i) il modello statistico F ¢ identificabile, ovvero esiste una corrispondenza biunivoca

tra gli elementi di © e di F;

(ii) lo spazio parametrico © ¢ un sottoinsieme aperto dello spazio euclideo RP, con p

fissato e finito;
(iii) gli elementi di F sono caratterizzati dallo stesso supporto;

(iv) con riferimento agli elementi di F, ¢ possibile scambiare almeno due volte il segno

di integrale rispetto ad y con quello di derivata rispetto a 6.

Se il modello statistico F rispetta le condizioni di regolarita appena descritte, allora ¢

possibile introdurre le seguenti quantita di verosimiglianza:

e Funzione punteggio (score): ¢ il vettore delle derivate parziali prime di ¢(6),
indicata con ly(0) = €s(0;y) = (Lo, (0), ..., 0, (0))", con generico elemento ly, (0) =
o0)/00,, r=1,...,p.

e Matrice di informazione osservata: e la matrice Hessiana della funzione di log-
verosimiglianza cambiata di segno. E una matrice simmetrica di dimensione PXDP
con le derivate parziali seconde di £(6) e rappresenta la curvatura della funzione
di log-verosimiglianza. Si definisce come j(0) = —820(0)/0000" = [—{ly,¢.], con
g9, = 0°£(0)/00,00, nell’elemento di posizione (r, s).

e Matrice di informazione attesa (informazione di Fisher): ¢ il valore atteso
nullo della matrice di informazione osservata. Viene indicata con i(6), dove i(6) =
Eolj(0)] = Ep[j(0;Y)]. Il generico elemento di i(f) di posto (r,s) viene indicato

con %,g.

Assumendo che siano soddisfatte le precedenti condizioni di regolarita, in particolare la
possibilita di scambiare il segno di derivata con quello di integrale, le quantita di verosi-

miglianza godono di due proprieta fondamentali, note anche come prime due identita
di Bartlett:

(1) La funzione punteggio ¢4(#;Y") ha valore atteso nullo pari a 0, ossia

Eo[¢o(0;Y)] =0, perognif e O.

(2) Vale I'identita dell’informazione, ossia

Varg[lo(0;Y)] = Eg[la(0; Y )le(0; Y)T] = i(0), per ogni 6 € O.
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Un valore di § € © che massimizza L(#;y) sullo spazio parametrico O, ossia un valore
6 = é(y) tale che L(@) > L(#), per ogni 6 € O, ¢ chiamato stima di massima vero-
simiglianza di #. Se L(f) = maxpee L(0), allora vale anche che () = maxgee £(6).
In un modello con verosimiglianza regolare, la stima di massima verosimiglianza 0 puo

essere cercata tra le soluzioni dell’equazione di verosimiglianza

che corrisponde a verificare le condizioni del primo ordine. Non ¢ detto che la stima di
massima verosimiglianza esista unica. Nel seguito si assume che 6 esista e sia 1'unica
soluzione dell’equazione di verosimiglianza.

La variabile casuale associata a @, 9(Y), prende il nome di stimatore di massima
verosimiglianza. Nel seguito, quando non vi e ambiguita, il simbolo 0 verra utilizzato
sia per indicare la stima che lo stimatore, e il significato sara chiaro a seconda del conte-
sto. Tale stimatore gode di alcune importanti proprieta se il modello ha verosimiglianza
regolare. In particolare, 6 & asintoticamente non distorto, ossia [Eg(@(Y)) — 0, quando
N — oo, e al divergere di N la sua varianza tende a 0, ossia Varg(é) — 0, N — oc.
La non distorsione asintotica e il fatto che la varianza tenda asintoticamente a 0 im-
plicano la convergenza in media quadratica di 9, e di conseguenza che 0 & consistente,
ovvero al divergere di N, 0 converge in probabilita al vero valore 6 del parametro, e si
scrive 0 2 0. In aggiunta, lo stimatore di massima verosimiglianza ¢ asintoticamente
efficiente, nel senso che la sua varianza raggiunge il reciproco dell’informazione attesa,
Varg(0) = ()" 4+ o(N1). Infine, per N sufficientemente grande, # ha distribuzione

nulla, ossia sotto #, approssimata

~

b~ Ny(6,i(6)),

~ A

dove nella varianza asintotica ¢ possibile utilizzare j(#) o le stime i(9), j(0) al posto di

i0).

1.5 Invarianza rispetto alla parametrizzazione

Dato un modello statistico parametrico F, se questo ¢ identificabile, allora esiste una
corrispondenza biunivoca tra gli elementi di © e gli elementi di F, p(y; €). Significa che
il parametro # € © rappresenta un’ etichetta per gli elementi del modello F. In altri
termini, scegliere una parametrizzazione equivale ad assegnare un sistema di coordinate

che permetta di individuare in modo univoco ciascun elemento di F.
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Talvolta, potrebbe essere di interesse, sia per motivi di interpretazione che di natura
matematica e/o computazionale, cambiare tale sistema di coordinate e passare ad una
parametrizzazione alternativa. Quando viene scelta una parametrizzazione alternativa,
¢ naturale richiedere che le conclusioni inferenziali non debbano cambiare rispetto alla
parametrizzazione originale, poiché e solo l'etichetta data agli elementi di F che viene
modificata.

Piu formalmente, si definisce riparametrizzazione una qualsiasi trasformazione
v = (), dove p : © C R — & C RP & una funzione biunivoca e regolare, infinitamente
derivabile e con inversa infinitamente derivabile.

Si parla di invarianza rispetto alla parametrizzazione quando le conclusioni
inferenziali nella parametrizzazione ¢ sono le stesse di quelle ottenute nella parame-
trizzazione 6, e possono essere espresse in termini = (). Il modello statistico nella
parametrizzazione originale F© = {p(y;0), y € Y, # € © C RP} puo essere riscritto

come

F*={p®(y;0) =p(y;0(¢), y €Y, p € ® C R},

dove & = {p € R? : ¢ = ¢(), 0 € ©}. Dunque il modello statistico e il problema
inferenziale rimangono inalterati. Le conclusioni inferenziali nella nuova parametrizza-
zione sono una semplice traduzione delle conclusioni inferenziali nella parametrizzazione
originale.

La funzione di verosimiglianza e invariante rispetto a parametrizzazioni del modello
F, in quanto € e 0(p) corrispondono allo stesso elemento di F. La relazione che esiste
tra funzione di verosimiglianza nella nuova parametrizzazione L®(y) e la verosimiglianza

nella parametrizzazione originale L® () ¢ la seguente

L®(p) = L°(0(y)),

e per la la funzione di log-verosimiglianza, (*(p) = (°(6(p)). Cio implica che lo

stimatore di massima verosimiglianza, # e equivariante rispetto a parametrizzazioni,

ossia
@ = p(0).

E fondamentale, pertanto, che le procedure inferenziali si comportino coerentemente

quando la parametrizzazione viene cambiata.
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1.6 Procedure di inferenza di verosimiglianza

L’obiettivo principale dell’inferenza statistica e quello di utilizzare il campione y per
ricostruire la legge ignota p°(y) che ha generato i dati. Se il modello specificato &
parametrico, cio equivale a saper individuare correttamente il vero valore del parametro
6. Dunque, i dati y vengono utilizzati per rispondere a specifiche domande sul vero valore
del parametro 6, e per associare alle risposte un’adeguata valutazione dell’incertezza.
I principali problemi inferenziali sono: problemi di stima puntuale, problemi di stima
intervallare o per regioni, verifica di ipotesi e previsione.

Una stima puntuale 0 rappresenta la sintesi piu naturale della conoscenza sul para-
metro #. Tuttavia, in genere tale stima non coincide esattamente con il vero valore del
parametro, e pertanto risulta piu convincente, invece che fornire la sola stima puntuale,
dare un insieme di valori plausibili per il parametro #. Secondo ’approccio frequentista,
lo scopo ¢ determinare una regione di confidenza per il vero valore del parametro, ovvero

un sottoinsieme dello spazio parametrico ©, individuato sulla base dei dati, indicato con

~

O(Y), che soddisfi

~

Po(d € ©(Y)) >1—«, perognifeO,

dove 1 — « indica il livello di confidenza nominale della regione O(Y), e Py(0 € O(Y)) &
detta probabilita di copertura. Quando il parametro 6 e scalare, @(y) e tipicamente un
intervallo e si parla pertanto di stima intervallare.

Un modo possibile per costruire una regione di confidenza e utilizzare una quantita
pivotale. Si definisce quantita pivotale, e si indica con ¢(6;y), ogni funzione che
dipende sia dai dati y che dal parametro 6 e che abbia, sotto #, distribuzione nota che
non dipende da 6.

Le quantita pivotali sono utili anche per rispondere ai problemi di verifica di ipo-
tesi. La verifica di ipotesi viene impiegata quando e di interesse valutare se una certa
supposizione sul valore del parametro 6 ¢ supportata o meno dai dati y. Si dice ipotesi
nulla lipotesi Hy : 6 € ©g C O, che corrisponde allipotesi che py (y;6) appartenga
al sottomodello Fy che ha spazio parametrico ©y. In aggiunta, si definisce statistica
test una funzione dei dati y, t : JJ — R che individua una bipartizione dello spazio

campionario ) in due regioni:

e regione di accettazione Ay,: € l'insieme dei dati y per i quali non c’e¢ evidenza

empirica contro Hy;
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e regione di rifiuto Ag, = J \ Ay,: ¢ linsieme dei dati y per i quali ¢’¢ evidenza

empirica contro Hy.

Se i dati y € Ag, si dice che il test basato su t & significativo contro Hy. Dopo aver cal-
colato il valore della statistica test t(y) sulla base dei dati osservati, invece che scegliere
se rifiutare Hy sulla base di una soglia di discriminazione per t(y) scelta con riferimento
alla distribuzione nulla del test, & possibile calcolare il livello di significativita osservato

del test (p-value). Se la regione di rifiuto ¢ unilaterale destra il p-value ¢ definito come

a”* = sup Py(t(Y) > t(y)),
[ASCH

se invece la regione di rifiuto ¢ unilaterale sinistra il p-value ¢ definito come

a”* = sup Pp(t(Y) < t(y)),
[USCH

infine, se la regione di rifiuto e bilaterale il p-value & definito come

a®® =2 sup min {Py({(Y) < 1(y)), Po(t(Y) = t(y))}-
€0,
Il livello di significativita osservato del test puo essere confrontato con un livello nominale
« e sulla base del risultato del confronto si sceglie se rifiutare o meno 'ipotesi nulla H.
La funzione di verosimiglianza puo essere utilizzata per rispondere a tutti i problemi
principali dell’inferenza statistica nei modelli parametrici. Ad esempio, data la funzione
di verosimiglianza L(f), un modo naturale per definire una regione di confidenza di

livello 1 — « per il parametro € ¢ il seguente

~

O)={0eO : L) >cLO)},

dove ¢ € (0,1) ¢ una soglia che deve essere fissata sulla base del livello 1 — « desiderato.
La funzione di verosimiglianza puo essere utilizzata anche per definire dei test statistici.
Infatti, se e di interesse valutare l'ipotesi nulla Hy : 6 = 6, e possibile definire la

statistica test rapporto di verosimiglianza come

L(0)
L(6y)’

e, poiché valori grandi di questo rapporto indicano evidenza contro Hj, la regione di

rifiuto sara costituita da valori grandi di tale rapporto. Questa statistica test puo essere

espressa anche in termini della funzione di log-verosimiglianza, £(0) — £(6y) e, per motivi
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di convenienza matematica, si definisce statistica test log-rapporto di verosimiglianza la

trasformazione monotona
W () = 2{€(0) — £(65)}-

La statistica test log-rapporto di verosimiglianza ¢ nota anche come statistica di Wilks
(Wilks, 1938), dal nome dello statistico che ha dimostrato per primo che, in condizioni di
regolarita, W (6p) ha distribuzione nulla approssimata chi-quadro con p gradi di liberta,

ossia
W (o) ~ X;Q)-
Sulla base di W (fy) ¢ possibile definire una regione di rifiuto con livello approssimato «
Ay ={y ey : W(l) > xo1_o}:

dove X;%;l—a indica il quantile di livello 1 — « della distribuzione chi-quadro con p gradi
di liberta. In modo analogo, ¢ possibile costruire delle regioni di confidenza con livello

approssimato 1 — a come
Oy) ={0 €0 : W(0) <510} (1.1)
che puo essere riscritta equivalentemente come

Oy) = (€O : 1(6) > (B) ~ 5x2aa}

N | —

Esistono altri due test connessi alla funzione di verosimiglianza che risultano essere

asintoticamente equivalenti a W (6y), e quindi con distribuzione approssimata nulla nota:

e il test di Wald

We(eo) = (é - eo)Ti(90)<é - 90)%

e il test di Rao (test score)

Woa(60) = Lo(00)Ti(80) o (6y).

~

In entrambi i casi & possibile sostituire i(6y) con j(#) anche se tipicamente in W, (6y)

si preferisce utilizzare i(6p) in modo che la statistica test non richieda il calcolo dalla
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stima 0.

Le tre quantita W (6y), We(6y) e W, (6y) consentono di valutare la distanza tra 0 e
0 secondo metriche diverse. Il test di Wald e il test score possono essere utilizzati al
posto di W (#y) sia in problemi di verifica d’ipotesi che per la costruzione di regioni
di confidenza. Tali quantita sono asintoticamente equivalenti e coincidono in genere
solo quando N — oco. Al contrario, per N finito, possono manifestare comportamen-
ti differenti e presentano alcune caratteristiche distintive. Solo W (6y) e W, (6y) sono
invarianti rispetto a riparametrizzazioni. D’altra parte, W,(6,) e facile da calcolare ed
interpretare. Tuttavia, poiché le regioni di confidenza costruite sulla base di W, () sono
simmetriche rispetto a 0 ed ellittiche, l'insieme di valori di 6 tali che W,(6y) < ¢ puo
includere valori non ammissibili dello spazio parametrico ©. Il test di Rao, W, (), non
richiede il calcolo della stima @ ma potrebbe risultare numericamente instabile. Infine,
la distribuzione nulla approssimata X% risulta tipicamente piu accurata per W (6y).

Quando il modello e caratterizzato da un parametro 6 scalare, p = 1, potrebbe
essere di interesse valutare ipotesi alternative unilaterali. E possibile quindi definire
le versioni unilaterali delle statistiche W (6y), We(6o) e W,(6y), rispettivamente r(6y),
re(6o) e Tu(0y), per verificare ipotesi Hy : € = 6, contro ipotesi alternative Hy : 0 < 6

oppure Hy : 6 > 0y. Le versioni unilaterali sono definite come

r(0p) = sgn(f — 0y) /W (6), (1.2)
re(00) = V/i(60) (6 — 60),
Co(6)
Ty 90 - )
(o) i(6o)

e hanno tutte distribuzione nulla approssimata normale standard, N(0,1). La statistica
r(0y) € nota come radice con segno del log-rapporto di verosimiglianza. Anche per le
versioni unilaterali & possibile sostituire i(6) con j(6).

Ad esempio, il test di livello approssimato 1 — a per Hy : 0 < 6y contro Hy : 0 > 6,
basato sulla statistica radice con segno della statistica log-rapporto di verosimiglianza
r(0y) porta a rifiutare Hy se r(6y) > z1_4, dove z1_, ¢ il quantile di livello 1 — a di una
normale standard, N (0, 1). L’intervallo di confidenza con livello approssimato 1 — « per

0 ¢ dato dalla (1.1), che si puo esprimere in modo equivalente come

6(y) = {0 €0 : [r(0)] < 210}
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1.7 Inferenza di verosimiglianza in presenza di pa-

rametri di disturbo

1.7.1 Parametri di disturbo

Il modello statistico parametrico F dovrebbe rappresentare una semplificazione della
realta di interesse in grado di cogliere gli aspetti essenziali di quest’ultima. Tanto piu
il fenomeno di interesse e complesso, tanto piu c¢’e il rischio di dover introdurre nel mo-
dello un numero elevato di parametri al fine di riuscire a mimare la complessita della
realta. Tuttavia, raramente 'interesse e rivolto a fare inferenza sull’intero parametro
0 € © C RP, quando la dimensione p > 1 del parametro e elevata. Tipicamente, solo
alcuni degli aspetti sono di primario interesse, mentre la restante componente del para-
metro e necessaria affinché il modello sia in grado di catturare la complessita della realta.
Gli aspetti di primario interesse sono descritti dai parametri di interesse, mentre gli
aspetti accessori sono descritti dai parametri di disturbo. L’uso del termine distur-
bo e convenzionale, ma sicuramente va detto che se tali parametri fossero noti, allora
I'inferenza sulla componente di interesse sarebbe piu efficace e semplice. Quando, come
succede nella realta, la componente di disturbo non € nota, € necessario che le procedure
inferenziali risultino valide per diversi possibili valori dei parametri di disturbo.

Pit formalmente, si consideri la partizione 6 = (1, \), dove 1) denota il parametro di
interesse k-dimensionale, 1 < k < p, mentre \ rappresenta il parametro di disturbo (p —
k)-dimensionale. Si assume inoltre che i parametri ¢ e A siano a variazione indipendente,
ossia @ =W x A, conyp € W CRFe A€ A CRPF

Si assuma, per semplicita, che i dati y = (yi,...,yn) siano N realizzazioni indipen-

denti con funzione di densita congiunta

N
py (y;0) = [ [ oy (i 0:).
i=1

Si considerino i due scenari estremi
e 0;=(¢,\), perognii=1,...,N,
e 0;=(¢,\), perognii=1,... N.

Nel primo caso la distribuzione marginale di ogni osservazione e indicizzata in modo
omogeneo dallo stesso parametro di disturbo e dunque la dimensione del parametro 6 e

fissata e non dipende dalla numerosita campionaria IN. Al contrario, nel secondo caso,
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il parametro di interesse rimane invariato per ciascuna osservazione, mentre si introduce
un parametro di disturbo specifico per ciascuna osservazione, 6 = (1, A1, ..., A\y). Nel
secondo caso quindi la dimensione del parametro 6 e legata alla dimensione del parametro
di disturbo e dipende dalla numerosita campionaria N. Il parametro di interesse i che
riflette caratteristiche comuni a ciascuna osservazione ¢ noto come parametro strut-
turale, mentre i parametri di disturbo A; prendono il nome di parametri incidentali
(Neyman & Scott, 1948).

I problemi in cui il la dimensione dello spazio parametrico dipende dalla numerosita
campionaria N sono problemi di stima non regolare, in quanto viene a mancare la
seconda condizione di regolarita (ii) riportata a pagina 6, e sono noti in letteratura
come problemi di Neyman e Scott. D’altra parte, sebbene il riferimento a tali
problemi come problemi di Neyman e Scott sia ampiamente utilizzato in letteratura,
queste tematiche in realta erano gia state affrontate in precedenza anche da Bartlett
(1937), come sottolineato ad esempio in Battey & Cox (2020, 2022). La presenza di
parametri incidentali pone nuovi problemi alle procedure inferenziali standard che si
basano sull’assunzione che il parametro 6 abbia dimensione fissata. In questi contesti,
I'utilizzo delle usuali procedure inferenziali basate sulla verosimiglianza puo portare a

risultati fallimentari.

1.7.2 Riduzione del modello in presenza di parametri di di-

sturbo
Si consideri il problema di riduzione del modello statistico F con parametro 6§ = (¢, \),
in cui solamente ¢ ¢ di interesse per l'inferenza. Date due statistiche U e V', si dice
che, dato V' = v, u e parzialmente non informativa per v se la distribuzione di U
condizionatamente a V' = v non dipende da 1) (sebbene possa dipendere da \).

Per indagare sulle possibili riduzioni del modello F & conveniente considerare la

seguente fattorizzazione della densita congiunta di y = (y1,...,yn)
pY(?J;@Dy )\) = pv(”ﬂ/f’ )\)PUW(U;U,% A)PY\U,V(%U,U’@/% )\)> (1-3)
a cui corrisponde un’analoga fattorizzazione della funzione di verosimiglianza
Ly (¢, A) = Ly (1, \) Luyy (¥, A) Lyyu,v (¥, A).

Se (u,v) € in corrispondenza biunivoca con y, o se comunque ¢ statistica sufficiente per

g, allora ¢ equivalente ad y per I'inferenza su . Nel modello con densita py v (u, v; ¢, \),
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sotto generali condizioni di regolarita, vale la seguente fattorizzazione

pov (u,v;9, ) = py (v, Npupv=o(u; v,9, X). (1.4)

Esistono due casi speciali in cui & possibile ottenere un modello per riduzione che dipende

solo da 1):

e con riferimento alla fattorizzazione (1.4), se la densita marginale di V' non dipende

da A, allora

pU,V(ua v; ¢> )\) = PV(US w)pU|V:v(u; v, 7% )‘)7

dove il modello marginale per V', py(v;1)), € indicizzato solamente dal parametro
di interesse 1. La statistica v ¢ detta parzialmente costante in distribuzione

per \;

e con riferimento alla fattorizzazione (1.4), se la densita condizionata di U dato

V' = v non dipende da A, allora

pU,V(Ua v; 1/% /\) = pV(U; ¢7 )‘>pU\V:v(u; v, 77Z))7

dove il modello condizionato pyjv—,(u; v, 1) ¢ indicizzato solamente dal parametro

di interesse 1. La statistica v ¢ detta parzialmente sufficiente per .

In generale, data la fattorizzazione (1.4), & possibile che vi sia della perdita di infor-
mazione relativamente a 1) quando si trascurano i termini py|y—, (u; v, ¥, X) 0 py(v; 1, A).

Tuttavia, cio non si verifica in due scenari speciali:

(a) quando v & sia parzialmente sufficiente per ¢ che parzialmente costante in distri-

buzione per A
puy (U, 039, A) = py (v; V)pujy = (u; v, X), (1.5)

(b) quando wu & sia parzialmente costante in distribuzione per 1 che parzialmente

sufficiente per A

py (u,v;9, ) = pu(u; N)py r=u(y; u, ). (1.6)
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Nei casi speciali (1.5) e (1.6) la funzione di log-verosimiglianza £(6) = £(1, ) puo essere

scritta come

6(0) = 1(¥) + L2(N), (1.7)

e si dice che L(f) ha parametri separabili. In tal caso l'inferenza su i puo essere
condotta separatamente dall’inferenza su A, come se questo fosse noto, con una notevole
semplificazione. Infatti, nel caso di separazione, la stima vincolata di A per 1 fissato,
;\¢, e equivalente alla stima globale per A, A. Pertanto, in questo caso, la funzione
di log-verosimiglianza profilo per v, £p(1)), definita nel paragrafo 1.7.4, corrisponde al
primo addendo, ¢;(1)), della scomposizione (1.7).

Sfortunatamente, i casi in cui la verosimiglianza ha parametri separabili sono mol-
to rari nella pratica. Pertanto, quando tale separazione non avviene, una possibilita e
quella di basare I'inferenza su un fattore che dipende dal solo parametro di interesse ).
Chiaramente e necessario che tale semplificazione avvenga al prezzo di una perdita tra-
scurabile di informazione su 1. Cio si verifica solamente quando ¢ possibile individuare
una statistica parzialmente sufficiente per A\, tramite condizionamento, oppure quando e
possibile individuare una statistica parzialmente costante in distribuzione per A, tramite

marginalizzazione.

1.7.3 Pseudo-verosimiglianze

Si consideri un modello statistico F con spazio parametrico ©. Sia b = (f), con
Y € U C R¥ il parametro di interesse. Pili la struttura della componente del parametro
0 complementare a 1 €& complessa e piu diventa interessante la possibilita di basare
I'inferenza su una funzione di verosimiglianza che dipenda solo da . Tale riduzione
di complessita deve avvenire al prezzo di una perdita trascurabile di informazione sul
parametro 1.

Si definisce pseudo-verosimiglianza ogni funzione che dipende dal parametro di
interesse e dai dati e che si comporta, almeno approssimativamente, come se fosse una
verosimiglianza propria (ossia se rispetta le usuali proprieta: la funzione punteggio ha
valore atteso nullo, vale I'identita dell’informazione, lo stimatore di massima verosi-
miglianza e asintoticamente normale, la statistica log rapporto di verosimiglianza ha
distribuzione nulla approssimata chi-quadro, etc.).

Esistono essenzialmente due scenari:

(a) la funzione di pseudo-verosimiglianza & basata su un sottomodello di F ottenuto

per riduzione in cui gli elementi dipendono solo dal parametro di interesse . La
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pseudo-verosimiglianza ottenuta in questo modo ¢ una verosimiglianza propria e
soddisfa le usuali proprieta. L’assunzione cruciale per le considerazioni asintotiche

e che I'informazione nel modello ridotto rimanga di ordine O(N);

la funzione di pseudo-verosimiglianza non deriva da un sotto-modello di F ottenuto
per riduzione. In altri termini, tale pseudo-verosimiglianza non discende da una
fattorizzazione del tipo (1.3). Le proprieta inferenziali devono essere verificate

CcasSO per caso.

Ne consegue che, ove possibile, ¢ preferibile individuare una pseudo-verosimiglianza

propria. Questo si verifica, ad esempio, nel caso della verosimiglianza marginale e della

verosimiglianza condizionata. Queste due pseudo-verosimiglianze sono definite nel modo

seguente:

e sia y in corrispondenza biunivoca con (u,v), o piu in generale, sia (u,v) una

statistica sufficiente per 6 per cui e soddisfatta la seguente fattorizzazione

puy (U, v;9, N) = py(v; V)puy=o(u; 0,9, A),

dove v e parzialmente costante in distribuzione per \. Se il contributo alla verosi-
miglianza che corrisponde al termine pyjy—,(-) ¢ trascurabile, I'inferenza su 1) puo
essere basata sul modello marginale per V' con densita py (v; ). La corrispondente

funzione di verosimiglianza

Ly (¥) = Ly (¥;0) = py(v;9), (1.8)

e detta funzione di verosimiglianza marginale, basata su v.

sia u una statistica per cui e soddisfatta la fattorizzazione

by (U, v; wv )‘) - pU(U, wv A)pY|U=u(ya u, @D)»

dove u e parzialmente sufficiente per A. Se il contributo alla verosimiglianza che
corrisponde al termine py(-) € trascurabile, 'inferenza su 1 puo essere basata
sul modello condizionato con densita py|y—u(-). La corrispondente funzione di

verosimiglianza

Lo(¥) = Le(¥;ylu) = pyw=u(y; u, ¥), (1.9)



Capitolo 1 - Inferenza basata sulla verosimiglianza 23

¢ detta funzione di verosimiglianza condizionata, basata sul condizionamento

ad w.

Si assume che nella (1.8) e nella (1.9) i fattori non coinvolti, pyjv—.(u; v, ¥, X) e py(u; ¥, A)
rispettivamente, siano trascurabili in quanto si suppone che rappresentino assenza di in-
formazione sul parametro di interesse, ovvero che la statistica V' esaurisca il suo compito
di estrarre informazione dal parametro di interesse v nella marginalizzazione, e rispet-
tivamente U nel condizionamento. Per una trattazione pit approfondita di questo tema
si rimanda a Pace & Salvan (1997, Capitolo 4) e Jorgensen (1993). Si veda anche Zhu &
Reid (1994) e Jorgensen & Labouriau (2012, Capitolo 3). Le fattorizzazioni (1.8) e (1.9)
che danno luogo rispettivamente alle pseudo-verosimiglianza marginale e condizionata
si verificano essenzialmente soltanto nel caso delle famiglie di gruppo e delle famiglie
esponenziali, per specifiche definizioni del parametro di interesse 1. Qualora questo tipo
di separazione nell’inferenza non dovesse essere disponibile, € necessario ricercare una
pseudo-verosimiglianza al di fuori della classe delle verosimiglianza proprie. Ad esem-
pio, un modo molto piu generale per ottenere una funzione di pseudo-verosimiglianza
in un modello parametrico e quello di sostituire il parametro di disturbo A con una sua
stima consistente nella funzione di verosimiglianza L(v, A). Una possibilita e quella di
utilizzare la stima di massima verosimiglianza per A con ¢ fissato, wa. In tal caso si
parla di verosimiglianza profilo. Un’altra possibilita ¢ quella di utilizzare la stima
non vincolata \ al posto di A, ottenendo cosi la pseudo-verosimiglianza di Gong e Sama-
niego (Gong & Samaniego, 1981), che tuttavia sovrastima I'informazione su v, a meno

che 1) e X non siano ortogonali.

1.7.4 Verosimiglianza profilo

Un metodo generale per la costruzione di una pseudo-verosimiglianza per il parame-
tro di interesse 1 prevede di sostituire il parametro di disturbo A con una sua stima
consistente nella funzione di verosimiglianza L(1, ). Se viene utilizzata la stima di
massima verosimiglianza per A\ nel sotto-modello con v fissato, /A\d,, allora si ottiene la

verosimiglianza profilo

Lp() = L1, Ay). (1.10)

La corrispondente funzione di log-verosimiglianza profilo & ¢p(¢)) = log L(@D,S\,ﬁ). Se
le condizioni di regolarita sono soddisfatte, la stima ;\¢ e ottenuta come soluzione in A
della funzione punteggio parziale relativa al sotto-modello con v fissato, ossia €(1), \) =

0. La verosimiglianza profilo non puo essere considerata una verosimiglianza propria,
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in quando non discende direttamente da una funzione di densita. Nonostante cio, la
verosimiglianza profilo gode di alcune interessanti proprieta che la rendono simile ad

una verosimiglianza propria:

e la stima di massima verosimiglianza profilo coincide con la stima di massima

verosimiglianza per ¢ ottenuta con L(1, A), ossia

~

sup Lp(¢) = L();
v

e si puo definire I'informazione osservata profilo

82

Jp(¥) = _WEP

(¥),

che risulta espressa da

Gp(0) = Juw (¥ Ap) = Jua (¥ M) dan (¥, Ag) T g (80, M),

dove jyy, Jya € jax sono i blocchi di j(6)

P EC) me)]_
1 [mw) ING

L’inversa di jp(1) € uguale al blocco (¢,1) dellinversa della matrice di informa-

zione osservata complessiva calcolata in (1, A,), ossia

e ()] = 7YY (1, Ay),

dove j*¥ denota il blocco (v,) di 5(0)7!;

e il log-rapporto di verosimiglianza profilo coincide con il log-rapporto di verosi-
miglianza basato su L(¢, \) usato per la verifica d’ipotesi su v, con A ignoto.

Dunque, il test del log-rapporto di verosimiglianza profilo ¢

Wp() = 2{p() — Lp(¥)} = 2{L(t), \) — €(), Ay)}-

Sotto le usuali condizioni di regolarita Wp(t)) ha distribuzione asintotica nulla x?
dove k ¢ la dimensione del parametro d’interesse. Inoltre, come nel caso generale
in cui e di interesse fare inferenza su tutto il parametro 6, ¢ possibile definire due

test asintoticamente equivalenti a Wp (1)), rispettivamente il test di Wald Wp, (1))
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e il test score Wp, (1)

Wre(®) = (b — )T [i% (1, Ag)] 7' (& — ),
Wea(¥) = Lu(1, Ag)Ti% (1, Ap) (1, Ay),

dove %% (1), Ay) denota il blocco (1, v)) dell'inversa di i(6), (), e pud essere so-
stituito da [jp(¢)] . Come Wp (1), anche Wp,(¢) € Wp, (1) hanno distribuzione
asintotica nulla x%. Se il parametro di interesse ¢ ¢ scalare, & possibile definire le

relative versioni unilaterali

rp(¥) = sgn(t — )/ We(¥), (1.11)
rpe(v) = (@ — V) (¥, AT, (1.12)
rpu(1h) = Ly (1, M) [V (1, Ay)] /2,

e tutte con distribuzione nulla approssimata normale standard. Come per le

versioni bilaterali, i%% (v, j\w) puo essere sostituito da [jp ()] 1.

In modo simile a W(6), il test basato su Wp(1)) € una quantita asintoticamente pivotale
per ¢. Quindi e possibile costruire regioni di confidenza di livello approssimato 1 — «

per v, nel modo seguente

U(y)={ve ¥ : Wy(¥) < xiaah (1.13)

che puo essere riscritta equivalentemente come

1

U(y) = {0 €V : Lo(¥) 2 Lp(¥) = 5XEa o}

Se 1) & scalare allora e possibile definire le regioni di confidenza di livello approssimato

1 — « utilizzando anche le versioni unilaterali, ad esempio

U(y) ={Y €T : |r,(¥)] < z1_ap},

che ¢ equivalente alla regione di confidenza (1.13).

Ovviamente anche in presenza di parametri di disturbo si potrebbe essere interessa-
ti ad un cambio di parametrizzazione, in particolare per il parametro di interesse. In
tal caso si desidera che la nuova parametrizzazione non alteri in modo sostanziale le
conclusioni inferenziali ottenute nella parametrizzazione originale. Tuttavia, poiché in

generale una riparametrizzazione globale per § = (¢, A) non mantiene la distinzione tra
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parametro d’interesse e parametro di disturbo, tipicamente si restringe la richiesta di
invarianza alla parametrizzazione alle sole riparametrizzazioni che non alterano l'inte-

resse. Una riparametrizzazione che non altera 'interesse e una trasformazione del tipo

© =¥, \) con ¢ = (p,§), tale che

P:P(¢)a §:§(¢7>‘)7

dove p(+) € una funzione biunivoca che dipende solo da . Si chiede quindi sia soddisfatto
il principio di invarianza rispetto alle riparametrizzazioni che non alterano I’in-
teresse. La verosimiglianza profilo ¢ invariante a riparametrizzazioni che non alterano
I'interesse, a differenza di altre pseudo-verosimiglianze.

Le proprieta appena descritte rendono la verosimiglianza profilo interessante. Cio
nonostante, la verosimiglianza profilo non e assimilabile ad una verosimiglianza propria
e pertanto non gode di tutte le proprieta di una verosimiglianza in senso proprio. In
particolare, vengono a mancare le proprieta relative al fatto che la funzione punteggio
dovrebbe avere valore atteso nullo e soddisfare I'identita dell’informazione. Infatti, sotto

campionamento casuale semplice con numerosita N,

Ey [%w)} — o), (1.14)
o g )] + B [{ e { i tmte} ] = 00,

dove O(1) denota una quantita asintoticamente limitata in probabilita, e si parla rispet-
tivamente di score bias e information bias. Nelle situazioni standard, dove score bias e
information bias sono effettivamente di ordine O(1), lo stimatore di massima verosimi-
glianza per il parametro di interesse ¢) rimane consistente ed ¢ garantita 'usuale validita
delle approssimazioni asintotiche per le distribuzioni di Wp(v)), Wp.(v) € Wp,(¥).

Tuttavia, nel caso di modelli stratificati in presenza di parametri incidentali, o piu
in generale quando la dimensione del parametro di disturbo A e grande rispetto alla
numerosita campionaria N, i problemi relativi a score bias e information bias possono
aggravarsi. Come verra descritto nel paragrafo (2.2), nel caso di modelli stratificati,
utilizzare la verosimiglianza profilo Lp(1)), trattando la componente di disturbo A come
se fosse nota e pari a 5\1/,, non e ragionevole se i dati non contengono informazione
a sufficienza sulla componente di disturbo. Lo stesso problema si presenta, in modo
ancora piu evidente, nel caso dei modelli con effetti fissi incrociati, discussi nel Capitolo
3.

Per compensare questa mancanza di informazione, in letteratura sono stati proposti
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alcuni metodi di modificazione della verosimiglianza profilo.

1.8 Modificazioni della verosimiglianza profilo

Come illustrato nel paragrafo 1.7.4, in alcune situazioni, ad esempio quando la dimen-
sione del parametro di disturbo A ¢ grande se confrontata con la numerosita campionaria
N, le procedure inferenziali basate sulla verosimiglianza profilo potrebbero non essere
accurate. Tra le alternative all’utilizzo della usuale verosimiglianza profilo, ¢ possibile:
apportare delle modifiche analitiche, in particolare ricorrere a funzioni di verosimiglian-
za profilo modificate, o a modificazioni delle statistiche test profilo, in modo tale che
I’approssimazione normale per tali statistiche possa risultare accurata anche quando la
numerosita campionaria e esigua. Nel seguito si discuteranno gli aspetti essenziali di en-
trambi gli approcci. Per una trattazione piu approfondita in merito a questi argomenti
si veda Barndorff-Nielsen & Cox (1994, Capitolo 8) e Severini (2000, Capitolo 9).

1.8.1 Verosimiglianza profilo modificata

Una prima alternativa all’usuale funzione di verosimiglianza profilo (1.10), nei contesti
in cui la dimensione del parametro di disturbo A ¢ grande relativamente ad N, consiste
nel considerare modificazioni analitiche di tale verosimiglianza. In letteratura, sono
diverse le proposte che sono state fatte al fine di aggiustare il comportamento della
verosimiglianza profilo. Tra queste, la verosimiglianza profilo modificata proposta da
Barndorff-Nielsen (1980, 1983) e la verosimiglianza profilo condizionata approssimata,
introdotta da Cox & Reid (1987).

Se § = (¢, \) con ¢ € U C RF parametro di interesse e A € A C RP~% parametro di

disturbo, la verosimiglianza profilo modificata ¢ definita come

Ly(¥) = Lp()M(¥),
dove M (1)) ¢ un fattore di aggiustamento, dato da
M) = 10,5, Ay ¥, A, )| aa (9, Ags 0, A, 0|72,
o0, in forma pil compatta, con @w = (v, ;\w) stima vincolata,

M () = [6,50) 7 (@)%, (1.15)
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dove nella (1.15) nel primo determinante compare la derivata mista (mized derivative)

A o . .

G, Apih, A a) = 0, A3, A, a) = ——(04; 0, ),
OO

NN

e viene esplicitata la dipendenza dalla statistica ancillare a. La motivazione della pre-
senza di questa statistica ¢ data dal fatto che se la stima di massima verosimiglianza di
6 ¢ unica, allora e necessariamente funzione della statistica sufficiente minimale s, ma
non ¢ detto che 6 mantenga la sufficienza, come spiegato nel paragrafo 1.3.1. Di conse-
guenza, la funzione di log-verosimiglianza puo essere scritta in funzione della statistica

sufficiente minimale (6, a)
(0 y) = £(0;5) = £(0;0,a) = €(b, \; 0, A, a).

Ne segue che la funzione di log-verosimiglianza profilo modificata puo essere definita

come

U (V) = €p(¢) + log M ()

1 R
= EP(w) + 5 IOg ‘j)\/\(w> )\w; ¢> )\7 a)’ - log M,\;S\W, Awu % >\7 a)‘

1 oA R
=lp() + 5 log [ (0y)| — log [€y.5(0)]- (1.16)

Il fattore di modificazione M (7)) ¢ di ordine O(1), e quindi la verosimiglianza profilo
Lp(1) e la verosimiglianza profilo modificata Ly (1)) risultano asintoticamente equiva-
lenti al primo ordine. Tuttavia, il fattore M (1)) permette di ottenere una riduzione
della distorsione della funzione punteggio (1.14) da O(1) a O(N~'). Inoltre, come la
verosimiglianza profilo Lp(v)), anche Lys()) ¢ invariante rispetto a parametrizzazioni
che non alterano l'interesse. In particolare, nel caso di parametri separabili, poiché vale

la scomposizione (1.7), allora

Cu () = Lp(¥) = L),

ossia, sia la log-verosimiglianza profilo che la log-verosimiglianza profilo modificata sono

equivalenti all’addendo della funzione di log-verosimiglianza che dipende solo da .
Per il calcolo della verosimiglianza o log-verosimiglianza profilo modificata e neces-

sario calcolare: la stima di massima verosimiglianza globale ([ﬂ, 5\), la stima vincolata

(16, Ay), il blocco (A, A) della matrice di informazione osservata j(f), relativo solo alla
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componente di disturbo, e la derivata nello spazio campionario ¢ /\;5\(91#). Inoltre, quan-
do esiste una verosimiglianza marginale (1.8) o una verosimiglianza condizionata (1.9)
per 1, la verosimiglianza profilo modificata ¢ tipicamente semplice da calcolare ed e
una buona approssimazione di esse. In realta, anche quando non esiste la verosimi-
glianza marginale o la verosimiglianza condizionata per ¢, non e difficile ottenere la
verosimiglianza profilo modificata se il modello sottostante appartiene ad una famiglia
esponenziale o ad una famiglia di gruppo. In particolare, se il modello € una famiglia
esponenziale ¢ 1 ¢ una componente del parametro canonico, allora si puo mostrare che
la derivata nello spazio campionario £, ;\(%) non dipende da 1 e quindi il contributo
dato da |£,, ;\(éw)|_1 nel fattore di modificazione (1.15) puo essere trascurato. In tal caso

la log-verosimiglianza profilo modificata puo essere calcolata semplicemente come

1
Cp(yY) + 3 log |7ax(0y)],

che ¢ un’approssimazione della funzione di log-verosimiglianza condizionata.

La verosimiglianza condizionata approssimata (Cox & Reid, 1987) ¢ stata intro-
dotta come possibile approccio per cercare di ricondursi ad una situazione semplificata
in cui la verosimiglianza ha approssimativamente parametri separabili, come descritto
nella (1.7). In particolare, la verosimiglianza condizionata approssimata ¢ ottenibile a
partire da una parametrizzazione in cui le due componenti di § = (1, A) sono ortogo-
nali. Si dice i parametri ¢ e A sono ortogonali se le corrispondenti componenti della
funzione punteggio ¢, e £, sono incorrelate, ossia se iz (¢, A\) = 0. Sotto ortogonalita,
come mostrato ad esempio in Severini (2000, §9.5), 5\1/, =\t O(N™1) e una possibile

approssimazione della log-verosimiglianza profilo modificata ¢ data da

Loald) = Lp() — 5 1o liaa )] (117)

che Cox & Reid (1987) hanno chiamato log-verosimiglianza condizionata approssimata.

Si noti, infatti, che la (1.16) puo essere scritta in modo alternativo come

A —1/2

Ly () = Le() D)5 (0y)]

con

(0 )\
D(w> _ ‘])\A(Aw” _ ’ }Z’
[65(0)] 1 OA
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Dunque, la (1.16) puo essere anche scritta nel seguente modo

() = £o(w) + 108 D) — glinal®y)],

ma, quando Ay = A , la matrice [9A,/OA] & la matrice identit, pertanto

08) = £o(0) = 3lina )]

Questo e vero, almeno in modo approssimato, anche se 5\w dipende da 1 ma i parametri
sono ortogonali. Infatti 5\¢, = A+ O(N™1), e quindi, D(¢)) & approssimativamente la
matrice identita.

Tuttavia, la log-verosimiglianza condizionata approssimata ¢4 (1) presenta degli in-
convenienti non indifferenti rispetto alla log-verosimiglianza profilo £p(1)) e a alla log-
verosimiglianza profilo modificata £,;(¢)). In primis, la log-verosimiglianza condizionata
approssimata richiede la specificazione di una parametrizzazione ortogonale, che esiste
sicuramente solo quando 1 & scalare. Inoltre, a differenza di ¢p(v)) e £y (), boa(?))
non soddisfa il principio di invarianza rispetto a riparametrizzazioni che non alterano
I'interesse.

Esistono altre proposte di aggiustamento alla funzione di verosimiglianza profilo in
letteratura. Tutte queste portano ad una riduzione dello score bias da O(1) a O(N™1).

Per ulteriori approfondimenti si rimanda a Severini (2000, Capitolo 9).

1.8.2 Modifiche di rp(%))

Le procedure inferenziali basate sulla verosimiglianza profilo finora sono state basate su
approssimazioni asintotiche del primo ordine. Tuttavia, quando la numerosita campio-
naria N e ridotta o quando la dimensione del parametro di disturbo A & grande rispetto
ad N potrebbe essere preferibile ricorrere ad approssimazioni di ordine superiore, che
garantiscano un’accuratezza maggiore anche in scenari complessi.

Si supponga che il parametro di interesse 1 sia scalare. Se si considera il problema di
verifica di ipotesi Hy : 1 = 19, contro una generica alternativa unidirezionale, & possibile
utilizzare la statistica test radice con segno del log-rapporto di verosimiglianza profilo
(1.11)

rp(o) = sgn(v — o) v/ We(¥),
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dove & noto che, sotto l'ipotesi nulla, 7p (1)) ha distribuzione approssimata normale stan-
dard con un errore di ordine O(N~'/2). In particolare, per un alternativa unidirezionale

sinistra, il livello di significativita osservato e

0™ (i) = Pry, {1 (o) < rp(th) ™) = (rp(0)”™) + O(N72),

dove ®(-) ¢ la funzione di ripartizione di una normale standard e rp(1y)°*® indica il
valore osservato della statistica rp(ty).

Il risultato principale alla base della teoria asintotica di ordine superiore e la formula
p* di Barndorff-Nielsen (1983), chiamata anche magic formula da Efron (1998). Que-
sta formula consiste in un’approssimazione per la densita dello stimatore di massima
verosimiglianza condizionata ad una statistica ancillare. Dato il modello F, sia a una
statistica ancillare, e dunque (9, a) statistica sufficiente minimale. Ne segue che, sotto

campionamento casuale semplice con numerosita N

~

Pojaza(b:6,a) = P (6;0,a){1 + O(N"?)},
dove
P (0:0.0) = c(0,a)|j(0:0,a)|"” exp {£(6:6,a) — €(0:0,a)},

con ¢(6,a) costante di normalizzazione. Per ulteriori dettagli sulla qualita dell’appros-
simazione fornita dalla formula p* si veda Skovgaard (1990).

Utilizzando la formula p*, € possibile ottenere una modificazione dell’usuale stati-
stica rp(1)), che nel seguito verra indicata con 75(1) (Barndorff-Nielsen, 1991), e che
garantisce un’accuratezza del terzo ordine, ossia con un errore di ordine O(N~%/2). Sia

rb(0) = o) + —— log { LW}

@) U ()
= () + sl {CW) + —sloa fuy (W)} (119

dove

|£)\;3\(¢7 5\1/17 @7 5\7 CL)’

Cl) = ———— 2 0 ,
{’]M(iﬁ,)\w;%)\7a)|’JA,\(7/%)\w;T/J,)\:a)‘}1/2
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() = ()12 0 _n(d
p(¥) = jp(¥) 8@{613@) Cp(¥)}.

La statistica r}(1) cosl ottenuta ha ancora distribuzione asintotica nulla normale stan-

dard ma con errore O(N~%/2). In particolare,

A (1) = Pryga{rp(to) < (1)} = ®(rb(1h0)%) + O(N,g/Q),

Tale approssimazione risulta piu accurata di quella usuale poiché I'errore va a zero piu
velocemente al crescere di N, o in altri termini, anche con numerosita campionarie
modeste si ottiene un’accuratezza superiore.

Dalla scomposizione (1.18) si puo notare che r5(1)) puo essere riscritta come

() = rp(Y) + INF(y) + NP(),

dove

INF(¢) = log {up (1)},

1
TPW)

e un fattore di correzione per la qualita dell’approssimazione normale, mentre

1

NP(y) = Wlog {C(¥)},

¢ un fattore di correzione per la presenza di parametri di disturbo. Il termine INF(¢))
comporta un aggiustamento usualmente di minore importanza, a patto che I'informa-
zione profilo osservata j p(ll)) non sia eccessivamente piccola rispetto alla dimensione di
A. Al contrario, I'aggiustamento fornito dal termine NP(¢)), che discende direttamente
dalla verosimiglianza profilo modificata (1.16) puo risultare decisivo in presenza di un
numero elevato di parametri di disturbo.

Si noti che il calcolo di rj (1)) richiede il calcolo delle quantita C(1)) e u,(1), che in
generale puo risultare complesso, a causa del coinvolgimento delle derivate nello spazio
campionario. Tuttavia, in alcuni casi specifici ci sono delle notevoli semplificazioni. Ad
esempio, se il modello & una famiglia esponenziale e 1) & una componente del parametro

canonico, allora u,(1) coincide con la statistica di Wald (1.12)

~ ~

up(¥) = rpe(¥) = (¥ = ¥)[jr()]2,
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mentre C(1)) si riduce alla quantita

~

NN COREE
) = {jxx(éw)} ‘

Per maggiori dettagli sul calcolo di r};(¢) nel caso delle famiglie esponenziali si veda
anche Brazzale, Davison & Reid (2007, Capitolo 8). Nel caso generale la determinazione
di 7 (1)) puo risultare pin ostica e per questo sono state proposte varie approssimazioni,
che conducono a quantita note come versioni stabili di r}(¢)). Tra queste, Skovgaard
(1996) ha suggerito di approssimare le derivate rispetto allo spazio campionario con
apposite covarianze tra log-verosimiglianze e funzioni punteggio, in modo da evitare
I’esplicitazione di una statistica ancillare necessaria per il calcolo delle derivate nello
spazio campionario. La procedura richiede il calcolo di diversi valori attesi non bana-
li che, tuttavia, in quanto integrali, possono essere facilmente approssimati mediante
metodi di simulazione Monte Carlo. Utilizzando metodi Monte Carlo, le stime di mas-
sima verosimiglianza 0 e (% sono calcolate una volta soltanto, ossia sono quelle ottenute
sul campione originale osservato. Tale approccio differisce quindi dal bootstrap para-
metrico, descritto nel paragrafo 1.9.2, in cui ad ogni simulazione ¢ necessario ripetere
la massimizzazione della funzione di verosimiglianza e ottenere le nuove stime g e %.
Per un maggiore approfondimento in merito all’implementazione di queste procedure si
rimanda al pacchetto R likelihoodAsy (Pierce & Bellio, 2017) che permette di calco-
lare agevolmente 75 (1) e i relativi p-value, specificato, oltre alla log-verosimiglianza, un

parametro di interesse scalare 1(#) e una funzione per generare dal modello.

1.9 Approssimazioni bootstrap della distribuzione di

7”P<¢)

A partire dalla fine anni ’70, dopo che le tecniche jackknife erano state introdotte (Que-
nouille, 1956; Tukey, 1958), grazie all’aumento delle potenzialita di calcolo favorite dal-
la diffusione dei personal computer, ¢ iniziata una rivoluzione anche nel mondo della
statistica, in particolare per quanto riguarda l'utilizzo di metodi computazionalmente
intensivi basati sulle simulazioni. Tale rivoluzione, “electronic computation used for the
extension of classic statistical inference” (Efron & Hastie, 2016), ha avuto come apice
I'introduzione del bootstrap (Efron, 1979). Questa metodologia permette di condurre

verifiche di ipotesi e costruire intervalli di confidenza utilizzando simulazioni, e spesso
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consentendo di evitare qualsiasi tipo di ipotesi distributiva riguardo alle variabili os-
servate relativamente al fenomeno oggetto di studio. Piu in generale, il bootstrap ¢ un
metodo per valutare empiricamente gli aspetti distributivi in un ampio repertorio di
procedure statistiche, offrendo spesso un elevato livello di accuratezza. Proprio a causa
della sua versatilita, non e possibile riassumere qui tutte le caratteristiche del bootstrap,
e nemmeno indicare un solo riferimento per una lettura piu approfondita. Tuttavia, si
consiglia di fare riferimento ai testi di Efron & Tibshirani (1993), Davison & Hinkley
(1997) e Efron & Hastie (2016, Capitoli 10 e 11).

1.9.1 Bootstrap

Il bootstrap si basa essenzialmente su due concetti (Young & Smith, 2005, Capitolo 11):

e il principio del plug-in: consiste nella sostituzione di una distribuzione di proba-

bilita F' ignota con una sua stima F' stimata a partire dal campione osservato;

e simulazioni Monte Carlo: si studiano le proprieta frequentiste delle quantita di
interesse rispetto alla distribuzione di F (anziché di F'), usando metodi Monte
Carlo, ossia simulando campioni da F. In questo modo si riescono ad evitare

calcoli analitici, talvolta intrattabili.

E il concetto della sostituzione tramite il principio del plug-in che rappresenta la vera
caratteristica del metodo bootstrap.

Il primo aspetto da considerare ¢ quindi la scelta della stima . Quando sotto
campionamento casuale semplice la stima Fe semplicemente la funzione di ripartizione
empirica di y si parla di bootstrap non parametrico, in quanto non viene fatta nessuna
assunzione sulle distribuzioni che compongono il modello statistico F che descrive il
fenomeno interesse. Se invece si ha qualche livello di conoscenza sul fenomeno di interesse
e si e in grado di formulare un ipotesi parametrica, un’alternativa e quella di ottenere
una stima 6 del parametro 0 che indicizza F, utilizzando, ad esempio, il metodo della
massima verosimiglianza, e poi utilizzare F(y; @) per generare i campioni bootstrap. Si
parla in questo caso di bootstrap parametrico. Esiste, in realta, anche una terza tipologia
di bootstrap, quello semiparametrico, che si ha quando si formulano ipotesi parziali
sul fenomeno di interesse, come puo accadere, ad esempio, nell’ambito dei modelli di
regressione.

Indipendentemente dal livello di conoscenza sul fenomeno di interesse e, dunque,
dal tipo di bootstrap impiegato, l'inferenza basata sul bootstrap considera le proprieta

frequentiste di una qualche procedura inferenziale assumendo che il modello che ha
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generato i dati sia F invece che F. La giustificazione statistica di tale sostituzione e di
natura asintotica, purché F sia una stima consistente di F.

Ad esempio, se T'= T(Y) & una statistica, sotto campionamento da F', & possibile
stimare la varianza di T, Varp[T] tramite la varianza di T sotto campionamento da F,
ossia Var[T]. Quest’ultima puo essere valutata tramite metodi Monte Carlo, simulando

B campioni indipendenti da F.

1.9.2 Bootstrap parametrico senza parametri di disturbo

Dato il modello statistico parametrico F, con parametro scalare #, si supponga di essere
interessati a fare inferenza su tutto il parametro @, in assenza di parametri di disturbo. Se
si considera il problema di verifica di ipotesi Hy : 8 = 6, contro una generica alternativa
unidirezionale, ¢ possibile utilizzare la statistica test log-rapporto di verosimiglianza
(1.2), che, sotto I'ipotesi nulla, ha distribuzione approssimata normale standard con un
errore di ordine O(N~'/2). In particolare, per un alternativa unidirezionale sinistra, il

livello di significativita osservato e
0 (85) = Pra, {r(B) < r(60)"™"} = D(r(6)"") + O(N 7).

dove r(6p)°** indica il valore osservato della statistica r(6p).

In assenza di parametri di disturbo, il p-value a®%*(f) puo essere calcolato esatta-
mente a meno dell’errore di simulazione Monte Carlo, senza ricorrere all’utilizzo del
bootstrap. Infatti, poiché sotto 'ipotesi Hj il parametro € completamente specificato, il

metodo Monte Carlo prevede semplicemente di
(i) simulare y** da py (y;6y) e calcolare r(6y)°,
(ii) ripetere il procedimento (i) B volte e calcolare

1 B

Gme(00) = 5 > 1(r(60)" < r(60)7 ).

=1

dove 1(-) indica la funzione indicatrice, che assume valore 1 solo quando la condizione
tra parentesi e rispettata, e 0 altrimenti. Con questo approccio e possibile ottenere un’e-
strema accuratezza semplicemente aumentando il numero di simulazioni B. Pertanto,
se e di interesse solamente calcolare un p-value, i1 metodo Monte Carlo risulta prefe-
ribile rispetto a ricorrere al bootstrap in quanto il costo computazionale ¢ ridotto. Se
invece e di interesse ottenere anche degli intervalli di confidenza il bootstrap parametrico

e computazionalmente piu vantaggioso.
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Indicando con 8" la stima di @ ottenuta sul campione originale y, il bootstrap

. ~08S .
parametrico usa # e prevede di

~0S8S

(i) simulare y* da py(y;6” ) e calcolare (6" )P,

(ii) ripetere il procedimento (i) B volte e calcolare
1B
~ 0SS - N95S\b 0ss
a”*(6y) = B ;:1 L(r(@ )" <r(6y)>).

E possibile mostrare (Young & Smith, 2005, Capitolo 11) che quando B — oo, a%* =
a%* + O(N™Y). Pertanto, utilizzare

°%% risulta piul accurato rispetto ad utilizzare

&
I’approssimazione del primo ordine ®(7(6y)?%*).

1.9.3 Bootstrap parametrico con parametri di disturbo

Se si considera il problema di verifica di ipotesi Hy : ¢ = vy, con v scalare, contro una
generica alternativa unidirezionale, e possibile utilizzare la statistica test log-rapporto
di verosimiglianza profilo (1.11) che, sotto I'ipotesi nulla, ha distribuzione approssimata
normale standard, con un errore pari a O(N~'/2). In particolare, per un’alternativa

unidirezionale sinistra, il livello di significativita osservato e
a”*(thy) = eh Prya{rp(vo) < ()} = ®(rp(te)™*) + O(N~?),
€

dove rp(109)°** indica il valore osservato della statistica rp(ty).

In tale contesto, a differenza della situazione in assenza di parametri di disturbo, non
e possibile simulare direttamente dall’ipotesi nulla Hy, poiché A e ignoto. Il bootstrap
parametrico offre due alternative: utilizzare la stima globale sul campione originale
0" = (fboss,j\oss) e in tal caso si parla di bootstrap non vincolato (unconstrained
bootstrap); oppure utilizzare la stima vincolata sul campione originale 92;8 = (o, ;\;Zs)
e in tal caso si parla di bootstrap vincolato (constrained bootstrap). 1 due metodi

funzionano nel seguente modo:

e 'unconstrained bootstrap prevede di

~ 0SS 0SS ~ 0SS

(i) simulare y** da py(y;¢ ,\ ) e calcolare r,(¢p )P,

(ii) ripetere il procedimento (i) B volte e calcolare

6 (o) = 5 A rp(™) < (W)™ ); (1.19)
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e il constrained bootstrap prevede di

(i) simulare y** da py (y; v, 5\?;08) e calcolare 7, (1)’

(i) ripetere il procedimento (i) B volte e calcolare

Qg™ (o) = %Zﬂ( rp(10)? < rp(tho)” ). (1.20)

1=1

In particolare, il constrained bootstrap ¢ in grado di garantire un’accuratezza supe-
riore rispetto all’unconstrained bootstrap. Infatti, per B — o0, valgono le seguenti

approssimazioni

() = 63 () + O(N ),
aoss(wo) — &Zss(wo) + O(N_3/2).

Pertanto entrambi i metodi permettono di ottenere un guadagno in termini di accu-
ratezza rispetto ad utilizzare 'approssimazione del primo ordine ®(rp(10)°**) quando
B — oo, ma il constrained bootstrap permette di ottenere un’accuratezza asintotica
del terzo ordine (Lee & Young, 2005), a differenza dell’unconstrained bootstrap che ha
un’accuratezza asintotica del secondo ordine (DiCiccio & Romano, 1995) .

Nella pratica, in condizioni regolari, quando B ¢ finito, le differenze numeriche tra i
due approcci sono tipicamente trascurabili e I'unconstrained bootstrap risulta spesso ac-
curato quanto quello constrained (Lee & Young, 2005; Young, 2009). Tuttavia, esistono
delle situazioni in cui I’unconstrained bootstrap non e applicabile. Questo succede, ad
esempio, quando il parametro 1y e sulla frontiera dello spazio parametrico o quando la
stima stessa si trova sulla frontiera. Per maggiori dettagli sulle condizioni che rendono
la procedura del bootstrap consistente si rimanda a Bickel & Freedman (1981), o per
esempi in cui il bootstrap non funziona correttamente a Beran (1997) e Davison et al.
(2003). In generale, in presenza di parametri di disturbo, il bootstrap parametrico offre
un’alternativa molto valida rispetto all’utilizzo delle classiche quantita pivotali basate
sulla verosimiglianza. Uno degli aspetti negativi e il costo computazionale legato alle
procedura basate sulle simulazioni che, tuttavia, puo essere parzialmente compensato

dal calcolo parallelo e dalle maggiori risorse computazionali oggi disponibili.






Capitolo 2

Modelli con effetti fissi stratificati

2.1 Introduzione

In questo capitolo vengono illustrate le principali caratteristiche dei modelli a due indici
asintotici con effetti fissi stratificati. Successivamente, nel Capitolo 3, si discutono,
invece, le caratteristiche dei modelli a due indici asintotici con effetti fissi incrociati.

Sia nel caso di effetti fissi stratificati che incrociati, si assume di disporre di un cam-
pione di osservazioni indipendenti y;;, 1 = 1,..., R, j = 1,...,Cj, in cui in generale ogni
strato potrebbe avere una diversa numerosita campionaria C;, dove ¢ ¢ l'indice relativo
agli strati, mentre j e I'indice relativo all’osservazione j-esima nello strato i-esimo. La
numerosita campionaria complessiva e dunque N = Zle C;. Senza perdita di gene-
ralita, nel seguito si assume che tutti gli strati abbiano la medesima numerosita cam-
pionaria C' e, pertanto, che la numerosita campionaria complessiva sia semplicemente
N = RC'. In tal caso, si parla anche di schema di dati bilanciato.

Si supponga che la densita di ogni y;;, 1 =1,..., R, 7 =1,...,C, sia specificata da
p(yz‘j; Y, a),

dove il parametro strutturale ¢ ha dimensione fissata k, mentre l'effetto fisso «; rappre-
senta il parametro di disturbo specifico dello strato ¢, ¢ = 1,..., R. Il modello ha quindi
parametro globale 6 = (¢, ), con & = (avq, ..., ag), con dimensione k + R.

La densita di y;; potrebbe essere condizionata ad un vettore di covariate z;;, assunte

note, come nel caso dei modelli lineari generalizzati. Per i modelli con effetti fissi

39



40 Sezione 2.1 - Introduzione

stratificati la funzione di log-verosimiglianza ¢

R C
=3 log p(yis v, ).

i=1 j=1

In presenza di effetti fissi stratificati, come mostrato da Lancaster (2002), non sussi-
stono problemi legati all’utilizzo della verosimiglianza profilo ogni qualvolta sia possibile
scomporre la funzione di verosimiglianza in due componenti a parametri separabili, una
relativa al parametro di interesse ¥ e 'altra relativa al parametro di disturbo a. Que-
sto tipo di situazione e quella che si verifica nello scenario descritto nell’esempio del
paragrafo 2.3.2.

Pitu in generale, in questo tipo di contesto, in virtu dell'indipendenza tra i diversi
strati, la funzione di log-verosimiglianza puo essere scritta come la somma di contributi

di ciascuno strato

= Z€z<¢aa1)’ (2'1)

con
1/}7051 Zlng yzju O‘l)

Dall’espressione (2.1) ¢ immediato notare come la funzione di log-verosimiglianza, per
1 fissato, ammetta una separazione in termini dei parametri incidentali «;, poiché
nello strato i-esimo, ¢ = 1,..., R, e presente solamente il parametro «;. La con-
seguenza di tale separazione e che e possibile ottenere il vettore delle stime vinco-
late &y = (Quy,...,Gry) tramite R equazioni di stima a%iﬁ(@/),ozi) = 0. Ne segue
che la funzione di log-verosimiglianza profilo per @ risulta pari alla somma delle R

log-verosimiglianze profilo di ciascuno strato, ovvero

R R
lp(¥) = U, by) = Y L, diy) = Y Lp(¥).
i=1 i=1
In questo scenario, una possibile alternativa all’utilizzo della verosimiglianza profilo
¢ rappresentata dall’utilizzo della verosimiglianza condizionata o marginale, che per-
mettono di eliminare il problema dei parametri incidentali, ma la loro disponibilita
¢ in generale garantita solo nel caso delle famiglie esponenziali e di gruppo, rispetti-

vamente, per particolari scelte del parametro di interesse. Un’ulteriore possibilita e
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quella di ricorrere alla verosimiglianza profilo modificata che consente di ripristinare,
almeno approssimativamente, le identita di Bartlett, che non sono rispettate nel caso
dell’'usuale verosimiglianza profilo. Infine, Lunardon (2018) ha mostrato che opportune
tecniche di bias reduction offrono una soluzione asintoticamente equivalente all’utilizzo
della verosimiglianza profilo modificata.

I modelli con effetti fissi stratificati sono ampiamente adottati, in particolare in ambi-
to economico, per ’analisi dei dati di panel, dove ciascun strato solitamente rappresenta
una singola unita statistica (ad esempio, una nazione), con caratteristiche rilevate (ad
esempio, una determinata variabile economica) in diversi momenti temporali. Per de-
scrivere adeguatamente 1’eterogeneita non osservabile tra le unita statistiche, si utilizza
frequentemente ’approccio che prevede l'introduzione di effetti specifici per ciascuno
strato, i quali catturano le caratteristiche invarianti nel tempo di ogni unita statistica.
Questi effetti possono essere considerati come variabili casuali o parametri fissi. Nel
primo caso, si parla di modelli a effetti casuali; nel secondo, di modelli a effetti fissi. In
questa tesi, si considerano esclusivamente i modelli con effetti fissi.

E importante notare che la specificazione a effetti casuali richiede di assumere una
distribuzione appropriata per tali effetti, sebbene essi non siano osservabili. Inoltre,
una problematica rilevante di questo approccio e la necessita di ipotizzare 'assenza di
correlazione tra gli effetti casuali e le variabili esplicative (Lancaster, 2000). Per I'im-
plausibilita di questa assunzione, gli econometrici tendono spesso a non trattare gli ef-
fetti individuali come variabili casuali, preferendo i modelli a effetti fissi, che consentono
la dipendenza delle caratteristiche individuali non osservabili dalle variabili esplicative.
Tuttavia, anche questa scelta presenta svantaggi: adottare la specificazione a effetti fissi
comporta I'introduzione del classico problema dei parametri incidentali.

In questo capitolo si discuteranno tali aspetti nel caso dei modelli a due indici
con effetti fissi stratificati, soffermandosi maggiormente sulle proprieta della verosimi-
glianza profilo modificata e sull’utilizzo della verosimiglianza condizionata e marginale,

illustrandone 'applicazione in alcuni semplici esempi.

2.2 Verosimiglianza profilo modificata in modelli con

effetti fissi stratificati

L’utilizzo della verosimiglianza profilo in modelli stratificati in presenza di parametri
incidentali porta a conclusioni non accurate a causa dei problemi relativi allo score bias

ed information bias. Infatti, in modelli a due indici asintotici con effetti fissi stratificati,
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come mostrato da Sartori (2003), ¢ noto che

Eoa[ 55 tel)] = O(R),
oo [ tr@)] + B [{ e trw)} ] = o)

a differenza di quanto succede nello scenario standard, descritto nel paragrafo 1.7.4.
Infatti, in questo caso, la necessita di dover stimare gli effetti fissi di strato «;, per
i =1,..., R, introduce una distorsione nella funzione punteggio profilo di ordine O(R).
Il vantaggio che si ottiene ricorrendo alla verosimiglianza profilo modificata sulla vero-
simiglianza profilo e la riduzione della distorsione della funzione punteggio profilo.
Infatti, quando il numero di strati R cresce con la numerosita di ciascuno strato C,
in modo che R = O(C"), per v > 0, Sartori (2003) ha mostrato la funzione punteggio

profilo £5 (1)) puo essere scomposta come
Up(¥) = Ly + B + Re, (2.2)
dove
loix = Ly = ipniga € = O(N'72) = O(C*D2),

ha media 0 e varianza iyyx. 1l termine di distorsione B ¢ di ordine O(C") quando v > 1,
mentre il termine residuale Re ¢ di ordine O(Cv™!).

Come mostrato da Bellio et al. (2023b), quando 0 < v < 1, i termini della scomposi-
zione (2.2) sono in ordine decrescente. Invece, quando 1 < v < 3, il termine dominante
¢ il termine di distorsione B, seguito da £yx. Infine, quando v > 3, il termine £y, viene
dominato sia dal termine B che dal termine residuale Re.

Nel caso dei modelli con effetti fissi stratificati, dalla scomposizione (2.2) e in virtu

dell’additivita degli strati, segue che per lo strato i-esimo, i = 1,..., R, vale che
Up(1h) = L\ + B' + Re,

e, dunque, ogni strato contribuisce alla distorsione totale della funzione punteggio

associata alla log-verosimiglianza profilo con una quantita pari a

o0 . ‘
o[ h 0] = =0l + 007,

dove —pfﬂ, il valore atteso del termine di distorsione B’ dello strato i-esimo, ¢ una



Capitolo 2 - Modelli con effetti fissi stratificat 43

quantita di ordine O(1). Di conseguenza, si puo mostrare che la distorsione totale
accumulata negli R strati ¢ pari a Y0 P, che ¢ di ordine O(R). Ne segue che la
distorsione si aggrava all’aumentare del numero di strati. Quindi, seppur il problema
dello score bias, in un contesto regolare senza parametri incidentali, non intacchi la
consistenza dello stimatore per i basato sulla verosimiglianza profilo, quando si € in
presenza di parametri incidentali, la distorsione accumulata di ordine O(R) comporta
tipicamente la potenziale perdita di consistenza dello stimatore per ¢, in particolare se
C ¢ limitato.

Se si considera, invece, la log-verosimiglianza profilo modificata £y;(¢) = £p(v)) +

log M (1), per la separabilita dei parametri incidentali tipicamente vale che

ed & possibile mostrare che il valore atteso del logaritmo del fattore di modificazione

log M (1) nello strato i-esimo ¢ pari a

£ [log M'(6)] = ~Eua [ (6] + O(C™) = i, + O(C ).

Di conseguenza, la modificazione della funzione di log-verosimiglianza profilo in ciascuno
strato permette di eliminare il termine dominante della distorsione della funzione pun-
teggio legata alla verosimiglianza profilo dello strato, a meno di una quantita di ordine
o(C1).

Tuttavia, lo studio delle proprieta asintotiche della verosimiglianza profilo e della
verosimiglianza profilo modificata nel caso di modello stratificati e in generale comples-
so, poiché bisogna tenere conto del comportamento delle varie quantita sia rispetto al
numero di strati R che rispetto alla dimensione campionaria di ciascuno strato C'. Nel
seguito si consideri, per semplicita, la situazione in cui sia R che C possano tendere
all’infinito. La condizione sufficiente affinché la verosimiglianza profilo presenti le usuali
proprieta asintotiche & che C' cresca piu rapidamente di R, ossia in notazione R = o(C)).
Sartori (2003) ha mostrato che la verosimiglianza profilo modificata riesce a ridurre la
distorsione della funzione punteggio profilo consentendo quindi di ottenere proprieta
asintotiche migliori, purché R = o(C®). Quindi, la condizione riguardante la verosimi-
glianza profilo modificata ¢ pitt debole della condizione riguardante la verosimiglianza
profilo.

In aggiunta, come nel caso della verosimiglianza profilo, ¢ possibile definire analoghe

quantita pivotali basate sulla verosimiglianza profilo modificata, ossia, W (¢), Wase(¥)
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€ WMU(¢)
War() = 2{lr () — £rr (1)},
Wire(¥) = Wy — ) Line ()] (% — ),
Wira(¥) = () s (V)] ara(0),

e le rispettive versioni unilaterali ry(¢), rare(¥) € raru ()

rar(V) = sgn(dy, — )V Wi (¥),
rare(¥) = Wy — )i (V)2
Para () = O (W) [ ()] 72,

dove £y« (1)) rappresenta la funzione punteggio relativa a £3;(¢) e ju(¥) € la matrice
di informazione osservata relativa a £;/(¢). In un contesto asintotico standard, ¢ stato
dimostrato che le quantita pivotali basate sulla verosimiglianza profilo modificata sono
asintoticamente equivalenti tra di loro e, inoltre, sono asintoticamente equivalenti al-
le quantita pivotali basate sull’'usuale verosimiglianza profilo, rispettivamente Wp(1)),
Wpe(), Wpu(¥) e p(¥), Tpe(¥), rpu(10). Dunque, in condizioni regolari, anche le
quantita pivotali basate sulla verosimiglianza profilo modificata, ad esempio le versioni
unilaterali, sono ancora asintoticamente normali al primo ordine. Tuttavia, se si consi-
dera il paradigma a due indici asintotici in cui R = o(C®), ma non vale che R = o(C),
allora le versioni unilaterali delle quantita pivotali basate sulla verosimiglianza profilo
modificata, ad esempio rp,(1)), sono ancora asintoticamente normali, mentre cio non
vero per le versioni unilaterali delle quantita pivotali basate sulla verosimiglianza profilo,
ad esempio 7p(1)).

In generale, inoltre, a prescindere dal comportamento di R ed C, Sartori (2003) ha
mostrato che la distorsione dello stimatore basato sulla verosimiglianza profilo 1% e di
ordine O(C~1), mentre la distorsione dello stimatore basato sulla verosimiglianza profilo
modificata 1, & inferiore, in quanto di ordine O(C~2).

Dunque, quando la numerosita di ciascuno strato C' non cresce piu velocemente del
numero degli strati R in modo che R = o(C?), si osserva un progressivo deterioramento
delle procedure inferenziali, in particolare quando basate sulla verosimiglianza profilo,
ma, almeno in situazioni estreme, anche quando basate sulla verosimiglianza profilo

modificata.
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2.3 Esempi di modelli con effetti fissi stratificati

Nel seguito si illustrano alcuni semplici esempi di modelli con effetti fissi stratificati, a
partire dal modello di regressione normale con effetti fissi stratificati (si veda, ad esempio,
Bartolucci et al., 2016), per proseguire con due modelli per dati discreti: il modello log-
lineare Poisson con effetti fissi stratificati (si veda, ad esempio, Severini, 2000, Esempio
9.3) e il modello di Rasch ad un indice (Rasch, 1960). Per questi modelli, si discutono
i problemi circa le usuali procedure inferenziali che possono sorgere in presenza di un
numero elevato di parametri di disturbo, e come tali problemi possano essere in parte

risolti utilizzando alcuni dei metodi introdotti in precedenza.

2.3.1 Modello normale con un effetti fissi stratificati

Un modello molto semplice e il modello di regressione normale con effetti fissi stratificati.

Tale modello assume che y;; siano realizzazioni di variabili casuali indipendenti Y;; con

distribuzione normale di media «; e varianza 1. La densita di Y;; per questo modello &

1 2}
ijs W, ) = ex ij — )
peri=1,...,R, 7 =1,...,C. Il modello puo essere scritto nella forma equivalente
Yij = o + €, dove ¢;; ~ N(0,%) iid.,i=1,...,R, j=1,...,C. In questo modello il
parametro di interesse v & scalare, mentre il parametro incidentale a = (ay, ..., ag) ha
dimensione R.
La funzione di verosimiglianza per (¢, a) basata sui dati y;;, ¢ = 1,..., R, j =
SO e
R C
L, a) = H Hp(yz‘j§ ¥, ;)
i=1 j=1
| BC (v )2
_ —RC/2 - \Jig — i) i
— ) e Ly ey

Ne segue che la funzione di log-verosimiglianza puo essere scritta nel modo seguente

R

C
w0) =~ pogyp - Ly 3 W =0 e ) 2.3)

=1 j=1

da cui e immediato verificare che la stima di massima verosimiglianza per «; con

fissato non dipende da 1, ed & pari alla media campionaria dell’i-esimo strato, ossia
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Gy = & = ;. La funzione di verosimiglianza profilo per v risulta quindi pari a

(o) = B g - Ly~ 3

2
=1 j=1

da cui, derivando rispetto a 1, si ottiene la funzione punteggio profilo per ¥

0 1 ¢ (s ,
Doy = - HC Ty y )

i=1 j=1

Calcolando [Ew[ l p(@b)} ¢ immediato verificare che la funzione punteggio profilo e di-
storta, con distorsione pari a —R/(21), che aumenta all’aumentare del numero di strati.
Ossia, al divergere di R, la distorsione della funzione punteggio parziale diventa di ordine
O(R). Dunque, lo stimatore di massima verosimiglianza per ¢ che si ottiene risolvendo

I'equazione punteggio parziale %E p() =0

) | BC )
Q/JI@ZZ(Z/U—%) ;

i=1 j=1
non ¢ consistente per C fissato. Infatti

. C-1
P
Y — T%
quando il numero di strati R — oo, e la numerosita C' di ciascuno strato rimane fissata.

Tuttavia, poiché il modello in esame & una famiglia esponenziale piena, la stima
di massima verosimiglianza ¢ statistica sufficiente minimale. Questo permette di ri-
scrivere la funzione di log-verosimiglianza (2.3) in funzione della stima di massima
verosimiglianza. Ossia
RC 1RCY + RN (& — a;)?

E(d};o‘v{baé‘) :_Tl 2 ¢ )

dove, poiché

D WIIETTEED WAL 9

i=1 j=1 j=1
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segue che la funzione punteggio parziale per «; risulta pari a

N 0 A .
Eai(¢7ai;¢7ai) = 8(16(%%7%0@) = _(ai - al)

Di conseguenza ¢ semplice calcolare la derivata nello spazio campionario

C

0 ~
_Agai 5 O3 7&i =
Loz =

gai;&i (7% (075 {ﬂa &z) = ER

che coincide con il blocco («;, ;) dellinformazione osservata per (1, «;), ossia

jai,ai(w7 ai) = %

Tale semplificazione rende immediato calcolare il fattore di modificazione M (¢)) per la

verosimiglianza profilo modificata. Infatti,
R
log M(y) = —3 log ), (2.4)
da cui

Cy () = Lp(Yh) — log M(@/J)
C 1 &
— —R( — 52

=1 j=

C

2
yz] i
1

La funzione punteggio modificata risulta quindi uguale a

0 o (C—1
gpmW) =R

Z Z (Yis ;2172-) ’

i=1 j=1

1
2 (2

che risulta essere esattamente non distorta. Infine, lo stimatore per ) basato sulla

verosimiglianza profilo modificata risulta pari a

) 1 R C

- Z Z .
VT RO 1) & vis — i)
che e non distorto e consistente quando il numero di strati R — oo, anche se e la nume-
rosita C' di ciascuno strato rimane fissata, a differenza dello stimatore basato sull’'usuale
verosimiglianza profilo. Inoltre, si puo facilmente vedere che, in questo caso, la verosi-
miglianza profilo modificata ¢);(1)) coincide sia con la verosimiglianza marginale sia con

la verosimiglianza condizionata. Infatti, la funzione di log-verosimiglianza condizionata
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puo essere ottenuta condizionandosi alla statistica sufficiente per o data dal vettore R-
dimensionale con generico elemento y;, = Z].Czl Yij, 1 =1,..., R. Se {'(¢, o;) denota il
contributo ¢-esimo alla funzione di log-verosimiglianza, ¢ = 1,..., R, allora la funzione
di log-verosimiglianza condizionata si puo esprimere come somma rispetto ad 7 della
seguente quantita

c 7.)?

(?Jz’ - COéz’)Q (C —1) 1 (yi' — Y
+—} — _Tlogw_ 52]7

)

. 1 1
foa) - Liogu L
7j=1
che coincide con la verosimiglianza profilo modificata £,;(1)). Infine, la funzione di log-
verosimiglianza condizionata coincide con la funzione di log-verosimiglianza marginale

basata sulla distribuzione della statistica S0 ZJ.Czl(yij — ;)%

2.3.2 Modello log-lineare Poisson con effetti fissi stratificati

In diverse applicazioni i valori della variabile risposta y;; possono rappresentare il risul-
tato di un conteggio. Un modello statistico di base ¢ quello che assume che le y;; siano
realizzazioni di variabili casuali indipendenti Y;; con distribuzione Poisson di media f;;.
La densita di Y;; per questo modello ¢
P(yiji ¥, o) = M
Yij

dove, per un’opportuna funzione di legame ¢(-), g(pi;) = mij, con n;; = oy + Yy, per
1=1,....,R, j=1,...,C. Il vincolo di identificabilita puo essere rispettato ponendo a
zero uno degli ;. Senza perdita di generalita si ¢ assunto di avere a disposizione un’unica
covariata x e che il parametro di interesse 1 sia scalare. Assumendo la funzione di legame

canonica g(p;;) = log pi; = n;j, segue che
K] ~ Po(ea¢+1/)33ij)’

con valore atteso p;; =e",i=1,...,R, j=1,...,C.

La funzione di verosimiglianza per (¢, a) basata sui dati y;;, ¢ = 1,..., R, j =
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1,...,C ¢
R C
= H H (i ¥, o)
R C
ST D NEEES 3) SRS
i=1 j=1 i=1 j=1
Ne segue che la funzione di log-verosimiglianza puo essere scritta come
R C R C
U, = = > e 43 N (o, + Yy )y
=1 j5=1 =1 j=1
R c R
== ) e Z%Z%J T
i=1 7j=1 i=1 i=1 j=1
R c
= Z e Z eV 4 Z @iyt + s,
=1  j=1 i=1
d . C .. .. .. - R e} o R
ove Yir = D ;1 Yij ¢ il totale di riga i-esimo e s = 37,7, > wijy; = Dl s 1

contributo i-esimo alla funzione di log-verosimiglianza e quindi

c
O, a) = —e™ Z eVt quysy + s,

Jj=1

e, derivando ¢*(¢), ;) rispetto ad a;, si ottiene

gai <w7 ai) =

C
_a (1/}7 az) =e™ Z €wmij + Yit-
i =1

Risolvendo £,, (1, ;) = 0 rispetto ad «, si ricava la stima di massima verosimiglianza

di a; per 9 fissato, Gy

Sostituendo le stime vincolate dy, © = 1, . ..

Oy = log {%—Jr}
chewﬁ

=

, R, al posto dei corrispondenti «; € possibile
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ottenere la funzione di log-verosimiglianza profilo per v
lp(v) = L(¢, Qg - - - 7dR¢)

R R c
= — Z Yi+ + Z{ log y;4 — log Z eV }yi—i— + s
=1 =1 =1

R c
=c(y) + s — > yirlogy e, (2.5)
i=1 j=1
La statistica R-dimensionale con elementi y;, = Z;’;l Yij, © = 1,..., R, ¢ parzialmente

sufficiente per « ed ha distribuzione marginale nota. Pertanto, ¢ immediato ottenere la

verosimiglianza condizionata per 1. Infatti, per ’assunzione di indipendenza

c c
Yiy = Z yij ~ P(e™ Z et i),
j=1 j=1

e la corrispondente log-verosimiglianza basata su y;.4, ..., ygy risulta pari a
R R c
U N tes - Yre) = — D €™ e 4 gy + Yy log Y el
=1 j=1 i=1 i=1 j=1
Di conseguenza, la funzione di log-verosimiglianza condizionata per 1) puo essere otte-
nuta come differenza tra la log-verosimiglianza basata sui dati originali y;;, ¢ = 1, ..., R,
j=1,...,C, e lalog-verosimiglianza basata su yi,...,Yg+

lo(Y) =, ) =LY, N Y14, -+ - YRy

R C
=c(y) + s — > yirlog» ed™u. (2.6)
i=1 j=1

Dall’ultima espressione, si puo osservare che per questo modello la funzione di log-
verosimiglianza condizionata (2.6) per ¢ coincide esattamente con la funzione di log-
verosimiglianza profilo (2.5) per 1.

In aggiunta, nella parametrizzazione mista (¢, fi14, ..., gy ), con

c c
Hiv = E pij = €% E eV,
j=1 j=1
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si ottiene

R R c
LY, gy pry) = Z(?Jz‘+ log friy — priy) + s — Z?Jz‘+ log Z eVt (2.7)
i=1 =1

=1

con parametri separabili. Nello specifico, il secondo e terzo addendo nel membro di
destra della (2.7)

R C
s — Y yirlogy ey,
i=1 j=1

formano la log-verosimiglianza condizionata per ¢, {c(1)), trovata nella (2.6).

Da un punto di vista teorico, ’equivalenza tra verosimiglianza profilo e condizionata
giustifica il fatto che che i risultati ottenuti a partire da procedure inferenziali basate
sulla log-verosimiglianza profilo siano accurati anche in caso di presenza di parametri
incidentali nel modello. Pertanto, per 'inferenza su v & equivalente utilizzare le classiche
quantita pivotali basate sulla verosimiglianza, come la radice con segno del log-rapporto
di verosimiglianza profilo, o le loro versioni modificate, come la radice con segno del log-
rapporto di verosimiglianza profilo modificata. Infatti, le modifiche alla verosimiglianza
profilo proposte da Barndorff-Nielsen (1983) e Cox & Reid (1987) lasciano l'usuale
verosimiglianza profilo inalterata. Si veda anche Severini (2000, Esempio 9.3).

Calcolando, infatti, la derivata parziale seconda della funzione di log-verosimiglianza

rispetto ad «; si ottiene che

a C
Eaiai = _€2(¢7 ai) = —e™ Z 6771)%']'7
j=1

~0a?

pertanto il corrispondente elemento dell’informazione osservata e
c
jaiai = jaiai (wa ai) = e Z 67/111'3'7
j=1
che, valutato nella stima vincolata @11, = (¢, Gyy), risulta uguale a

C
jaiai (wa @MZJ) = ediw Z e¢$ij = Yi+-
j=1

Poiché ju,a, (1, duy) risulta indipendente da v, il fattore di correzione nella log-verosimiglianza
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profilo modificata

O (W) = Cp() + 5 108 |jua )]

puo essere trascurato, e di conseguenza, la log-verosimiglianza profilo modificata coincide

con la log-verosimiglianza profilo.

2.3.3 Modello logistico di Rasch ad un indice

Un modello statistico molto utilizzato per dati binari, in particolare in diverse appli-
cazioni nell’ambito della item response analysis, ¢ il modello logistico di Rasch (Rasch,
1960). Si assuma che un gruppo di R soggetti venga sottoposto ad un totale di C' test.
Sia y;; l'esito del test i-esimo per il j-esimo soggetto. Si supponga, ad esempio, che
yi; = 1 se la risposta al test ¢ corretta, e y;; = 0 se la risposta al test ¢ sbagliata. Sia
infine ;; la probabilita che il soggetto i-esimo risponda correttamente al test j-esimo.
I1 modello base di Rasch ¢ quello che assume che y;; siano realizzazioni di variabili ca-
suali indipendenti Y;; con distribuzione bernoulliana con probabilita di successo m;;. La

densita di Y;; per questo modello ¢
P(igs ¥y, i) = 7% (1 = mi) 700,

dove g(m;;) = m;j, con ny; = a; —Y;, per i = 1,...,R, j = 1,...,C. 1l vincolo di
identificabilita puo essere rispettato, ad esempio, ponendo a zero uno degli «;, o uno
dei 7;, o imponendo comunque un vincolo lineare sugli «; o sui ;. In questo caso il
parametro di interesse ¢ ha dimensione pari a C, ¥ = (11, ...,1¢), ed ogni 1; puo essere
interpretato come la difficolta del test j-esimo. Invece, il parametro incidentale a ha
dimensione pari ad R, & = (ay, ..., ar), ed ogni «; puo essere interpretato come ’abilita
del soggetto i-esimo. Assumendo la funzione di legame canonica g(7;;) = logit(m;;) = 75,

con m;; = p;;, segue che

) eXi—W;
¥~ Bill o)
i=1,...,R, j=1,...,C. Sinoti che all’aumentare di o; aumenta logit(s;;) e quindi
la probabilita di successo, mentre all’aumentare di ¢; diminuisce logit(y;;), da cui segue
I'interpretazione possibile di «; e 1); rispettivamente come abilita del soggetto i-esimo e
difficolta del test j-esimo. Andersen (1980, Capitolo 6) ha dimostrato che lo stimatore

di massima verosimiglianza per ¢ non e consistente, se R — oo e C' ¢ fissato.



Capitolo 2 - Modelli con effetti fissi stratificat 53

Si consideri, senza perdita di generalita, il caso con C' = 2, ossia solamente due test.
Come vincolo di identificabilita si puo usare chzl Y; = 0, da cui segue che ¢ = =y,
quindi il parametro di interesse e v, scalare. La funzione di verosimiglianza per (¢, «)

basata sui dati y;;, ¢ =1,...,R, j=1,...,C, ¢

R 2
=111 v )

i=1j=1

R 2
= [T1]msm (@ =)o

exp { 0 S22 (0 = )y }
[T T (1 + o)
exp {Zﬁl Do i~ iy 2 1%%]}
[T T (4 e

Ne segue che la funzione di log-verosimiglianza puo essere scritta nel modo seguente

2 R 2 R 2
D= > > Wiy — Y log(1+e* )

M:v

i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1
R R 2 R R 2
:Zazzym Z¢jzyij_2210g(l+eai—¢j)
=1 7j=1 7j=1 =1 =1 j=1
= Z QilYiy — Z Viysj — Z Z log (1 + €%~ 1/13)
i=1 j=1

R
OYir — Y1yt — Yoyt — Zlog (1+eM™¥) — Zlog (1+em7v2),

i=1 i=1

I
'M:g T

s
Il
—

(2.8)

dove y;, = 23:1 vij = ya + vz € {0,1,2}, in quanto y;; € {0,1}, j = 1,2. Invece,
y+1 rappresenta il numero totale di risposte corrette al primo test e y,o rappresenta il
numero totale di risposte corrette al secondo test.

Calcolando la derivata parziale di £(v, «) rispetto a ciascun «; € possibile ottenere le

stime vincolate per i parametri «;, d;y. Infatti,

0 ei—¥1 ei—2
1 + e@i—v1 1 + ei—va’
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da cui si ottiene 'equazione di verosimiglianza per 1 fissato

eai—llq eai—l/&
1 + exi—t1 1 4otz Yit
che usando il vincolo 19 = —1); puo essere riscritta come
edi—¥1 et
= Yi+-

1 + eai_¢1 o 1 —+ eai"‘d’l

La soluzione in «; di tale equazione ¢ immediata se si considera che y;, € {0, 1,2}.
Infatti,

—00 se Yy =0
iy =4 0 se Y =1
400 se Yy = 2

La derivata parziale rispetto a 1 porta invece all’equazione

-1 R eXi—P1
&m(@/)l, ) =Y+ Z m =0=y = Z m. (29)
=1

Sostituendo al posto degli «; le corrispettive stime vincolate &, nell’equazione (2.9), si

ottiene la seguente semplificazione

R

Y1 = ZZI % Yir = 0) + Z ‘ w_lwl L(yir = 1)+ Z f—m]l(y“r =2)
R gy R
y+1=021(yz-+= 1?_@ ¢121yz+—1 1zﬂ(yz-+=2)
i=1 o i=1
Y41 = Ro+ le + Ry
e~V
Y1 = le + Ry, (2.10)

dove si ¢ indicato con Ry = Zf;l 1(y;x = 0), con Ry = Zf:l L(y;x = 1) e con Ry =
S 1(yiy = 2). Dall’espressione (2.10) ¢ immediato ottenere che

~ R — Y41 + Ry
— 1o { } 2.11
¥y ) yi1— Ry ( )

dove Ry —y41 + Ry rappresenta il numero di coppie (0, 1), ossia il numero di soggetti che

hanno risposto erroneamente al primo test ma correttamente al secondo test, mentre
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y+1 — Rs € il numero soggetti che hanno risposto correttamente al primo test ma erro-
neamente al secondo test. La probabilita che il soggetto i-esimo risponda erroneamente

al primo test ma correttamente al secondo test ¢

ei—¥1 eit¥1
Prd’l,ai({nl =0.Yp=1}) = (1 1 + eai—du) (1 + eaﬁ'd’l)

eai +¢1

- (1 + e‘%‘*"/ﬂ)(l + eai‘i‘wl)

= Llia

mentre la probabilita che il soggetto i-esimo risponda correttamente al primo test ma

erroneamente al secondo test &

ei—¥1 it
Proe(¥a =1.Ye = 0) = (s ) (1 1w

eai _17Z)1

— — Ly

(1 -+ eai*’l/f'l)(l + eai‘Hﬁl)

Ne segue che, per la legge dei grandi numeri, quando R diverge

R
Ri—y1+Ry p . 1
i 2

pertanto

R1 —Yy1 + RQ P hmRHOO Zf;l Lli — 62¢1
Y41 — R2 limR—>oo Z?:l L%

(2.12)

Di conseguenza, utilizzando I'ultimo risultato (2.12) nell’espressione dello stimatore di

massima verosimiglianza (2.11), quando R diverge

Ry —yp + Ry
yy1 — R

by = o b2 tog ()~ 20,

Quindi si ha che lo stimatore di massima verosimiglianza per ¢; non e consistente.
Tuttavia, e possibile ottenere uno stimatore consistente per ); basato sulla verosi-

miglianza condizionata. Infatti, la funzione di log-verosimiglianza (2.8), utilizzando il
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vincolo ¥y = —11, puo anche essere scritta come

R R
(¥, 0 Z aYiy — 1 Z(yil — Yiz) — Z log (1 + ea“wl) — Z log (1 + eai+¢1)’

i=1 i=1

che ¢ la log-verosimiglianza di una famiglia esponenziale di ordine R+1, con (y14, ..., Yr+)
statistica parzialmente sufficiente per a = (ay, ..., ag). Ne consegue che il modello con-
dizionato per Zil(yﬂ — Y;2) dato (y14,...,Yry) € ancora una famiglia esponenziale di

ordine 1, indipendente da o. Quindi, supponendo senza perdere di generalita che y;, = 1

per le prime R; osservazioni (R; < R), allora

Ry
EC(¢1) = 77[}1 Z(y,l — yzg) — R1 10g (]. + €_¢1) — R1 10g (1 + €¢1)7 (213)
i=1
e, come mostrato da Andersen (1980, Capitolo 6), lo stimatore basato sulla verosimi-

glianza condizionata ¢-(1)1) € consistente.

2.4 Bootstrap in modelli stratificati

Si consideri il contesto asintotico con due indici, con osservazioni indipendenti y;;, con
numerosita campionaria N = RC', dove i € 'indice relativo agli strati, mentre j ¢ I'indice
relativo all’osservazione j-esima nello strato i-esimo. Si assuma inoltre che il numero
di strati R cresca con la numerosita C' di ciascuno strato in modo che R = O(C"), per
v > 0. Il caso v = 0 corrisponde al contesto asintotico standard, in cui il numero di
strati e limitato e si assume di avere un numero sufficiente di osservazioni per ciascuno
strato.

Sartori (2003) ha mostrato che le classiche quantita pivotali basate sulla verosimi-
glianza, rp(v), rp.(¥) e rp, (1)) sono asintoticamente equivalenti con un errore di ordine
o(1), per v > 0. In particolare, quando 0 < v < 1, le tre quantita pivotali sono asin-
toticamente equivalenti con un errore relativo di ordine O(N~Y2) = O(C~+1/2) ¢
asintoticamente normali standard. Tuttavia, quando v > 1, I’equivalenza asintotica tra
le tre quantita pivotali & ancora valida, ma con errore di ordine O(C™1), e le tre quan-
tita non sono piu asintoticamente distribuite come una normale standard, e pertanto,
ad esempio, ®(rp(1))) non risulta asintoticamente uniforme.

Lo studio delle proprieta asintotiche delle quantita di verosimiglianza nel caso dei
modelli stratificati & pitt semplice se si considera la statistica rp, (1), in quanto la fun-

zione punteggio coincide con la somma delle funzioni punteggio dei singoli strati, in virtu
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dellindipendenza tra gli strati. Ad ogni modo, i risultati sono equivalenti per rp(1)) e
rpe(1)) in quanto asintoticamente equivalenti.

Si denoti con Fy(-) la funzione di ripartizione di rp, (1)) sotto 6. Ne consegue che
Fy(rpu(v)) ¢ esattamente uniforme. Bellio et al. (2023b) hanno dimostrato che sia
I’unconstrained bootstrap che il constrained bootstrap rimangono procedure valide asinto-
ticamente anche nel paradigma asintotico con due indici, sotto la condizione che v < 3,
ossia quando R = o(C®). Questa condizione coincide con la condizione richiesta af-
finché la statistica 5 (1)) basata sulla verosimiglianza profilo modificata sia valida per
'inferenza su 1, come mostrato da Sartori (2003).

Nello specifico, Bellio et al. (2023b) hanno dimostrato che, in modelli per dati con-
tinui, quando 0 < v < 1, indicando con 0 la stima globale e con @w la stima vincolata,

allora

PI’@{F% (Tpu(@/)) < u)} =u+ O(O(U—3)/2)7

Pro{ Fy(rpu(v) < )} = u+0(CY).
Mentre, quando 1 < v < 3

PIG{F@?,/) (Tpu(@/)) < u)} =u+ O(O(U—3)/2)7

Prg{Fé(rpu(w) < u)} =u+O(C/2),

Pertanto, quando 1 < v < 3, utilizzare 'unconstrained bootstrap o la versione constrai-
ned garantisce lo stesso livello di accuratezza, al contrario del caso 0 < v < 1 dove
utilizzare la versione constrained permette di ottenere un’accuratezza teorica maggiore.

Da un punto di vista intuitivo, il motivo per cui le due varianti bootstrap mostrano
un comportamento analogo quando v > 1 e che l'effetto principale del bootstrap ¢
quello di rimuovere il termine di distorsione che tende a divergere in scenari estremi.
Di conseguenza, per v > 1 le differenze teoriche relativamente al comportamento delle
due varianti bootstrap vengono mascherate dal termine di distorsione. Al contrario, per

0 <wv < 1, i due metodi presentano delle differenze teoriche non trascurabili.
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Alla luce della scomposizione della funzione punteggio profilo (2.2) ¢ immediato in-
tuire da dove provengono i benefici nell’utilizzo del bootstrap. Nella pratica, infatti, per
1 < v < 3, entrambe le varianti bootstrap (cosi come le modificazioni analitiche basate
su approssimazioni di ordine superiore) risultano in grado di correggere il termine di
distorsione B nella (2.2), facendo in modo che £y sia il termine dominante nella scom-
posizione (2.2). Per una dimostrazione piu dettagliata di tali risultati si veda Bellio
et al. (2023b).

Dunque, nel caso di modelli stratificati per dati continui, Bellio et al. (2023b) hanno
mostrato che, da un punto di vista teorico, il bootstrap parametrico permette di ripri-
stinare la validita delle conclusioni inferenziali, con un comportamento asintoticamente
leggermente migliore del constrained bootstrap in scenari meno estremi. Anche gli studi
di simulazione in Bellio et al. (2023b), per modelli stratificati come i modelli di regres-
sione beta o lineare troncato, confermano i risultati teorici. Tuttavia, le considerazioni
teoriche sono limitate al caso continuo, dove sono soddisfatte le condizioni di regolarita
per applicare le tecniche di approssimazione basate su sviluppi di Edgeworth (si veda,
ad esempio, Severini, 2005, Capitolo 14). Nel caso di modelli per dati discreti, come un
modello logistico per dati stratificati, le simulazioni in Bellio et al. (2023b) suggeriscono
che I'equivalenza tra 1'unconstrained bootstrap e la versione constrained nel migliorare
I’accuratezza delle approssimazioni del primo ordine potrebbe non essere piu valida. In
particolare, seppur entrambe le varianti bootstrap mostrino una performance migliore
rispetto all’utilizzo di approssimazioni del primo ordine, sembrerebbe che il constrained
bootstrap sia in grado di portare a risultati sempre piu accurati rispetto alla variante

unconstrained, per diversi scenari in termini di valori di R e C.

2.5 Bootstrap in modelli con un numero elevato di

parametri di disturbo

Zhao & Candes (2022) hanno studiato le proprieta del bootstrap parametrico nel caso
del modello di regressione logistica in un regime asintotico a moderata dimensionalita,
in uno scenario diverso da quello dei modelli stratificati discusso in precedenza, ma
anch’esso caratterizzato dalla presenza di un numero elevato di parametri di disturbo.
Nello specifico, nel modello considerato dagli Autori, si assume di disporre di N realiz-

zazioni yy, ..., yy da variabili casuali indipendenti Y7,...,Yy, con Y; € {0,1} e Y; ~
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Bi(1, m;), dove

m= PH(Yi= 1) = g T =
’ 1+ esih’
ePr(Y; =0) =1-Pr(Y; = 1), g(m) = logit(m;), for i = 1,..., N. Qui 5 € RP ¢ il vettore
dei parametri di regressione che devono essere stimati e z1,...,xxy € RP sono delle
covariate. In particolare, Zhao & Candes (2022) hanno considerato lo scenario in cui le
x; sono indipendenti e con distribuzione marginale normale, ossia x; ~ N,(0,n"1I,).
Gli Autori hanno evidenziato che entrambe le varianti del bootstrap parametrico non
portano ad ottenere conclusioni accurate quando si utilizza 1'usuale stima di massima
verosimiglianza per generare i campioni bootstrap. Al contrario, se si penalizza la stima
di massima verosimiglianza, introducendo uno shrinkage verso l'origine, ¢ possibile ri-
pristinare in alcuni scenari le usuali proprieta del bootstrap parametrico. Infatti, nella
specificazione a moderata dimensionalita, quando sia p — oo sia N — oo e il rapporto
p/N — kK, con k € (0,1), lo stimatore di massima verosimiglianza esibisce una distorsio-
ne non trascurabile. Inoltre, il problema della separazione, e quindi della non esistenza
della stima di massima verosimiglianza, si aggrava. Utilizzare una stima penalizzata
permette di ridurre il problema della distorsione, di attenuare il problema delle stime
infinite e consente al bootstrap parametrico di non sovrastimare la distorsione e la va-
riabilita delle stime. Nel contesto ad elevata dimensionalita, Zhao et al. (2020) hanno
infatti mostrato che, indicando con 3; il generico coefficiente di regressione e con 7; la

corrispondente deviazione standard, vale che

\/E(B] - O‘*Bj) d

0./T;

» N(0,1),

dove a, e o, sono fattori di correzione per la distorsione e la deviazione standard. Di
conseguenza, la stima di massima verosimiglianza B ; non ¢ centrata in 3; ma bensi in
un valore traslato a/3;.

Una possibile alternativa anche a quanto proposto da Zhao & Candes (2022) ¢ quella
di utilizzare, invece che 'usuale stima di massima verosimiglianza vincolata, una stima
con distorsione ridotta in media o mediana, come proposto da Kosmidis et al. (2020). E
ragionevole aspettarsi che utilizzare il bootstrap parametrico da una stima penalizzata
con distorsione in media o in mediana ridotta possa portare a benefici anche nel caso di
dati discreti.

In particolare, Firth (1993) ha mostrato che, nel caso di un modello di regressio-

ne logistica, utilizzare al posto dell’'usuale funzione di verosimiglianza, la funzione di
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verosimiglianza modificata
1 , 1 T
bu(B) = U(B) + 5 log|i(B)| = £(B) + 5 log | X" WX], (2.14)

dove () = j(f), interpretabile come verosimiglianza penalizzata, con termine di pena-
lita dato dalla distribuzione a priori di Jefrreys per 3, porta ad ottenere uno stimatore
di massima verosimiglianza con distorsione asintoticamente inferiore rispetto all’'usuale
stimatore di massima verosimiglianza. Infatti, la penalita 1 log|i(8)| consente di otte-
nere una stimatore con distorsione media asintoticamente ridotta. Sebbene le procedu-
re basate sulla penalizzazione della verosimiglianza fossero gia ben note in letteratura
(Good & Gaskins, 1971), dopo i risultati ottenuti da Firth (1993), tali metodi hanno
avuto larga diffusione, mostrandosi efficaci anche in contesti diversi da quello per cui
erano stati originariamente introdotti, come evidenziato da Kosmidis & Firth (2020).
Lunardon (2018) ha mostrato i benefici dell’utilizzo di tecniche di riduzione della di-
storsione tramite penalizzazioni della verosimiglianza per l'inferenza su un parametro
di interesse a bassa dimensionalita rispetto ad un parametro di disturbo ad elevata di-
mensionalita. Inoltre, Kosmidis & Firth (2020) hanno mostrato che nel contesto dei
modelli di regressione logistica con specificazioni ad elevata dimensionalita, tali metodi
di penalizzazione consentono di ottenere ottimi risultati, confrontabili con il nuovo ap-
proccio di Sur & Candes (2019) basato sulla teoria a moderata dimensionalita. Infine, di
recente, Kosmidis & Firth (2020) hanno suggerito che in alcuni scenari puo essere van-
taggioso modificare il termine di penalita nella (2.14), considerando una verosimiglianza

penalizzata piu generale
£,(8) = €(8) + alog XWX, (2.15)

dove il coefficiente a > 0 puo assumere valori diversi da a = 1/2, per cui si ottiene 1'u-
suale verosimiglianza modificata (2.14), e da a = 0, che corrisponde alla verosimiglianza
non penalizzata. In particolare, per a = 1/6, nel caso di un modello di regressione
logistica con p = 1 in cui si ¢ interessati a fare inferenza su uno solo dei coefficienti
di regressione, utilizzare la verosimiglianza penalizzata 63\4 e equivalente all’approccio
di riduzione della distorsione in mediana proposto da Kenne Pagui et al. (2017). Nel
contesto dei modelli lineari generalizzati, la penalizzazione (2.15) ¢ stata implementa-
ta nella libreria brglm2 (Kosmidis et al., 2020), con il metodo brglmFit, specificando
MPL_Jeffreys e il valore del coefficiente a.

Queste nuove metodologie di stima si prestano quindi ad essere facilmente combinate

con le tecniche di bootstrap parametrico, e ulteriori approfondimenti sia teorici che basati
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su metodi di simulazione sono necessari per valutare se e in che misura tali modifiche
possano apportare miglioramenti all'usuale bootstrap parametrico in scenari complessi

come quello dei modelli stratificati in presenza di effetti fissi stratificati o incrociati.






Capitolo 3

Modelli con effetti fissi incrociati

3.1 Introduzione

In questo capitolo vengono illustrate le principali caratteristiche dei modelli a due
indici asintotici con effetti fissi incrociati.

Come descritto nel paragrafo 2.1 nel caso dei modelli con effetti stratificati, si con-
sideri un campione di osservazioni indipendenti y;;, i = 1,..., R, 7 = 1,...,C, in cui
in generale ogni strato potrebbe avere una diversa numerosita campionaria C;, dove 7
e l'indice relativo agli strati, mentre ;5 € 'indice relativo all’osservazione j-esima nello
strato i-esimo. La numerosita campionaria complessiva ¢ dunque N = Efil C;. Sen-
za perdita di generalita, nel seguito si assume che tutti gli strati abbiano la medesima
numerosita campionaria C' e, pertanto, che la numerosita campionaria complessiva sia
semplicemente N = RC'. In tal caso, si parla anche di schema di dati bilanciato.

Si supponga che la densita di ogni y;;, 1 =1,..., R, j =1,...,C, sia specificata da

dove il parametro strutturale ¢ ha dimensione fissata k, mentre il parametro incidentale
A = (a,7), con dimensione R + C, ha due componenti: I'effetto fisso @ = (aq, ..., ag)
e leffetto fisso v = (71,...,7¢). Il modello ha quindi parametro globale 6 = (¢, «, ),
con dimensione k + R+ C.

La densita di y;; potrebbe essere condizionata ad un vettore di covariate z;;, assunte

note, come nel caso dei modelli lineari generalizzati. Per i modelli con effetti fissi

63
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incrociati la funzione di log-verosimiglianza e

R C
LW, A) =LY, a,y Zzlogp Yijs ¥, o, 7j)-

=1 j=1

In questo tipo di scenario, a differenza dei modelli a due indici con un unico effetto
fisso, non si verifica piu la semplice separazione in termini dei parametri incidentali
a; (o equivalentemente +;), poiché la verosimiglianza nello strato i-esimo non dipende
piu solamente dal parametro «; ma anche da . Cio fa si che la trattazione teorica
dei risultati inferenziali in questo tipo di modelli sia piu complessa e priva di risultati
generali come quelli presenti nel caso di un unico effetto fisso.

Questo paradigma asintotico, ¢ stato investigato in particolare nella letteratura eco-
nometrica, dato 'ampio utilizzo di questi modelli per dati di panel. La modellazione
statistica di questo tipo di dati prevede spesso la specificazione di un effetto specifico
per ogni singolo strato, come spiegato nel paragrafo 2.1. Tuttavia, nel caso di effetti
fissi incrociati, si introduce anche un effetto specifico per I'osservazione nello strato. Cio
permette di controllare anche le caratteristiche invarianti a livello cross-sezionale. Usual-
mente ci si riferisce a questi modelli come two-way fized effects models oppure large-R, C
panel data models. Per ulteriori dettagli sulla motivazione dell’impiego di questi modelli
e per una trattazione piu approfondita, si rimanda, ad esempio, a Jochmans & Otsu
(2019), Fernandez-Val & Weidner (2016), Fernandez-Val & Weidner (2018) e Leng et al.
(2023).

3.2 Inferenza in modelli con effetti fissi incrociati

In questo paragrafo si riassumo alcuni dei risultati disponibili circa le procedure
inferenziali nello scenario dei modelli con effetti fissi incrociati, facendo particolare
riferimento ai contributi provenienti dalla letteratura econometrica recente.

L’inferenza basata sulla verosimiglianza profilo non e accurata in presenza di un
numero parametri di disturbo elevato rispetto alla numerosita campionaria N. Cio
risulta evidente nel paradigma dei modelli a due indici asintotici anche nel caso di
un solo effetto fisso «a, e dunque un parametro di disturbo specifico «; per ciascuno
strato ¢ = 1,..., R, dove la distorsione della funzione punteggio profilo e di ordine
O(R), come descritto nel paragrafo 2.2. La mancanza di accuratezza delle procedure
inferenziali basate sulla verosimiglianza profilo rischia di aggravarsi nel caso di effetti fissi

incrociati, o = (e, ..., ag) e ¥y = (7,...,7c), in quanto tipicamente c¢’¢ una maggiore
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difficolta nell’ottenere delle stime vincolate a,, e 7, accurate, se i dati non contengono
informazione a sufficienza sulla componente di disturbo.

Lo studio delle procedure inferenziali e delle proprieta distributive delle quantita
di verosimiglianza nello scenario dei modelli con effetti fissi incrociati € piu complesso
che nel caso dei modelli con effetti fissi stratificati. Infatti, almeno per le proprieta
asintotiche, e cruciale effettuare una scelta del paradigma che si vuole considerare circa
il comportamento di R e C'. Motivata anche dalla tipologia dei dati oggi disponibili, la
letteratura recente si € concentrata sullo studio delle proprieta asintotiche degli stimatori
quando sia R — oo sia C' — co. D’altra parte, nello scenario in cui C' ¢ fissato e R — 00,
Chamberlain (2010) ha mostrato che, nel caso dei modelli per risposta binaria, non &
possibile ottenere uno stimatore consistente per v, quando C' e fissato.

Se & = (G1,...,ar) e ¥ = (§1,.-.,9¢) denotano le usuali stime di massima verosi-
miglianza per gli effetti fissi a e v rispettivamente, allora, come mostrato, ad esempio,
in Fernandez-Val & Weidner (2018), tali stime risentono del problema dei parametri
incidentali. Infatti, a meno che C' non sia molto grande, la stima di ciascun parame-
tro di disturbo «; specifico dello strato i-esimo, ¢ = 1,..., R, risulta poco accurata, in
quanto si dispone di sole C' osservazioni che contengono informazioni su ciascun ;. In
modo simmetrico, a meno che R non sia molto grande, la stima di ciascun parametro
di disturbo «; risulta poco accurata. La scarsa accuratezza nella stima degli effetti fissi
incrociati a0 e v si traduce quindi in una scarsa accuratezza nella stima del parametro
di interesse 1.

Leng et al. (2023) hanno mostrato che la distorsione nella stima di ¢ diventa asinto-
ticamente trascurabile qualora R/C' — 0, quando R, C' — o0, se il modello include solo
gli effetti fissi di riga oy, e in modo speculare, qualora R/C' — oo, quando R, C' — 00, se
il modello include solo gli effetti di colonna ;. Tuttavia, quando sono presenti entrambi
gli effetti incrociati, non sembra possibile individuare, in modo generale per ogni possi-
bile modello, un tasso relativo R/C' per cui, anche quando R, C — oo, tale distorsione
diventi asintoticamente trascurabile, almeno rispetto allo standard error.

Come suggerito da Fernandez-Val & Weidner (2018), vi sono alcune eccezioni, come
nel caso del modello log-lineare Poisson, approfondito nel paragrafo 3.3.2; in cui, il pro-
blema dei parametri incidentali diventa asintoticamente trascurabile al divergere di R
e C. Infatti, nel paradigma asintotico in cui sia R — oo sia C' — oo, Fernandez-Val
& Weidner (2016) hanno mostrato che la distorsione nella stima di ¢ & asintoticamente
trascurabile, al divergere di R e C. Al contrario, nel caso del modello di regressione logi-
stica, approfondito nel paragrafo 3.3.3, il termine di distorsione non risulta trascurabile

nemmeno quando R, C' — oo.
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Piu in generale, (Fernandez-Val & Weidner, 2018, §3.3) hanno caratterizzato la di-
storsione della stima di massima verosimiglianza nel caso in cui R, C' — oo, quando R/C'
tende ad una costante finita, mostrando che tale distorsione ¢ di ordine O(1/R)+O(1/C).
Il termine di distorsione O(1/C') deriva dalla stima degli effetti specifici di ciascuno stra-
to, in quanto ci sono solamente C' osservazioni a disposizione per ognuno di essi. In modo
speculare, il termine di distorsione O(1/R) deriva dalla stima degli effetti specifici al-
I'interno di ciascuno strato, in quanto ci sono solamente R osservazioni per ognuno di
essi.

Dunque, a differenza dei modelli con soli effetti fissi stratificati ay, nel caso di effetti
fissi incrociati, la necessita di dover stimare anche i parametri 7; introduce un ulteriore
termine di distorsione O(1/R). In particolare, se R e C sono confrontabili, allora en-
trambi i termini di distorsione hanno un peso paragonabile nell’accuratezza della stima
del parametro di interesse. Pertanto, € necessario utilizzare delle procedure che permet-
tano di correggere la stima di ¢ per ambedue i termini di distorsione. Fernandez-Val &
Weidner (2018) hanno proposto essenzialmente due possibili approcci: utilizzare delle
correzioni analitiche per le quantita di distorsione, oppure fare ricorso ad uno stimatore
di tipo jackknife. Altre possibili alternative all’utilizzo di tecniche standard come la
verosimiglianza profilo modificata, sono state proposte da Jochmans & Otsu (2019), che
hanno suggerito dei termini di modificazione della verosimiglianza profilo alternativi a
quello di Barndorff-Nielsen (1980), sviluppati nello scenario specifico degli effetti fissi
incrociati. Recentemente, anche Leng et al. (2023) hanno affrontato il problema dei
parametri incidentali nel caso di effetti fissi incrociati, suggerendo un’altra possibilita
per ridurre la distorsione nella stima del parametro di interesse, tramite una modifica
dell’'usuale funzione di verosimiglianza, nello scenario in cui R,C — oo, con R e C
che crescono proporzionalmente. Il loro approccio differisce da quello considerato ad
esempio in Fernandez-Val & Weidner (2016), in quanto, la correzione proposta e appli-
cata direttamente alla funzione di verosimiglianza, in modo simile a quanto suggerito

da Jochmans & Otsu (2019).

3.3 Esempi di modelli con effetti fissi incrociati

Nel seguito si illustrano alcuni semplici esempi di modelli con effetti fissi incrocia-
ti, a partire dal modello di regressione normale con effetti fissi incrociati (si veda, ad
esempio, Jochmans & Otsu, 2019), per proseguire con due modelli per dati discreti: il

modello log-lineare Poisson con effetti fissi incrociati e il modello logistico con effetti
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fissi incrociati (si veda, ad esempio, Fernandez-Val & Weidner, 2018). Per questi mo-
delli, si discutono i problemi circa le usuali procedure inferenziali che possono sorgere in
presenza di un numero elevato di parametri di disturbo, e come tali problemi possano
essere in parte risolti, seppur con maggiori difficolta, rispetto allo scenario dei modelli
stratificati, utilizzando alcuni dei metodi introdotti in precedenza.

E possibile formulare delle considerazioni di carattere piu generale riguardo ai modelli
log-lineare Poisson e logistico con effetti fissi incrociati, poiché essi condividono una
struttura simile. Di conseguenza, molte delle conclusioni nei paragrafi 3.3.2 e 3.3.3, nei
quali vengono discussi rispettivamente i due modelli, discendono immediatamente da
questa trattazione piu generale. Infatti, entrambi i modelli possono essere visti come un
caso particolare del modello statistico che assume che y;; siano realizzazioni di variabili

casuali indipendenti Y;; con densita

(Y3, i, ;) = exp {0y — K(035)}, (3.1)

dove 6;; = a; +v; + Yy, peri = 1,...,R, j =1,...,C. Il modello (3.1) appartiene
ad una famiglia esponenziale di ordine R + C' + 1, in parametrizzazione canonica, con
K (6;;) funzione generatrice dei cumulanti. Al solito, il vincolo di identificabilita puo
essere rispettato ponendo a zero uno degli «; o dei ;.

La funzione di verosimiglianza per (¢, a,) basata sui dati y;;, ¢ = 1,..., R, j =
O e

||
E:o

Ly

Hp Yij; ¥

15=1

-
I

I
::]:u

ﬁ exp { i+ + Vi)Y — K(eij)}

Z:1]:1}% C R C R C R C
:GXP{ZZ%MJ‘+ZZ%‘%]‘+¢ZZ%J‘%‘J‘—ZZK(@J‘)}
i=1 j=1 i=1 j=1 =1 j*l =1 jfl

R C C R
=eXp{Za¢Zy¢j+Z%Zyw+wzzxwyw ZZK ) }
i=1 7=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1

R
:exp{zazyz++273y+]+¢3_ZZK l]}
=1 =1 j=1

dove y;, = ch:l y;; ¢ il totale di riga i-esimo, y;; = Zilyij e il totale di colonna
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j-esimo e s =30 > wi5yi5. La funzione di log-verosimiglianza ¢ quindi

1/}0477 Zazyz++2%y+g+¢8—ZZK zg

i=1 j=1

e le statistiche y;4 e y;, i = 1,..., R, j = 1,...,C, sono parzialmente sufficienti per
a e 7. Di conseguenza, la verosimiglianza condizionata per v si ottiene semplicemente
condizionandosi sia al vettore dei totali di riga (yi4,...,yr+) sia al vettore dei totali
di colonna (yy1,...,y+c). Tuttavia, tipicamente non esiste una forma chiusa a causa
dell’espressione spesso complessa della funzione K (6;;), dove il simbolo + a deponente
indica che si fa riferimento alle statistiche relative ai totali di riga e di colonna. Inoltre,
anche computazionalmente il calcolo della verosimiglianza condizionata puo risultate
oneroso, in quanto, almeno a livello teorico, richiede di considerare il condizionamento a
tutti i possibili insieme di dati y;;, i =1,..., R, 7 =1,...,C, che hanno gli stessi totali
di riga e di colonna. Infatti, se Y denota la matrice casuale corrispondente a tutte le
osservazioni y;;, ¢ =1,..., R, j = 1,...,C, nel caso discreto 'espressione generale della

funzione di probabilita condizionata e

Pr(Y;9,a,7)
Z?EQ PI’(Y = Y’ 77D7 «, 7) 7

Pr(Y‘(yl-‘r? s 7yR+)7 (y+17 SR 7y+C);¢7 Oé,'}/) -

dove @) ¢ l'insieme delle possibile combinazioni di y;; con stessi totali di riga e di co-
lonna. Tuttavia, come anticipato, la somma che compare nel denominatore dell’ultima
espressione non ¢ tipicamente computazionalmente trattabile nella pratica.

Al contrario, la log-verosimiglianza profilo modificata e semplice da ottenere. Infat-
ti, nel caso di una famiglia esponenziale in parametrizzazione canonica, I'informazione
attesa coincide con l'informazione osservata. Questa ha la seguente struttura, nel caso

di un modello con effetti fissi incrociati

Jpv | Jver  Jvaz -+ Jpags Ty Ty o Jume
jt/}m jalal ja1a2 s jOélOéRfl ja171 jmw s jozwc
jl/)ag jalag . cee jaz’n
](9) = j’l[)aR_l quOcR_l st A jaR_laR_l jOCR,—l’Yl st st jOCR—l’YC 9
j¢71 ja171 jaz% s jaRﬂ% j’Yl’Yl jvwz <. jvwo
jd)’yz jal’yz e s j’yz’ﬂ :
i jl/)’YC jawa s s jaR-ch j%Vc s s jvcvc )
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che puo essere riscritta come matrice a blocchi

Ju | Jer | Japy
j(e): jd)a Jaa jg’y )
jwv jaw jw

dove jyy € scalare, j,, € una matrice diagonale di dimensione (R—1) x (R—1), j, € una

matrice diagonale di dimensione C' x C, j,, € una matrice di dimensione (R — 1) x C,

mentre jy, € un vettore di lunghezza (R — 1) e jy, € un vettore di lunghezza C.
Inoltre, le derivate nello spazio campionario (o4, (0y) Cosa, (A4), e in modo speculare

fwﬁj(étb) ij;di((%) dipendono solo dai dati. Di conseguenza, si ha che

() = o) + 5 log Liaa(By)],

dove jy A(‘%) e il blocco relativo ai parametro di disturbo della la matrice di informazione
osservata calcolata nella stima vincolata @w = (w,olw,’m). Usualmente, per questi
modelli, le stime vincolate &, e 7, devono essere ottenute numericamente e non esiste
una forma chiusa per la funzione di log-verosimiglianza profilo per .

D’altra parte, & semplice ottenere la versione modificata r5(1)) dell’usuale statistica
test radice con segno del log-rapporto di verosimiglianza profilo rp(¢). Infatti & suf-
ficiente utilizzare 'usuale statistica di Wald rp.(¢)) e il blocco jxr(f), calcolato nella

stima globale # e nella stima vincolata 6y, ossia

1 W)
G W

dove

INUREE
up() =re(¥), e C)= {21
Ja(0y)
In alcune circostanze, per questi modelli, puo essere utile prendere in considerazione

la parametrizzazione mista (¢, fi14, ..., Rty i1y - - -5 i), dOVe

c R
Hit = Zuzj, € Hj = ij,
j=1 i=1

. R C
con il vincolo » 37, puiy = Zj:l Hetpj-
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Inoltre, per il modello log-lineare Poisson e logistico con effetti fissi incrociati, puo es-
sere utile considerare la seguente notazione matriciale, che permette di utilizzare risultati
noti nel caso dei modelli lineare generalizzati e semplifica le procedure di simulazione da
questi modelli quando e di interesse mantenere fissa la struttura degli effetti incrociati.
In particolare, Y e rappresentato come un vettore N-dimensionale ottenuto scorrendo
la matrice con elementi Y;; nel senso delle righe. Inoltre, se X ¢ la matrice del disegno,

I'usuale predittore lineare n = X6 puo essere scritto come

(&
n:Xﬁz[gg 7 Z2] a| =vx+ Zia+ Zyy, (3.2)

v

dove la matrice X puod essere partizionata come X = [z, Z;, Z5|, dove in generale x &
un vettore di lunghezza N, Z; ¢ una matrice di dimensione N x R e Z, ¢ una matrice
di dimensione N x C', dove N = RC. Le matrici Z; e Zs, indicatrici degli effetti fissi

incrociati, possono essere ottenute come

Z; =1r®1g, Zy =[1h®Ic)" =1 ® Ic,
NxR NxC
dove ® indica il prodotto di Kronecker, Ir e I~ sono le matrici identita di dimensione
R ed C rispettivamente, mentre 1z e 1o sono i vettori unitari di lunghezza R ed C'
rispettivamente. Il generico elemento di 7 e, quindi, dato dalla funzione di legame g(-)
applicata al corrispondente elemento di E(Y).
L’informazione attesa, che per questi modelli coincide con j(6), puo essere scritta in

forma matriciale come
j(0) = XWX,

dove W = diag(wy;), con 1/wy; = (¢'(wi;))*Var(Yy), i = 1,...,R, j = 1,...,C.
Sfruttando la notazione con le matrici Z; e Zs precedentemente introdotta, il blocco

dell’informazione osservata relativo ai parametri di disturbo puo essere scritto come
Iam(0) = [Z,, ZQ]Tdiag(wij)[Zla Zy).

In generale le matrici Z; e Z, che svolgono ruolo di matrici indicatrici per gli effetti

fissi a; e v; sono assunte “piene”, nel senso che per ogni unitd statistica € presente sia
J )

Peffetto fisso «; che ;. Tuttavia, in diversi contesti applicativi puo essere ragionevole
) 7 )

assumere che le matrici Z; e Z, siano “sparse”, nel senso che non tutte le unita statistiche
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siano caratterizzate dagli effetti fissi a; e ;. In altri termini, si puo assumere che vi
sia sparsita nella struttura degli effetti fissi incrociati. Alcune possibili approcci per
introdurre tale sparsita sono discussi nel Capitolo 4, dedicato agli studi di simulazione.
Quando vi e sparsita nei dati e, quindi, nella struttura degli effetti fissi incrociati, le
numerosita di riga e di colonna non sono pit R e C, bensi r; e ¢j, conr; < Rec¢; < C,
rispettivamente. Pertanto, non sono pitl garantiti i risultati teorici descritti nel paragrafo
3.2.

3.3.1 Modello normale con effetti fissi incrociati

Nello stesso scenario introdotto nel paragrafo 2.3.1, un modello statistico alternativo
¢ quello che assume che y;; siano realizzazioni di variabili casuali indipendenti Y;; con
distribuzione normale di media «; 4y, e varianza ¢, pert =1,...,R, j=1,...,C. La

densita di Y;; per questo modello ¢

1
p(yiﬁwa@i»%’) = m exp{ 20 (yZ] Oy — ’Yj)2}>

pert=1,....,R, j =1,...,C. Il modello puo essere scritto nella forma equivalente
Yij = a;+vj+e€;, dove ¢; ~ N(0,¢) iid.,i=1,...,R, j=1,...,C. In questo modello
il parametro di interesse ¢ & scalare, mentre il parametro incidentale A\ = («a,v) =
(a1,...,ar,M,---,7c) ha dimensione R + C. In realta, il modello cosi specificato &
sovraparametrizzato e il vincolo di identificabilita puo essere rispettato ponendo, ad

esempio, a zero uno degli «;.

La funzione di verosimiglianza per (¢, a, ) basata sui dati y;;, ¢ = 1,..., R, j =
SO e
R C
L(%&ﬁ) = HHP(%;&/%OQ)
i=1 j=1
R C
- 1 (yij — @i — )
_ RC/2 {__ ij i~ }
()" exp = ;; ;

Ne segue che la funzione di log-verosimiglianza puo essere scritta nel modo seguente

R

RC Ly~
() === log =5 > 3 e

=1 j=1
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Definite le quantita

1 E

gl—ﬁ-zazylﬁ’ i:l,...,R,
j=1
| X

ngj:EZyij? jzla"-7ca
1 L

y= —szym

i=1 j=1

come mostrato da Jochmans & Otsu (2019), la stima di massima verosimiglianza per ¢

risulta pari a

con distribuzione asintotica

. v Y 29
S (o-3-be ).
v YT RTC T RO RO
Nella funzione di log-verosimiglianza ¢ simmetrica rispetto i parametri di disturbo
a; e v; hanno un ruolo speculare, quindi le funzioni punteggio profilo rispetto ad «; e

7; hanno la stessa forma, ossia

0 1 &
8a£ , (& E; yz] )
9, 1 i

e - ij

Ponendo uguale a zero la funzione punteggio profilo per «; si ottiene I’equazione
c
Z(yij —a; — ;) =0,

=1

che, risolta rispetto ad «;, per ~ fissato, permette di ottenere la stima di «; per ¢ e v

fissati, dyy, che in questo caso specifico non dipende da v

e
Qiyy =Ygy — C Z’Yj-
j=1
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Sostituendo ¢, nella funzione punteggio profilo per «; si ottiene ’equazione
R

Y (i = iy —75) =0

=1
R L C
R@+j—2@i++527h—% =0
=1 h=1
|
RQH—CQR%@Z%—% = 0.
h=1

Per ottenere la stima «;, che deve essere poi sostituita in d&;, per ricavare la stima &,

bisogna risolvere il seguente sistema lineare in v = [v;]

1
(515 _ Ic)fy — CRy — R[y,,]

Quindi, in questo caso la stima vincolata del parametro di disturbo, (&y,%,), non
dipende da 1.

La derivate seconde della log-verosimiglianza rispetto ai parametri di disturbo sono

02 -5 i=d 0° -y i=J
W€(¢7 a, /7) = v ) W€(¢7 a, 7) = v )
;00 0 i 7é ! Y5075 0 ] ?é j/
02 1
00@8%“%&’7) - _E7

da cui, consegue che il blocco relativo ai parametri di disturbo dell’informazione attesa,

che coincide con l'informazione osservata, non dipende da A\. Dunque,

. .T
. Jaa  Ja 1
Iam(0) = [ .7] =
Jay  Jyy

Clp_1 1g_11¢

La matrice jy\(f) ha dimensione (R —1) +C x (R —1) + C, con j,, matrice diagonale
di dimensione (R — 1) x (R —1) e j,, matrice diagonale di dimensione C' x C.
Calcolando jy\(f) in corrispondenza della stima vincolata % = (¥, 4y, 7,), & im-
mediato ottenere il determinante di jyx(6y) = jar (¥, G, ¥,)- Poiché il modello & una
famiglia esponenziale e 1) ¢ una componente del parametro canonico e inoltre imme-

diato verificare che le derivate nello spazio campionario /4,4, (6y) Cosia, (A4), e in modo
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speculare £, 5, (éw Cy (é¢) dipendono solo dai dati. Dunque, data la struttura di fami-
glia esponenziale, la funzione di log-verosimiglianza profilo modificata ¢ semplicemente

esprimibile come

() = Lple) + 5 log Ljaa(B)].

3.3.2 Modello log-lineare Poisson con effetti fissi incrociati

Nello stesso scenario introdotto nel paragrafo 2.3.2, un modello statistico alternativo
¢ quello che assume che y;; siano realizzazioni di variabili casuali indipendenti Y;; con
distribuzione Poisson di media p;; dove g(u;;) = i, con n;; = «; + v, + Yy, per
1=1,...,R, j=1,...,C. Al solito, il vincolo di identificabilita puo essere rispettato
ponendo a zero uno degli a;. Senza perdita di generalita, si ¢ assunto di avere a di-
sposizione un’unica covariata x e che il parametro di interesse v sia scalare. Invece, il
parametro incidentale A\ = («a, ) ha dimensione pari ad R + C. Assumendo la funzione

di legame canonica g(p;;) = log pi; = 1;j, segue che
Y;j ~ PO((Emj),

i=1,...,R j=1,...,C.

La funzione di verosimiglianza per (¢, a, ) basata sui dati y;;, i = 1,..., R, j =
1,....C, e
R C
i=1 j=1
c
= exp { — Z Z 6ai+w+¢x” -+ Z (Oél' + Vi + ¢x”)yl]}

i=1 j=1 =1 j=1

Ne segue che la funzione di log-verosimiglianza puo essere scritta nel modo seguente

R C R C
() == Y jemtutim 4 (i + 9 + i)y
Z? "~ c ijl "~ c c R R C
= — Zeai ZBWWW + Zai Zyi]’ + Z%‘ Zyij + 1/’22%;‘%;‘
=1 7j=1 =1 7j=1 7=1 =1 =1 j=1

R C

R C
= Z e Z et 4 Z Yt + Z ViYts T s,
i=1 j=1 i=1 J=1
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dove y;, = Z]C:l yi; ¢ il totale di riga i-esimo, y,; = Zf;l y;; ¢ il totale di colonna j-

. R C . L. . . .
esimo e s = ) ;") > . wy;y;;. 1l contributo i-esimo alla funzione di log-verosimiglianza

e quindi
c c
O, ai,y) = —e™ Z TV 4 oy + Z%‘yﬂ‘ + si,
j=1 j=1
con s; = 25:1 xi;¥ij, © = 1,..., R, che a differenza del caso di un solo effetto fisso,

dipende non solo da «; ma anche da 7. Derivando £'(¢, o;, ) rispetto a ciascun a; si

ottiene la funzione punteggio profilo per o;

C

o R
Eai(w7ai77) = <¢7aia7) =—c 6%—’—1/) Y+ Yi+,
oq;

j=1

che, risolta rispetto ad «;, permette di ottenere la stima di verosimiglianza di «a; per ¥

e 7 fissati, Gy

ey Z]C_l etz )

Dunque, a differenza del caso di un solo effetto fisso, ora essendo presenti sia « che 7, la
stima vincolata di «; per ¢ fissato dipende anche da ~. La funzione di verosimiglianza
profilo per ¢ puo essere ottenuta in due stadi. Innanzitutto, si sostituiscono le stime
Gy, © = 1,..., R, al posto dei corrispondenti «a; nella funzione di log-verosimiglianza,

in modo da ottenere una funzione che dipende solo da 1 e da

€P<¢77) = g(w7&1w"/7 cee J@R’L/J’WVM s J,YC)

R R c c
= Z Yi+ + Z{ log iy — log Z et }yi—l- + Z“ijﬂ' + s
=1 =1 j=1 j=1
c R c
) Y s = Yo g Y
j=1 i=1 j=1

Il secondo stadio prevede di derivare ¢p(1), ) rispetto a 7; in modo da ottenere la stima
vincolata di v; per ¢ fissato. La funzione punteggio profilo per v; con 1 fissato risulta

pari a

e’YJ +¢$7,j

0
—p ;
87] ( Z y tSC otvmn Zh 1 e'YthwIzh
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la cui corrispondente equazione di stima

6'7] +'¢)sz

i - O, 3.3
Z Yi + eYhtvzin ( )

non ammette una soluzione esplicita per ; dato . Pertanto la stima ¥, ,, rimane impli-
citamente definita dall’equazione (3.3). Ne segue che la funzione di log-verosimiglianza

profilo per ¢ deve essere scritta lasciando indicate le stime implicite ¥,

éP(va) = g(dj’ dhﬁ’ywv cee 7de:y¢a ’3/171[;7 ce aﬁ/Cﬂp)
C R C
=c(y) +vs+ Z ViwY+i — Z Yi+ log Z i
j=1 i=1 j=1

Anche nel calcolo della log-verosimiglianza condizionata non e possibile ottenere le
stesse semplificazioni come nel caso di un unico effetto fisso nei modelli stratificati,
e quindi non e possibile mostrare allo stesso modo 'eventuale equivalenza tra la log-
verosimiglianza profilo e la log-verosimiglianza profilo condizionata.

Tuttavia, le statistiche y;, = Zle Yij € Y+j = Zf;l vij, t=1,...,R, g =1,...,C,
rispettivamente il totale di riga ¢-esimo e di colonna j-esimo, sono parzialmente sufficienti
per a e 7, data la struttura di famiglia esponenziale. Quindi, la distribuzione congiunta
delle y;; condizionata a (y;+,y+;) non dipende da « e 7.

Ad ogni modo, non e difficile ottenere la versione modificata della verosimiglianza
profilo e derivare le approssimazioni di ordine superiore. Infatti, si noti che le funzioni

punteggio profilo possono essere scritte come

R C
o ) == 30 D =3

=1 j=1 i=1 j=1
P C C
gai = aae(’lp, O[”y) = yz+ _ Z az+7j+'¢’]-’bz] = y + = ZILL’L] e y2+ /’Ll+7
v j=1 j=1

R R
0 A
ly, = a—fy'f(%aﬁ) =Y+j — E eI =y — E Hij = Y4j — Koty
J i=1 i=1
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dove p;y = Z]C:l Mij € [iyj = Zil ij. Le derivate seconde della funzione di log-

verosimiglianza risultano quindi pari a

2

0
lyy = (%}8@/} ZZ%MW

i=1 j=1
2

0
€¢Oli = mf(%a,v) = - inj,uij:

62
E“/)"/J a¢a E Z LijHiz,

- S = g =
éa-ou = —€<77Z}7 «, 7) = Zj_l i et )
v 805280421 0 Z7é ’L./

2 _ R o 4 .y
8 Zizl ﬂl] - /J’JFJ J=17
ViVt = W€(¢7a77) - )
730750 0 j# g
92
ga' = s Ly = My,
peri=1,...,R, j=1,...,C. Cambiando il segno di tali derivate seconde, si ottengono

gli elementi dell’informazione osservata j(6) = j(v¢, o, y), che coincide con I'informazione
attesa, i(0) = j(0), poiché il modello & una famiglia esponenziale in parametrizzazione

canonica. Il blocco di j(#) relativo ai parametri di disturbo & quindi

() = [.aa ]57] _ [,ui—i-]R—l pijlp—11%
jow jﬂ/’y Mij101£—1 U+jIC’

che risulta essere una matrice di dimensione (R—1)+Cx (R—1)+C, in quanto o ha R—1
elementi. Calcolando j(#) in corrispondenza della stima vincolata % = (¥, &y, Yy), € im-
mediato ottenere il determinante di jx(6y) = jan (¥, ¥,)- Dunque, data la struttura
di famiglia esponenziale, come descritto piu in generale nel paragrafo 3.3, € semplice
ottenere la funzione di log-verosimiglianza profilo modificata e la versione modificata
(1) dell’'usuale statistica test radice con segno del log-rapporto di verosimiglianza
profilo rp(¢)).

Inoltre, poiché W = diag {y;;} nel caso del modello log-lineare Poisson, utilizzando

la notazione con le matrici indicatrici Z; e Zs, introdotta nel paragrafo 3.3, il blocco
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dell’informazione osservata relativo ai parametri di disturbo puo essere scritto come
Iw(0) = [Z1, Zo]" diag {155}, Zs).

3.3.3 Modello logistico con effetti fissi incrociati

Nello stesso scenario introdotto nel paragrafo 2.3.3, un modello statistico alternativo
e quello che assume che y;; siano realizzazioni di variabili casuali indipendenti Y;; con
distribuzione bernoulliana con probabilita di successo m;;, ¢ = 1,..., R, 7 =1,...,C.

La densita di Yj; per questo modello ¢
p(yw? 1/]’ Q;, 7]) - ﬂ'ijyij(l — Wij)l_yij’

dove g(m;;) = nij, con n;; = a; +v; + Yy, peri =1,...,R, 7 =1,...,C. Al solito,
il vincolo di identificabilita puo essere rispettato ponendo a zero uno degli «;. Senza
perdita di generalita si ¢ assunto di avere a disposizione un’unica covariata x e che
il parametro di interesse v sia scalare. Invece, il parametro incidentale A = («,~)
ha dimensione pari ad R + C. Assumendo la funzione di legame canonica g(m;;) =

logit(;;) = n:;, segue che

iy ™ Z(’l—i—emj)’

i=1,...,R j=1,...,C.
La funzione di verosimiglianza per (¢, a, ) basata sui dati y;;, ¢ = 1,..., R, j =
1,....C. &

R ©
L, a,7) = HHP(%]’;?/%O%,’YJ‘)

i=1j=1

R C
= [T m" (1 =)t

i=1 j=1

c
P {Zfil (i + @/Jwij)yij}
Hil Hle(l + eo‘i+’7j+¢$¢j)
R C R c A o
exp {Zizl Do Qi+ iy D Vil H Ui D xijyij}
Hf;l H]C:1(1 + eai+7j+¢93¢j)
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Ne segue che la funzione di log-verosimiglianza puo essere scritta nel modo seguente

R C R C R C R C
w Q 'Y Z Z OYi5 + Z Z VY5 + Y Z Z TijYij — Z Z log (1 + €a¢+7j+wxij) —

=1 =1 =1 =1 i=1 j—l i=1 j—l
R c

=D i) vt Z% Zyw T ¢szwym Zzlog (1 + eittimi) =
=1 =t =t = i=1 j=1 i=1 j=1
R ] R C " .

= Z QiYit + Z ViY+i + s — Z Z log (1 + eai+'7j+wiﬂij)’
=1 J=1 i=1 j=1

c R R —C :
dove yir = > i1 Yij» Y4j = Dim Yij € S = D g D j— Tij¥i;- Dunque, le componenti

della funzione punteggio risultano pari a

Qi+ +PTi;

R C e R C
w <w’ ’fy =S5 szzjl_’_eaﬁ-"f]’-ﬁ-wmi]’ :S_szij’uij’

i=1 j=1 i=1 j=1

¢ Qi TV TP

C
0
B 80«416(7707 Oé’,Y) = Y+~ Z 1+ eOzi+’Yj+’l[J:Eij =Yi+ — ;MU = Yi+ — Hi+,

J=1

it Tz

0
ly, = a—%f(% a,Y) =Yg — 121 T izlluz‘j = Yij — Mty

dove p;y = Z].Czl Lij € fyj = Zf;l fi;- Osservando che

eai"r’}/j“rwjxij
(1 =+ 6a¢+’¥j+wx¢j)2 - 'uij(l o Mij)’

le derivate seconde della funzione di log-verosimiglianza risultano quindi pari a

82 R C
‘ez/”iﬁ a¢aw 7 Z:: 2:: MU :uij)7
o’ <
gwaz 6w8 E g zj,uz] Hij)v
o’ -
&ij 61/)6 Zl ’L]/’LZ] :uij>7
2 — ¢ . — s ) — g/
0 Zj:l pij (1 — paiz) =1

ooy — 14 &
8ai0ai/ 0 Z7§ 3!
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o o ¢ )T y) =5
W= Gy (¢, a,7) = . _
J 7]

62
éamj N (9@10’)/]-

(), a,7) = —Mz’j(l - Mz’j),

peri=1,...,R j=1,...,C. Cambiando il segno di tali derivate seconde, si ottengono
gli elementi dell’informazione osservata j(0) = j(v, , y), che coincide con I'informazione
attesa, i(0) = j(@), poiché il modello ¢ una famiglia esponenziale in parametrizzazione
canonica. Il blocco di j(#) relativo ai parametri di disturbo ¢ quindi

Jaa | Jon

an(l) = [

?

Jory | Iy
che risulta essere una matrice di dimensione (R—1)+C x (R—1)+ C. Calcolando j(0)
in corrispondenza della stima vincolata 91/, = (¢, duy, ’yd)), e immediato ottenere il deter-
minante di 7 ,\(%) = Jam(¥, Gy, 9y). Dunque, data la struttura di famiglia esponenziale,
come descritto piu in generale nel paragrafo 3.3, € semplice ottenere la funzione di log-
verosimiglianza profilo modificata e la versione modificata 5 (1) dell'usuale statistica
test radice con segno del log-rapporto di verosimiglianza profilo rp(1)).

Inoltre, poiché W = diag {s1;;(1 — ;) } nel caso del modello logistico con funzione di
legame canonica, utilizzando la notazione con le matrici indicatrici Z; e Z5, introdotta
nel paragrafo 3.3, il blocco dell’informazione osservata relativo ai parametri di disturbo

puo essere scritto come

ian(0) = [Z1, Zo)" diag {pij (1 — pij) }[ 21, Zo).-



Capitolo 4

Studi di simulazione

4.1 Introduzione

In questo capitolo, la teoria presentata in precedenza sara esaminata mediante studi
di simulazione. Le simulazioni sono ampiamente utilizzate in Statistica per valutare le
proprieta delle procedure e delle metodologie adottate, soprattutto quando sono coin-
volte approssimazioni difficili da comprendere pienamente con uno studio puramente
analitico. Inoltre, tecniche come il bootstrap sono intrinsecamente basate sul concetto
di simulazione, in quanto coinvolgono metodi di ricampionamento da un insieme di dati
osservato per generare un numero elevato di campioni simulati.

I modelli considerati nelle simulazioni sono modelli con effetti fissi incrociati e dati
discreti sparsi. L’attenzione verra rivolta ai modelli lineari generalizzati per dati binari
e per dati di conteggio, in particolare si considereranno rispettivamente il modello log-
lineare Poisson, discusso nel paragrafo 3.3.2, e il modello di regressione logistica, discusso
nel paragrafo 3.3.3.

Il parametro complessivo 8 = (¢, \) = (¢, a,7y) € composto dal parametro di interesse
1 di dimensione k che nel seguito, senza perdita di generalita, verra assunto essere
scalare, k = 1, associato ad un unica covariata z, mentre il parametro di disturbo
A = (a,7) & composto da due effetti fissi incrociati, con o = (v, ..., ag) di dimensione
R, ey = (7, .-.,7) di dimensione C. Dunque, nel seguito # ¢ un parametro di
dimensione R + C' + 1 o, piu precisamente, di dimensione R + C', se si considera il

vincolo di identificabilita sugli c; o sui ;.

81
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4.2 Struttura delle simulazioni

Nelle simulazioni successive si e ipotizzata la presenza di sparsita nei dati, e di con-
seguenza nella struttura degli effetti fissi incrociati, in quanto cio € coerente con le
caratteristiche dei dati per cui i modelli considerati possono essere impiegati nelle ap-
plicazioni. Gli aspetti relativi alle assunzioni di sparsita vengono descritti nel dettaglio
nel paragrafo successivo.

Per le simulazioni sono stati considerati diversi scenari per i valori di R ed C, ovvero
per le dimensioni dei parametri di disturbo « e 7, tenendo conto anche della numerosita
campionaria IV, e del livello di sparsita desiderato. Poiché la procedura utilizzata per
introdurre sparsita nei dati e caratterizzata da una numerosita campionaria N casuale,
¢ stato necessario specificare la numerosita campionaria attesa desiderata E(/V). Nello
specifico, indicando con k il rapporto nominale tra il numero di parametri di disturbo
e la numerosita campionaria, k = (R + C)/E(N), per entrambi i modelli considerati, si

sono considerati i seguenti 4 scenari

Scenari di simulazione 4.S:
(S.1) R=20,C =20, E(N) =200, k =1/5,
(S.2) R=20,C =20, E(N) =120, k = 1/3,
(S.3) R=30,C =30, E(N) =180, k =1/3,
(S.4) R=50,C =50, E(N) =300, k =1/3.

Chiaramente, poiché la numerosita campionaria N effettiva e casuale, anche il rapporto
effettivo tra numero di parametri di disturbo e numerosita campionaria risulta essere
casuale. Pertanto, nel seguito, kK = (R + C')/N denota il rapporto effettivo tra numero
di parametri di disturbo e la numerosita campionaria effettiva. Come si puo notare, ad
eccezione dello scenario (S.1) in cui il rapporto nominale x ¢ pari ad 1/5, nei rimanenti
casi ¢ stato fissato ad 1/3. Dunque, gli scenari (S.2)-(S.4) permettono di studiare empi-
ricamente le proprieta delle procedure inferenziali considerate quando « e fissato ma la
numerosita campionaria N aumenta. Invece, il confronto tra scenario (S.1) e scenario
(S.2), dove in entrambi i casi R = 20 e C' = 20, ma nello scenario (S.2) la numerosita
campionaria N e inferiore, permette di capire cosa succede a parita di dimensione de-
gli effetti fissi se si diminuisce I'informazione a disposizione. In particolare, ¢ naturale
aspettarsi che le procedure inferenziali godano di proprieta migliori nello scenario (S.1)

rispetto allo scenario (S.2).
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Gli effetti fissi incrociati « e y sono stati generati da una distribuzione normale stan-
dard e considerati fissati in tutti i campioni generati. Poiché i modelli considerati sono
modelli di regressione, senza perdita di generalita, si ¢ assunto di disporre di un’unica
covariata x, generata anch’essa da una distribuzione normale standard e considerata
nota. Il parametro di interesse 1 associato alla covariata x, € stato fissato pari ad 1,
1 =1, in tutti i casi considerati.

I risultati empirici vengono presentati in modo simile agli studi di simulazione in
Bartolucci et al. (2016) e Bellio et al. (2023b). Per quanto riguarda il confronto tra
verosimiglianza profilo e verosimiglianza profilo modificata, sulla base dei risultati delle

simulazioni vengono riportate per gli stimatori d’interesse le seguenti quantita:

e la distorsione media (bias), ovvero la differenza tra la media delle stime ottenute

nelle singole simulazioni e il vero valore del parametro;

e la probabilita di sottostima (Probability of Underestimation, PU), cioe la frequen-
za con cul le stime ottenute nelle simulazioni sono inferiori al vero valore del

parametro d’interesse;

e la deviazione standard (Standard Deviation, SD), ovvero una stima della variabilita

dello stimatore;

e l'errore standard (Standard Error, SE), cioé una media degli standard error stimati

nelle simulazioni, utilizzando la varianza asintotica;

e laradice quadrata dell’errore quadratico medio (Root Mean Squared Error, RMSE)

che rappresenta una misura di accuratezza dello stimatore;

e il rapporto SE/SD, come indicatore dell’accuratezza media degli standard error

nello stimare la variabilita dello stimatore.

Alla luce della teoria presentata nei capitoli precedenti ci si aspetta che le stima-
tore del parametro d’interesse ¢ ottenuto dalla massimizzazione della verosimiglianza
profilo modificata goda di proprieta migliori rispetto allo stimatore ricavato dall’usuale
massimizzazione della verosimiglianza profilo.

In aggiunta, per ognuno degli esperimenti di simulazione, sotto il modello conside-
rato con il parametro § = (¢, «, ) fissato, si sono calcolate 8 statistiche test per la
verifica di ipotesi sul parametro scalare ¢, considerando l'ipotesi nulla Hy : ¢ = 1
contro l'alternativa unilaterale sinistra H; : ¢ < 1, e i corrispettivi 8 p-value. Tra que-
ste 8 statistiche test (e corrispondentemente tra gli 8 p-value), 5 sono state calcolate

tramite ’approccio del bootstrap parametrico. In particolare, il bootstrap permette di
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calcolare il p-value associato alla verifica dell’ipotesi nulla Hy, e a partire da questo ¢
possibile ottenere la corrispettiva statistica test, utilizzando la funzione inversa della
funzione di ripartizione di una normale standard. Da un punto di vista teorico, ci si
aspetta che le statistiche test dovrebbero avere una distribuzione approssimativamente
vicina a quella di una normale standard, mentre i p-value dovrebbero avere una distri-
buzione approssimativamente uniforme nell’intervallo (0,1). Per valutare la vicinanza
alla distribuzione di riferimento, normale standard, delle statistiche test calcolate nei
diversi esperimenti di simulazione, verranno presentate delle tabelle relative alle coper-
ture empiriche effettive delle statistiche test. I valori delle coperture empiriche ottenuti
a partire dalle simulazioni possono essere confrontati con gli usuali livelli percentua-
li nominali (1.0,2.5,5.0,95.0,97.7,99.0), concentrandosi sul comportamento sulla coda
destra e sinistra della distribuzione empirica.

La Tabella 4.1 riporta una una breve legenda dei simboli che verranno utilizzati per

presentare i risultati delle simulazioni e una breve spiegazione circa il loro significato.

u. penalized
[a = 0.5] boot rp

c. penalized

[a = 0.5] boot rp

c¢. penalized

l[a = 1] boot rp

Statistica Simbolo Descrizione
rp(1) rp Radice con segno del log-rapporto
di verosimiglianza profilo (1.11)
ra (1) v Radice con segno del log-
rapporto di verosimiglianza
profilo modificata (1.16)
r5(1) r* Statistica basata sulla mo-
difica della statistica rp
basata sulla formula p* (1.18)
O=Ha2*(v)) u. boot rp Statistica rp ottenuta tramite
unconstrained bootstrap (1.19)
-1 a(v)) c. boot rp Statistica rp ottenuta tramite

constrained bootstrap (1.20)

Statistica rp ottenuta tramite un-
constrained bootstrap con stime
ricavate dalla verosimiglianza
penalizzata (2.15), con a = 0.5
Statistica rp ottenuta tramite
constrained bootstrap con sti-
me ricavate dalla verosimiglianza
penalizzata (2.15), con a = 0.5
Statistica rp ottenuta tramite
constrained bootstrap con sti-
me ricavate dalla verosimiglianza
penalizzata (2.15), con a = 1

TABELLA 4.1: Statistiche test confrontate nelle simulazioni.
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In questa tesi, per gli studi di simulazione, tra i vari problemi inferenziali brevemente
richiamati nel Capitolo 1, si e scelto di porre maggiore enfasi sul problema di verifica di
ipotesi sul parametro di interesse ¥. Ad ogni modo, ci si aspetta che analoghe conclusioni
possano essere tratte se si considerano le probabilita di copertura degli intervalli di
confidenza basati sulle usuali quantita pivotali di verosimiglianza e le loro modificazioni.

Nelle simulazioni condotte, gli scenari considerati in termini di R ed C', le dimensioni
dei parametri di disturbo, sono caratterizzati da un numero complessivo di parametri
molto elevato. Di conseguenza, il calcolo basato sul bootstrap dei p-value e delle corri-
spondenti statistiche test risulta particolarmente oneroso in termini di tempo e risorse
computazionali, anche sfruttando i vantaggi del calcolo parallelo su molteplici cores.
Pertanto, il numero di campioni bootstrap in tutte le Nsim = 1000 simulazioni condotte
¢ stato limitato a B = 1000. Cio significa che, dato un modello, fissati i parametri
e le matrici sparse Z; e Zy, si sono generati Nsim = 1000 campioni, e per ognuno di
questi campioni, per le procedure legate al bootstrap, ¢ stato necessario simulare altri
B = 1000 campioni. Poiché sono stai considerati 4 possibili scenari in termini di R
ed C, e 5 statistiche bootstrap, in totale sono stati generati 20 milioni di campioni per

ciascun modello per i calcoli basati sul bootstrap.

4.3 Sparsita negli effetti fissi incrociati

In questo paragrafo si discutono alcuni possibili approcci per introdurre sparsita
nei dati, e conseguentemente, nella struttura degli effetti fissi incrociati A = («a,v) =
(ov1,...,ar,M,...,7), che deve rispettare la struttura dei dati a disposizione.

Si riconsideri la notazione introdotta nel paragrafo 3.3. Sia X la matrice del disegno
e 0 = (¥, a,) il vettore dei coefficienti di regressione, il predittore lineare n = X6 puo

essere scritto come

(4
n:Xﬁz[x Z ZQ] a| =vx + Zia+ Zyy, (4.1)

fy

dove la matrice X puo essere partizionata come X = [z, Z;, Z5|, dove in generale x &
un vettore di lunghezza N, Z; € una matrice di dimensione N X R e Z, € una matrice

di dimensione N x C, dove N = RC. Le matrici Z; e Zs, indicatrici degli effetti fissi
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incrociati, possono essere definite come

Z, =Iz®1¢, Zy =[1h@ I =1z® Ic.
NXR NxC

Si consideri, ad esempio, il caso R = 3 ed C' = 4, allora

1 00 1000
1 00 01 00
1 00 0010
1 00 0001
010 1000
Zy =131 = obo ) Zy =13® 14 = oo
12x3 01 0 12x4 0O 010
010 0001
0 0 1 1000
0 01 0100
0 01 0010
0 0 1] 0 0 0 1]
Di conseguenza
[ ] B [z + o1+ |
o V2 Yy + a1 + 72
631 V3 Yrs+ar+ 73
ay Va Yy +ar +
Qo gl Vs + s+
Zo= ||, zy=|"|. =t Zaszn= |[PETRTE
Qo 73 Y7+ g+ 73
Qo Va Vg + g + 4
e%! M Vg +az+m
Qs V2 Y10+ az + 72
Qs V3 Y +az+ 73
[ &3] | V4] [ Yx12 + a3 + 74

In questo esempio, R = 3 ¢ la dimensione dell’effetto fisso o = (ay,a9,a3), C =4 &
la dimensione dell’effetto fisso v = (v1,72,73,74). Ciascun o, i = 1,2,3, appare nel
predittore 7 un numero di volte pari ad C' = 4, mentre ciascun v;, j = 1,2, 3, 4, appare

nel predittore n un numero di volte pari ad R = 3.



Capitolo 4 - Studi di simulazione 87

Un modo per introdurre sparsita nella struttura degli effetti fissi incrociati (a,7y) €
quello di limitare il numero di occorrenze di ciascun o e 7y;. Ad esempio, una possibilita
e la seguente: date le matrici Z; e Zs, si costruisce una matrice 7' di dimensione R x C'

con celle che assumo valori da 1 a RC', disposti per riga, ossia
Ty=(-1)C+j, i=1,...,R j=1,..,C

Si fissa il numero ¢, ¢ < C di occorrenze di ciascun «;, si crea un vettore filtro f
selezionando casualmente ¢ elementi in ciascuna riga della matrice T" e ordinandoli.
Dunque il vettore f ha lunghezza Rc, in quanto per ciascuna riga di T' si scelgono ¢
elementi, e rappresenta la concatenazione degli indici selezionati in ciascuna riga in un
unico vettore. Infine, si riduce il numero di righe della matrice Z;, applicando il filtro
f, ossia selezionando solo le righe di Z; specificate da f, creando una nuova matrice
Z =17, [f,+], in cui solo alcune delle righe di Z; saranno conservate. Si ripete la stessa
riduzione per la matrice Z, ottenendo la matrice Z, = Z,[f,]. Dunque, le matrici Z;
e Z5 hanno dimensione Re X R e Re x C, rispettivamente, in quanto N = Re ¢ la nuova
numerosita campionaria.

Il nuovo predittore lineare € quindi 7 = ¥ + Zia+Z 97y. Questo approccio permette
pertanto di controllare in modo omogeneo il numero di occorrenze di ciascun «y;, © =
1,..., R, che risultera esattamente pari a c. Al contrario, non garantisce un controllo
omogeneo per quanto riguarda il numero di occorrenze di ciascun v;, j =1,...,C, che
sara pero inferiore rispetto ad R, con la condizione che ciascun «y; deve essere osservato
almeno una volta. Ad ogni modo, non sembra rilevante per le analisi che sono condotte
avere lo stesso numero di occorrenze per ciascun 7;. Con la struttura sparsa, il numero
totale di osservazioni in questo caso risulta pari a N = Re, anziché N = RC, come si ha
nel caso di una struttura piena per gli effetti fissi incrociati, dove ¢ < C'. Ne consegue
che si passa dalla situazione in cui vi sono N osservazioni e R+ C parametri di disturbo,
alla situazione in cui vi sono solo N osservazioni per lo stesso numero di parametri.

Nell’esempio precedentemente introdotto, con R = 3 ed C' = 4, il numero totale di
osservazioni ¢ N = RC' = 12 e la dimensione del parametro di disturbo ¢ R+ C =7,
il numero di occorrenze di ciascun «; ¢ pari a 4, il numero di occorrenze di ciascun 7;
¢ pari a 3. Introducendo sparsita, scegliendo ad esempio ¢ = 3, il nuovo numero di
osservazioni risulta pari a N = Re = 9, il numero di occorrenze di ciascun o; ¢ pari a

¢ = 3, mentre il numero di occorrenze di ciascun +; sara, seppur in modo non uniforme,
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inferiore o uguale a 3. Le matrici Z; e Z, hanno infatti una struttura del tipo

1 00 1000

100 0010

1 00 00 01

010 0100

Zy=10 1 0], Zy=10 0 1 0f,
9x3 9x4

010 0001

0 0 1 1000

0 0 1 0100

[0 0 1] 0 0 0 1]

e di conseguenza
[ | (1 ] [ 4+ a1 + 71|
a V3 s + a1 + 3
(e31 V4 Y3+ a1+
Qo V2 Yy + oz + 72
Zia = |asg| Zyy= |y 0 =10F+ Zia+ Zoy = |¢as + s+ 73

Qo V4 e+ oz + Y4
o M Y7 +az+m
ag V2 g + a3 + 72
| (v3 | [ V4] | Va9 + a3 + Y4

In tale esempio, mentre ciascun effetto fisso a; compare esattamente ¢ = 3 volte, si
osserva che 1 e 2 compaiono 2 volte, mentre -y, registra 3 occorrenze.

Un approccio alternativo per indurre sparsita nella struttura degli effetti fissi in-
crociati A = («,v) = (1,...,ar,M,.-.,7c) € il seguente. Si riconsideri il predittore
lineare (4.1), con X = [z, Z1, Zs], e Z1, Z5 matrici indicatrici degli effetti fissi incrociati
precedentemente definite. Si consideri ora una matrice Z, di soli 0 ed 1, con dimensione
R x C indicatrice delle osservazioni. Detta E(/N) la numerosita campionaria complessiva
attesa desiderata, la matrice Z puo essere generata casualmente generando ciascun suo

elemento in modo indipendente da una variabile casuale di Bernoulli con probabilita di
successo E(N)/RC, ossia

Zij~B1<1,%>, i=1,.... R j=1,....C.

3N RN . . . R C .
Cio comporta che la numerosita campionaria effettiva N =3 ", >~ | Z;; sia casuale,
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ma con un piccolo coefficiente di variazione.

Data la matrice Z, si costruisce un vettore filtro f di 0 ed 1, di lunghezza RC,
semplicemente trasponendo la matrice Z e concatenando le colonne di Z7 in unico
vettore, che registra se ogni elemento di Z corrisponde ad un’osservazione (1) oppure
no (0). A questo punto, le matrici indicatrici piene Z; e Zs vengono trasformate nelle
matrici sparse Z, = Zy[f,] e Zy=Zy [f, -] applicando il filtro f, ossia selezionando solo le
righe specificate da f. Dunque, il nuovo predittore lineare & i) = i+ Z1a+ Zoy. Questo
metodo, a differenza del precedente, non permette di controllare in modo omogeneo la
sparsita di uno dei due effetti fissi. Tuttavia, ha il vantaggio di permettere una migliore
flessibilita in termini di sparsita in entrambi gli effetti fissi, controllando la probabilita
di ciascuna osservazione. Inoltre, tale metodo e coerente con I’approccio considerato ad
esempio in Ghosh et al. (2022b) e Bellio et al. (2023a).

Se R ed C' vengono rispettivamente espressi come potenze della numerosita campio-
naria N, ossia R = N” e C = N°, con p,§ > 0, allora uno scenario bilanciato in termini
di sparsita nelle righe e nelle colonne si ottiene quando p =9 e p+ ¢ > 1. Infatti, in tal
caso, N/JRC = N/NPN°® = N1==% — (0, quando N — oo, e si ha una sparsita omogenea
sia nelle righe che nelle colonne. Inoltre, nello scenario bilanciato, con p = 9, si ha che il
rapporto tra il numero di righe e di colonne R/C = N*/N° & asintoticamente costante.
Cio significa che i due effetti fissi a e v crescono asintoticamente con la stessa velocita.
Al contrario, uno scenario sbilanciato si ottiene, ad esempio, quando p > 6 > 0.5. In
tal caso il rapporto R/C = N?/N° diverge quando N — oo, e dunque, uno degli effetti
fissi, o, domina asintoticamente ’altro, ~.

Poiché da R = N” e C = N° segue che

_logR 6_1ogC’
p_logN’ ~ log N’

gli scenari (S.1)-(S.4) considerati nelle simulazioni, descritti nella (4.S), tutti bilanciati,

possono essere riassunti, utilizzando E(N) al posto di IV, in termini di p e 6 come
(S.1) p=0 =0.57,
(S.2) p=9 =0.63,
(S.3) p=09 =0.66,
(S.4) p =49 =0.69.

Sebbene entrambi i metodi precedentemente descritti siano stati considerati come
possibili valide alternative per introdurre sparsita nei dati, nelle simulazioni di segui-

to riportate si e scelto di utilizzare il secondo schema, in quanto piu coerente con la
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letteratura recente. Nonostante cio, risultati empirici, non riportati nel seguito, han-
no mostrato che, a prescindere dal metodo scelto per costruire le matrici Z; e Z5 in
modo sparso, a parita di condizioni di sparsita, le procedure inferenziali esaminate si
comportano in modo sostanzialmente analogo.

Sia nel caso non sparso che in quello sparso, il modello risulta sovraparametrizzato.
Per rispettare i vincoli di identificabilita, e sufficiente imporre la condizione che uno dei
parametri o; sia uguale a zero (o equivalentemente uno dei ;). Questo corrisponde a
rimuovere una delle colonne della matrice Z; (rispettivamente Z1) o equivalentemente
una delle colonne della matrice Z, (rispettivamente Z5).

Questo tipo di rappresentazione sparsa degli effetti fissi e utile per modellare alcuni
scenari in diversi contesti applicativi. Ad esempio, si consideri lo scenario in cui si
dispone di una lista di R studenti al termine di un percorso di laurea e delle informazioni
relative agli esami da essi svolti. Usualmente, gli studenti devono svolgere un numero
prefissato di esami (ad esempio 19 in un corso di laurea triennale), di cui solamente
alcuni sono obbligatori, mentre molti altri sono a scelta tra un paniere di C' possibili
esami. Cio significa che non tutti gli studenti svolgono lo stesso insieme di esami a scelta
e allo stesso tempo non tutti gli esami vengono fatti da tutti gli studenti. Pertanto, i

dati a disposizione hanno una struttura del tipo

Esame 1 Esame 2 Esame 3 ... Esame C—1 Esame C
Studente 1] 26 21 ... 25 20 |
Studente 2 28 23 c. 21
Studente 3 22 26 Cen 30
Studente 4 18 19 21 e 30 23
Studente R—1 30 24 c. 29
Studente R L 19 27 29 Ce 22 23 ]
In questo scenario gli effetti fissi o;, 2 = 1..., R potrebbero rappresentare ’abilita dello
studente i-esimo, e gli effetti fissi v;, j = 1,...,C la difficolta dell’esame j-esimo. Per

questo tipo di dati, dunque, un modello di regressione log-lineare Poisson con effetti fissi
incrociati sparsi potrebbe risultare adeguato.

Un altro esempio realistico, esaminato da Ghosh et al. (2022a,b), ¢ quello relativo
ai dati prodotti da un rivenditore di vestiti online americano (Stitch Fix). Questo
rivenditore da la possibilita di ricevere a casa delle scatole di vestiti e offre I'opportunita
al soggetto che riceve la scatola di scegliere quali vestiti tenere e quali invece rendere.

Assumendo che ai soggetti siano inviate scatole diverse, sulla base dei gusti espressi, gli
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R soggetti sceglieranno di acquistare vestiti diversi tra tutti i C' possibili capi d’abbiglia-
mento. Date le liste complete dei soggetti e dei vestiti, se si registra solo I'informazione
relativa a quali vestiti vengono tenuti (1) oppure no (0), i dati a disposizione hanno una

struttura del tipo

Vestito 1 Vestito 2 Vestito 3 ... Vestito C—1 Vestito C
Soggetto 1 [ 1 0 Ce 0 ]
Soggetto 2 0 1 0 0
Soggetto 3 1 1 0
Soggetto 4 0 0 0 1 1
Soggetto R—1 0 0 0
Soggetto R 1 0 1 Ce 0 1
In questo scenario gli effetti fissi i, @ = 1..., R, potrebbero essere relativi alle caratte-
ristiche specifiche del soggetto i-esimo, e gli effetti fissi v;, 7 = 1,...,C, essere relativi

alle caratteristiche specifiche del vestito j-esimo. Per questo tipo di dati, dunque, un
modello di regressione logistica con effetti fissi incrociati sparsi potrebbe risultare ade-
guato. In realta, in Ghosh et al. (2022b) si assume che gli effetti incrociati «; e 7; siano
a loro volta delle variabili casuali, ossia degli effetti casuali e il modello suggerito ¢ un
modello di regressione logistica con effetti casuali, che rientra nella classe dei GLMM
(Generalized Linear Mized Models). Nella presente trattazione, invece, si assume che «;

e 7; siano effetti fissi e pertanto parametri fissati.

4.4 Simulazioni: modello log-lineare Poisson con ef-

fetti fissi incrociati

In questo paragrafo si presentano i risultati di simulazione relativamente al modello di
regressione Poisson con funzione di legame canonica in presenza di effetti fissi incrociati
e sparsita nei dati. Il modello, che viene brevemente richiamato in seguito, e le relative
procedure inferenziali sono descritte in dettaglio nel paragrafo 3.3.2.

Si assuma che y;; siano realizzazioni di variabili casuali indipendenti Y;; con distribu-
zione Poisson di media y;; dove g(pij) = 15, con n;; = oy +y; + w5, per i =1,..., R,
j=1,...,C. Al solito, il vincolo di identificabilita puo essere rispettato ponendo a zero
uno degli a;. Senza perdita di generalita si ¢ assunto di avere a disposizione un’unica

covariata x e che il parametro di interesse v sia scalare. Invece, il parametro incidentale
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A = (a,7) ha dimensione pari ad R + C. Assumendo la funzione di legame canonica

g(ﬂij) = log 1i; = n;j, segue che
Yi; ~ Po(e7),

i1=1,...,R, j=1,...,C.

Come spiegato nel paragrafo 4.2, la covariata x;; e gli effetti fissi o; e 7; sono stati
generati in modo indipendente da una distribuzione normale standard e mantenuti fissati
in tutti i campioni simulati. Il parametro di interesse ¢ e stato fissato pari ad 1, ¢ =1,
e mantenuto fissato in tutti i campioni simulati.

Nella Tabella 4.2 si presentano i risultati delle simulazioni per quanto riguarda il
confronto tra 1'usuale stimatore di massima verosimiglianza zL, denotato con MLE, e lo
stimatore basato sulla verosimiglianza profilo modificata (1.16), v, denotato con MPL.
Globalmente, i risultati mostrano come entrambi gli stimatori si comportino in modo
soddisfacente in tutti e 4 gli scenari considerati. Tuttavia, si osserva che la distorsione
dello stimatore {D s € sempre inferiore, seppur di poco, alla distorsione dell’usuale stima-
tore di massima verosimiglianza. Questo risulta meno evidente nel primo scenario (S.1),
che ¢ confrontabile con lo scenario (S.2) in termini di dimensione di R e C, ma che ¢ ca-
ratterizzato da una sparsita inferiore. Cio € dovuto al fatto che, a parita di R e C, nello
scenario (S.1) c¢’¢ piu informazione a disposizione per stimare il parametro di disturbo
e quindi anche l'inferenza sul parametro di interesse ¢ e piu accurata. Dall’altra parte,
se si confrontano gli scenari (S.2)-(S.4), si osserva come, tenuto praticamente fissato il
rapporto k tra il numero effettivo di parametri di disturbo e numerosita campionaria
effettiva N, le differenze tra i due stimatori tendono a ridursi all’aumentare di R e C,
in uno schema bilanciato. Infatti, le differenze maggiori tra i due metodi si osservano in
corrispondenza dello scenario (S.2). Negli scenari (S.2)-(S.4), entrambi i metodi consi-
derati mostrano una lieve tendenza a sottostimare la variabilita dello stimatore, poiché
il rapporto SD/SE & sempre inferiore ad 1, seppur di poco.

Nella Tabella 4.3 si riassumono, invece, i risultati delle simulazioni per quanto ri-
guarda le 8 statistiche test che sono state calcolate per la verifica di ipotesi Hy : ¥ = 1
contro Hy : 1 < 1, per i 4 diversi scenari (S.1)-(S.4). I simboli utilizzati sono spiegati
piu nel dettaglio nella Tabella 4.1. Si evince che, nonostante i livelli empirici dell’'usuale
statistica test radice con segno del log-rapporto di verosimiglianza profilo rp(1)) non si
discostino in modo evidente da quelle nominali (i valori di riferimento sono riportati
nell’intestazione della Tabella 4.3, e rappresentano le probabilita di copertura attese

in ipotesi di normalita), i metodi basati sulla verosimiglianza profilo modificata e sulle
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Estimate  Bias PU SD SE RMSE SE/SD

(S.1) R =120, C =20, E(N) =200, N =189, k = 0.21
MLE 1.00889 0.00889 0.458 0.06966 0.07059 0.07019 1.01331
MPL  1.00119 0.00119 0.508 0.06884 0.06998 0.06882 1.01652

(S.2) R =20, C =20, E(N) =120, N =115, k = 0.35
MLE 1.02348 0.02348 0.433 0.12246 0.11872 0.12463 0.96945
MPL  1.00816 0.00816 0.473 0.12012 0.11680 0.12034 0.97239

(S.3) R=30, C =30, E(N) =180, N =177, k = 0.34
MLE 1.01789 0.01789 0.409 0.07220 0.07020 0.07435 0.97236
MPL  1.00558 0.00558 0.470 0.07081 0.06879 0.07100 0.97149

(S.4) R =50, C =50, E(N) =300, N =284, k = 0.35
MLE 1.01328 0.01328 0.434 0.06625 0.06391 0.06754 0.96460
MPL  1.00154 0.00154 0.504 0.06508 0.06250 0.06507 0.96040

TABELLA 4.2: Modello Poisson: inferenza su 1» = 1. Confronto tra verosimiglianza
profilo (MLE) e verosimiglianza profilo modificata (MPL), per i 4 diversi scenari (S.1)-
(S.4) descritti nella (4.S).

modifiche di 7p (7)) registrano delle coperture globalmente piu vicine a quelle attese. In
modo simile, anche le procedure basate sul bootstrap sembrano apportare dei miglio-
ramenti rispetto all’utilizzo della statistica rp(¢)). Ad ogni modo, sia le modificazioni
analitiche che gli approcci basati sul bootstrap non risultano apportare miglioramenti
marcatamente evidenti. Se ci si focalizza sui metodi bootstrap, risulta che I’unconstrained
bootstrap porti ad ottenere coperture empiriche leggermente peggiori rispetto al constrai-
ned bootstrap, in modo pitt marcato nello scenario (S.4) e quando non si considerano i
metodi penalizzati. Al contrario, nel confronto tra diverse procedure bootstrap basate su
stime penalizzate, non si evidenziano differenze evidenti tra le due varianti del bootstrap
e tra le diverse scelte del parametro di penalizzazione a. D’altra parte, le procedure
penalizzate sembrano funzionare sempre leggermente meglio rispetto all’'usuale uncon-
strained bootstrap, mentre producono risultati molto simili al constrained bootstrap, con
un’unica lieve eccezione per lo scenario (S.1), dove il constrained bootstrap da stime
penalizzate porta ad ottenere risultati leggermente migliori. Nel confronto tra i diversi
scenari (S.1)-(S.4), sembra che tutti i metodi portino ad ottenere risultati piu vicini a
quelli attesi nel caso dello scenario meno sparso (S.1), soprattutto se ci si concentra
sulla coda destra della distribuzione. Al contrario, non sembra emergere una direzione
evidente nel comportamento delle diverse procedure quando si confrontano gli scenari

(S.2)-(S.4), a parita di sparsita rappresentata da k.
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1.0 25 50 950 975 99.0

(S.1) R =120, C =20, E(N) =200, N =189, k=0.21

Ip 0.6 20 4.1 94.8 97.0 99.0
I'M 0.8 2.6 4.7 96.0 98.0 99.5
r* 1.2 3.1 53 959 98.0 99.3
u. boot 1y 05 2.1 40 952 974 99.0
c. boot ry 0.5 1.9 4.0 949 97.0 99.0

u. penalized [ = 0.5] boot r, 0.7 1.7 3.8 949 974 99.0
c. penalized [ = 0.5] boot r, 0.6 2.2 39 952 97.5 99.0
c. penalized [a = 1] boot rp, 0.8 21 43 952 974 99.1

(S.2) R =20, C =20, E(N) =120, N =115, k = 0.35

I, 0.8 22 49 928 96.0 984
M 19 42 7.0 949 978 99.5
r* 1.2 3.0 59 946 976 994
u. boot rp 1.8 35 64 945 975 99.1
c. boot 1y, 02 21 49 944 970 98.8

u. penalized [ = 0.5] boot r, 0.6 2.5 54 941 964 98.7
c. penalized [a = 0.5] boot r, 0.7 2.5 52 943 97.1 989
c. penalized [a = 1] boot 1, 09 26 55 943 96.7 985

(S.3) R=30, C =30, E(N)=180, N =177, k = 0.34

Ip 0.7 1.0 29 91.7 956 98.3
'™ 09 23 6.0 951 971 989
r* 09 1.8 49 949 96.6 98.9
u. boot rp 1.7 2.6 55 945 96.4 98.6
c. boot 1, 1.0 28 51 954 983 99.2

u. penalized [a = 0.5] boot r, 1.1 2.9 53 949 983 99.1
c. penalized [ = 0.5] boot r, 1.2 3.0 5.0 952 983 99.3
c. penalized [a = 1] boot 1, 1.1 29 51 951 983 99.2

(S.4) R =50, C =50, E(N) =300, N =284, k=0.35

Iy 1.0 25 39 922 953 978
M 25 40 7.6 947 971 989
r* 22 40 73 944 96.8 985
u. boot rp 3.6 54 88 931 955 974
c. boot 1y, 0.9 25 51 932 968 98.6

u. penalized [ = 0.5] boot r, 1.1 2.9 51 93.1 97.0 983
c. penalized [ = 0.5] boot r, 1.1 2.3 4.8 934 96.8 98.3
c. penalized [a = 1] boot rp, 1.2 3.0 55 931 96.9 983

TABELLA 4.3: Modello Poisson: coperture empiriche x 100. Confronto tra le statisti-
che test per la verifica di ipotesi Hp : ¢ = 1 contro Hy : ¢ < 1, per i 4 diversi scenari
(S.1)-(S.4) descritti nella (4.S).
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4.5 Simulazioni: modello logistico con effetti fissi

incrociati

In questo paragrafo si presentano i risultati di simulazione relativamente al modello di
regressione logistico con funzione di legame canonica in presenza di effetti fissi incrociati
e sparsita nei dati. Il modello, che viene brevemente richiamato in seguito, e le relative
procedure inferenziali sono descritte in dettaglio nel paragrafo 3.3.3.

Si assuma che y;; siano realizzazioni di variabili casuali indipendenti Y;; con distri-
buzione bernoulliana con probabilita di successo m;;, ¢ = 1,..., R, j = 1,...,C, dove
g(mi;) =iy, con iy = o +v;+¢z, peri=1,... R, j=1,...,C. Al solito, il vincolo
di identificabilita puo essere rispettato ponendo a zero uno degli «;. Senza perdita di
generalita si ¢ assunto di avere a disposizione un’unica covariata x e che il parametro di
interesse 1 sia scalare. Invece, il parametro incidentale A = («,~) ha dimensione pari
ad R+ C. Assumendo la funzione di legame canonica g(m;;) = logit(m;;) = 7;;, segue

che

, e
Yy~ Bz(l’ 1+ e%)’
1=1,....R, j=1,...,C.

Come spiegato nel paragrafo 4.2, la covariata x;; e gli effetti fissi o; e 7; sono stati
generati in modo indipendente da una distribuzione normale standard e mantenuti fissati
in tutti i campioni simulati. Il parametro di interesse ¢ e stato fissato pari ad 1, ¢ =1,
e mantenuto fissato in tutti i campioni simulati.

In modo analogo alla Tabella 4.2, nella Tabella 4.4 si presentano i risultati delle
simulazioni per quanto riguarda il confronto tra l'usuale stimatore di massima vero-
simiglianza {b, denotato con MLE, e lo stimatore basato sulla verosimiglianza profilo
modificata (1.16), {p v denotato con MPL. Globalmente, i risultati mostrano come, a
differenza di quanto emerso nel caso del modello log-lineare Poisson, entrambi gli stima-
tori si comportino in modo insoddisfacente nei 4 scenari considerati. I risultati migliori
si hanno in corrispondenza dello scenario (S.1) se si considera lo stimatore basato sulla
verosimiglianza profilo modificata. In questo scenario, con minore sparsita, la presenza
di maggiore informazione permette allo stimatore basato sulla verosimiglianza profilo
modificata di avere una distorsione quasi trascurabile. In tutti e 4 gli scenari ¢ evi-
dente che lo stimatore di massima verosimiglianza ﬁ) risulta inaccurato per 'inferenza

sul parametro di interesse v, esibendo sempre una grave distorsione, in particolare nello
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Estimate  Bias PU SD SE RMSE  SE/SD

(S.1) R =120, C =20, E(N)=200, N =189, k= 0.21

MLE 142866 0.42866 0.116 0.38990  0.29952  0.57933  0.76819

MPL  1.07833 0.07833 0.401 0.26019  0.24352  0.27160  0.93593

(S.2) R=20, C=20, E(N)=120, N =115, k = 0.35

MLE 837514 7.37514 0.083 45.12041 944.90591 45.69680 20.94188

MPL  1.30951 0.30951 0.294 0.56178  0.42680  0.64115  0.75974

(S.3) R=30, C =30, E(N)=180, N =177, k = 0.34

MLE 238542 1.38542 0.030 2.34456  0.63357  2.72229  0.27023

MPL  1.23561 0.23561 0.256 0.38013  0.30457  0.44707  0.80122

(S.4)' R =50, C =50, E(N) =300, N = 284, k = 0.35

MLE 230308 1.30308 0.016 0.88971  0.48037  1.57735  0.53992

MPL  1.22981 0.22981 0.222 0.33042  0.25589  0.40220  0.77444

TABELLA 4.4: Modello logistico: inferenza su ¥ = 1. Confronto tra verosimiglianza
profilo (MLE) e verosimiglianza profilo modificata (MPL), per i 4 diversi scenari (S.1)-
(S.4) descritti nella (4.S).

scenario (S.2), caratterizzato dalla maggiore sparsita. Se si confrontano gli scenari (S.2)-
(S.4), si osserva come, tenuto praticamente fissato il rapporto k tra il numero effettivo
di parametri di disturbo e numerosita campionaria effettiva N, le differenze tra i due
stimatori tendono a ridursi all’aumentare di R e C', in uno schema bilanciato. Infatti, le
differenze maggiori tra i due metodi si osservano in corrispondenza dello scenario (S.2).
Tuttavia, a differenza del caso del modello log-lineare Poisson, la distorsione di entrambi
gli stimatori non sembra diventare trascurabile all’aumentare di R e C.

In modo analogo alla Tabella 4.4, nella Tabella 4.3 si riassumono, invece, i risultati
delle simulazioni per quanto riguarda le 8 statistiche test che sono state calcolate per
la verifica di ipotesi Hy : ¢ = 1 contro H; : 1 < 1, per i 4 diversi scenari (S.1)-(S.4). 1
simboli utilizzati sono spiegati piu nel dettaglio nella Tabella 4.1. Si evince che i metodi
basati sull’'usuale verosimiglianza profilo conducono a conclusioni inferenziali poco affi-
dabili in tutti e 4 gli scenari considerati. Infatti, i livelli empirici dell’'usuale statistica
test radice con segno del log-rapporto di verosimiglianza profilo rp(¢) si discostano in
modo evidente da quelli nominali in tutti gli scenari. I metodi basati sulla verosimi-
glianza profilo modificata e sulle modifiche di rp(¢)) permettono in generale di ottenere
risultati migliori rispetto all’usuale verosimiglianza profilo, sebbene i corrispettivi livelli
empirici delle statistiche test si discostino in alcuni casi in modo un po’ piu evidente

dai livelli nominali. In particolare, contrariamente a quanto atteso, la statistica /(1))

'Per motivi legati ai tempi computazionali, nella Tabella 4.4 le simulazioni relative allo scenario
(S.4) sono state basate solo su Nsim = 500 replicazioni, anziché 1000.
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sembra mostrare un comportamento migliore rispetto alla statistica r}(¢), nei diversi
scenari considerati, ad eccezione dello scenario (S.1) con minore sparsita. Cio, proba-
bilmente, ¢ legato a motivi di instabilita numerica nel calcolo di 75(%). In modo simile,
anche le procedure basate sul bootstrap apportano dei miglioramenti rispetto all’uti-
lizzo della statistica rp(¢). A differenza del caso del modello log-lineare Poisson, sia
le modificazioni analitiche che gli approcci basati sul bootstrap consentono di ottene-
re miglioramenti marcatamente evidenti rispetto all’utilizzo dell’'usuale verosimiglianza
profilo. Se ci si focalizza sui metodi bootstrap, risulta che I'unconstrained bootstrap porti
ad ottenere coperture empiriche leggermente peggiori rispetto al constrained bootstrap,
in modo piu marcato nello scenario (S.4) e quando non si considerano i metodi pena-
lizzati. Nel confronto tra diverse procedure bootstrap basate su stime penalizzate, a
differenza del caso del modello log-lineare Poisson, si evidenziano alcune differenze tra
le due varianti del bootstrap e tra le diverse scelte del parametro di penalizzazione a.
Nello specifico, utilizzare un valore del parametro di penalizzazione a nella (2.15) piu
grande rispetto all'usuale coefficiente a = 1/2 della (2.14), in particolare a = 1, consente
di registrare delle coperture empiriche sempre migliori in presenza di moderata sparsita,
ossia negli scenari (S.2)-(S.4), mentre tale differenza non risulta evidente in presenza di
minore sparsita, come nello scenario (S.1). Inoltre, le procedure penalizzate funzionano
sempre meglio rispetto all'usuale unconstrained bootstrap, e producono risultati migliori
rispetto al constrained bootstrap (ad eccezione per lo scenario (S.1)), a differenza del caso
del modello log-lineare Poisson, dove le differenza tra procedure bootstrap penalizzate e
constrained bootstrap sono meno evidenti.

Pertanto, almeno per il modello logistico, fare ricorso all’utilizzo di stime penalizzate
nel constrained bootstrap sembra permettere di correggere 'inferenza sul parametro di
interesse in modo migliore rispetto all’usuale constrained bootstrap, con risultati simili
all’'utilizzo delle quantita pivotali basate sulla verosimiglianza profilo modificata. Dun-
que, mentre come emerso in Bellio et al. (2023b) nel caso di modelli stratificati per dati
continui, entrambe le varianti del bootstrap consentono di raggiungere il medesimo livello
di accuratezza delle modificazioni analitiche della funzione di verosimiglianza, nel caso
dei modelli con effetti fissi incrociati e dati discreti sparsi, sembra che tale equivalenza sia
rispettata solamente affidandosi ai metodi bootstrap penalizzati. Considerazioni teoriche
ulteriori dovrebbero essere prese in considerazione per stabilire se effettivamente esista
questo tipo di equivalenza. Allo stesso modo, la scelta del parametro di penalizzazione
a nella (2.15) rimane una questione delicata, che dev’essere ulteriormente approfondita

sia da un punto di vista teorico che empirico.
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1.0 25 50 9.0 975 99.0

(S.1) R =20, C =20, E(N) =200, N =189, k = 0.21

I'p 0.0 01 03 583 686 787
M 09 18 35 914 951 979
r* 14 27 44 928 96.1 98.6
u. boot r, 01 01 03 961 982 99.7
c. boot 1y, 03 17 40 951 969 985

u. penalized [@ = 0.5] boot r, 0.0 0.1 0.2 98.0 99.0 99.9
c. penalized [a = 0.5] boot r, 0.7 25 51 953 97.0 989
c. penalized [a = 1] boot 1, 06 3.0 6.2 957 96.8 98.7

(S.2) R=20, C =20, E(N) =120, N =115, k = 0.35

Ip 00 04 04 418 51.2 605
M 06 22 41 952 980 99.7
r* 29 38 49 8.3 91.1 955
u. boot rp 8.3 10.8 134 90.8 92.1 93.2
c. boot 1, 4.7 76 11.3 99.9 100.0 100.0

u. penalized [a = 0.5] boot r, 5.8 85 11.5 97.0 99.3 99.8
c. penalized [a = 0.5] boot r, 3.8 52 6.9 100.0 100.0 100.0
c. penalized [a = 1] boot 1, 1.0 32 59 954 97.8 994

(S.3) R=30, C =230, E(N)=180, N =177, k = 0.34

I'p 0.0 00 02 317 413 523
M 09 13 23 938 965 985
r* 3.2 38 41 828 889 941
u. boot rp 5.5 81 103 939 954 96.2
c. boot 1, 46 74 9.0 979 99.7 100.0

u. penalized [a = 0.5] boot r, 2.8 4.8 73 977 986 994
c. penalized [ = 0.5] boot r, 2.8 3.5 4.0 994 100.0 100.0
c. penalized [a = 1] boot rp 1.5 33 6.7 968 983 989

(S.4)2 R=50, C =50, E(N) =300, N =284, k= 0.35

Ip 00 0.2 02 16.0 232 319
I'M 14 34 60 946 984 994
r* 42 44 44 758 852 926
u. boot 1y, 9.8 114 144 920 93.6 96.0
c. boot ry 1.6 46 84 844 972 99.8

u. penalized [a=0.5] boot r, 1.6 3.2 64 958 984 99.2
c. penalized [a=0.5] boot r, 0.8 1.4 1.8 992 99.6 100.0
c. penalized [a=1] boot 1, 06 1.8 52 942 972 988

TABELLA 4.5: Modello logistico: coperture empiriche x 100. Confronto tra le sta-
tistiche test per la verifica di ipotesi Hy : ¥ = 1 contro Hy : ¥ < 1, per i 4 diversi
scenari (S.1)-(S.4) descritti nella (4.S).

2Per motivi legati ai tempi computazionali, nella Tabella 4.5 le simulazioni relative allo scenario
(S.4) sono state basate solo su Nsim = 500 replicazioni, anziché 1000.



Conclusioni

In questa tesi sono stati presentati diversi approcci per migliorare 'inferenza in presenza
di un elevato numero di parametri di disturbo. Particolare attenzione ¢ stata dedicata
ai modelli a due indici asintotici con effetti fissi stratificati e incrociati.

Dopo aver richiamato alcune alternative all’utilizzo della verosimiglianza profilo, che
non consente un’inferenza accurata nel caso dei parametri incidentali, come opportu-
ne pseudo-verosimiglianze, modificazioni della consueta funzione di log-verosimiglianza
profilo e della statistica radice con segno del log-rapporto di verosimiglianza profilo, e
stata considerata anche la possibilita di ricorrere a metodi bootstrap. L’obiettivo del-
la tesi era confrontare l'efficacia dei metodi analitici e dei metodi bootstrap rispetto
all’utilizzo della verosimiglianza profilo.

In particolare, si e visto che, nella letteratura relativa ai modelli con effetti fissi stra-
tificati, I'inferenza si basa sull’utilizzo di una verosimiglianza marginale o condizionata,
che permettono spesso di ripristinare le proprieta usuali dello stimatore di massima ve-
rosimiglianza, o in alternativa, sul ricorso a modifiche della funzione di verosimiglianza
profilo o alle tecniche bootstrap. Successivamente, l'interesse si € concentrato sui modelli
con effetti fissi incrociati, per i quali non esistono ancora risultati teorici generali riguar-
do alle proprieta delle procedure inferenziali, in particolare per dati discreti sparsi. Si
¢ posto un particolare accento sui modelli per dati discreti, come il modello log-lineare
Poisson e il modello di regressione logistica, poiché in questo contesto non sono disponi-
bili nemmeno risultati generali sulle proprieta dei metodi bootstrap, che sono dimostrati
nel caso continuo. Dopo aver esaminato teoricamente le procedure inferenziali per que-
sti modelli, queste ultime sono state valutate empiricamente attraverso alcuni studi di
simulazione.

Nelle simulazioni condotte per confrontare i metodi analitici e I'approccio bootstrap,
e stata considerata la presenza di sparsita nei dati. In particolare, sono state discusse

diverse possibilita per introdurre tale sparsita e come questa possa essere controllata.
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Coerentemente con la letteratura recente, si veda ad esempio Fernandez-Val & Weid-
ner (2018) e Leng et al. (2023), come approfondito nel paragrafo 3.2, gli studi di simula-
zione hanno mostrato che nel caso di effetti fissi incrociati e dati discreti sparsi, quando
¢ di interesse fare inferenza su un parametro scalare, la distorsione dello stimatore di
massima verosimiglianza ¢ asintoticamente trascurabile, almeno rispetto allo standard
error, all’aumentare della dimensione degli effetti fissi nel caso del modello log-lineare
Poisson, ma non nel caso del modello logistico. In entrambi i casi, lo stimatore ba-
sato sulla verosimiglianza profilo modificata esibisce sempre una distorsione inferiore,
al variare degli scenari considerati, portando a benefici significativi soprattutto nel ca-
so del modello logistico. Sebbene, tra i vari problemi inferenziali, nelle considerazioni
teoriche e negli studi di simulazione in questa tesi, si sia posto maggiore accento sul
problema della verifica di ipotesi, € naturale attendersi che i risultati siano equivalenti
per quanto concerne le probabilita di copertura degli intervalli di confidenza basati sulle
usuali quantita pivotali di verosimiglianza, come la statistica test radice con segno del
log-rapporto di verosimiglianza, o su loro modificazioni. Dunque, se ci si concentra sul
problema di verifica di ipotesi sul parametro di interesse, mentre nel caso del modello
log-lineare Poisson l'inferenza basata sul test del log-rapporto di verosimiglianza risulta
accurata, e i miglioramenti derivanti dall’utilizzo di modificazioni analitiche o il ricor-
so ai metodi bootstrap non sono cosi evidenti, nel caso del modello logistico, ricorrere
a metodi alternativi all’'usuale verosimiglianza profilo sembra essere cruciale. Difatti,
per tale modello, le usuali procedure di verosimiglianza portano a risultati scarsamen-
te accurati e decisamente inaffidabili in condizioni di elevata sparsita. D’altro canto,
i risultati numerici suggeriscono che nemmeno per il modello Poisson con effetti fissi
incrociati esista una perfetta equivalenza tra I'usuale funzione di verosimiglianza profilo
e verosimiglianza profilo modificata.

Coerentemente con le intuizioni legate agli studi empirici condotti da Bellio et al.
(2023b), nel caso del modello logistico, gli studi di simulazione condotti in questa tesi
confermano che, a differenza di quanto succede per modelli stratificati per dati continui,
non sembra valida ’equivalenza tra unconstrained e constrained bootstrap nel recuperare
I’accuratezza del primo ordine delle procedure inferenziali, con la variante constrained
che porta in generale ad ottenere risultati migliori. Non solo, il ricorso a procedure boo-
tstrap da stime penalizzate sembra risultare preferibile all’usuale constrained bootstrap,
in particolare in situazioni di elevata sparsita. D’altra parte, la scelta dell’opportuno
parametro di penalizzazione nella verosimiglianza modificata (2.15), e come tale scelta
dipenda dal livello di sparsita considerato, rimangono aspetti che necessitano di ulteriori

approfondimenti e che potrebbero essere oggetto di ricerche future.
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I risultati degli studi di simulazione condotti in questa tesi si prestano facilmente
ad essere resi piu accurati aumentando sia il numero di simulazioni sia il numero di
campioni bootstrap. Inoltre, possono essere altresi estesi per valutare diversi scenari in

termini di sparsita e altri modelli per dati discreti.
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