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Sommario

Capitolo 1: presenta le nozioni base su aspetti �siologici di interesse e su
termini speci�ci trattati ed utilizzati nel seguito.

Capitolo 2: fornisce le de�nizioni relative ai modelli compartimentali, la
classe modellistica utilizzata nello studio della secrezione di insulina.

Capitolo 3: a partire da analisi e osservazioni sperimentali, si giunge, per
passi successivi, alla formulazione della necessità di un modello strut-
turale capace di descrivere e�cacemente il fenomeno di secrezione e
cinetica dell'insulina.

Capitolo 4: è presentato il modello minimo così come de�nito da Toffolo
et al. nel 1995 in Diabetes, Vol 44. Dall'analisi di questo modello
strutturale è possibile ottenere informazioni dettagliate sul processo di
secrezione, quali gli indici di sensibilità.

Capitolo 5: viene realizzata ed analizzata l'implementazione in SAAM II
del modello.
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Capitolo 1

Introduzione

I modelli compartimentali hanno dimostrato di essere uno strumento matem-
atico molto utile per la spiegazione e descrizione di sistemi molto di�erenti
tra loro quali i sistemi di �siologia, medicina, economia, ecologia, termodi-
namica e in generale di tutti quelli descritti da variabili non negative la cui
dinamica è legata a leggi di conservazione di massa, energia o informazione.
Il fenomeno della secrezione di insulina rientra proprio in questa categoria di
sistemi. La s�da consiste nell'individuare il modello matematico che meglio
ne descrive gli aspetti e le caratteristiche principali, dando la possibilità di
inferire sulla dinamica del sistema senza ricorrere ad esperi-
menti troppo invasivi e non sempre realizzabili. In questo elaborato si è
voluto presentare, attraverso passi successivi, il percorso che ha portato al
modello minimo presentato da Toffolo et al. nel 1995. Questo modello
risulta ottimale in quanto rispetta una caratteristica fondamentale dei mo-
delli compartimentali: la parsimonia. Il modello è, infatti, semplice, ma non
semplicistico, permettendo una facile, ma e�cace descrizione del fenomeno
di secrezione dell'insulina tramite IVGTT. Quest'ultima a�ermazione tro-
va riscontro nell' implementazione del modello e�ettuata tramite il software
SAAM II e nella successiva analisi dei risultati ottenuti. Quanto presentato
nei successivi capitoli richiede comunque la conoscenza preliminare di alcuni
aspetti e termini �siologici esposti qui di seguito.

1.1 Insulina

L'insulina è un ormone proteico la cui funzione principale è quella di rego-
latore dell'omeostasi del glucosio. E' prodotta dalle cellule β del pancreas e
viene rilasciata nella vena portale (vena che trasporta il sangue al fegato) in
risposta ad un aumento della concentrazione di glucosio. Prima di raggiun-
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8 CAPITOLO 1. INTRODUZIONE

Figure 1.1: Sistema insulina: secrezione, estrazione epatica e cinetica.[1]

gere la circolazione sistemica (circolazione cuore-tessuti-cuore), attraversa il
fegato, dove una consistente porzione, pari a circa il 50% del totale, viene
trattenuta e metabolizzata. L'insulina residua raggiunge invece determinati
organi e tessuti quali il fegato, i muscoli ed i tessuti adiposi, dove svolge
la sua funzione ipoglicemica (promuove il consumo di glucosio e ne inibisce
la produzione epatica) prima di essere eliminata dal fegato e da altri or-
gani come i reni. L'azione dell'insulina dipende dalla sua concentrazione in
prossimità delle cellule sensibili ad essa. Ciò è il risultato di tre processi: se-
crezione pancreatica, estrazione epatica e cinetica dell'insulina (Figura 1.1).
L'insulinemia è la quantità di insulina presente nel sangue che corrisponde,
in condizioni normali, a digiuno, ad un valore pari a circa 0,25-0,96 ng/mol.
Valori anomali possono essere indicazione di complicanze e/o malattie. Sfor-
tunatamente, una descrizione quantitativa di questi processi in un individuo
non è facilmente realizzabile poiché non è possibile e�ettuare misure dirette
senza l'ausilio di esperimenti molto complessi ed invasivi. Proprio per questo
motivo, misurazioni indirette basate su modelli matematici diventano essen-
ziali per determinare, a partire da variabili accessibili, quali la concentrazione
di insulina e glucosio nel plasma, i parametri non accessibili di interesse.

1.2 Diabete

Il diabete è una malattia cronica caratterizzata dalla presenza di elevati li-
velli di glucosio nel sangue (iperglicemia) e dovuta ad un'alterata quantità o
funzione dell'insulina. Esistono due tipi di diabete:

� Diabete Tipo 1: il pancreas non produce insulina a causa della di-
struzione delle cellule β che producono questo ormone; è quindi ne-
cessario che essa venga iniettata ogni giorno e per tutta la vita. La
velocità di distruzione delle β-cellule è, comunque, piuttosto variabile,
per cui l'insorgenza della malattia può avvenire rapidamente in alcune
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persone, solitamente nei bambini e negli adolescenti, e più lentamente
negli adulti.

� Diabete Tipo 2: è la forma più comune di diabete e rappresenta circa
il 90% dei casi di questa malattia. La causa è ancora ignota, anche se
è certo che il pancreas è in grado di produrre insulina, ma le cellule
dell'organismo non riescono poi a utilizzarla. In genere, la malattia
si manifesta dopo i 30-40 anni e numerosi fattori di rischio sono stati
riconosciuti associarsi alla sua insorgenza. Tra questi: la familiarità
per diabete, lo scarso esercizio �sico, il sovrappeso e l'appartenenza ad
alcune etnie.

Esistono altre condizione di alterazione glicemica che però non sono classi-
�cabili come diabete. In particolar modo, l'IFG (Impaired Fasting Glucose)
descrive la condizione in cui i livelli di glucosio sono sopra la soglia di nor-
malità, ma non abbastanza da classi�care tale alterazione come diabete. E'
considerata come una condizione di pre-diabete che solitamente sfocia in
diabete di tipo 2.

1.3 C-Peptide

Il C-peptide è una molecola rilasciata durante la maturazione della pro-
insulina in insulina. Quest'ormone proteico, infatti, non viene prodotto come
tale, bensì in una forma preocorritrice chiamata pre-proinsulina; una volta
sintetizzata, la pre-proinsulina subisce alcune reazioni enzimatiche che la
trasformano in proinsulina. Sempre per intervento di alcuni enzimi, la proin-
sulina si trasforma in insulina de�nitiva tramite allontanamento di un pep-
tide, il cosiddetto peptide di coniugazione o C-peptide. Con ogni molecola di
insulina viene messa in circolo anche una molecola di C-peptide, quindi l'in-
sulina ed il C-peptide vengono secreti in quantità equimolari. Quest'ultimo
però non è metabolizzato a livello epatico, ma è escreto per via renale.

1.4 IVGTT

L'IVGTT (Intravenous Glucose Tolerance Test) consiste in una rapida (ge-
neralmente della durata di 1 min) iniezione in vena di una dose standard di
glucosio (300 mg kg−1). Durante le 3 ore successive si procede con il prelievo
frequente di campioni di sangue dai quali si ricavano i valori di concentrazione
del glucosio, dell'insulina e del C-peptide e tramite l'opportuno modello è
possibile studiare la cinetica e la secrezione.
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Capitolo 2

Modellistica compartimentale

Come già detto nell'Introduzione, la crescente in�uenza dei modelli mate-
matici ed ingegneristici in biologia, medicina e nelle scienze sociali è dovuta
principalmente al ruolo chiave che la teoria dei sistemi dinamici ha nell'unire
queste discipline così diverse. I modelli dinamici di molti sistemi biologici e
�siologici derivano da bilanci di massa ed energia che coinvolgono stati di-
namici non negativi e sono caratterizzati da leggi di conservazione. È proprio
per descrivere tali fenomeni che sono stati formulati i modelli compartimen-
tali. Un compartimento rappresenta una quantità di materia che deve essere
omogenea sia per quanto riguarda la concentrazione sia per quanto riguarda
la cinetica. Un modello compartimentale è costituito da un numero �nito
di compartimenti con relative interconnessioni; queste possono rappresentare
�ussi di materia che �siologicamente vengono trasportati da un posto ad un
altro, ma anche trasformazioni chimiche. [6]

La �gura 2.1 rappresenta l'i-esimo compartimento di un sistema. Le frecce
rappresentano �ussi da e verso il compartimento. La notazione adottata è
la seguente: Ii indica il �usso entrante nel compartimento dall'esterno, Fij

il �usso proveniente dal compartimento j-esimo, Fji il �usso uscente diretto
al compartimento j-esimo, F0i il �usso che dal compartimento i-esimo lascia
de�nitivamente il sistema. Chiaramente ogni Fhk ≥ 0 . Le equazioni generali
del sistema si ottengono scrivendo i bilanci di massa istantanei per ogni
compartimento.

ẋi = Fi(x) =
∑

j 6=i(−Fji(x) + Fij(x)) + Ii(x)− F0i(x) (2.1)

Se Fji è su�cientemente regolare può essere riscritta come:

Fji(x) = kji(x)xi (2.2)

dove kji è detto coe�ciente di trasferimento.
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Figura 2.1: Modello di un compartimento



Capitolo 3

La storia del modello

3.1 Modello organico di secrezione dell'insulina

[1][2]

I meccanismi di controllo del glucosio sulla secrezione delle cellule b
sono complessi e richiedono l'analisi di numerosi aspetti a livello moleco-
lare. In questa sezione viene presentato un modello dell'insulina basato sul-
la teoria della soglia di secrezione (Licko, 1973), teoria incentrata su due
fondamentali assunzioni:

1. La concentrazione di glucosio è capace di stimolare la secrezione di
insulina solo se supera un determinato valore di soglia;

2. Esistono popolazioni di cellule β (pacchetti) aventi di�erenti sensibilità
al glucosio e quindi diversi valori di soglia.

Questa teoria è emersa dall'analisi dei dati sperimentali ottenuti tramite
l'osservazione del pancreas isolato di un ratto, in assenza di e�etti di feedback
dell'insulina sul glucosio (condizione ad anello aperto). In questi esperimenti
la concentrazione di glucosio viene variata all'ingresso al �ne di riprodurre
speci�ci pattern quali il gradino, la scala e la rampa. L'insulina si presenta
come dato in uscita. La secrezione del pancreas è stata misurata moltipli-
cando la concentrazione di isulina all'uscita per il �usso attraverso l'organo
(Figura 3.1).

13
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Figura 3.1: Studi su pancreas isolato di un ratto. Secrezione = ΦI(t)

Sulla base dei risultati sperimentali ottenuti, gli aspetti distintivi del
processo di secrezione possono essere così riassunti:

1. Un impulso a gradino del glucosio provoca un picco iniziale di rilascio
dell'insulina, successivamente al quale la secrezione decresce indipen-
dentemente dallo stimolo ricevuto dal glucosio o dalla secrezione dell'in-
sulina stessa. Dopo questa prima fase ne segue una seconda, più lenta
e ritardata rispetto alla prima. La secrezione cessa immediatamente
dopo la �ne dello stimolo (Figura 3.2).

2. Uno stimolo prolungato ed elevato prodotto dal glucosio rende le cellule
β ipersensibili ad un eventuale stimolo successivo (Figura 3.3).

3. Un aumento rapido della concentrazione di glucosio produce un altret-
tanto rapido picco di secrezione che si riduce se il glucosio aumenta
lentamente.

4. La quantità di insulina secreta durante la prima fase è additiva, nel
senso che è la stessa independentemente dal fatto che il glucosio cresca
da 0 a G attraverso un unico gradino o più di uno.
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Figura 3.2: Secrezione di insulina durante uno stimolo di glucosio a
gradino.[1]
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Figura 3.3: Secrezione di insulina durante uno stimolo di glucosio
caratterizzato da due gradini.[1]

Sulla base dell'osservazione 1 nel 1970 venne proposto da Grodsky il mo-
dello compartimentale rappresentato in Figura 3.4A. Il 1° compartimento
rappresenta l'insulina immagazzinata (98%), mentre il 2° compartimento in-
dica l'insulina immediatamente rilasciabile o labile (2%). Gli scambi tra i due
compartimenti avvengono lentamente, con una costante di tempo che è pari a
100 min per k12 e 1000 min per k21. Il glucosio ha un e�etto di potenziamento
sulla quantità di insulina utilizzabile, poiché promuove l'approvvigionamento
di nuova insulina e il trasferimento dalla forma immagazzinata a quella labile.
Il modello è stato succesivamente sempli�cato e ridotto ad un solo comparti-
mento trascurando la conversione di insulina nella forma stabile (k12)(Figura
3.4B). Si ha quindi la seguente equazione di bilanciamento di massa:

Ẋ(G, t) = −SR(G, t) + P (G, t) X(0) = X0 (3.1)

dove X è l'insulina labile nelle cellule β, X0 è la condizione iniziale, SR
la secrezione di insulina, P l'approvvigionamento e G la concentrazione di
glucosio.

Assumendo che SR dipenda linearmente da X e che P cresca lentamente
con il tempo, il modello descritto da 3.1 è capace di riprodurre, almeno qua-
litativamente, il pro�lo di secrezione bifasica dopo un incremento a gradino
di glucosio: X0 è responsabile della prima fase di secrezione e l'approvvigio-
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Figura 3.4: A: modello a due compartimenti. B: modello ad un
compartimento.[1]

namento P della seconda. Tuttavia, 3.1 è inadeguata a descrivere il pro�lo di
secrezione dopo uno stimolo a scala di glucosio. Il gradino iniziale promuove
la prima fase di secrezione che esaurisce l'insulina labile; in questo modo il
secondo gradino di glucosio potrebbe in�uenzare solamente la seconda fase,
ma non dovrebbe agire in modo da produrre un secondo picco come invece
si può osservare dai dati sperimentali (Figura 3.5).

Queste osservazioni hanno portato alla conclusione che per un dato gradi-
no di glucosio, solo una frazione dell'insulina labile viene rilasciata per la
prima fase, mentre una quantità maggiore è liberata in risposta ad un suc-
cessivo gradino più elevato. Tenendo in considerazione questa caratteristica,
il modello di Figura 3.4B è stato modi�cato (Grodsky, 1972) considerando
l'insulina labile distribuita in pacchetti aventi soglie di sensibilità al glucosio
di�erenti. Ad ogni pacchetto è associato un valore di soglia ϑ tale che:

se G > ϑ, il pacchetto è "aperto" e rilascia insulina;
se G ≤ ϑ, il pacchetto è "chiuso" e non rilascia insulina;

La funzione densità di soglia ξ(ϑ, t) descrive come l'insulina si distribuisce
nei vari pacchetti. ξ(ϑ, t)dϑ rappresenta quindi la quantità di insulina pre-
sente nei pacchetti aventi un valore di soglia compreso tra ϑ e ϑ + dϑ, che
può essere rilasciata quando lo stimolo di glucosio cresce da ϑ a ϑ + dϑ. La
funzione densità di soglia dipende anche dal tempo, poichè la quantità di
insulina stessa varia nel tempo a causa della secrezione, degli scambi tra pac-
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Figura 3.5: Secrezione di insulina in risposta ad uno stimolo di glucosio a
scala.[1]

chetti e così via. Il glucosio promuove la secrezione di insulina dai pacchetti
"aperti", in modo tale che la quantità totale di insulina rilasciabile per un
dato stimolo di glucosio G è:

X(G, t) =

ˆ G(t)

0

ξ(ϑ, t) dt (3.2)

La secrezione di insulina è considerata proporzionale a questa quantità:

SR(G, t) = mX(G, t) = m

ˆ G(t)

0

ξ(ϑ, t)dt (3.3)

L'equazione di stato per ξ(ϑ, t) associata a 3.3 è:

ξ′(ϑ, t) = −mξ(ϑ, t) + γ(ϑ)P (G, t)− Γ
′

∞ξ(ϑ, t) + γ′
ˆ ∞
0

ξ(ϑ′, t)dϑ′ per ϑ < G

(3.4)

ξ′(ϑ, t) = +γ(ϑ)P (G, t)− Γ
′

∞ξ(ϑ, t) + γ′
ˆ ∞
0

ξ(ϑ′, t)dϑ′ per ϑ < G

dove:
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� la condizione iniziale ξ(ϑ, 0) è la funzione densità di soglia al tempo
zero, o in assenza di stimolo da parte del glucosio;

� −mξ(ϑ, t) è il contributo alla secrezione di insulina da parte dei pac-
chetti aventi valore di soglia ϑ, con ϑ < G.

� γ(ϑ)P (G, t) è la frazione di approvvigionamento che ricarica i pacchetti
aventi valore di soglia ϑ , con l'approvvigionamento modellato come
un processo del primo ordine, avente costante di tempo α e valore in
condizione di equilibrio P (G,∞) dipendente da G:

Ṗ (G, t) = −α[P (G, t)− P (G,∞)] (3.5)

� Γ
′
∞ξ(ϑ, t)+γ′

´∞
0
ξ(ϑ′, t)dϑ′descrive lo scambio di insulina tra pacchetti.

Complessivamente il modello consiste di tre equazioni:

1. una equazione di�erenziale del primo ordine (3.4) che descrive la cine-
tica dell'insulina nei pacchetti con ξ(ϑ, t) come variabile di stato;

2. un'equazione di�erenziale del primo ordine (3.5) che descrive il controllo
del glucosio sull'approvigionamento di insulina;

3. un'equazione integrale (3.3) che collega la variabile di stato alle mi-
surazioni.

Questo modello è stato impiegato con successo nella simulazione dei dati di
secrezione dell'insulina di Figura 3.2. I risultati, rappresentati tramite linee
tratteggiate, mostrano una buona concordanza tra i dati e la predizione del
modello, indice del fatto che il modello presentato da Grodsky è capace di
descrivere la risposta di secrezione del pancreas a vari stimoli da parte del
glucosio. Tuttavia, a causa della sua complessità, l'uso di questo modello è
con�nato ai soli �ni di simulazione.

3.2 Stima della secrezione di insulina tramite

deconvoluzione

[1]
Si consideri ora il problema di dover esaminare il pro�lo di secrezione

dell'insulina �in vivo� durante una perturbazione, avendo accesso solamente
ai dati relativi al plasma, quali la concentrazione di insulina nella zona pe-
riferica. Si tratta di un problema di stima dell'ingresso al quale va applicata
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Figura 3.6: Il C-peptide presente nel plasma ri�ette la secrezione pancreatica,
mentre l'insulina nel plasma ri�ette solo la secrezione postepatica.[1]

la tecnica di deconvoluzione. Tuttavia, non è possibile stimare la secrezione
del pancreas a partire dalla concentrazione di insulina nel plasma, in quan-
to, come già precedentemente detto, circa il 50% dell'insulina secreta viene
metabolizzata dal fegato. Per ovviare a questo problema si procede con la
misurazione della concentrazione di C-peptide, molecola secreta equimolar-
mente all'insulina, con un' estrazione epatica trascurabile (Figura 3.6). In
altre parole, la concentrazione di C-peptide nel plasma ri�ette ottimamente la
secrezione pancreatica dello stesso, che a sua volta coincide con la secrezione
di insulina.

La relazione tra SR e concentrazione del C-peptide (CP) è data dall'in-
tegrale di convoluzione:

CP (t) =

ˆ t

−∞
h(t− τ)SR(τ) dτ (3.6)

dove h è la risposta in concentrazione all'iniezione di un bolo di C-peptide.
Il pro�lo di SR durante una perturbazione può quindi essere ricostruito risol-
vendo il problema inverso, derivando cioè SR tramite deconvoluzione, avendo
come dati noti CP e h. La conoscenza della risposta impulsiva h è quindi
un prerequisito che richiede un esperimento aggiuntivo, caratterizzato dalla
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Figura 3.7: Scomposizione del sistema glucosio-insulina.[2]

somministrazione di un bolo di C-peptide con contemporanea infusione di
somatostatina al �ne di inibire la secrezione endogena della molecola.

3.3 Modello strutturale

[1]
Si è visto come la deconvoluzione permetta di ricostruire il pro�lo di

secrezione dell'insulina durante una perturbazione. Tuttavia, è di fondamen-
tale importanza completare questa informazione con la de�nizione di indici
di sensibilità delle cellule β al glucosio, tramite un modello strutturale di se-
crezione dell'insulina. Questi indici permettono di quanti�care il ruolo delle
cellule β, del fegato e dei tessuti periferici nel metabolismo di un individuo.
E' facilmente intuibile come il sistema glucosio-insulina richieda di postu-
lare un modello ad anello chiuso data la forte interconnessione tra i processi.
Per sempli�care l'analisi, tuttavia, sono state sviluppate varie tecniche che
�aprono� l'anello, come quello basato su un modello strutturale di secrezione
di insulina durante un test che genera una determinata perturbazione. Il
meccanismo di feedback glucosio-insulina è attivo durante la perturbazione,
ma l'anello viene aperto �mentalmente� suddividendo l'intero sistema in due
sottosistemi (Figura 3.7) collegati dalle misure di concentrazione del glucosio
ed insulina. I due sottosistemi possono quindi essere modellati separata-
mente. Per il modello di secrezione dell'insulina, il glucosio è l'ingresso noto
del sistema, mentre l'insulina è l'uscita. Il modello minimo presentato nel
prossimo capitolo si fonda su queste assunzioni ed è basato sui dati relativi
al C-peptide tramite IVGTT (Toffolo et al. 1995).
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Capitolo 4

Il modello minimo del C-Peptide

4.1 Modello cinetico del C-Peptide

[1]
Poiché il modello di secrezione dell'insulina si basa sulle misurazioni di

concentrazione del C-peptide nel plasma, è necessario de�nire un modello
cinetico di questa molecola. Il modello è stato proposto da Eaton et al.

nel 1980 ed è mostrato in Figura 4.1.
Il compartimento 1, accessibile per le misurazioni, rappresenta il plasma

e i tessuti a scambio rapido, mentre il compartimento 2 i tessuti a scambio
lento con il plasma. Le equazioni del modello sono:


˙CP1(t) = −(k21 + k01)CP1(t) + k12CP2(t) + SR(t) CP1(0) = CP1b

˙CP2(t) = +k21CP1(t)− k12CP2(t) CP2(0) = CP2b

C1(t) = CP1(t)/V

(4.1)
Dove CP1 (pmol) è la quantità di C-peptide nel compartimento 1, CP2

(pmol) è la quantità nel compartimento 2, k12 e k21 (min−1) sono i parametri
relativi al trasferimento tra compartimenti, k01(min−1) è la perdita irre-
versibile dal compartimento 1, SR (pmol/min) è la secrezione pancreatica che
raggiunge il compartimento accessibile, V (l) è la distribuzione del volume
nel compartimento accessibile.

23
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Figura 4.1: Modello a due compartimenti della cinetica del C-peptide.

4.2 Modello secrezione pancreatica

[3]
Nel corso degli anni sono stati presentati vari modelli di secrezione e

ciò che cambia dall'uno all'altro è l'espressione di SR. Qui di seguito sono
riportate le descrizioni del processo di secrezione relative a tre modelli: M1,
M2, M3. In tutti e tre i modelli SR può essere espressa come la somma di
due contributi: uno dovuto alla secrezione di prima fase ed uno relativo alla
seconda.

SR(t) = SRI(t) + SRII(t) (4.2)

4.2.1 M1

Questo modello descrive la prima fase come un impulso di ampiezza CP0:

SRI(t) = CP0δ(t) (4.3)

Dove δ(t) è la funzione di Dirac.
Nella seconda fase invece, la secrezione cresce linearmente con il tempo

proporzionalmente alla deviazione della concentrazione di glucosio dal valore
soglia h:



4.2. MODELLO SECREZIONE PANCREATICA 25

Figura 4.2: Rappresentazione gra�ca di Y(G,∞).

SRII(t) = γ[G(t)− h] seG(t) ≥ h (4.4)

= 0 seG(h) < h

4.2.2 M2

Questo modello mantiene l'espressione della secrezione di prima fase descritta
daM1. Ciò che cambia è l'espressione della seconda fase, dove viene sfruttata
l'ipotesi di immagazzinamento in pacchetti dell'insulina.

SRII(t) = Y (t) (4.5)

L'approvvigionamento Y è descritto come

Ẏ (t) = −α[Y (G, t)− Y (G,∞)] Y (0) = Y∞ (4.6)

con

Y (G,∞) =

{
Y∞ G < h

β(G− h) + Y∞ G ≥ h
(4.7)

Y decade con costante di tempo α ed è stimolato dalla concentrazione di
glucosio sopra una certa soglia h attraverso il parametro β.

β misura l'abilità stimolatoria del glucosio sulla secrezione dell'insulina,
cioè la risposta ad un livello costante ed elevato di glucosio G.

Y∞ è la produzione legata ad altri agenti di stimolo quali amminoacidi.
Complessivamente:
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Ẏ (t) = −α{Y (G, t)− β[G(t)− h]− Y∞} (4.8)

4.2.3 M3

Il terzo modello introduce rispetto ai primi due un ritardo tra l'approvvigio-
namento Y e la secrezione SR tramite la variabile di stato X, che rappresenta
la quantità di C-peptide nelle cellule β. L'alzarsi della concentrazione di
glucosio sopra il valore di soglia h causa un rilascio di C-peptide proporzionale
ad X:

SR(t) = mX(t) seG(t) ≥ h (4.9)

= 0 seG(h) < h

X è in�uenzato dall'approvvigionamento Y:

Ẋ(t) = −SR(t) + Y (t) X(0) = X0 (4.10)

dove Y è data da 4.8 e X0 è la quantità di C-peptide immagazzinata nel
sistema prima dello stimolo. È anche qui possibile suddividere SR nelle due
componenti. La secrezione di prima fase è dovuta ad X0 ed è descrivibile da
un esponenziale decrescente:

SRI(t) = mX0e
−mt (4.11)

La secrezione durante la seconda fase è il risultato dell'approvvigio-
namento Y e quindi è descritta dall'equazione 4.9 dove X è la soluzione
dell'equazione 4.10 con X(0) = 0.

4.2.4 Confronto

M1 permette un buon �t dei dati quando i parametri di cinetica e secrezione
sono stimati simultaneamente, tuttavia, nel momento in cui si procede con un
esperimento separato per individuare i parametri cinetici, i valori di k21, k12
e k01 sono signi�cativamente di�erenti. M2 ed M3 permettono un buon �t
dei dati anche quando i parametri cinetici risultano �ssati da un esperimento
separato e questo indica che questi due modelli forniscono una descrizione
più realistica della secrezione durante la seconda fase rispetto ad M1. La
predizione dei due modelliM2 edM3 di�erisce in concomitanza della prima
porzione della curva del C-peptide: all'istante t = 0, M2 descrive un au-
mento troppo rapido della concentrazione dal valore basale a quello massimo
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rispetto al reale, mentreM3 riproduce bene il fronte di salita del primo picco.
Ciò è dovuto al fatto che in M3 viene introdotto un ritardo tra l'approvvi-
gionamento e la secrezione. Sulla base di queste osservazioni M3 è stato
scelto come miglior modello nella descrizione del processo di secrezione.

4.3 Il modello minimo �nale

[1][5]

Figura 4.3: Modello minimo del C-Peptide

Il modello, complessivamente, è caratterizzato dalle seguenti equazioni:



˙CP1(t) = −(k21 + k01)CP1(t) + k12CP2(t) +mX(t) CP1(0) = CP1b

˙CP2(t) = +k21CP1(t)− k12CP2(t) CP2(0) = CP2b

Ẋ(t) = −mX(t) + Y (G, t) X(0) = X0

Ẏ (G, t) = −α[Y (G, t)− Y (G,∞)] Y (0) = Y∞

C1(t) = CP1(t)/V

(4.12)
Le equazioni del modello (cinetico e di secrezione) sono lineari e possono

essere riformulate considerando le variabili di stato come deviazioni dallo
stato basale:
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cp1(t) = CP1(t)− CP1b(t) (4.13)

cp2(t) = CP2(t)− CP1b(t)

x(t) = X(t)− Y∞
m

y(t) = Y (t)− Y∞

Da 4.13 e dalla seguente relazione in condizioni di stabilità:

Y∞ = k01CP1b (4.14)

il modello minimo di secrezione del C-peptide e la sua cinetica possono
essere espressi, complessivamente, nel seguente modo:



˙cp1(t) = −(k21 + k01)cp1(t) + k12cp2(t) +mx(t) cp1(0) = 0

˙cp2(t) = +k21cp1(t)− k12cp2(t) cp2(0) = 0

ẋ(t) = −mx(t) + y(t) x(0) = x0

ẏ(t) = −α[y(t)− β(G− h)] y(0) = 0

c1(t) = cp1(t)/V

(4.15)

dove:

� k01 (min−1), k12 (min−1), k21 (min−1) sono i parametri relativi alla cine-
tica del C-peptide;

� m (min−1) è il coe�ciente di secrezione;

� α (min−1) è il coe�ciente di approvigionamento;

� β ( pM
min

dl
mg

)1 è la sensibilità al glucosio durante la seconda fase;

� h (mg/dl) è il valore di soglia della concentrazione di glucosio;

� x0 (pM) è la quantità di C-Peptide secreta durante la prima fase;

� V (l) è il volume relativo al compartimento cp1.

Dopo una opportuna riparametrizzazione, ottenuta normalizzando rispetto
al volume, il modello risulta identi�cabile.

1pM=pmol/litri e dl=100ml.
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4.4 Secrezione ed indici di sensibilità

[5]
Una volta identi�cato il modello è possibile ricavare l'andamento della

secrezione sfruttando la seguente equazione:

SR(t) = k01CP1b +mX(t) (4.16)

In aggiunta al pro�lo della secrezione il modello permette di stimare tre
indici della sensibilità del glucosio sulla prima fase, sulla seconda e sulla con-
dizione basale di secrezione. La sensibilità relativa alla prima fase,φ1 (adi-
mensionale), è data dal rapporto tra l'incremento della quantità di C-peptide
secreta durante la prima fase e il massimo incremento di concentrazione del
glucosio nel plasma DG:

φ1 =
X0

∆G
(4.17)

La sensibilità relativa alla seconda fase, φ2 (min−1), dipende dal parametro
b, il quale descrive l'e�etto stimolatore della concentrazione di glucosio
sull'approvvigionamento:

φ2 = β (4.18)

In �ne, la sensibilità basale al glucosio, φb (min−1), è data da:

φb =
SRb

Gb

=
k01CP1b

Gb

(4.19)

Dove Gb è la concentrazione �nale di glucosio. Valori medi degli indici in
un soggetto sano sono:

φ1 = 91.5± 14.6 φ2 = 11.3± 1.1 φb = 4.11± 0.45 (4.20)

4.5 Parametri standard della cinetica

[4]
Il modello minimo presentato è a�etto da carenza di precisione delle stime

a causa della non univoca identi�cabilità. Per derivare gli indici di secrezione
(α, β, h,m, x0) sono quindi necessari due passaggi. Prima vengono stimati
k12, k21, k01 e il volume di distribuzione del C-peptide V per ogni soggetto
eseguendo un esperimento separato rispetto all'IVGTT. Questo esperimento
aggiuntivo richiede la somministrazione in vena di C-peptide biosintetico con
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infusione di somatostatina al �ne di inibirne la secrezione endogena. In queste
condizioni è quindi possibile determinare l'andamento temporale della con-
centrazione di C-peptide tramite le equazioni di�erenziali che ne descrivono
la cinetica. Successivamente, si derivano matematicamente i parametri di
secrezione. Questa procedura, richiedente due esperimenti separati, oltre ad
essere molto costosa, risulta di�cilmente realizzabile a causa della scarsa
disponibilità di C-peptide biosintetico. Ci si può quindi chiedere se sia pos-
sibile avvalersi di parametri standard e come questi possano essere ricavati.
E. Van Cauter nel 1992 ha studiato e de�nito i fattori che in�uenzano il
metabolismo del C-peptide, giungendo alla de�nizione di formule che per-
mettono di ottenere parametri cinetici di �popolazione�. Lo studio condot-
to consiste nell'e�ettuare l'esperimento di somministrazione del C-peptide
e somatostatina in un gruppo composto da individui sani, obesi e diabetici
(diabete tipo 2); per ogni individuo vengono registrati anche i dati clinici
quali sesso, età, peso, indice di massa corporea (BMI) e area della super�cie
corporea (BSA). Dai confronti sui dati ottenuti si è potuto concludere che:

� il volume di distribuzione dipende dalle misure relative all'obesità, in
particolar modo dal BSA;

� la dipendenza della distribuzione dall'area di super�cie corporea è più
marcata negli uomini che nelle donne;

� la degradazione di C-peptide avviene più lentamente nei soggetti più
anziani;

� se si tengono in considerazione i dati clinici, i parametri cinetici sono
molto simili tra soggetti normali, obesi e diabetici.

Queste osservazioni indicano la necessità di tenere in considerazione i dati
clinici nella determinazione dei parametri cinetici standard. Le cosiddette
�formule di Van Cauter� sono riportate in Figura 4.4.

In conclusione, l'analisi condotta da Van Cauter indica che è possibile
stimare i parametri di secrezione dell'insulina a partire dai dati relativi al C-
peptide nel plasma, avvalendosi di parametri cinetici standard senza perdite
signi�cative in accuratezza (vedi tabella in Figura 4.5).
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Figura 4.4: Formule di Van Cauter.

Figura 4.5: Confronto tra parametri individuali e standard.
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Capitolo 5

SAAM II

5.1 Implementazione del modello

In questo capitolo viene proposta l'implementazione del modello minimo
del C-Peptide (Figura 4.3) in SAAM II, al �ne di ricavare i parametri di
secrezione tramite IVGTT. Questo software permette di creare sistemi di
equazioni di�erenziali ordinarie a partire dalla struttura del modello com-
partimentale. Inoltre, è possibile simulare sul modello protocolli relativi a
svariati e com-
plessi esperimenti. Il modello può poi essere risolto dal software ed è possibile
e�ettuare il �t. Il modello minimo del C-Peptide realizzato con SAAM II è
riportato in Figura 5.1.

L'azione di controllo del glucosio sull'approvvigionamento è resa utilizzan-
do la forcing function FF, strumento messo a disposizione dal software nel
momento in cui è necessario rappresentare elementi che guidano e regolano il
sistema, ma di cui non interessa il sistema in sé. Nel caso in studio, il sistema
del glucosio è considerato noto e ciò che interessa è l'e�etto che esso ha sul
processo di secrezione (condizione ad �anello aperto�). È quindi necessario
un ulteriore compartimento q4 dove viene de�nita la forcing function:

FF = lin(G)− h (5.1)

La funzione lin( ) invoca in SAAM II l'interpolatore al �ne di calcolare i
valori relativi al glucosio anche in corrispondenza di istanti temporali in cui
il dato non viene campionato. In assenza di questa operazione l'applicazione
non è in grado di calcolare i valori intermedi, necessari per l'integrazione.

I coe�cienti di trasferimento sono così de�niti:

� k(5, 4) = αβ;

33
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� k(0, 5) = α;

� k(1, 3) = m;

� k(0, 1), k(1, 2), k(2, 1) sono i parametri cinetici calcolati tramite le for-
mule di Van Cauter e sono quindi pre�ssati.

L'input ex1 è dato in ingresso al compartimento x e consiste nell'approvvi-
gionamento y e nella concentrazione iniziale x0.

s1 è la misurazione e�ettuata nel compartimento accessibile q1 ed è data
da

s1 = q1 + cpb (5.2)

Il sistema è normalizzato rispetto al volume, quindi s1 tiene conto solamente
del valore basale cpb.

Di seguito è riportata l'analisi e�ettuata sui dati relativi a cinque soggetti
sani e cinque a�etti da IFG. Per ogni soggetto sono riportate le seguenti
tabelle:

Tabella dei dati: contiene le informazioni note, cioè i valori di concen-
trazione del glucosio e del C-Peptide in diversi istanti successivi alla
somministrazione del bolo.

Tabella dei parametri stimati: a partire dai dati, risolvendo il modello
ed elaborando il �t, si ottengono i valori medi stimati dei parametri di
secrezione x0, α, h, β,m. Per ogni parametro è de�nito il coe�ciente di
variazione, cioè l'indice di dispersione e della precisione della stima così
de�nito:

CV (p̃) =
SD(p̃)

p̃
× 100 (5.3)

dove SD è la deviazione standard della stima p̃ relativa al parametro p.

Tabella dei parametri �ssi: riporta i valori dei parametri cinetici calco-
lati tramite le formule di Van Cauter (vedi Figura 4.4), evitando la
necessità di un esperimento separato per la loro determinazione.

Tabella degli indici di secrezione: utilizzando le formule 4.17, 4.18 e 4.19
vengono calcolati gli indici di sensibilità basale e quelli relativi alla
prima e seconda fase. Nel calcolo degli indici, al �ne di renderli con-
frontabili con i valori standard (4.20), è necessario moltiplicare ciascun
risultato per il fatto di conversione 1

0,05551
che permette di passare da

mg/dl a mmol/l. Inoltre, gli indici vengono moltiplicati per un valore
di 109, convertendo pmol in mmol.
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Oltre alle tabelle sono riportati per ogni soggetto i gra�ci relativi al �t e
l'andamento dei residui. A titolo esempli�cativo sono rappresentati anche
due gra�ci (uno relativo al soggetto 1 normale e uno relativo al soggetto 1
a�etto da IFG) del pro�lo di secrezione, ricavati utilizzando la formula (4.16).

Figure 5.1: Implementazione del modello in SAAM II
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5.2 Soggetti normali

5.2.1 Soggetto 1

Tabella 5.1: Dati

Parametro stima CV%

x0 (pM ) 5161,6 14
a (min−1) 0,123 166
h (mg/dl) 148,693 35
b ( pM

min
dl
mg ) 0,216 71

m (min−1) 0,074 19

Tabella 5.2: Parametri di secrezione

Parametro Valore

k01 (min−1) 0,052
k12 (min−1) 0,047
k21 (min−1) 0,059

Tabella 5.3: Parametri �ssi

Indice Valore CV%

Φ1 (10−9) 497,4 14
Φ2 (10−9min−1) 3,9 166
Φb (10−9min−1) 6,4 �

Tabella 5.4: Indici Secrezione
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5.2.2 Soggetto 2

Tabella 5.5: Dati

Parametro stima CV%

x0 (pM) 1052,4 23
a (min−1) 0,183 40
h (mg/dl) 128,691 2
b ( pM

min
dl
mg ) 0,787 6

m (min−1) 0,489 52

Tabella 5.6: Parametri di secrezione

Parametro Valore

k01 (min−1) 0,051
k12 (min−1) 0,047
k21 (min−1) 0,059

Tabella 5.7: Parametri �ssi

Indice Valore CV%

Φ1 (10−9) 689,6 23
Φ2 (10−9min−1) 14,2 6
Φb (10−9min−1) 5,2 �

Tabella 5.8: Indici Secrezione
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5.2. SOGGETTI NORMALI 39

5.2.3 Soggetto 3

Tabella 5.9: Dati

Parametro stima CV%

x0 (pM) 4576,5 4
a (min−1) 0,150 32
h (mg/dl) 83,550 6
b ( pM

min
dl
mg ) 0,721 6

m (min−1) 0,405 11

Tabella 5.10: Parametri di se-

crezione

Parametro Valore

k01 (min−1) 0,058
k12 (min−1) 0,048
k21 (min−1) 0,064

Tabella 5.11: Parametri �ssi

Indice Valore CV%

Φ1 (10−9) 275,8 4
Φ2 (10−9min−1) 13,0 6
Φb (10−9min−1) 3,2 �

Tabella 5.12: Indici Secrezione
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40 CAPITOLO 5. SAAM II

5.2.4 Soggetto 4

Tabella 5.13: Dati

Parametro stima CV%

x0 (pM) 2313,5 14
a (min−1) 0,038 31
h (mg/dl) 84,920 11
b ( pM

min
dl
mg ) 0,631 15

m (min−1) 0,093 21

Tabella 5.14: Parametri di se-

crezione

Parametro Valore

k01 (min−1) 0,051
k12 (min−1) 0,047
k21 (min−1) 0,059

Tabella 5.15: Parametri �ssi

Indice Valore CV%

Φ1 (10−9) 123,7 14
Φ2 (10−9min−1) 11,4 15
Φb (10−9min−1) 6,2 �

Tabella 5.16: Indici Secrezione
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5.2.5 Soggetto 5

Tabella 5.17: Dati

Parametro stima CV%

x0 (pM) 1751,2 10
a (min−1) 0,058 10
h (mg/dl) 98,725 5
b ( pM

min
dl
mg ) 1,091 3

m (min−1) 0,248 21

Tabella 5.18: Parametri di se-

crezione

Parametro Valore

k01 (min−1) 0,058
k12 (min−1) 0,048
k21 (min−1) 0,064

Tabella 5.19: Parametri �ssi

Indice Valore CV%

Φ1 (10−9) 91,7 10
Φ2 (10−9min−1) 19,7 10
Φb (10−9min−1) 12,0 �

Tabella 5.20: Indici Secrezione
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Figura 5.7: Plot e residui Soggetto 5



42 CAPITOLO 5. SAAM II

5.3 Soggetti IFG

5.3.1 Soggetto 1

Tabella 5.21: Dati

Parametro stima CV%

x0 (pM) 2571,6 30
a (min−1) 0,170 57
h (mg/dl) 127,228 8
b ( pM

min
dl
mg ) 0,528 20

m (min−1) 0,106 40

Tabella 5.22: Parametri di se-

crezione

Parametro Valore

k01 (min−1) 0,054
k12 (min−1) 0,048
k21 (min−1) 0,057

Tabella 5.23: Parametri �ssi

Indice Valore CV%

Φ1 (10−9) 188,4 30
Φ2 (10−9min−1) 9,5 20
Φb (10−9min−1) 7,0 �

Tabella 5.24: Indici Secrezione
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Figura 5.8: Plot e residui Soggetto 1
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Figura 5.9: Secrezione Soggetto 1
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5.3.2 Soggetto 2

Tabella 5.25: Dati

Parametro stima CV%

x0 (pM) 813,6 31
a (min−1) 0,041 33
h (mg/dl) 86,142 16
b ( pM

min
dl
mg ) 0,527 24

m (min−1) 0,098 48

Tabella 5.26: Parametri di se-

crezione

Parametro Valore

k01 (min−1) 0,058
k12 (min−1) 0,047
k21 (min−1) 0,052

Tabella 5.27: Parametri �ssi

Indice Valore CV%

Φ1 (10−9) 81,5 31
Φ2 (10−9min−1) 9,5 24
Φb (10−9min−1) 4,4 �

Tabella 5.28: Indici Secrezione
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Figura 5.10: Plot e residui Soggetto 2
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5.3.3 Soggetto 3

Tabella 5.29: Dati

Parametro stima CV%

x0 (pM) 1322,1 29
a (min−1) 0,067 32
h (mg/dl) 91,111 11
b ( pM

min
dl
mg ) 0,397 12

m (min−1) 0,093 41

Tabella 5.30: Parametri di se-

crezione

Parametro Valore

k01 (min−1) 0,054
k12 (min−1) 0,047
k21 (min−1) 0,057

Tabella 5.31: Parametri �ssi

Indice Valore CV%

Φ1 (10−9) 84,8 29
Φ2 (10−9min−1) 7,2 12
Φb (10−9min−1) 3,9 �

Tabella 5.32: Indici Secrezione
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Figura 5.11: Plot e residui Soggetto 3
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5.3.4 Soggetto 4

Tabella 5.33: Dati

Parametro stima CV%

x0 (pM) 638,8 55
a (min−1) 0,093 33
h (mg/dl) 107,745 3
b ( pM

min
dl
mg ) 0,987 6

m (min−1) 0,181 91

Tabella 5.34: Parametri di se-

crezione

Parametro Valore

k01 (min−1) 0,054
k12 (min−1) 0,048
k21 (min−1) 0,057

Tabella 5.35: Parametri �ssi

Indice Valore CV%

Φ1 (10−9) 49,8 55
Φ2 (10−9min−1) 17,8 6
Φb (10−9min−1) 8,2 �

Tabella 5.36: Indici Secrezione
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Figura 5.12: Plot e residui Soggetto 4
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5.3.5 Soggetto 5

Tabella 5.37: Dati

Parametro stima CV%

x0 (pM) 149,6 61
a (min−1) 0,050 28
h (mg/dl) 94,94 12
b ( pM

min
dl
mg ) 0,443 15

m (min−1) 0,5 17

Tabella 5.38: Parametri di se-

crezione

Parametro Valore

k01 (min−1) 0,056
k12 (min−1) 0,048
k21 (min−1) 0,055

Tabella 5.39: Parametri �ssi

Indice Valore CV%

Φ1 (10−9) 9,4 61
Φ2 (10−9min−1) 8 15
Φb (10−9min−1) 4,1 �

Tabella 5.40: Indici Secrezione
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Figura 5.13: Plot e residui Soggetto 5
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5.4 Conclusioni

Indipendentemente dal caso in esame (soggetto normale o soggetto IFG), è
possibile fare una prima analisi della bontà dei risultati dell'identi�cazione.

Per quanto riguarda i residui, dalla teoria è noto che essi devono essere il
più possibile scorrelati, a media nulla e per la maggior parte di ampiezza com-
presa tra -1 e 1. Osservando i gra�ci relativi ai residui di ciascun soggetto,
esclusa la porzione iniziale, si nota una buona concordanza con la teoria.
È necessario sottolineare che, trattandosi di dati biologici, è impossibile ot-
tenere precisioni elevate. Negli istanti immediatamente successivi alla som-
ministrazione del bolo previsto dall'IVGTT, la situazione è critica per quanto
riguarda le misurazioni: si tratta di una fase di forte instabilità ed ecco perché
i residui ad essa associati si discostano molto dai valori teorici. La precisione
delle stime numeriche è data dai coe�cienti di variazione che a parte qualche
caso eccezionale, assumono valori abbastanza buoni. Anche in questo caso,
l'impossibilità di avere coe�cienti di variazione più piccoli è dovuta alle con-
dizioni di svolgimento dell'esperimento.

Viste le considerazioni precedenti è possibile comprendere anche il perché
dell'assenza del pro�lo bifasico nella secrezione di C-Peptide. L'IVGTT è un
esperimento che permette di mettere in evidenza ed analizzare la prima fase
di secrezione, mentre la seconda non viene rilevata a causa dei campionamenti
a intervalli temporali troppo elevati per poter apprezzare piccole variazioni
di concentrazione. Passando ad un confronto tra i risultati relativi ai soggetti
normali e quelli associati ai soggetti a�etti da IFG è possibile osservare che:

� La quantità xo(pmol/l) di C-Peptide secreta durante la prima fase è
maggiore nei soggetti normali;

� Il parametro di secrezione m (min−1), la costante di approvvigiona-
mento α (min−1) e la sensibilità alla seconda fase di secrezione β (min−1)
sono generalmente inferiori nei soggetti caratterizzati da IFG;

� Il valore di soglia h (mg/100ml) relativo alla concentrazione di glucosio
è maggiore nei casi di IFG;

Se si osserva l'andamento della concentrazione di C-Peptide, si nota un au-
mento iniziale molto rapido nei soggetti normali, mentre nei casi IFG si ha
un ritardo nel raggiungimento del picco iniziale, dovuto ad un rallentamento
della fase di secrezione. I coe�cienti cinetici k01, k12, k21, calcolati tramite
le formule di Van Cauter, come previsto dalla teoria, assumono valori molto
simili in ciascun soggetto.
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