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Catene di Markov a tempo discreto

Una catena di Markov & un particolare processo aleatorio {X,,}, n € N che assume
valori in uno spazio S dove, per ogni n > 0 e per ogni i,j € S, vale:

P{Xn+1 :JIX = i'--;Xn—l = In-1,...,X1 = 1, Xp = "0}
= P{Xn+1=J| X :":}:Pfj

Definiamo P = (Pj)ijes matrice di transizione



UNIVERSITA
=) DIPARTIMENTO DEGLI STUDI
— DIINGEGNERIA DI PADOVA
—  DELL'INFORMAZIONE DESCRIZIONE DEL LAVORO

Caratteristiche della catena
m irriducibilita: Vi,j€$ 3 n: P; >0

m aperiodicita: uno stato i ha periodo d se P; = 0 per ogni n non divisibile per d,

iy

dove d & l'intero maggiore con questa proprieta. Se d = 1, lo stato e detto aperiodico.

Una catena di Markov irriducibile e aperiodica € definita ergodica.

Distribuzione stazionaria

Una distribuzione 7 definita su S e stazionaria se: mP" =1
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Teorema ergodico

Per una catena di Markov irriducibile ed ergodica, esiste ed e unica 7 distribuzione
stazionaria.

Inoltre, & tale che m; >0V j € S e vale:

lim P; = m; j=>0

n— oo -

La distribuzione 7 ha anche un'ulteriore intepretazione:

M= mj; = tempo medio di ritorno in j
i
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i i g N(b)
Processi di conteggio r
{N(t)}, t > 0 dove N(t) rappresenta il numero  !7 -
totale di eventi verificati fino all’istante t. 2 - o
1 = @
0 =—— —— f —>

Processi di Poisson

Un processo di Poisson N(t) di parametro A & un particolare processo di conteggio con
incrementi indipendenti e stazionari, dove vale:
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S, = istante in cui si verifica I'n-esimo evento (processo di punto).
T» = intervallo di tempo tra I'evento (n-1)-esimo
ed n-esimo (tempi di inter-arrivo).
T, T, i
T ~ Exp(A) iid. TN
0

time
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Processi di nascita e morte

Processo in cui le transizioni da uno stato all'altro sono sia incrementi che decrementi.
| tempi tra una transizione e la successiva hanno distribuzione esponenziale:

m tasso di natalita )\,

; L A A
m tasso di mortalita ., N-2 AN-1

In un processo di Poisson: @m

in=10, Xo=X, YAZ 0 AN=1 AN
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Catene di Markov a tempo continuo

Il processo {X(t), t > 0} & una catena di Markov a tempo continuo se V's,t > 0
e i,J,x(u) interi non negativi con 0 < u < s, vale:

P{X(t+s)=j|X(s)=1i,X(u)=x(u), 0 <u<s}
= P{X(t+s) =Jj| X(s) = i} = Pj(t)

La probabilita di transizione Pj(t) & una funzione del tempo

Vt>0 definiamo P(t) = (Pj(t))jes matrice di transizione al tempo t
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T; = tempo di attesa in / prima della transizione

Proprieta di assenza di memoria: P{T;, >s+t| T, > s} = P{T; > t}

Teorema ergodico per un processo di Markov

Se {X(t), t > 0} e irriducibile ed ergodico, esiste una distribuzione di probabilita 7
unica e invariante tale che

iMoo Ps(t) =7 Yi,jES

Per la distribuzione invariante vale: wP(t) = VY t>0

che equivale a dire: ) .7 Aix = (Z_, Akj) Tk
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Sistemi M/M/1

Sia il processo di arrivo che di partenza sono markoviani, un solo server.

Processo di nascita e morte con A e i costanti.

Definiamo X(t): numero di clienti nel sistema al tempo t.

Server
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Condizione di stabilita per un sistema M/M/1: A< p

Infatti, se {X(t)} ammette una distribuzione invariante T,

n
allora necessariamente: T, = (-E) (1 — ﬁ-)

Riconosciamo una distribuzione geometrica, sensata solo per A < u

o a s . . oo A
Numero medio di clienti: E[X]| =)~ nm, = o |
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Sistemi M /M /k

Sia il processo di arrivo che di partenza sono markoviani, k server.

In questo caso, il tasso di partenza i dipende dal numero n di clienti nel sistema:

B np se 1< n<k
= kpe se n> k A—>
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Condizione di stabilita per un sistema M /M /k: A< kp

Se n > k, l'espressione di m, &, per la condizione di stazionarieta, la seguente:

X X
= (—) T 0 da cui ricaviamo A < kpu
kp /) n!
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In generale, A\; = lim;— N®)  valore medio del tasso di arrivo

t

La formula di Little lega tra di loro i valori medi del numero dei clienti e del tempo
di attesa nel sistema (cosi come solo in coda) tramite il tasso medio A.:

Per il sistema totale: E[X] = Xs E[W]

Per la coda: E[Xg] = As E[W(]
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In particolare, per un sistema M/M/1:

Tempo di attesa: E[w] = 2X = “—ik
Tempo di attesa in coda: E[Wg] = E[W] — i = ﬁ_—ﬂ
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Confronto del tempo di attesa tra M/M/1 e M/M/2

Consideriamo un sistema M/M/1 con tasso di servizio 2y € un sistema M/M /2

con tasso o e dimostriamo che il tempo di attesa medio € minore nel primo caso.

Per un M/M/2, ricaviamo: 7, = (ﬁ)n 1T o

L 2:]—1

00 LT
E[XQ] — Zn:{] nN7n = (Ep—l—).:f){?p,—)u)
A A
E[Xl] — !—51_)‘- = Q.Ur—}k
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Dalla formula di Little: E[Ws] = 252l = 2ot o EWi] = 15 = 5225

Da 2u > A ricaviamo 4p >2u + A da cui: E[Wi] < E[Ws]

Per | tempi di attesa in coda:

EWoi] = EIW] - 3 = sy ElWeol = EIWe] - 4 = g2

Da 2u > A ricaviamo 2u + A >2X dacui:  E[Wg] < E[Wai]
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