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Abstract

La decomposizione in valori singolari estende il concetto di diagonalizzazio-
ne di matrici quadrate alle matrici rettangolari.

Prima di spiegare nel dettaglio come questo sia possibile nel campo dei nu-
meri reali e in quello dei numeri complessi, verranno richiamati concetti di
Algebra Lineare come autovalori e autovettori. Inoltre, per la piena compren-
sione dell’argomento, daremo una panoramica delle proprieta che possiede lo
spazio vettoriale complesso.

Successivamente verranno presentate applicazioni della decomposizione in
valori singolari, come la matrice pseudoinversa e 1’approssimazione di rango
basso, utili in diversi settori ingegneristici, come quello industriale e biome-
dico.
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Introduzione

Quando si studia Algebra Lineare e ci si addentra nel vasto mondo delle matrici, uno dei
problemi piu importanti che si affronta ¢ quello della diagonalizzazione degli endomorfi-
smi, ovvero di funzioni lineari in cui dominio e codominio sono lo stesso spazio vettoriale
V. Tipicamente, data una matrice quadrata A, la quale rappresenta una funzione lineare
f in una base arbitraria di V (generalmente quella canonica), la domanda che ci si chiede
¢ ’esistenza o meno di un’altra base di vettori di V tale per cui la matrice di f rispetto a
tale base sia diagonale. Una matrice diagonale ¢ infatti molto pit semplice e comoda da
usare, poiché le sue proprieta sono immediatamente visibili € manipolarla non richiede
un lavoro computazionale elevato.

In questa tesi ci poniamo I’interessante quesito di “diagonalizzare” una matrice rettango-
lare, che in letteratura risponde al nome di decomposizione in valori singolari (SVD).
Introdurremo svariati concetti utili alla comprensione esaustiva dell’argomento e il tutto
sara corredato da alcuni esempi.

Innanzitutto verranno riviste delle nozioni “di base” di Algebra Lineare per gli endomor-
fismi che sfrutteremo successivamente per spiegare i principi della decomposizione in
valori singolari, sia nel campo dei numeri reali R, che in quello dei numeri complessi C.

Partendo dagli spazi vettoriali definiti all’interno del campo dei numeri reali, ricordia-
mo che la matrice quadrata A risulta diagonalizzabile solo se vengono soddisfatte alcune
condizioni. Incontreremo dunque il problema degli autovalori e degli autovettori. Gli
autovettori sono essenzialmente dei vettori che, se mappati dalla funzione lineare f, man-
tengono la direzione che avevano in precedenza e vengono “stirati” o “ridotti” in modulo
in base alla grandezza degli autovalori corrispondenti (in formule un autovettore v € V
¢ tale che Av = Av, dove A € C ¢ I’autovalore corrispondente). Se si trovano tanti auto-
vettori linearmente indipendenti quanto ¢ la dimensione dello spazio vettoriale V, allora
la funzione f sara diagonalizzabile tramite un opportuno cambio di base; la matrice di f
rispetto a tale base sara percio diagonale. In realta, come vedremo meglio nel Capitolo
1, il problema della diagonalizzabilita impiega ulteriori concetti, come il polinomio ca-
ratteristico, che permette tra le altre cose di trovare gli autovalori di una data matrice e
le relative molteplicita algebriche. La molteplicita geometrica invece fa riferimento alla
dimensione dello spazio vettoriale generato dagli autovettori corrispondenti a un dato au-
tovalore. Noteremo infatti che, per ogni autovalore, se la molteplicita algebrica equivale
a quella geometrica, si ha diagonalizzabilita.

Vi ¢ inoltre una classe di matrici quadrate reali che ¢ particolare perché possiede delle pro-
prieta che la rendono molto interessante e queste saranno molto utili quando parleremo
della SVD e in generale quando estenderemo 1’analisi al caso delle matrici complesse:
la classe delle matrici simmetriche. Relativamente a questa categoria di matrici, pre-
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senteremo e dimostreremo il noto Teorema Spettrale, il quale afferma che ogni matrice
simmetrica a coefficienti reali ¢ sempre diagonalizzabile.

Tuttavia, nella maggior parte dei casi, quando si rilevano dei dati o quando si modella un
qualche fenomeno fisico, emergono matrici rettangolari: a questo punto entra in gioco la
decomposizione in valori singolari. Essa permette di trovare due basi tali che la matrice di
una data funzione g rispetto a tali basi ¢ diagonale ed eventualmente contiene delle righe
o colonne di soli zeri, il rango infatti non puo che essere minore o uguale della minima
dimensione della matrice. Nel Capitolo 2 verra presentato nel dettaglio come, date per
I’appunto una funzione lineare g qualunque che ha come dominio e codominio spazi vet-
toriali diversi e la sua matrice M rispetto alle basi canoniche, sia sempre possibile portare
la matrice in una forma diagonale con i cosiddetti valori singolari sulla diagonale. Que-
sti valori singolari hanno una particolare relazione con gli autovalori della matrice ‘MM,
ovvero con una speciale funzione composta. Il risultato che ne deriva ¢ che esistono delle
matrici del cambiamento di base che permettono di analizzare la matrice M attraverso la
matrice equivalente decomposta nei suoi valori singolari, mantenendone le dimensioni e
il rango.

Seppur meno usata nell’Ingegneria, verra data una esposizione della SVD anche nel cam-
po complesso per completezza, il che pero richiede di spiegare come differisce lo spazio
vettoriale C", per qualche 7, e le matrici complesse dagli analoghi reali. Forniremo quin-
di, nella seconda parte del Capitolo 2 una rapida carrellata di proprieta e definizioni per
queste matrici, che comunque estendono il caso reale in maniera “quasi’ naturale, eccetto
per alcune (nuove) nozioni. Infine, grazie a questi concetti, verra spiegato come calcolare
la SVD anche per una matrice complessa.

Per concludere, nel Capitolo 3, presenteremo alcuni risultati che la SVD ha portato nel
campo dell’Ingegneria, utilizzando articoli scientifici che trattano di processi di produzio-
ne e provengono dal settore elettronico e biomedico.

Daremo un’esposizione teorica della cosiddetta matrice pseudoinversa, una matrice molto
utile nella pratica perché sostituisce il concetto di matrice inversa per le matrici rettango-
lari. La matrice inversa ¢ infatti definita solo per matrici quadrate. Si vedra che il modo
piu veloce e intuitivo per determinare la pseudoinversa utilizza la SVD, in particolare cal-
colando il reciproco dei valori singolari non nulli.

Applicheremo questa teoria ad un problema di valutazione delle condizioni operative
adatte per rispondere alle richieste di qualita della produzione e del design di prodotti
( [1]). Vedremo che, in questo contesto, € necessario invertire una matrice rettangolare, il
che porta all’impiego della pseudoinversa come possibile soluzione del problema.

Vedremo successivamente 1I’approssimazione di rango basso, la quale permette per 1’ap-
punto di approssimare, tramite una funzione di costo opportuna, una matrice M con un’al-
tra matrice di rango inferiore, sfruttando la decomposizione in valori singolari della ma-
trice M.

Analizzeremo brevemente come viene usata per ridurre 1’influenza del rumore in un si-
stema elettronico che rileva la composizione chimica dei gas tramite dei sensori ( [4]).
Grazie alla SVD e all’analisi dei valori singolari, sara possibile ricavare le informazioni
pill importanti sul riconoscimento di gas e odori nonostante la presenza del rumore co-
struendo una matrice di rango piu basso e contenente i valori singolari con peso maggiore.



Per concludere, indagheremo brevemente su come la SVD permetta il riconoscimento di
semplici gesti della mano e I'identificazione del livello di disabilita di una persona nel
camminare ( [5]). Tramite la misurazione di punti fissati in istanti diversi con dei sensori
verranno costruite tre matrici sulla base delle rilevazioni eseguite. La SVD di queste tre
matrici fornisce delle informazioni piu chiare sui movimenti effettuati ed ¢ quindi un me-
todo efficace da applicare per un sistema di riconoscimento automatico.

Per riassumere, il documento sara cosi organizzato:

* Nel Capitolo 1, ripasseremo concetti di Algebra Lineare come autovalori, autovet-
tori, diagonalizzazione di matrici quadrate e tutti i loro aspetti nel campo R; suc-
cessivamente rivedremo le proprieta delle matrici simmetriche e, a loro proposito,
enunceremo e dimostreremo il Teorema Spettrale, che esprime uno dei risultati piu
importanti dell’intera teoria delle matrici.

* In seguito, nel Capitolo 2, analizzeremo nel dettaglio la decomposizione in valo-
ri singolari per matrici reali, fornendo anche un’interpretazione geometrica. Esa-
mineremo poi lo spazio vettoriale C" e le sue proprieta e, grazie a tali concetti,
comprenderemo come funziona la SVD anche per matrici complesse.

* Infine, nel Capitolo 3, apprezzeremo la potenza della SVD osservando alcune del-
le applicazioni pit importanti che ha portato al mondo dell’Ingegneria, quali ad
esempio la matrice pseudoinversa e 1’approssimazione di rango basso. Ne daremo
una trattazione teorica e vedremo come vengono utilizzate aiutandoci con articoli
scientifici di svariati settori ingegneristici.






Capitolo 1

Richiami di Algebra Lineare

In questo capitolo verranno rivisti alcuni concetti fondamentali di Algebra Lineare, quali
autovalori, autovettori e autospazi e il problema della diagonalizzazione di matrici qua-
drate. Enunceremo successivamente un teorema utile che assicura la diagonalizzazione
di una classe di particolari matrici: le matrici simmetriche. Verranno anche mostrati degli
esempi per chiarire tali nozioni.

1.1 Autovalori e autovettori

Siaf: V — Vuna funzione lineare, dove V ¢ uno spazio vettoriale di dimensione n definito
sul campo K. La diagonalizzazione di un endomorfismo (trasformazione lineare in cui
dominio e codominio coincidono) equivale a domandarsi se esiste una base di V per cui
la corrispondente matrice di f sia in forma diagonale, ovvero ci siano elementi diversi da
0 al piu sulla diagonale, che ¢ la struttura pit semplice e conveniente per una matrice.

Definizione 1.1.1. Un endomorfismo fdi V ¢ diagonalizzabile se esiste una base di V per
cui la matrice di frispetto a tale base sia diagonale.

Inoltre, tale matrice deve rappresentare la stessa funzione f, quindi la matrice iniziale A
¢ diagonalizzabile se esiste una matrice diagonale D e una matrice invertibile S tale che
A=SDS™!.

Ricordiamo che le due matrici A e D possiedono questa precisa relazione tramite la
matrice S, detta matrice del cambiamento di base, che a sua volta rappresenta la funzione
identita rispetto alle due basi diverse di V.

Dalla definizione vista sopra, richiedere 1’esistenza di una tale base significa che devono
esistere n vettori linearmente indipendenti vy,...,v, tali che fiv;) = Ajv; peri=1,...,n.
La matrice di f rispetto a questa base assume quindi la seguente forma:

A 0 - 0
0 A -~ 0
0 0 - A,
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Definizione 1.1.2. Un autovalore di f & un valore A € K per cui esiste almeno un vet-
tore v € V, v # 0 tale che f{v) = Av. In aggiunta, v viene detto autovettore di f relativo
all’autovalore A.

Se prendiamo 1I’equazione f{v) = Av e vediamo Av come un’applicazione lineare del ti-
po Aidy (funzione identica moltiplicata per lo scalare A ), possiamo riscrivere la relazione
in questo modo: (f— A)(v) = 0. Di conseguenza, I’insieme degli autovettori relativi all’ au-
tovalore A ¢ il nucleo della nuova funzione lineare che prende un vettore v e lo trasforma
in f(v) — Av, ovvero poniamo V; = Ker(f— A). L’insieme V; & quindi un sottospazio vet-
toriale di V, essendo il nucleo di un’applicazione lineare e viene chiamato autospazio di f
relativo all’autovalore A.

Per calcolare autovalori e autovettori, vediamo subito che dalla definizione la condizione
necessaria e sufficiente perché A € K sia un autovalore ¢ che Ker(f— 1) # {0}, ovve-
ro che la funzione f— A non sia iniettiva, cio¢ non sia un isomorfismo e quindi valga
det(f— A) = 0. Per calcolare questo determinante, basta prendere una matrice A di f
relativa a una base qualsiasi di V e ricordare che la matrice di Aidy ¢ la matrice ottenu-
ta prendendo la matrice identita I,, o (/) e moltiplicandola per A; a questo punto si ha
det(A — A1L,).

Definizione 1.1.3. Data una matrice A di ordine n a coefficienti in K e data x una variabile
incognita, il polinomio caratteristico di A ¢

Py(x) = det(A —x-1).

Osservazione 1.1.4. 11 polinomio caratteristico ¢ quindi di grado n a coefficienti in K e si
dimostra essere invariante rispetto a basi diverse (e quindi matrici diverse) della stessa fun-
zione lineare, ovvero si puo parlare di polinomio caratteristico Py(x) di un endomorfismo

fdiv.

Osservazione 1.1.5. A € K & un autovalore di f se e solo se A ¢ una radice di Py(x), cio¢
se Py(A) = 0. Quest’ultima equazione viene chiamata equazione caratteristica.

Vediamo un esempio chiarificatore.

Esempio 1.1.6. Consideriamo la matrice

Il polinomio caratteristico di A ¢

det(A —x-I) = det <_S_X 8 > =32 —2x—3.

-4 T—x
Ponendo x? — 2x — 3 = 0 troviamo le radici reali x; = —1 e x, = 3, ovvero i due autovalori
di A.
Per trovare gli autovettori corrispondenti all’autovalore A; = —1 cerchiamo le soluzioni

del seguente sistema:



1.1. AUTOVALORI E AUTOVETTORI 7

(9 0)-0)

le cui soluzioni sono, per entrambe le equazioni, date da x; = 2x,.
L’ autospazio relativo a A; ¢ quindi
aeR}

()

che ha dimensione 1 e una base del sottospazio ¢, ad esempio, formata dal solo vettore
vy =(2,1).
Per quanto riguarda 1’autovalore A, = 3, gli autovettori si trovano dalle soluzioni del

sistema
X1\
(A=3-1) (x2) =0

S H0)-0)

e le sue soluzioni provengono dalla sola equazione x; = x5.
L autospazio relativo a A, ¢ quindi

o={(3)per)

il quale ha anch’esso dimensione 1 e una base del sottospazio ¢, ad esempio, formata dal
solo vettore v, = (1,1).

I due vettori v e v, sono linearmente indipendenti (non sono paralleli) e quindi formano
una base di R?, percio esiste una base di R? formata da autovettori di A e quindi A &

diagonalizzabile. Si pud infatti verificare che D = S~!AS, dove D = (_01 g) eS=
21
1 1)

Per caratterizzare meglio autovalori e autovettori e capire quando una matrice arbitra-
ria ¢ diagonalizzabile o meno, ¢ necessario introdurre ulteriori concetti.

che equivale a

cioe

Definizione 1.1.7. Sia f un endomorfismo di uno spazio vettoriale di dimensione finita
V, sia Px(x) il suo polinomio caratteristico e A € K un autovalore di f. La molteplicita
algebrica di A ¢ il pitl grande intero m tale che Py(x) sia divisibile per (x —4)", d’altra
parte la molteplicita geometrica di A & la dimensione dell’autospazio V; = Ker(f—1).

Proposizione 1.1.8. Dato un autovalore A € K di molteplicita algebrica m di un endo-
morfismo f di V si ha che la molteplicita geometrica di A é minore o uguale della sua
molteplicita algebrica, ovvero

dim V)L S m.
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Dimostrazione. Siar =dim V) esiavy,...,v, una base di V,. Completiamo tale base ad
una base di V aggiungendo gli n — r vettori arbitrari v, 1, ..., v, ai precedenti r.
Rispetto a questa base la matrice A di f assume la seguente forma a blocchi:

A-1, B
a=(%" )

dove B ¢ una matrice con r righe e n — r colonne, mentre C ¢ quadrata di ordine n —r.
Il polinomio caratteristico di f ¢ quindi

P(x) =det(A—x-I) =det ((A —x)-1,)det(C—x-I) = (A —x)"det(C—x-1I).

Dall’arbitrarieta delle matrici B e C vediamo quindi che A & una radice del polinomio ca-
ratteristico con molteplicita almeno uguale a r percio si ha m > r = dim V), che dimostra
la tesi. 0

Teorema 1.1.9. Sia f: V — V un endomorfismo di uno spazio vettoriale V di dimensione
n sul campo K. Siano inoltre Ay, ..., A, gli autovalori di fe my,...,m, le rispettive molte-
plicita algebriche. Allora f e diagonalizzabile se e solo se m; + ---+m, = n e, per ogni
autovalore, la sua molteplicita algebrica coincide con la molteplicita geometrica.

Dimostrazione. Dobbiamo dimostrare entrambe le implicazioni.
Se f'¢ diagonalizzabile esiste una base di V rispetto alla quale la matrice di f ¢ diagonale e
a blocchi del tipo

Medy 0 o0
0 Ayl - 0
0 0 Ay,

Il polinomio caratteristico, usando questa matrice, risulta quindi
PAx) = (2 =)™ (A —x)"™ - (A — )™

percio & vero che my + - - - +m, = deg P(x) = n. Inoltre esiste una base di V' di autovettori
di f, da cui segue che

dimV, +dimVy, +---+dimV; =n=dimV

e vale di conseguenza che dim V,, = m;Vi = 1,...,r dal fatto che m; > dim V;_(Proposi-
zione 1.1.8).

Viceversa, supponiamo che m; + --- +m, = n e che, per ogni autovalore A;, la sua mol-
teplicita geometrica coincida con la molteplicita algebrica; vogliamo dimostrare che f ¢
diagonalizzabile.

Per ipotesi, dim V,, = m;, quindi esiste una base v;i,...,vin, dell’autospazio Vy Vi =
1,...,r. Per ogni autospazio ci sono m; autovettori e, sempre per ipotesi, mj + - - - +m, =
n. Di conseguenza, I’insieme di tutti gli autovettori di f contiene n vettori linearmen-
te indipendenti (si dimostra che autovettori relativi ad autovalori distinti sono linear-
mente indipendenti) e quindi esiste una base di V formata da autovettori e pertanto f ¢
diagonalizzabile. [
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1.2 Matrici simmetriche

1.2.1 Introduzione e prime proprieta

Definizione 1.2.1. Sia A € M,(K) una matrice quadrata di ordine n a coefficienti in un
campo K. A & simmetrica se 'A = A, & antisimmetrica se 'A = —A.

Lemma 1.2.2. Dato v = (ay,...,a,) € C", sia v = '(ay,...,a,) il vettore complesso
coniugato di v. Allora, Vv € C", si ha'vv > 0 e 'vv = 0 se e solo se v = 0.

Dimostrazione.

W= (ay,...,a,)

an
=aiay+---+apap
= ‘a1’2+"‘+|an‘27

dove abbiamo usato il fatto che Vz € C si ha zz = |z|>. Pertanto 'vi & una somma di
quadrati reali e notiamo che vale 0 solo quando a; = 0Vi = 1,...,n, il che dimostra il
lemma. Si veda la sezione 2.2 per chiarimenti sulle operazioni tra numeri complessi. [

Teorema 1.2.3. Sia A € M, (R) una matrice simmetrica, di ordine n, a coefficienti reali.
Allora A possiede n autovalori reali (non necessariamente distinti).

Dimostrazione. 11 polinomio caratteristico di A P4(x) = det(A —x-I) & un polinomio
di grado n a coefficienti reali. Per il Teorema Fondamentale dell’ Algebra, I’equazio-
ne P4(x) = 0 ha n soluzioni nel campo complesso, quindi A possiede n autovalori
Ar,o.., A, eC.

Si prenda un autovalore A € C di A e un corrispondente autovettore v € C", vale quin-
di Av = Av. Ricordando che A = A perché A & una matrice a coefficienti reali, si ha
che Av = A7, che si ottiene eseguendo 1’operazione di complesso coniugato all’ugua-
glianza precedente. Se invece si applica 1’operazione di trasposizione a Av = Av si trova
"v!'A = A'v, che equivale a 'vA = A'v, dato che ’A = A per ipotesi. Moltiplicando entrambi
1 membri di questa uguaglianza a destra per v si ha:

WAY = A'vv.

Visto che Av = A7, si ottiene A’vv = AV, ovvero (Z — l_)tvf/ = 0. Ovviamente v # 0,
inoltre per il lemma 1.2.2 si ha "vv > 0, percio deve essere A — A = 0, ovvero A = A, che
significa A € R. N

1.2.2 Forme bilineari e matrici

Prima di enunciare altri risultati per la diagonalizzazione di matrici simmetriche, introdu-
ciamo un concetto utile anche in seguito, che ¢ quello delle forme bilineari.
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Definizione 1.2.4. Una forma bilineare su V & una funzione
g:VxV—=K,  (v,w)— gv,w),
lineare rispetto a ciascuno dei due argomenti, cio¢ tale che
(D) g(Mvi+Ava,w) = Aig(vi,w) + A2g(v2,w),
(i) g(v, w1+ tawz) = g(v,w1) + Hag(v, w2),
per ogni A, Ay, Uy, o € Keogniv,vi,vo,w,wi,wy € V.

Definizione 1.2.5. Una forma bilineare g: V x V — K ¢ detta simmetrica se
g(v,w) = g(w,v), per ogni v,w € V.

Definizione 1.2.6. Sia V uno spazio vettoriale dotato di una forma bilineare simmetri-
ca non degenere (ovvero con Ker(g) = 0). Due vettori v, w si dicono ortogonali se
g(v,w) = 0. Due sottospazi vettoriali Uy, U, C V si dicono ortogonali se g(uy,uz) = 0, per
ogni u; € Uy e ogni up € U,. Inoltre, dato un sottoinsieme S di V definiamo [’ortogonale
di S:

St={veV|glv,w)=0,vweS}.

Sia ora K = R. Una forma bilineare simmetrica viene detta definita positiva se
g(v,v) > 0,Vv € V,v # 0, semidefinita positiva con > nella disuguaglianza invece di >
e analogamente con < e < per la forma definita (e semidefinita) negativa ed ¢ indefinita
negli altri casi.

Infine, una base formata da vettori di V a due a due ortogonali ¢ detta una base ortogonale
di V mentre una base ortonormale & una base ortogonale con la condizione aggiuntiva che
g(v,v) = 1 per ogni vettore v della base.

Nel nostro caso, ci interessano le forme bilineari simmetriche definite positive.

Definizione 1.2.7. Dato V uno spazio vettoriale dotato di una forma bilineare simmetrica
definita positiva, la norma di un vettore v € V ¢ cosi definita:

VIl = g(v,v).

Segue infatti che ||v|| > 0e ||Av]| = |A|||v||Vv € Ve VA € R, e vale ||v|| =0 se e solo se
v=0.

Osservazione 1.2.8. 1l prodotto scalare usuale in R” ¢ una forma bilineare simmetrica non
degenere definita positiva:

n
v-w=aib;+---+ayb, = Zaibh
i=1

dove v = (ay,...,a,) € w = (by,...,by). Uno spazio vettoriale dotato di una forma
bilineare simmetrica definita positiva viene detto spazio vettoriale euclideo.
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La matrice di una forma bilineare simmetrica rispetto a una base v di V ¢ la matrice G
con elementi g; = g(vi,vj).
Quando si effettua un cambio di base, anche la matrice cambia e si trova una relazione
particolare; denominate G la matrice scritta rispetto alla base v e G’ rispetto alla base v’
che rappresentano la stessa forma bilineare simmetrica e P la matrice del cambiamento di
base con le componenti dei vettori della base v’ scritte rispetto alla base v, si ottiene la
seguente formula:

G’ ='PGP,

in tal caso G e G’ sono dette congruenti. In particolare se le basi v e v’ sono ortonormali
si trova che 'PP = I. Una matrice P tale che ' PP = I viene detta matrice ortogonale.

Si dimostra inoltre che ogni spazio vettoriale V di dimensione finita sul campo R, dotato
di una forma bilineare simmetrica definita positiva g, possiede una base ortonormale,
percio, operando un cambio di base, data una matrice G simmetrica definita positiva (che
rappresenta la forma bilineare definita positiva), esiste sempre una matrice P invertibile
tale che ‘PGP = 1I.

1.2.3 Teorema spettrale

Definizione 1.2.9. Una funzione lineare f: V — V ¢ detta simmetrica se

fv)-w=v-flw)

per ogni v,w € V. E vero in realtd che una funzione lineare & simmetrica se e solo se
la relazione sopra vale per i soli vettori di una base arbitraria di V. Inoltre una funzione
lineare ¢ simmetrica se e solo se, presa una base ortonormale di V, la matrice rispetto a
tale base ¢ simmetrica.

Teorema 1.2.10. (TEOREMA SPETTRALE). Siano V uno spazio vettoriale euclideo e
f: V— V una funzione lineare. Allora f é ortogonalmente diagonalizzabile, cioé esiste
una base ortonormale di autovettori di f, se e solo se f e simmetrica. Di conseguenza,
data una matrice simmetrica definita positiva a coefficienti reali, essa puo sempre es-
sere trasformata in una matrice diagonale tramite una matrice di cambiamento di base
ortogonale.

Dimostrazione. Supponiamo che f sia ortogonalmente diagonalizzabile, cioe che esista
una base ortonormale di V fatta di autovettori di f. La matrice rispetto a tale base ¢ una
matrice diagonale e quindi simmetrica. Cio implica che f'¢ simmetrica.

Viceversa, dimostriamo per induzione che ogni funzione simmetrica ¢ ortogonalmen-
te diagonalizzabile. Se dim V = 1, sia v; una base ortonormale di V, si ha dunque
f(vi) = A1vy, ovvero vy & un autovettore di f.

Supponiamo che V abbia dimensione n > 1 e che I’enunciato sia vero per spazi vettoriali
di dimensione n — 1. Presa una base ortonormale {u,...,u,} di V, la matrice A di f ri-
spetto a tale base ¢ simmetrica per ipotesi, quindi ha n autovalori reali (si veda il Teorema
1.2.3).

Sia A; un autovalore di f e v un autovettore corrispondente, si prenda W = (v{)*. Dalla
simmetria di f, vale infatti che f(v{)-w = A1v; -w =0=v; -f(w), dunque f{w) € (v) )+ =W
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per ogni w € W. La funzione f|y: W — W ristretta a W & anch’essa una funzione lineare
simmetrica con dimW =n — 1.

Per ipotesi induttiva essa ¢ ortogonalmente diagonalizzabile tramite una base ortonormale
di W{wy,...,w,} di autovettori di f|w. Basta quindi porre w; = v /||v1|| ed osservare che
i vettori wy,...,w, formano una base ortonormale di V costituita da autovettori di f. [



Capitolo 2

Decomposizione in valori singolari
(SVD)

Abbiamo visto nel Capitolo 1 come calcolare autovalori e autovettori e, come stabilito dal
Teorema Spettrale (Teorema 1.2.10), le matrici reali simmetriche siano sempre diagona-
lizzabili. Ora invece andremo a presentare un’estensione di tale teoria a matrici generiche
(quindi anche rettangolari) e come esse siano decomponibili in valori singolari. Vedremo
poi di estendere 1 risultati al caso complesso.

2.1 Decomposizione in valori singolari per matrici reali

Si considerino due spazi vettoriali V e W dotati ciascuno di forme bilineari simmetriche
definite positive g e h, ci0 significa che in V e W esistono basi ortonormali; essi sono
quindi isometrici rispettivamente a R” e R™, per qualche n, m. Possiamo quindi suppor-
re che essi siano R" e R™; sia f: V — W una funzione lineare, ¢ possibile considerare
f:R" — R™ senza perdita di generalita.

Sia A = M{(f) la matrice di frispetto alle basi canoniche, quindi A ha m righe e n colonne.

Definizione 2.1.1. La trasposta di f ¢ una funzione lineare f*: R — R” tale che soddisfi
la seguente uguaglianza:

vofi(w) =fv)-w,

per ogni v € R" e ogni w € R"”.

Osservazione 2.1.2. Notiamo che tale definizione ¢ molto simile a quella per la funzione
simmetrica (Definizione 1.2.9) che valeva per endomorfismi, la trasposta allarga il con-
cetto a funzioni lineari qualunque.

La funzione f* & detta la trasposta di f perché la sua matrice rispetto alle basi canoniche
e (eq,...,en) e €™ (ey,...,ey) & la trasposta della matrice A = (a;) di f: MS(fY) = A.
Indichiamo con B = (b;;) la matrice di f* rispetto alle basi canoniche, vogliamo dimostrare
che B ="A.

Siha f*(e;) = Y|_, bjjes, per ognij = 1,...,m. Vale quindi ¢; - f*(e;) = by;, ricordando che
ej-e;=0Vi# jmentre e;-¢; = 1.

Analogamente, f(e;) = Y.;" | aje;, per ognii = 1,...,n e si ottiene f(e;) - ¢j = a;.

13



14 CAPITOLO 2. DECOMPOSIZIONE IN VALORI SINGOLARI (SVD)

Dalla definizione di trasposta, risulta infine che e; - f*(¢;) = f(e;) - ¢, cioe b;; = aji, ovvero
B ="A.

Si puo dimostrare, similmente a quanto fatto sopra per la matrice di f*, che nucleo e
immagine delle due funzioni fe f* sono legati dalle seguenti uguaglianze:

Ker(f) = (Imf)*, Im(f*) = (Kerf)™".
Consideriamo ora le funzioni composte
fofi:R" - R", fof:R" —R"

le cui matrici, rispetto alle basi canoniche, sono ‘AA e A’A, rispettivamente. ‘AA & una
matrice quadrata di ordine n, simmetrica poiché ' ("fAA) =‘AA. Analogamente A’A & una
matrice quadrata simmetrica di ordine m.

Proposizione 2.1.3. La matrice 'AA ¢ semidefinita positiva, inoltre si ha
Ker('AA) = Ker(A).
La matrice A'A ¢ anch’essa semidefinita positiva, inoltre si ha Ker(A'A) = Ker'A.

Dimostrazione. Verifichiamo 1’enunciato solo per ‘AA, la dimostrazione per A’A ¢ del
tutto analoga.
Per ogni v € R", si ha

W(IAA)Y = (WA)(Av) =(Av)(Av) ='ww =w-w = ||w||2 >0,

dove si & posto w = Av. In questo modo 'AA & semidefinita positiva.

Inoltre, osserviamo dal calcolo fatto sopra che ‘v(*AA)v = 0 se e solo se w = 0, ovvero se
e solo se v € KerA. Quindi, se v € Ker(*AA) si ha sicuramente ‘v('AA)v = 0, segue che
v € KerA. Cio dimostra che Ker(AA) C KerA. Banalmente KerA C Ker('AA) dato che,
se Av = 0, allora anche ("AA)v =A(Av) = 0; cid dimostra che Ker('AA) = KerA. O

La matrice ‘AA & simmetrica, quindi & ortogonalmente diagonalizzabile, ovvero esiste
una base ortonormale di R” formata da autovettori di ‘AA. Essendo tale matrice semide-
finita positiva, i suoi autovalori A; sono > 0. Indichiamo ora con r il rango di A, dunque
dim(KerA) = n—r. Ricordando che Ker(AA) = KerA, si deduce che la matrice ‘AA ha
un autovalore A = 0 di molteplicita n — r e il corrispondente autospazio & esattamente il
nucleo di A.

Sia quindi v una base ortonormale di R”" formata da autovettori di ‘AA, dove v =

{Viy.eey Ve, U1y .. uy—r}. Poniamo dunque (‘AA)v; = Ajv;, dove Ay,..., A, sono gli au-
tovalori non nulli di ‘AA, e ("AA)u;j =0 per j=1,...,n-r. I vettori uy,...,u,—, formano
una base ortonormale di Kerf, mentre vy,...,v, costituiscono una base ortonormale di

V’ = (Kerf)*. Si ha quindi che V & decomposto nella somma diretta V =V’ @ Kerf =
(Kerf)* @ Kerf. Applicando la funzione f'si ottiene:

f(Vl) = Wi, -"7f(vr) :Wr,f(”l) =0, ...,f(un,r) =0,
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dove Imf = (wy,...,w,). Dimostriamo ora che i vettori wy,...,w, sono a due a due
ortogonali. Infatti se i # j si ha:

wi-wj=f(vi) - f(v;) = (Avi) - (Avj) =" (Avi)(Avj) = ViAAv; =vidv; = Avi-v; =0

poiché v; & un autovettore di ‘AA relativo all’autovalore A; e i vettori v; e v; sono ortogo-
nali per ipotesi.

Possiamo quindi normalizzare i vettori w;, ponendo W; = w;/||wj||, cosi da ottene-
re una base ortonormale {Wy,...,w,} di Imf. Consideriamo poi una base ortonor-
male {zi,...,2n_r} di (Imf)* e otteniamo percid una base ortonormale di R”, w =

{Wlu"wwhzla"wzm—r}-

Proposizione 2.1.4. La matrice MY (f) di f, rispetto alle basi v di R" e w di R™, ¢ una
matrice a blocchi del tipo

o 0 - 0 0 --- 0
0 ap - 0 0 --- 0
D=My)=10 --- 0 a | 0O --- 0
0O --- 0 0 0 --- 0
0O --- 0 0 0 --- 0

dove gli o; sono le radici quadrate (positive) degli autovalori non nulli A; di "AA:

o =i

Dimostrazione. Osserviamo che f(vi) =w; = oWy, ...,f(v,) =w,=oW,, e poi
flur) =0, ..., flup—r) =0, dove o = ||wi|]| >0, peri =1,...,r. Cido dimostra la forma
della matrice rispetto a tali basi.

Dimostriamo ora che Oci2 = A;. Ricordando che v; & un autovettore di ‘AA associato
all’autovalore A;, si ha:

t 2
vi-(AA)v,-:vi-livi:/li||v,~|| = A
Usando la stessa espressione, si ha anche:

vi- (AA)v; = vi'AAv; = (Av)) (Avy) = 'wiw; = ||wi||* = o

1
percio vale Oti2 = A;, come volevasi dimostrare. O]

Definizione 2.1.5. Gli elementi sulla diagonale della matrice D sono detti i valori sin-
golari della funzione f, o della matrice A, solitamente si intende i valori non nulli
ay,...,0. Questi valori singolari vengono normalmente disposti in ordine decrescen-
te ot > 0 > -+ > oy > 0. Ovviamente il numero di valori singolari non nulli ¢ il rango

dif

Le matrici A = Mg(f) e D = MY (f) rappresentano quindi entrambe la stessa funzione
lineare frispetto a basi diverse del dominio e del codominio. Le matrici di cambiamento di
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base sono: in R” la matrice P = M$(id), le cui colonne sono le coordinate dei vettori della
base ortonormale v scritte rispetto alla base canonica di R"; in R la matrice Q = Mg, (id),
le cui colonne sono le coordinate dei vettori della base ortonormale w scritte rispetto alla
base canonica di R™. P e Q sono dunque matrici ortogonali e si ha P l=tpep =10
Dalla formula del cambiamento di base

M ()M (id) = My (id )My (/)
segue che AP = QD e quindi
A=0DP '=0D'P, D=0 'AP="0AP.

Queste formule rappresentano la decomposizione in valori singolari della matrice A. Le
colonne di Q, cioe i vettori della base ortonormale w, sono detti i vettori singolari sinistri
di A, mentre le colonne di P, cio€ 1 vettori della base ortonormale v, sono detti 1 vettori
singolari destri.

Osservazione 2.1.6. Le considerazioni fatte fino ad ora hanno riguardato solo la matrice
'AA. Per quanto concerne la matrice A’A, di ordine m, essa € a sua volta simmetrica e, per-
tanto, ortogonalmente diagonalizzabile. Sfruttando la decomposizione in valori singolari
di A, si ha:

A'A=(QD'P)(QD'P)=0Q0D'PP'D'Q=0Q(D'D)'Q.

La matrice D'D & una matrice diagonale i cui elementi non nulli sulla diagonale principale

sono 0512 = A,..., 02 = A,. Percid gli autovalori non nulli Aq,...,A, di "AA sono anche
gli autovalori non nulli di A’A. Inoltre le colonne della matrice Q sono formate dalle
coordinate degli autovettori di A’A, che sono quindi i vettori Wy,..., Wy, Z1,...,Zm_r

E importante notare che, in generale, 1 valori singolari di una matrice quadrata sono diversi

. . . N I 0. . .
dai suoi autovalori: un esempio ¢ dato da A = | o) teul autovalori sono 1 e -2
come ¢ facile vedere (la matrice ¢ triangolare inferiore), mentre 1 valori singolari sono

ar =V3+v5ea =+/3—+/5,1 quali sono stati calcolati sfruttando il procedimento

usato nell’Esempio 2.1.7 che verra analizzato in seguito.

Siano V e W due spazi vettoriali euclidei (dotati quindi di forme bilineari simmetriche
definite positive), possiamo riassumere il contenuto geometrico della decomposizione in
valori singolari di una funzione lineare f: V — W come segue: lo spazio vettoriale V si
decompone nella somma diretta V=V’ @ K, dove K = Kerfe V' = (Kerf)* e, analoga-
mente, W si decompone nella somma diretta W = W’ & Z, dove W’ = Imfe Z= (Imf)*.

Esiste una base ortonormale v = {vi,...,v,, ui,...,up—,} di V, dove V' = (vi,...,v,)
e K= {(uy,...,up—r) € una base ortonormale w = {Wy,... . Wy, 21,...,2Zm—r}, dove
W = (Wiy,...,W,) e Z=(z1,...,2Zm—r). La funzione finduce un isomorfismo f tra il sot-

tospazio V’ di V e il sottospazio W’ di W perché le immagini dei vettori della base di V’
formano essi stessi una base di W’. La matrice di questo isomorfismo, rispetto alle basi

ortonormali {vy,...,v,} di Ve {Wy,..., W, } di W’ ¢
o 0 .. 0

0 o - 0

0 0 e O
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Infine, la funzione f: V — W si ottiene come composizione della proiezione ortogonale 7
di V sul sottospazio V’, seguita dall’isomorfismo f: V' — W’, seguita dall’inclusione di
W’ in W, nel caso W’ abbia dimensione minore di W:

rvEviwow

Esempio 2.1.7. Consideriamo la funzione f: R?> — R? la cui matrice, rispetto alle basi

canoniche, €
2 11
A= (—1 2 2)

Vogliamo determinare la decomposizione in valori singolari di A.
Calcoliamo quindi la matrice ‘AA e troviamo i suoi autovalori e autovettori.

2 -1 500
"AA=|1 2 (_21 ; ;) =10 55
1 2 055

Il polinomio caratteristico vale Py (x) = det(sI —A) = (s — 5)s(s — 10). Gli autovalori
di questa matrice sono: A; = 10, A, =5 e A3 = 0. Gli autovettori risultano invece essere
(0, 1, 1) per ’autovalore A; = 10, (1, 0, 0) per ’autovalore A, =5 e (0, —1, 1) per I’au-
tovalore A3 = 0, ovvero (0, —1, 1) & una base del nucleo di f.

I tre autovettori sono ortogonali tra loro, quindi per avere una base ortonormale di R ba-
sta normalizzarli, ottenendo v = {v{, v, u; }, dove vi = (0, 1/v/2,1/v/2) e v = (1,0, 0)
sono gli autovettori relativi agli autovalori (non nulli) A; = 10 e A; = 5 e formano una
base ortonormale del sottospazio V' = (Ker ), e u; = (0, —1/4/2,1//2) & una base
ortonormale di Ker f.

Applicando f ai vettori v| e v, troviamo i vettori w; = f(v;) = Av; = (2/V/2,4/V2) e
wy =f(vy) = Avp = (2, —1).

I valori singolari di f sono dunque o = ||wi|| = v/10 e o = ||w2 | = /5. Per ottenere una
base ortonormale di W’ = Im f bisogna normalizzare i vettori wi € wp, percio si trovano i
vettori Wy = (1/v/5,2/v/5) ey = (2/+/5, —1/+/5). Possiamo quindi scrivere le matrici
ortogonali P e Q:

0 1 0

P=|(1/V2 0 —1/vV2]| Q= V5 25
1/\/§ 0 1/\/5 (2/\/3 _1/\/3)

e la matrice

(P 43

Vale infatti la relazione ottenuta nella Definizione 2.1.5 tra la matrice A e la matrice D
datadaA=QD'P.

Seguendo il ragionamento fatto in precedenza, possiamo descrivere I’applicazione
della funzione f a un vettore v € R® come composizione di varie funzioni: dapprima la
proiezione ortogonale di v sul piano 7 generato dai vettori v e v (il piano 7 ha equazione
y = z, infatti una combinazione lineare di v| e v, & del tipo (o, B3, B) Va, B € R). A questo
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punto il piano 7 si identifica al piano R? tramite la funzione f. Nella trasformazione la
direzione di v| € 7 diventa quella indicata da w; € R? per0, ricordando che i vettori v| e
v, sono autovettori di f, i vettori paralleli a v; vengono riscalati tramite il fattore ot; = v/10
e similmente la direzione di v, € 7 diventa quella indicata da w, € R? e i vettori paralleli
a vp vengono riscalati tramite il fattore o = V5.

Leffetto di questa funzione lineare ¢ pertanto quello di “schiacciare” la sfera di raggio 1
centrata nell’origine di R? sul piano 7 ottenendo un disco di raggio 1 e infine ruotare e
dilatare tale disco trasformando i vettori v; e v, nei vettori w; e wp, ottenendo un’ellisse
in R?.

In questo esempio, da un punto di vista piu astratto, ci sono due vettori (piu precisamente
sono gli autovettori della funzione composta f* o f relativi agli autovalori non nulli) nor-
malizzati v; e v, che vengono mappati nell’immagine di f nei vettori non nulli wy e wy, 1
quali generano il sottospazio Im f, mentre il vettore ortonormale u#; genera il sottospazio
Ker f (& un autovettore di f* o f relativo all’autovalore A = 0). A questo punto, normaliz-
zando i vettori wy e wy e operando un cambio di basi (dalle basi canoniche che descrivono
la matrice A alle basi determinate dai vettori {v{, v, 1} in R3 e dai vettori {wy, w>} in
IR?, si ottiene la matrice D, che contiene i valori singolari sulla diagonale principale.

2.2 Lo spazio vettoriale C" e le matrici complesse

Prima di descrivere la decomposizione in valori singolari nel campo C dei numeri com-
plessi, ¢ opportuno mostrare alcuni risultati utili in tale campo per le matrici complesse.
Fino ad ora infatti, abbiamo usato il campo R e, tra le altre cose, i concetti delle forme
bilineari; vedremo adesso che anche in C" vi ¢ un prodotto scalare definito tramite le for-
me hermitiane e altre nozioni che estendono naturalmente i concetti visti fino ad ora per
le matrici reali.

2.2.1 Forme hermitiane e matrici associate

Ricordiamo innanzitutto che un numero complesso ha una forma del tipo z = a +ib € C,
dove a = R(z) ¢ la parte reale, mentre b = 3(z) & la parte immaginaria. Inoltre, il coniu-
gato Z ¢ cosi definito: Z = a — ib. Infine, il modulo di z possiede la seguente relazione:
|2|? = 2z = a* + b~

Il campo C pud essere identificato con lo spazio vettoriale R? associando a z = a + ib il
vettore (a, b) € R?. 1l quadrato della norma di tale vettore & uguale al quadrato del modulo
di z, ovvero a a® + b>.

Analogamente, possiamo quindi identificare lo spazio vettoriale C" con R** associando
al vettore (z1,...,z,) € C" il vettore (aj, by, ..., an, by) € R*", dove Zj = aj+ib;j per
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j=1,...,n. Il quadrato della norma di tale vettore ¢ oral :

n

n n
(21, z)lP = Y 2z = Y 217 = Y (a” +b%).
= j=1

J=1

Introduciamo quindi un prodotto scalare in C" che generalizza il prodotto scalare euclideo
di R".

Definizione 2.2.1. Siano v =(zy,...,z,) e w=({1,...,{,) elementi di C", il loro prodotto
scalare (0 prodotto scalare hermitiano) ¢ definito ponendo

n
vw=z8+20++2,5, = ZZjCj.
J=1

Grazie a questa definizione, ritroviamo la notevole proprieta che valeva anche per il
prodotto scalare in R”: v-v = ||v||? Vv € C". Infatti, per come abbiamo definito la norma
di un vettore complesso, risulta

n

n
vy = ZZjZ_j = Z |Zj|2 =|]v||* equindi ||v]| =+/"v-v,
= '

J=1

per ogni v € C".
Il prodotto scalare hermitiano soddisfa altre proprieta:

@) (Mvi+A4v)-w=Avi-w+ vy w,
@) v- (w1 + Howa) = [yv-wi + [iav - wo,

(i) w-v=v-w,

per ogni A1, Ay, Uy, o € C e ogni v, vy, vy, w,wi,wp € C".

La proprieta (i) afferma che il prodotto scalare ¢ lineare nel primo argomento, la (ii)
afferma che esso ¢ coniugato-lineare (o antilineare) nel secondo, mentre la (iii) ci mostra
che non ¢ simmetrico a differenza del prodotto scalare in R". Il prodotto scalare in C" ¢
in realta una forma sesquilineare, il che ci permette di dare la definizione:

Definizione 2.2.2. Sia V uno spazio vettoriale definito sul campo dei numeri complessi
C. Una forma sesquilineare su V ¢ una funzione

g:VxV—=C, (v,w)—gv,w),

lineare rispetto al primo argomento e antilineare rispetto al secondo, che soddisfa quindi
le seguenti proprieta (che derivano da quelle viste sopra):

(l) g(7L1v1 +;LZV27W> = llg(\/l,W) +)ng(V2,W),

"Notiamo che se usassimo il prodotto scalare euclideo di R”" anche per lo spazio C", ovvero per un
vettore complesso Z = (z1,...,2,) € C" la sua norma diverrebbe ||z|| = ¥/, z;* si incontrerebbe subito un
problema: tale forma bilineare non sarebbe piu definita positiva in quanto, ad esempio, un vettore con

componenti immaginarie avrebbe norma negativa!
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@) g(v, w4+ towz) = fig(v,wr) + flag(v, w2),

per ogni Ay, Ay, Uy, o € C e ogni v,vi,va,w,wi,wp € V.
Una forma sesquilineare g ¢ detta hermitiana se

gw,v) =g(v,w),
per ogni v,w € V.

Osservazione 2.2.3. Se g: Vx V — C ¢ una forma hermitiana, per ogni vettore v € V si
ha g(v,v) = g(v,v), ovvero g(v,v) & un numero reale: nel nostro caso questa proprieta &
essenziale in quanto possiamo ora estendere le definizioni di forma hermitiana definita
positiva, definita negativa, ecc ..., proprio come nel caso delle forme bilineari. Notiamo
infatti che la definizione di forma sesquilineare ricalca quasi del tutto 1’analoga definizio-
ne della forma bilineare, differendo solo per I’antilinearita rispetto al secondo argomento
e il fatto che sia definita solamente sul campo C, mentre una forma hermitiana differisce
da una forma bilineare simmetrica anche per la presenza del coniugato rendendola appun-
to non simmetrica.

Diremo quindi che la forma hermitiana g & definita positiva se g(v,v) > 0,Yv € V,v # 0,
semidefinita positiva con > nella disuguaglianza invece di > e analogamente con < e
< per la forma definita (e semidefinita) negativa ed ¢ indefinita negli altri casi. Sfrut-
tiamo inoltre altri risultati che provengono dalle forme bilineari simmetriche, ad esem-
pio due vettori v,w € V si dicono ortogonali se g(v,w) = 0, un vettore v ¢ normalizza-
to se g(v,v) =1 e tutte le altre definizioni che abbiamo visto nella Sezione 1.2.2 a cui
rimandiamo.

Similmente a quanto fatto per le forme bilineari, fissata una base v={vy,...,v,} di V
e posto g;; = g(vi,v;), per ogni i,j = 1,...,n, abbiamo una matrice quadrata di ordine n a
coefficienti complessi.

Definizione 2.2.4. La matrice G = (g;;) ¢ detta la matrice della forma sesquilineare g,
rispetto alla base v di V.

Grazie alla sesquilinearita di g si ha:
n n n
gv,w)=g( Y Avi, Y wvj) = Y hifljgij,
i=1 j=1 i, j=1

dato che v e w sono combinazioni lineari dei vettori della base di V: v =Y  Av;

e w =Y/ v, essi sono rappresentabili anche come vettori del tipo (A, )V e
(U1,...,Up)". Possiamo quindi esprimere g(v,w) in forma matriciale:
— v
M1
gv,w)=(A,..., 4)"G |
Hn
La forma sesquilineare g ¢ hermitiana se e solo se g;j = gj;, per ogni i,j = 1,...,n, cioe se

e solo se la matrice G & tale che G = G.
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Definizione 2.2.5. Data una matrice A € M,,(C), la matrice A* =A & detta la trasposta co-
niugata di A. Inoltre A viene detta matrice hermitiana se A* = A, A ¢ detta anti-hermitiana
sesihaA® = —A.

Osservazione 2.2.6. Se A = (a;;) € M,(C) ¢ una matrice hermitiana cio significa che gli
elementi sulla diagonale a;; rappresentano la forma hermitiana g(v;, v;) per qualche v; € V
e possiedono quindi la proprieta di essere numeri reali, come visto in precedenza. La
diagonale principale di A contiene quindi numeri reali e in particolare la traccia di A tr(A)
& reale’.

L’ operazione di trasposizione coniugata soddisfa le seguenti proprieta, che sono del tutto
identiche a quelle della trasposizione di matrici reali:

(A")*=A, (A+B)"=A"+B*, (AB)* =B A",

osserviamo infatti ancora una volta che la trasposizione coniugata estende la trasposizione
(reale) al campo dei numeri complessi.

2.2.2 Cambiamenti di base

Come precedentemente avevamo visto con le forme bilineari, ci chiediamo ora, data una
forma sesquilineare g definita su uno spazio vettoriale V, complesso di dimensione finita
n, come cambi la matrice di g, se cambiamo la base di V.

Siano v ={v,...,v,} e V' ={v|,..., v, } due basi di V, siano inoltre G = (g;;) = Myv(g) e
G’ = (g’;) = My (g) rispettivamente le matrici di g rispetto alle basi v e v’. Cio significa
che g; = g(vi,v;) e che g’;; = g(v},V;) perognii,j=1,...,n.

Definiamo ora la matrice P = M, (idy), che rappresenta un isomorfismo di C" in sé, le
cui colonne sono le componenti dei vettori v, ...,V della base v’ calcolate rispetto alla
base v: possiamo quindi scrivere che per ogni vettore v’; della base v’ si ha

n
V= Ypivi
i=1

dove 1 vettori v; fanno parte della base v e i coefficienti p;; formano la j-esima colonna di
P perognii=1,...,n fissato un certo j.
La relazione tra le matrici G e G’ ¢ quindi la seguente:

»

8 ij — g(vnv])

n n
=g( thivm Zpkjvk)

n

Z pk] Vh7vk)

h k=1

n

Z Phi 8hk Pij-

ZRicordiamo che la traccia di una matrice quadrata A di ordine n & la somma degli elementi sulla
diagonale principale: tr(A) = Y, ;.
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In termini di matrici, € possibile riscrivere quest’uguaglianza come segue:
G’ ='PGP =P"GP.

Definizione 2.2.7. Due matrici quadrate G ¢ G’ di ordine n a coefficienti in C si dicono
congruenti se esiste una matrice invertibile P, sempre di ordine n a coefficienti complessi
tale che valga la relazione scritta in precedenza, ovvero G’ = P*GP.

Osservazione 2.2.8. Due matrici G, G’ € M,(C) rappresentano la stessa forma sesquili-
neare g definita su uno spazio vettoriale V di dimensione n su C, rispetto a basi diverse,
se e solo se esse sono congruenti.

Osserviamo inoltre che se v = {vy,...,v,} e V' = {V],...,V}} sono entrambe basi orto-
normali di V, si ha G = G’ = I, percid la formula G’ = 'PGP si riduce a 'PP = I,,, che
equivale a ‘PP = I, cioe P* ='P = P~!. Questo fatto ci permette di dare la seguente
definizione:

Definizione 2.2.9. Una matrice P € M,,(C) ¢ detta unitaria se P* P = I. Quindi la matrice
di cambiamento di base da una base ortonormale di V ad un’altra base ortonormale di V &
una matrice unitaria.

Concludiamo questa sezione illustrando alcuni risultati utili anche per la dia-
gonalizzazione di endomorfismi nel campo complesso, in particolare per le matrici
hermitiane.

Teorema 2.2.10. Sia A € M,(C) una matrice hermitiana di ordine n, a coefficienti
complessi. Allora gli autovalori di A sono tutti reali.

Dimostrazione. Questo teorema ¢ molto simile al Teorema 1.2.3 e anche la dimostrazione
¢ del tutto identica.

Sia A € C un autovalore di A ¢ v € C" un autovettore corrispondente a A. Vale dun-
que Av = Av. Applichiamo ora I’operazione di trasposizione a quest’ultima uguaglianza:
(Av) ='(Av), si ottiene 'v A = A'v. Applichiamo 1’operazione di coniugio e ricaviamo:

HIA = A%,

Dato che A & hermitiana e quindi A = ‘A, possiamo riscrivere 1’uguaglianza nel seguente
modo, moltiplicando inoltre entrambi i membri a destra per v:

BAv = A%v,

ovvero
DAy = A,

da cui otteniamo infine che (A — )y = 0. Ricordando che v = ||v||? > 0, si ha che
A =A,cioe A € R. O
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Definizione 2.2.11. Sia V uno spazio vettoriale definito sul campo C. Una funzione
lineare f: V — V ¢ detta hermitiana se

fv)-w=v-flw)

per ogni v,w € V. La definizione scritta sopra ¢ del tutto simile a quella per le funzioni
simmetriche (si veda Definizione 1.2.9). Inoltre un endomorfismo ¢ hermitiano se e solo
se la matrice di frispetto ad una base ortonormale di V ¢ hermitiana.

Teorema 2.2.12. (TEOREMA SPETTRALE PER MATRICI COMPLESSE). Siano V uno spa-
zio vettoriale complesso e f: V— V una funzione lineare. Allora f possiede solo autovalo-
ri reali ed ¢ unitariamente diagonalizzabile, cioe esiste una base ortonormale formata da
autovettori di f, se e solo se f ¢ hermitiana. Di conseguenza, data una matrice hermitiana
a coefficienti complessi, essa puo sempre essere trasformata in una matrice diagonale
tramite una matrice di cambiamento di base unitaria.

Dimostrazione. Supponiamo che f sia unitariamente diagonalizzabile, cioe che esista una
base ortonormale di V fatta di autovettori di f. La matrice rispetto a tale base ¢ una matrice
diagonale (con autovalori reali) e quindi hermitiana per il Teorema 2.2.10. Cio implica
che f ¢ hermitiana.

Viceversa, dimostriamo per induzione che ogni funzione hermitiana ¢ unitariamente dia-
gonalizzabile. Se dim V = 1, sia v| una base ortonormale di V, si ha dunque f(v;) = A;vy,
ovvero v; € un autovettore di fe A; € R essendo la funzione hermitiana.

Supponiamo che V abbia dimensione n > 1 e che I’enunciato sia vero per spazi vettoria-
li di dimensione n— 1. Presa una base ortonormale {uy,...,u,} di V, la matrice A di f
rispetto a tale base ¢ hermitiana per ipotesi, percio possiede autovalori reali (sempre dal
Teorema 2.2.10).

Sia A; uno degli autovalori di f e v; un autovettore corrispondente, si prenda W = (v;)
Dato che f & hermitiana, vale infatti che f{v;)-w = Ajv;-w =0 = v - f{w), dunque
fw) € (vi)+ = W per ogni w € W. La funzione fly: W — W ristretta a W & anch’essa
una funzione lineare hermitiana con dimW =n — 1.

Per ipotesi induttiva essa ¢ unitariamente diagonalizzabile tramite una base ortonormale
di W{wy,...,w,} di autovettori di f|w. Basta quindi porre w; = v /||v;|| ed osservare che
i vettori wy,...w, formano una base ortonormale di V costituita da autovettori di f. [

L

2.3 Decomposizione in valori singolari per matrici
complesse

Nella trattazione della decomposizione in valori singolari nel caso complesso faremo uso
delle nozioni date dalla Sezione 2.2, le quali costituiscono le differenze principali con
I’analogo del caso reale.

Siano dunque V e W due spazi vettoriali definiti sul campo C, dotati di forme hermitiane
definite positive g e h, rispettivamente, e sia f: V — W una funzione lineare. In ogni spazio
vettoriale complesso dotato di forma hermitiana definita positiva esistono basi ortonormali
(proprio come negli spazi vettoriali reali) percio, essendo V e W isometrici a C" e C™



24 CAPITOLO 2. DECOMPOSIZIONE IN VALORI SINGOLARI (SVD)

rispettivamente, possiamo considerare la funzione f: C" — C™, per qualche n, m, senza
perdita di generalita. Possiamo dunque utilizzare il prodotto scalare usuale (hermitiano)
definito per gli spazi vettoriali complessi.
Indichiamo con A = Mg(f) la matrice di frispetto alle basi canoniche, A ha quindi m righe
e n colonne.
Definiamo la trasposta di f, f*: C" — C", la quale, come nel caso reale, soddisfa la
seguente uguaglianza:
vefi(w) =fv)-w,

per ogni v € C" e ogni w € C". A differenza pero del caso reale, la matrice della
funzione f* rispetto alle basi canoniche & la frasposta coniugata della matrice A di f:
Me(f') ="A=A".
Indichiamo con B = (b;j) la matrice di f* rispetto alle basi canoniche (ortonormali), che
invece indichiamo con e (e1,...,e,) e €™ (e,.. ., e,) rispettivamente, vogliamo dimo-
strare che B =A™,
Si ha f*(e;) = Y, byjes, per ogni j = 1,...,m. Vale quindi e; - f*(e;) = bjj, ricordando
che e;-e; =0Vi #j, e;-e; = 1 e infine vale I’antilinearita del prodotto scalare, ovvero
e;- 7Le,~ == Z
Analogamente, f(e;) = Y| aje;, per ogni i = 1,...,n e si ottiene f{e;) - € = @ji.
Dalla definizione di funzione trasposta, risulta infine che e;-f*(e;) =f(e;) - ¢j, cioe b;j = aj;,
ovvero b;; = aj;, che in forma matriciale equivale a B = A*.
Consideriamo ora le funzioni composte

flof:C"—=C", fof:C"—C",
le cui matrici, rispetto alle basi canoniche, sono A*A e AA*, rispettivamente. La matrice
A*A & una matrice quadrata di ordine n, hermitiana poiché si ha (A*A)* = A*A. Analoga-
mente, la matrice AA* & quadrata, di ordine m ed ¢ hermitiana. Entrambe le matrici sono
semidefinite positive, come nel caso reale.
Dato che la matrice A*A ¢ hermitiana, essa ¢ unitariamente diagonalizzabile, cio¢ esiste
una base ortonormale di C" formata da autovettori di A*A. Siccome A*A & semidefinita
positiva, i suoi autovalori (tutti reali) sono > 0.
Come nel caso reale vale che Ker A = Ker(A*A), indichiamo inoltre con r il rango di A,
percio dim(Ker A) = n —r, si deduce che la matrice A*A ha un autovalore A = 0 di mol-
teplicita n — r e il corrispondente autospazio ¢ quindi il nucleo di A (o di f).
Sia quindi v una base ortonormale di C" formata da autovettori di A*A, dove v =

{Viyeooy Vi Uty Uy}, tali che (A*A)v; = Av;, dove Ay, ..., A, sono gli autovalori non
nulli di A*A, e (A*A)uj =0 perj=1,...,n-r. 1 vettori uy,...,u,—, formano una base
ortonormale di Kerf, mentre i vettori vy,...,Vv, costituiscono una base ortonormale di

V’ = (Kerf)*. Lo spazio vettoriale V si decompone nella somma diretta V=V’ & Kerf =
(Kerf): @ Kerf. Applicando la funzione f ai vettori della base v si ottiene:

fv) =wi, .. fvr) =we, lug) =0, ..., flu,—) =0,

dove Imf = (wy,...,w,). Dimostriamo ora che i vettori wy,...,w, sono a due a due
ortogonali (nel prodotto scalare hermitiano), come nel caso reale.

wi-wj=f(vi) flv;) = (Avi) - (Avj) = "(Avi) (AV)) = vi"AAY;

:tvi[AAVj :tviljvj = le,“Vj =0
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poiché v; & un autovettore di A*A relativo all’autovalore A;, i vettori v; e v; sono ortogo-

nali per ipotesi e abbiamo utilizzato il fatto che ‘AAv; = 'AAv; sfruttando I’operazione di
coniugio.
Possiamo quindi normalizzare i vettori w;, ponendo W; = w;/||wj||, cosi da ottene-

re una base ortonormale {Wy,...,Ww,} di Imf. Consideriamo poi una base ortonor-
male {z1,...,Zm_r} di (Imf)* e otteniamo percid una base ortonormale di C”, w =
{Wi,....;Wr, 21,...,Zm—r}. Siottiene quindi il seguente risultato di cui non verra data la di-

mostrazione, essendo del tutto analoga quella fatta nel caso reale (si veda la Proposizione
2.1.4):

Proposizione 2.3.1. La matrice My (f) di f, rispetto alle basi v di C"* e w di C™, é una
matrice a blocchi del tipo

a 0 - 0 0 --- 0
0 ap -~ 0 0 --- 0
D=M)(f)=1 0 0 o | O 0
0 0 O 0 0
0O --- 0 0 0 --- 0

dove gli a; sono le radici quadrate (positive) degli autovalori non nulli A; di A*A:

o =24

Gli elementi sulla diagonale della matrice D sono i valori singolari della funzione f, o
della matrice A.
Le matrici A = M§(f) e D = MY (f) rappresentano quindi entrambe la stessa funzione
lineare frispetto a basi diverse del dominio e del codominio. Le matrici di cambiamento di
base sono: in C" la matrice P = M%(id), le cui colonne sono le coordinate dei vettori della
base ortonormale v scritte rispetto alla base canonica di C"; in C" 1a matrice Q = M, (id),
le cui colonne sono le coordinate dei vettori della base ortonormale w scritte rispetto alla
base canonica di C™. P e Q sono dunque matrici unitarie e si ha Pl=peQl=0"
Dalla formula del cambiamento di base

M ()M (id) = My (id)My (/)
segue che AP = QD e quindi
A=0DP '=0DP*, D=Q 'AP=Q"AP.

Queste formule rappresentano la decomposizione in valori singolari della matrice A.
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Capitolo 3
Applicazioni della SVD

In questo capitolo analizzeremo alcuni dei risultati piu importanti che la SVD ha portato
al mondo dell’Ingegneria, quali la generalizzazione della matrice inversa, anche chiamata
pseudoinversa, e la cosiddetta approssimazione di rango basso (low-rank approximation).
Vedremo poi delle applicazioni reali di questi due potenti strumenti.

3.1 La matrice pseudoinversa

La matrice pseudoinversa viene anche detta matrice inversa di Moore-Penrose grazie agli
omonimi matematici che I’hanno per primi descritta nel XX secolo, indipendentemente
I’uno dall’altro. Essa esiste ed ¢ unica per qualsiasi matrice, che sia essa definita
nel campo R dei numeri reali o nel campo C dei numeri complessi. Riveste grande
importanza in quanto, tra le altre cose, permette di trovare la soluzione “pill adatta” in un
sistema di equazioni lineari che non ha una soluzione (minimi quadrati).

Definizione 3.1.1. Sia A una matrice di m righe e n colonne definita su un campo K,
la matrice pseudoinversa A" & una matrice definita sullo stesso campo K, ha n righe e
m colonne. Inoltre soddisfa le seguenti 4 condizioni, anche dette condizioni di Moore-
Penrose:

(1) AA™ non & necessariamente la matrice identica ma I’applicazione di AA™ al vettore
Av (v € K™ vettore arbitrario) ¢ uguale all’applicazione della sola matrice A sul
vettore v (un altro modo per vederla & dire che 1’applicazione di AA™ dopo di A
mappa le colonne di A su loro stesse):

AATA=A.

(2) AT & una inversa debole, il che significa:

ATAAT =AT.

(3) AA™ & hermitiana, quindi (AA™T)* = AAT.

(4) AT A & anch’essa hermitiana, quindi (ATA)* = AT A.

27
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La matrice A" esiste sempre ma, nel caso in cui la matrice A abbia rango pieno (il
che equivale a dire che il suo rango &€ min{m,n}), allora c’¢ una semplice formula.
Se A ha le colonne linearmente indipendenti (quindi la matrice A*A ¢ invertibile) si ha
AT = (A*A)~' A%, in questo caso & facile vedere che ATA = I e AT viene chiamata infatti
“inversa sinistra”.
Se A invece ha le righe linearmente indipendenti (quindi la matrice AA* ¢ invertibile) si
ha AT = A* (AA*)~!, anche in questo caso & facile vedere che vale AA™ =T e AT viene
chiamata “inversa destra”.
Ci0 che pero ¢ piu interessante ¢ vedere come la pseudoinversa sia facilmente calcolabile
tramite la decomposizione in valori singolari della matrice A, il cui procedimento non
dipende dal rango (pieno) della matrice stessa, ma ¢ valido per qualsiasi matrice. Prima
di descrivere tale metodo di calcolo, diamo qualche altra proprieta della pseudoinversa,
anche chiamata inversa generalizzata.

* Se A & invertibile, la pseudoinversa equivale all’inversa, cioc AT =A™,

* La pseudoinversa della pseudoinversa corrisponde alla matrice originale, ovvero
(AT =A.

* La pseudoinversa inoltre commuta con la trasposizione, con la coniugazione
complessa e con 1’operazione di trasposta coniugata:

(‘AT ="A") (A)T=4a" (AT =(4")"

* Se A ¢ una matrice quadrata (n = m) diagonale del tipo A = diag(v), con v =
(a,...,a,), allora AT & ancora una matrice diagonale i cui elementi sono i reci-
proci delle componenti non nulle di v, altrimenti valgono 0, ovvero A™ = diag(w),
dove w ¢ un vettore le cui componenti sono i reciproci di quelle di v esclusi i valori
nulli, 1 quali sono nulli anche in w.

* Se A ¢ una matrice rettangolare di dimensioni m X n diagonale (dato un arbitrario
vettore v € K™} 1a matrice A & del tipo diag(v) dove i valori di v occupano
nella matrice gli elementi a;; per i = 1,...,min{m,n}), la matrice A" & ancora dia-
gonale di dimensioni n X m e si ottiene, similmente al caso precedente, facendo i
reciproci degli elementi non nulli in a;; (e quindi in v) della matrice A e operando
una trasposizione della risultante matrice.

* La pseudoinversa della matrice nulla ¢ la sua trasposta.

» La seguente proprieta riguarda invece la pseudoinversa di una matrice moltiplicata
per uno scalare o # 0:
(@A) T =o 1At

* L’uguaglianza (AB)* = B*A™ non ¢ vera in generale, ma vi sono condizioni che la
rendono valida ( [7]).

Vediamo adesso qualche caso speciale di pseudoinversa:
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Scalari Si puo definire la pseudoinversa di uno scalare x, che come ¢ facile immaginare
¢ il reciproco se lo scalare non ¢ zero, vale zero altrimenti:

4 0 sex=0
X = —1 . .
X altrimenti

Vettori Anche la pseudoinversa di un vettore x ¢ definita ed equivale al vettore a cui viene
applicata I’operazione di trasposta coniugata diviso per la norma al quadrato:

+_{ ‘0 sex=0

X = e lirs .
pel:| trimenti

Colonne o righe ortonormali Se la matrice A possiede rango pieno e ha le righe
ortonormali (AA* = I) o le colonne ortonormali (A*A = I) allora vale AT = A*.

Mostriamo adesso la formula per il calcolo della pseudoinversa tramite la SVD, essa ¢
molto utile in quanto semplice e indipendente dalla struttura della matrice originale.
Senza perdita di generalita chiamiamo r < min{m,n} il rango della matrice A. Sappiamo
inoltre che la decomposizione in valori singolari di una generica matrice A definita nel
campo dei numeri complessi ¢ la seguente: A = QDP*, dove Q e P sono le solite matrici
del cambiamento di base, mentre D ¢ una matrice con r valori diversi da O nella diagonale
principale (si veda la Sezione 2.3). Si pud quindi dimostrare che A" = PDTQ* verifica
tutte le proprieta della pseudoinversa, percio la definizione ¢ valida.

Vediamo ora un paio di esempi di calcolo di pseudoinversa, sfruttando la SVD.

Esempio 3.1.2. Consideriamo la matrice A dell’esempio 2.1.7, di cui avevamo gia calco-
lato la decomposizione in valori singolari D e le relative matrici di cambiamento di base
P e Q. Cerchiamo ora di trovare la sua inversa generalizzata. Ricordiamo che

) (Y

0 1 0

P=|1/V2 0 —1/V2| 0O= I/V52/Vs .

1/\/5 0 1/\/§ (2/\/5 _1/\/§>
1/¥Y/10 0

Dalle proprietad viste prima sappiamo che D™ = 0 1/4/5 | . Applicando ora la
0 0
formula definita in precedenza, ovvero A™ = PD"Q*, troviamo:

0 1 0 1/v/10 0 2/5 —-1/5

At=(1/vV2 0 —-1/V2 0 1/V/5 (%g f{)@): 1/10 1/5 |,
1/vV2 0 1/V2 0 0 1/10 1/5

dove Q* ='(Q, dato che ci troviamo in un caso reale. Si possono effettivamente verificare

tutte le proprieta della pseudoinversa, qui ne viene mostrata una, le altre vengono lasciate
come esercizio al lettore. Dimostriamo che AAT A = A, infatti

(%3 3) f;/fg 12/35 (%33
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2 11 2 11
_I(—l 2 2)‘(—1 2 2)_A'

Esempio 3.1.3. Nell’esempio precedente la matrice aveva rango pieno, in quanto uguale
a 2, cioe a una delle dimensioni della matrice; prendiamo adesso una matrice non dotata

di rango pieno, ad esempio A = (1 ) e cerchiamo di calcolarne la pseudoinversa.

1 0

. ) . ) . . 2 0\ .
Prima di tutto ricaviamo la SVD, cercando gli autovalori della matrice ‘AA = 00) 1
quali sono A; =2 e A; = 0. I relativi autovettori sono: vi = (1,0) per A; e vo = (0,1) per
A2, essi sono gia normalizzati quindi formano una base ortonormale di R? e la matrice

O . . 10 . .
P ¢ quindi la matrice identica (0 1). Per calcolare la matrice Q serve normalizzare

Avy = (1,1) ottenendo il vettore (1/1/2,1/1/2) mentre Av, = (0,0) (il rango di A vale 1 e
I’immagine dell’applicazione lineare ¢ infatti un sottospazio vettoriale di dimensione 1).
Serve quindi completare la base di R? aggiungendo un vettore normalizzato e ortogonale
al vettore (1/4/2,1/+/2): una possibile scelta & il vettore (—1/+/2,1/+/2). La matrice Q
¢ quindi uguale a G?g _11/\/\%5 ), poiché la matrice del cambio di base rappresenta
comunque una mappa lineare il cui dominio e codominio sono entrambi R? ma in questo
caso la funzione data dalla matrice A possiede un nucleo non triviale e quindi il solo
vettore (1/+/2,1/+/2) forma una base ortonormale dell’immagine della funzione lineare.
V2 0

Sfruttando la formula della SVD, troviamo che D = 'QAP = ( 0 0

1/vV2 0
0 O
matrice A si calcola con la stessa formula dell’esempio precedente (anche in questo caso

Q" ="0):

e (0L Y 120

Anche in questo esempio ¢ possibile verificare correttamente le 4 proprieta della
pseudoinversa.

). Anche in questo

caso D & facile da calcolare, infatti vale , percio la pseudoinversa della

Diamo ora, similmente a quanto fatto con la decomposizione in valori singolari, una
interpretazione geometrica della pseudoinversa. Usando gli stessi termini della SVD (si
veda il Capitolo 2), la matrice A rappresenta una funzione lineare f: V — W, dove V, W
sono spazi vettoriali euclidei (se definiti nel campo dei reali, dotati di forme hermitiane
definite positive se definiti nel campo dei complessi). La pseudoinversa ¢ una funzione
lineare f™: W — V che esegue il processo inverso della SVD. Infatti essa & data dalla
composizione di alcune funzioni: prima la proiezione ortogonale di W nel sottospazio W',
a cui segue la composizione con la funzione inversa di f, ovvero f~': W — V', infine si
compone con ’inclusione di V' in V:

1
ﬁ:W—>W’f—>V<—>V.
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La funzione f~! & esattamente I’inversa di f poiché avevamo visto che quest’ultima
rappresenta un isomorfismo ed ¢ quindi invertibile. Chiamati o; 1 valori singolari per
i=1,...,rcon ril rango della matrice A, la matrice di £~ ! rispetto alle basi che avevamo
scelto nel caso della decomposizione in valori singolari ¢ la seguente:

oy, 0 - 0
0 1/op - 0
0o 0 - 1/o

Descriviamo ora come viene utilizzata la costruzione della matrice pseudo-inversa in un
recente lavoro di E.Arnese-Feffin, P. Facco, F. Bezzo e M. Barolo [1].

In questo articolo viene trattato il problema dell’individuazione delle condizioni operative
e dell’utilizzo delle materie prime (gli input) in modo da raggiungere delle specifiche di
qualita predeterminate all’interno di un processo di produzione. Daremo qui una breve
descrizione del metodo proposto dagli autori per risolvere tale problema, il quale sfrutta
la matrice inversa generalizzata.

Sia X € RV>*Vx la matrice di input composta da N righe e Vy colonne, la quale raccoglie
N misure di Vx variabili, che in questo caso vengono associate alle condizioni iniziali del
processo di produzione controllabili a priori.

Sia invece Y € RV*Y la matrice di output composta da N righe e Vy colonne, che invece
contiene le N misure di Vy variabili corrispondenti alle specifiche di qualita del prodotto.
A questo punto gli autori propongono di sfruttare la PLS (Partial Least-Squares Regres-
sion), che in sintesi permette di stabilire una relazione lineare tra le matrici X e Y costruen-
do delle basi ortonormali di opportuni sottospazi di RY x R e RN x RY e proiettando
le matrici X e Y su questi sottospazi; cio che si ottiene sono delle matrici 7" e U, che sono
legate a X e Y dalle seguenti relazioni:

X=T'P+E, Y=U'Q+F,

dove le matrici P, Q, E, F provengono anch’esse dalla PLS.

Usando questo metodo il modello matematico che si ottiene stabilisce una relazione li-
neare diretta tra le variabili in input e quelle in output. Difatti, si costruisce una matrice
W* tale per cui, data una osservazione in input xy,,, € R, si puo ottenere il valore del
vettore di qualitd in output $,.,, € R"Y tramite la formula

t),)\new - tXArzevu)(VV)k tQ):

dove si impone B = W*/Q € RY x R, 1a quale viene chiamata matrice dei coefficienti
di regressione.
Il problema che quindi gli autori si sono posti € quello di risolvere il sistema

ta _In
XnewB = Ynew,

nello specifico di trovare le condizioni iniziali adatte %,,,, in modo che la qualita del pro-
dotto V., sia quella desiderata. Cio significa invertire la matrice B, che pero, in generale,
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¢ una matrice rettangolare e quindi non invertibile (inoltre la matrice B potrebbe non avere
rango pieno).

Tra 1 possibili metodi per risolvere tale sistema (si rimanda all’articolo [1] per ulterio-
ri approfondimenti) si distinguono diversi casi a seconda che la matrice Y abbia rango
massimo o meno, ovvero che le misurazioni delle variabili di qualita siano linearmente
indipendenti o meno. Nel metodo algebrico, serve invertire la matrice ‘QQ, che & inverti-
bile quando le variabili di qualita non sono correlate tra loro.

Nel caso le variabili di qualita fossero correlate fra loro, una possibile soluzione ¢ quella
di trascurare alcune variabili e quindi alcune colonne della matrice Y, ma cosi facendo
non ¢ garantito che il vettore y,,,, abbia i valori desiderati alla fine del processo. Gli auto-
ri propongono un approccio diverso che include tutte le variabili di output e usa la SVD
per decomporre la matrice S ='QQ. Ricordiamo infatti che vale la seguente formula:

D 0
S=LD'M = (L Lz)(ol Dz) (M, My),

in cui le matrici L e M sono le matrici di cambiamento di base, D; contiene i valori
singolari diversi da 0, mentre D, ¢ la matrice nulla.
Ugualmente a quello che succede nel caso della pseudoinversa di Moore-Penrose, gli
autori propongono di invertire solo D eseguendo il reciproco dei soli valori singolari
diversi da 0O, ottenendo una inversa generalizzata:

Srer =MDy L.

reg —

L’inversa S~' = MD~!L infatti non esiste e quindi quest’ultima formula non & applica-
bile.

Nella stragrande maggioranza dei casi, accade che le variabili di qualita siano quasi corre-
late, cio significa che le colonne di Y sono “quasi” dipendenti, percid la matrice § = 'QQ
risulta invertibile ma alcuni suoi valori singolari hanno modulo molto vicino a zero. Quan-
do si calcola S~! bisogna invertire i valori singolari e si possono quindi ottenere valori
molto grandi, la qual cosa puo generare errori nella ricerca della soluzione del sistema.
La tecnica che risolve questo problema consiste nel trascurare tutti i valori singolari < €
(dove € ¢ un parametro che viene fissato a priori) e invertire i rimanenti valori singolari.
Naturalmente in questo modo viene persa una quantita di informazione che puo essere
stimata dalla somma dei valori singolari trascurati.

3.2 Approssimazione di rango basso

L’approssimazione di rango basso ¢ un problema di minimizzazione, dove lo scopo ¢
approssimare nel modo migliore possibile una matrice data con una matrice di rango
inferiore. E usato principalmente nella modellazione matematica e nella compressione
dei dati.

Questo problema ha una soluzione analitica che si basa sulla SVD e costituisce in realta
un risultato importante: il teorema di Eckart-Young-Mirsky.

In termini matematici, data una matrice M, si tratta di minimizzare la seguente funzione:

1M — M|,
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dove M & una matrice con il requisito aggiuntivo che rank(M) < r per un certo r, mentre
il pedice ‘F si riferisce alla norma di Frobenius'.
Dunque la decomposizione in valori singolari di M ¢ M = UD'V € R™*", con m > n senza

perdita di generalita e indichiamo le matrici U, D = diag(oy,...,0,) e V come segue:

D 0
U=(U Uy), D:(O1 Dz)’ V=(Vi W),

dove D| = diag(oy,...,0,) & una matrice r X r che contiene gli r valori singolari di D con
valore assoluto maggiore, mentre U; ¢ una matrice m X r € V| € una matrice n X r.
Si calcola infine:

M =U 1D1 tV1,

la quale ¢ una matrice di rango r. Il teorema di Eckart-Young-Mirsky afferma che tale
matrice M* minimizza la funzione di costo

=0T r = min M=M= \[0Z, +--+0.
r

rank(M)<

Per maggiori dettagli si veda [6].

Descriviamo ora come viene utilizzata I’approssimazione di rango basso nell’articolo [4].
In questo lavoro gli autori affrontano il problema di ridurre gli effetti del rumore presente
nei dati rilevati da un array di sensori di un “naso” elettronico, che consiste in un sistema
di riconoscimento di gas e odori anche complessi; il procedimento che viene presentato
sfrutta I’approssimazione di rango basso, come in breve vedremo.

Si consideri un array di N sensori che analizza M campioni di gas: i dati vengono raccolti
in una matrice X di M righe e N colonne. Sia inoltre r il rango di tale matrice, dove solita-
mente si ha M > N. Se analizzassimo lo stesso gas M volte ci aspetteremmo, in condizioni
ideali, una matrice con le righe tutte uguali e quindi rango r = 1; sfortunatamente questo
non succede a causa del rumore elettronico, delle piccole variazioni nella composizione
chimica del gas ed eventuali miscugli con altri gas. Il rango r, seppur > 1, non dovrebbe
essere molto grande, percio il problema che si sono posti gli autori ¢ quello di capire se
c’¢ un modo per ottenere le informazioni essenziali (e quindi riconoscere uno o pil gas
correttamente) nonostante 1’influenza del rumore all’interno della matrice X .

Gli autori propongono di usare la SVD per decomporre la matrice X:

X=UxV

dove U e V sono le matrici del cambiamento di base e ¥ € R¥*N & una matrice dia-
gonale i cui elementi sono gli N valori singolari di X disposti in ordine decrescente

"Essendo lo spazio delle matrici anch’esso uno spazio vettoriale, si puod definire una norma anche per
una matrice A di dimensioni m X n, chiamata norma di Frobenius. Essa corrisponde alla radice quadrata
della somma dei moduli al quadrato di tutti gli elementi appartententi ad essa:

IAllF = [Y laij? =
\ iy

dove o; sono i valori singolari di A.

min{m,n}

Z Giz (A),

i=1
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01 >0 >+ 2 ON.
Indichiamo con u; le colonne di U e con v; le colonne di V. L'uguaglianza X = UX'V
equivale quindi alla seguente:

N
X = Z O;U; ’v,-.
i=1
11 prodotto u;v; & una matrice di rango 1 e quindi X viene espressa come una somma di
matrici di rango 1 con “pesi” dati dai valori singolari 0;. L’idea proposta dagli autori ¢
quella di troncare la sommatoria ad un certo K < N e ottenere una matrice di rango K che
approssima la matrice X considerando solo i primi K valori singolari: Xx = ZlK:] oiu;'v;.
Questa idea ¢, nella pratica, 1’uso dell’approssimazione di rango basso per portare la ma-
trice originale ad un rango K piu basso.

Si fissa di solito un valore di soglia € e si trascurano i valori singolari < €. Le informazio-
ni piu significative presenti nella matrice X dovrebbero infatti essere presenti nei valori
singolari piu grandi (quelli > €) mentre il rumore, che viene solitamente modellato come
una variabile casuale, si distribuisce in tutte le direzioni (ha valore medio nullo nella mag-
gior parte dei casi e una varianza fissata). Cosi facendo, I’informazione contenuta nella
rilevazione rimane all’incirca la stessa, mentre il rumore ha un effetto molto inferiore,
percio il cosiddetto rapporto segnale-rumore, indice della bonta di un sistema di elabo-
razione dei dati e che mette in relazione la potenza del segnale utile rispetto a quella del
rumore, aumenta.

3.3 Riconoscimento di movimenti e gesti umani tramite
SVD

Infine, esponiamo sinteticamente in questa sezione un’altra applicazione della SVD, pre-
sentata nell’articolo [5], che si basa sull’analisi e sul riconoscimento di movimenti del
COrpo umano.

Gli autori di questo lavoro presentano un metodo per identificare gesti e il livello di disa-
bilita motoria costruendo delle matrici partendo dai dati rilevati e applicando la decom-
posizione in valori singolari.

Vengono misurate le posizioni in tutte e tre gli assi X, y, z di m punti del corpo p;,
i =1,...,m, mentre un soggetto esegue un determinato movimento. Le misure sono
ripetute in 7 istanti successivi#;, j = 1,...,n, cosi da ottenere una sequenza temporale di
dati per ogni punto. Si costruiscono pertanto tre matrici

My = (xij) My=(vij) Mz=(z;),

di dimensioni m X n, che contengono tutte le informazioni sul movimento del soggetto.
A questo punto si esegue la SVD della matrice My attraverso la formula: My = UxXy 'Vx,
dove Xx ¢ una matrice m X n che contiene i valori singolari 67,..., Opin{p,,} In ordine
decrescente di valore assoluto (0] > -+ > Opin{m,}) sulla diagonale principale e 0 al-
trove, mentre Uy € una matrice m X m le cui colonne corrispondono ai vettori singolari
sinistri. Il procedimento viene ripetuto anche per le matrici My e M.

L’idea che gli autori hanno proposto ¢ la seguente: 1 vettori singolari sinistri delle tre
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matrici Mx, My, Mz esprimono le caratteristiche di tutto il movimento in misura diretta-
mente proporzionale al corrispondente valore singolare e permettono di identificare cenni
semplici della mano e il livello di disabilita di una persona nel camminare (si consulti
I’articolo [5] per maggiori informazioni sugli esperimenti).

In breve, se il valore singolare aumenta, cio influenza la caratteristica del movimento
espressa dal vettore singolare sinistro che diviene piu preponderante. Questo approccio
viene usato nei due esperimenti per il riconoscimento automatico dei gesti della mano e
nell’individuazione del livello di difficolta motoria nel camminare discussi nell’articolo e
i risultati ottenuti suggeriscono che la SVD rappresenti un metodo efficace per estrarre le
informazioni essenziali relative al movimento acquisite dalla serie temporale dei dati.
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