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Introduzione

Questa tesi nasce dal desiderio di esplorare il processo di costruzione e implementazione

di un modello di programmazione lineare di un problema di natura combinatorica. In par-

ticolare, la tesi propone dei modelli matematici per il gioco Pips, un gioco di tassellazione

vincolata basato sul classico domino e creato dal The New York Times nel 2025.

Il gioco, dato un insieme di tessere da domino (caratterizzate dall’accostamento di

due numeri compresi tra 0 e 6) e la forma della superficie da ricoprire (puzzle), richiede

di posizionare le stesse tessere in modo da soddisfare dei vincoli espressi nei termini dei

valori riportati su ogni tessera (ad esempio, la somma dei valori posizionati in determinate

posizioni deve essere uguale a un valore dato).

L’elaborato presenta una formulazione del gioco come problema di ottimizzazione com-

binatoria e sviluppa dei modelli di programmazione lineare intera per la sua soluzione.

La validità del modello e la sua estensione ai diversi casi proposti dal quotidiano è stata

testata attraverso l’implementazione nel linguaggio di programmazione Python con l’u-

tilizzo delle librerie Gurobipy, e la sua soluzione con il risolutore per programmazione

matematica Gurobi.

Nel primo capitolo riprendiamo alcuni concetti teorici che saranno utili per una lettura

informata della tesi. In particolare, rivedremo concetti di ottimizzazione (specialmente

di programmazione lineare intera), di programmazione informatica e di teoria dei grafi.

Passeremo al capitolo successivo dove riporteremo alcuni lavori della letteratura scienti-

fica che trattano problemi simili al nostro nel campo della tassellazione con tessere del

domino. Nel terzo capitolo presenteremo finalmente il modello di programmazione lineare

intera ideato per formulare il gioco. Nel quarto capitolo vedremo poi il codice in Python

necessario per sottoporre il modello al risolutore Gurobi. Infine, nell’ultimo capitolo,

analizzeremo i risultati di qualche esempio esplicito.

Introduciamo ora il contesto del gioco Pips. Ogni giorno il quotidiano rilascia tre nuovi

livelli di Pips di difficoltà crescente: easy, medium e hard. Una volta scelta la difficoltà, al



giocatore vengono presentati un gruppo di tessere del domino e un insieme di caselle vuote

adiacenti l’una all’altra. Le caselle sono colorate con colori diversi; ogni colore identifica

una diversa regione, ognuna con una precisa specifica.

Figura 1: livello easy del 20/01/26

Per completare un puzzle quindi non è sufficiente posizionare semplicemente le tessere

e coprire tutte le caselle, è necessario anche che tutte le specifiche presenti nel puzzle

vengano rispettate. Queste possono essere di cinque tipologie diverse:

1. la somma dei valori delle caselle di una regione deve essere uguale ad un certo

numero intero k. Ad esempio, nel gioco presentato in Figura 1 ci sono tre regioni

soggette a condizioni di questo tipo: nella regione viola la somma dev’essere pari a

3, in quella rosa pari a 7 e in quella azzurra pari a 9;

2. la somma dei valori delle caselle di una regione deve essere minore di un certo numero

intero k;

3. la somma dei valori delle caselle di una regione deve essere maggiore di un certo

numero intero k;

4. i valori delle caselle di una regione devono essere tutti uguali tra loro. Ad esempio,

nel puzzle presentato in Figura 1, la regione arancione è soggetta a questa specifica;

5. i valori delle caselle di una regione devono essere tutti diversi tra loro.



Le prime tre tipologie sono molto simili: chiameremo condizioni di somma l’insieme

delle specifiche di tipo 1, 2 e 3. Le tipologie 4 e 5 saranno dette, invece, rispettivamente

condizioni di uguaglianza e condizioni di diversità.

Per ciascuna giornata, il puzzle di ogni livello è quindi definito da un insieme di tessere,

una scacchiera di forma irregolare e delle specifiche. La soluzione del puzzle è spesso unica

ma talvolta, ruotando una tessera o invertendo tra loro una coppia di tessere, è possibile

trovare altre soluzioni dello stesso puzzle.

Pips non nasce con un obiettivo di ottimizzazione e, anche per questo motivo, po-

trebbe essere adatto a una formulazione tramite un modello di programmazione vincolata

piuttosto che uno di programmazione matematica. Tuttavia, in questa tesi, considerere-

mo un’estensione di Pips al quale aggiungiamo un obiettivo di ottimizzazione, in base al

quale cercare soluzioni del gioco che aderiscano il più possibile a certi canoni armonici da

noi stabiliti. Inoltre, è possibile utilizzare diverse funzioni obiettivo per esplorare le varie

soluzioni della regione ammissibile del problema.





Capitolo 1

Strumenti teorici

Riportiamo in questo capitolo alcune nozioni teoriche di base che saranno utili per lo

sviluppo dei prossimi capitoli.

1.1 Programmazione lineare

L’ottimizzazione è il ramo della matematica che si occupa della massimizzazione (o mi-

nimizzazione) di una funzione obiettivo in problemi sottoposti a vincoli, a loro volta

espressi come relazioni tra funzioni matematiche. Se i vincoli e la funzione da ottimizzare

sono lineari, allora si parla di problema di programmazione lineare. Se non diversamente

specificato, le seguenti nozioni sono tratte da [4] e [10].

1.1.1 Modelli di programmazione lineare

Un modello di programmazione lineare non descrive il modo di risolvere il problema

proposto, bens̀ı le caratteristiche che deve rispettare la soluzione ottima di quel problema.

Un modello è formato dai seguenti elementi:

• Parametri: corrispondono ai dati del problema. Sono delle quantità fissate che

dipendono dai diversi elementi del sistema, e corrispondono a numeri reali noti;

• Insiemi: raggruppano i vari elementi del sistema;

• Variabili decisionali: sono le incognite, corrispondono alle grandezze di cui non

conosciamo ancora il valore. Secondo i loro valori, otteniamo le varie soluzioni del



sistema. Inoltre, in base al loro dominio, parliamo di tre diversi tipi di modelli di

programmazione lineare. Un modello si dice di:

1. Programmazione Lineare (PL) se le variabili assumono valori in R;

2. Programmazione Lineare Intera (PLI) se le variabili hanno dominio in Z;

3. Programmazione Lineare Intera Mista (PLIM) se alcune variabili possono as-

sumere valori reali e altre solo valori interi.

Talvolta le variabili non sono semplicemente intere ma possono assumere solamente

valori in {0, 1}; in tal caso si dicono binarie.

Il modello che verrà presentato nei prossimi capitoli è un modello di programmazione

lineare intera con variabili binarie;

• Vincoli: esprimono in termini matematici le condizioni che una soluzione ammis-

sibile deve soddisfare. Vengono rappresentati da equazioni e/o disequazioni lineari.

Non sono ammesse disuguaglianze strette;

• Funzione obiettivo: rappresenta la quantità da minimizzare o massimizzare. È

espressa come combinazione lineare delle variabili decisionali.

Dunque, un generico modello di programmazione lineare si può scrivere nel seguente

modo:

max (o min) c1x1 + . . . + cnxn

(soggetto a) s.a. a11x1 + . . . + a1nxn ∼ b1
...

...

am1x1 + . . . + amnxn ∼ bm

xj ∈ R (xj ∈ Z), ∀ j = 1, . . . , n

Il modello proposto è formato da m vincoli e n variabili.

I parametri aij, bi, cj ∀ i = 1, . . . ,m, ∀ j = 1, . . . , n, assumono valori reali noti e sono

chiamati, rispettivamente, coefficienti tecnologici, termini noti, e coefficienti di costo se il

problema è di minimo o coefficienti di profitto se invece è di massimo.

Il simbolo ∼ è usato come segnaposto per uno qualsiasi dei seguenti operatori: =, ≤, ≥;



Chiamiamo soluzione ammissibile del problema ogni vettore x ∈ Rn che soddisfi i vincoli

del modello. L’insieme di tutte le soluzioni ammissibili è chiamato regione ammissibile.

Data una soluzione ammissibile x̄, è detto costo (o valore) di x̄ il valore della funzione

obiettivo calcolata per x̄. Una soluzione ammissibile si dice soluzione ottima se il suo

costo è maggiore (rispettivamente minore se il problema è di minimo) o uguale al costo di

tutte le soluzioni ammissibili del problema. Il costo corrispondente alla soluzione ottima

è il valore ottimo del problema.

1.1.2 Tecniche risolutive

Una volta creato un modello che descrive accuratamente la situazione oggetto di studio,

è il momento di calcolare la soluzione cercata.

In base al tipo di modello, ci sono algoritmi indicati per cercare le soluzioni ottime. Alcuni

dei più utilizzati sono quello del Simplesso (PL), di Branch and Bound (PLI e PLIM)

oppure quello dei piani di taglio (PLI e PLIM).

Metodo del simplesso per programmazione lineare

Ci sono diversi metodi di ricerca delle soluzioni di programmi lineari a variabili conti-

nue; uno dei più utilizzati è l’algoritmo del simplesso, ideato da George Dantzig a metà

dello scorso secolo. Questo metodo sfrutta il Teorema Fondamentale della Programma-

zione Lineare, il quale afferma che se un programma lineare ammette soluzioni e non è

illimitato, allora almeno uno dei vertici del poliedro rappresentante la regione ammissibile

corrisponde alla soluzione ottima. Dunque è sufficiente visitare tutti i vertici per trovare

una soluzione ottima.

Il metodo del simplesso fa proprio questo: partendo da un vertice a scelta, l’algoritmo

visita vertici adiacenti non peggiori fino a quando non trova il vertice rappresentante la

soluzione ottima. Questo algoritmo causa però dei problemi se le variabili decisionali

hanno dominio in Z, infatti, i vertici del poliedro non hanno necessariamente coordinate

intere. In effetti, il metodo del simplesso sarebbe sufficiente per trovare la soluzione ottima

su problemi PLI o PLIM solo se tutti i vertici della regione ammissibile avessero coordinate

intere nelle variabili intere. Tale condizione è garantita in situazioni particolari, in cui il

poliedro descritto dai vincoli coincide con l’inviluppo convesso dei punti ammissibili. Si

tratta però di situazioni eccezionali, mentre di solito i modelli di programmazione lineare

non godono di questa proprietà.



Metodo di Branch and Bound per programmazione lineare intera e intera

mista

È necessario trovare un altro modo per risolvere problemi di programmazione lineare

intera. Il metodo risolutivo più comune per PLI è quello di Branch and Bound.

Consideriamo un programma lineare intero:

zI = max cTx

Ax ≤ b

x ≥ 0

xi ∈ Z, i ∈ I

(1.1)

con A ∈ Rm×n, b ∈ Rm, c ∈ Rn e I ⊆ {1, . . . , n} l’insieme degli indici delle variabili xi

intere. Chiamiamo rilassamento lineare di (1.1) il programma lineare:

zL = max cTx

Ax ≤ b

x ≥ 0

(1.2)

dove le variabili decisionali assumono valori in R. Questa è una versione più semplice del

problema originale grazie alla quale possiamo ottenere informazioni sul problema iniziale.

Poiché Z ⊂ R, si nota facilmente che zI ≤ zL.

Un’altra osservazione alla base del metodo di Branch and Bound è la seguente: date la

regione ammissibile X e una sua partizione X1, . . . , Xn, e posta z
(k)
I = max{cTx | x ∈ Xk},

allora vale:

zI = max
k=1,...,n

z
(k)
I .

L’idea è dunque quella di partizionareX in sotto-insiemi e risolvere il problema di massimo

su ognuno di essi. Procedendo poi ricorsivamente, partizionando a loro volta tutti i sotto-

insiemi e risolvendo il problema su di essi, si riescono a controllare, in linea di principio,

tutte le soluzioni intere ammissibili del problema. L’algoritmo inoltre non svolge una

ricerca esaustiva; grazie a dei limiti superiori (ottenuti tramite il rilassamento lineare) e

inferiori (in corrispondenza di soluzioni ammissibili intere), riesce ad escludere a priori

certe partizioni della regione ammissibile.

Vediamo dunque come procede l’algoritmo: consideriamo un PLI il cui rilassamento

lineare ha soluzione ottima x̄ non intera. Supponiamo ci sia una variabile x1 non intera;

ad esempio x1 = 1.75. La soluzione ottima del PLI originale avrà chiaramente o x1 ≤ 1

o x1 ≥ 2. Creiamo allora due nuovi programmi lineari interi P1 e P2 imponendo prima



una e poi l’altra condizione al PLI originale. Chiamiamo questo passaggio branching sulla

variabile x1. Calcoliamo ora le soluzioni ottime dei due rilassamenti lineari e otteniamo

rispettivamente x̄′ e x̄′′. Supponiamo che x̄′ sia intera. Abbiamo trovato una soluzione

ottima intera per P1 e dunque non è più necessario fare altri branching su queste variabili

ed esplorare ulteriormente questa partizione della regione ammissibile. Inoltre, per quanto

detto prima, abbiamo trovato anche un limite inferiore della funzione obiettivo: z′L = z′I ≤
zI . Se nei futuri branching otteniamo una funzione obiettivo del rilassamento continuo con

valore non maggiore di questo limite, allora possiamo interrompere la ricerca di soluzioni

ottime in quella zona di regione ammissibile e continuare la nostra ricerca altrove. Ora, se

x̄′′ è intera, possiamo calcolare anche la sua funzione obiettivo z′′L = z′′I e poiché il problema

è di massimizzazione, è sufficiente prendere come soluzione ottima del problema originale

quella relativa alla funzione obiettivo maggiore tra z′I e z′′I . Se invece x̄′′ non è intera e

z′′L ≤ z′L, ripetiamo il processo di branching su una variabile non intera e proseguiamo allo

stesso modo fino a che non ci sono altre partizioni da esplorare.

Altri metodi

Il metodo di Branch and Bound non è l’unico metodo per risolvere problemi di program-

mazione lineare intera e intera mista. Un altro metodo di risoluzione, ad esempio, è quello

dei piani di taglio. L’idea di questo metodo è quella di risolvere dei rilassamenti lineari

che approssimano sempre meglio l’inviluppo convesso della regione ammissibile intorno

alla soluzione ottima senza scartare soluzioni ammissibili. In particolare, data la solu-

zione ottima x∗
L del rilassamento continuo corrente, si cerca un piano taglio, ossia una

disuguaglianza che sia soddisfatta da tutti i punti ammissibili interi e violata da x∗
L. Una

volta trovato un piano di taglio, questo si aggiunge alla formulazione e la procedura itera

finché la soluzione del rilassamento continuo è ammissibile intera e, quindi, ottima per il

problema di partenza. Tra i metodi che generano piani di taglio e garantiscono la conver-

genza alla soluzione ottima, citiamo i tagli di Gomory, che possono essere definiti sia per

problemi PLI che per problemi PLIM.

Esistono anche dei metodi ibridi nei quali, ad esempio, il metodo dei piani di taglio è

applicato solo per scartare zone della regione ammissibile del rilassamento continuo che

non contengono soluzioni intere, senza necessariamente convergere alla soluzione ottima

intera. In questo caso, l’aggiunta dei piani di taglio serve per migliorare le limitazioni al

valore della funzione obiettivo fornite dal rilassamento continuo nell’ambito del Branch

and Bound, rendendole più vicine alla corrispondente soluzione intera. In questo modo,



si favorisce la soluzione anticipata delle diverse partizioni, velocizzando la ricerca della

soluzione ottima intera. Il metodo è noto come Branch and Cut ed è alla base dei moderni

risolutori per PLIM.

1.1.3 Risolutori

L’applicazione pratica dei metodi appena descritti richiede molti calcoli e dunque ci af-

fidiamo a dei risolutori per implementarli. I risolutori sono dei programmi software che

accedendo a librerie informatiche, mettono in atto l’algoritmo risolutivo migliore per il

problema che descriviamo.

Gurobi Optimizer

Un risolutore per risolvere problemi di programmazione lineare è Gurobi Optimizer

[6], anche chiamato più semplicemente Gurobi. Una volta descritto il problema in uno

dei linguaggi di programmazione supportati, Gurobi restituisce, se esiste, una soluzione

ottima.

Per la descrizione del modello nel linguaggio di programmazione Python, Gurobi mette

a disposizione le librerie Gurobipy, che abbiamo utilizzato in questa tesi. Vediamo ora

alcuni comandi e metodi necessari a descrivere il problema:

nome_mod = Model(name = ’linear program’): crea il modello di programmazione

lineare “nome mod”;

nome_mod.addVars(I, J, vtype = GRB.BINARY, name = ’x’): dati gli insiemi I, J

crea le variabili binarie x indicizzate sugli insiemi elencati;

var.Obj(c): assegna alla variabile var il costo c nella funzione obiettivo;

nome_mod.ModelSense: è il parametro che determina se la funzione obiettivo va mini-

mizzata o massimizzata. Nel primo caso deve valere 1, nel secondo -1. Se non viene

specificato il suo valore, di default vale 1;

nome_mod.setObjective(fn_ob, GRB.MAXIMIZE): imposta fn ob come funzione obietti-

vo e stabilisce che debba essere massimizzata. Per minimizzarla è necessario scrivere

GRB.MINIMIZE;

nome_mod.addConstr(vincolo): aggiunge il vincolo descritto al modello;

nome_mod.optimize(): calcola la soluzione ottima del modello descritto.



Una funzione che utilizzeremo spesso per descrivere i vincoli è quicksum() la quale serve

per descrivere le sommatorie; quicksum(x[i,j] for i in I for j in J) corrisponde

alla sommatoria
P

i∈I, j∈J xij.

Questi comandi sono propri delle librerie di Gurobi ed è dunque necessario installa-

re il risolutore per poterle utilizzare. È possibile acquisire una licenza dal sito ufficiale

https://www.gurobi.com/. Altrimenti, se stiamo lavorando con problemi di dimensioni

limitate (massimo 2000 vincoli e 2000 variabili), si può installare gratuitamente il risolu-

tore direttamente nell’ambiente di programmazione. Lavorando, come nel caso di questa

tesi, su Google Colab, è sufficiente eseguire i seguenti comandi:

!pip install gurobipy

from gurobipy import *

1.2 Teoria dei Grafi

Introduciamo ora qualche definizione basilare di teoria dei grafi che può servire per

comprendere meglio quanto diremo riguardo dei problemi simili al nostro. Nonostante

queste nozioni vadano oltre lo scopo di questa tesi, i grafi sono una tecnica molto utile

per trattare e studiare problemi di tassellazione con tessere del domino.

Un grafo non orientato è una coppia ordinata G = (V,E) con V un insieme finito ed

E una famiglia di coppie non ordinate di elementi di V . Chiamiamo gli elementi di V

vertici (o nodi) e le coppie in E archi. Sia e = {u, v} ∈ E un arco. I vertici u e v si

dicono estremi di e. Un grafo si dice invece orientato, se le coppie in E sono ordinate.

D’ora in poi parleremo di grafi non orientati. Tutte le definizioni, con i dovuti

accorgimenti, sono da considerarsi valide anche per i grafi orientati.

Un insieme di archi tra loro disgiunti (ovvero senza estremi in comune) si dice matching.

Questo è detto perfetto quando copre tutti i nodi del grafo. Un vertice si dice coperto se

è estremo di un arco del matching, altrimenti si dice esposto. Un matching del grafo G

si dice quasi-perfetto se è un matching perfetto del grafo G − v = (V \ {v}, E), per un

qualche nodo v ∈ V .

Si dice cammino dal nodo u al nodo v, una sequenza di nodi (v1, v2, . . . , vk) tali che

u = v1 e v = vk e {vi, vi+1} ∈ E, ∀ i = 1, 2, . . . , k − 1.

https://www.gurobi.com/


Un grafo G = (V,E) si dice connesso se per ogni coppia di nodi u, v ∈ V , esiste un

cammino che li collega. Ogni sottografo massimale e connesso di G è detto componente

connessa di G.

Il teorema di Tutte afferma che un grafo G = (V,E) ammette un matching perfetto se

e solo se per ogni S ⊆ V , rimuovendo i nodi (e i rispettivi archi) di S da G, si ottengono

al più |S| componenti connesse dispari.



Capitolo 2

Letteratura e collegamento con altri

problemi

2.1 Il gioco del domino

Il gioco del domino è un classico tra i giochi da tavolo. Basato su tessere rettangolari

formate da due quadrati posti l’uno accanto l’altro, l’unica regola è quella di posizionare le

tessere in fila indiana in modo che si tocchino su un solo lato dei loro quadrati e che le due

facce adiacenti abbiano lo stesso numero di pallini. Un giocatore con una certa formazione

matematica può facilmente vedere la miriade di possibili rielaborazioni di questo puzzle.

Una che salta facilmente all’occhio, è quella di ricoprire perfettamente un certo spazio

con delle tessere, problema anche detto di tassellazione. Le tessere del domino a fine

partita formano una particolare tassellazione detta edge-to-edge (ovvero dove ogni coppia

di quadrati adiacenti condivide un intero lato) di una striscia di piano di altezza 1. Im-

maginiamo ora le tessere come coppie {a, b} con a, b ∈ {0, 1, . . . , 6} che rappresentano il

numero di pallini su ognuna delle due facce quadrate della tessera. Valori permettendo, e

con un sufficiente numero di tessere, possiamo tassellare la striscia R× [0, 1].

Una domanda che sorge spontanea è: dato un qualsiasi insieme di tessere è sempre

possibile trovare una tassellazione della striscia rispettando le regole di adiacenza del

domino? È proprio questo ciò di cui tratta D’Andrea in [3]. Grazie a nozioni di teoria dei

grafi, dimostra in quali casi la striscia ammette una tassellazione e che se ne esiste una

allora questa dev’essere periodica.



2.2 Tassellazioni con tessere del domino

Una striscia è una superficie con una forma molto particolare e trovarne una tassella-

zione con tessere di domino è banale. Cosa accade se l’area da ricoprire ha una forma

diversa?

2.2.1 Superfici rettangolari

Consideriamo un rettangolo di area m × n. Possiamo dividerlo in quadrati 1 x 1 a

formare una scacchiera. È sempre possibile trovare una tassellazione di questa superficie?

E in caso affermativo, quante ce ne sono?

È proprio a queste domande che risponde Matoušek in [8]. Poiché le tessere del

domino occupano due quadrati adiacenti della scacchiera, per ricoprirla è necessario che

la scacchiera abbia un numero pari di caselle. Esiste dunque una tassellazione se e solo se

almeno uno tra m e n è pari.

La seconda domanda invece non ha una soluzione cos̀ı diretta. Per rispondere, Ma-

toušek riformula il problema in termini di teoria dei grafi e ne descrive alcune proprietà

grazie a nozioni di algebra lineare. L’idea fondamentale è quella di associare in maniera

univoca ogni tassellazione ad un matching perfetto, ovvero un insieme di archi disgiunti

che coprono tutti i vertici di un grafo. Questa idea sarà anche utile in altri problemi di

tassellazione per capire se esiste o meno una tassellazione di un determinato spazio di

forma irregolare.

Trovare un matching perfetto di un grafo bipartito è infatti un problema facilmente

risolvibile [5]; esistono algoritmi che permettono di trovarne uno in tempo polinomia-

le nella dimensione del grafo. Sfortunatamente, invece, contare il numero di matching

perfetti, e quindi tassellazioni, di un dato grafo non è cos̀ı semplice; il problema non è

infatti risolvibile in un tempo di computazione polinomiale. Tramite matrici di adiacenza

e strumenti di algebra lineare si scopre però che il problema è equivalente a calcolare il

determinante di una particolare matrice che possiamo ottenere seguendo uno specifico

algoritmo. Matoušek conclude affermando che esiste anche una formula per calcolare il

numero di possibili tassellazioni in maniera esplicita senza dover usare nozioni di teoria

dei grafi e algebra lineare.

Questo ragionamento si basa però sul fatto che lo spazio da ricoprire sia perfettamente

rettangolare. Cosa possiamo dire per spazi di forme diverse?



2.2.2 Superfici rettangolari con buchi

Nel loro articolo [1], Byun e Goddard, affrontano il caso di quadrati e rettangoli con

un buco. I risultati da loro ottenuti non sono espliciti come quelli riportati da Matoušek

ma sono comunque molto interessanti. Nel caso dei rettangoli, abbiamo detto nella Se-

zione 2.2.1 che era equivalente contare le tassellazioni o i matching perfetti del grafo

rappresentante la superficie da tassellare. In questo caso parleremo invece di matching

quasi-perfetti : insiemi di archi disgiunti che coprono tutti i vertici del grafo meno che uno.

Il vertice rimasto scoperto rappresenterà quindi il buco della superficie, mentre gli archi

rappresenteranno le tessere del domino. Inoltre, poiché un rettangolo ammette tassella-

zioni con tessere del domino se e solo se ha area pari, dato che il rettangolo ha un buco è

necessario che entrambi i suoi lati siano di lunghezza dispari.

Nel caso di un quadrato (2k+1)×(2k+1), Byun e Goddard dimostrano che il numero

di matching quasi-perfetti è un multiplo dispari di 2k. Il caso di un generico rettangolo

di lati dispari con un buco ha risultati ancora meno precisi; l’unica cosa che si riesce

ad affermare è se il numero di matching quasi-perfetti, e quindi di tassellazioni, è pari o

dispari.

2.3 Dal caso generale a quello specifico

Abbiamo visto alcune possibili varianti che però non esauriscono tutte le possibili si-

tuazioni in cui ci si potrebbe trovare a cercare una tassellazione con tessere del domino.

Una domanda che può sorgere a questo punto è: da dove nasce questo tipo di problema?

2.3.1 Evoluzione del problema di tassellazione

La tassellazione con tessere di domino è un problema classico che nasce in fisica nello

scorso secolo dalla volontà di creare dei semplici modelli per rappresentare il comporta-

mento termodinamico di fluidi; molecole biatomiche in un reticolo rettangolare vengono

rappresentate in modo naturale da tessere di domino poste su una scacchiera. In [11],

Temperley e Fisher offrono una soluzione per trovare tutte le possibili configurazioni di

dimeri su un reticolo rettangolare, ovvero di tassellazioni di una scacchiera con tessere del

domino. Il problema è stato risolto nello stesso anno anche da Pieter Kasteleyn [7].

Da una semplice versione in due dimensioni, negli anni questo problema di tassellazione

si è ampliato molto; le tessere del domino diventano dei blocchetti 2 x 1 x 1 per poter



lavorare in più dimensioni [9], oppure le superfici da tassellare si trasformano da semplici

quadrilateri a superfici più articolate, come nel caso del triangolo azteco [2].

E se invece non volessimo limitarci ad un semplice problema di copertura e volessimo

aggiungere delle ulteriori condizioni sulle caselle da coprire?

2.3.2 Pips

È proprio questo quello che viene richiesto nel gioco Pips introdotto dal The New York

Times nel 2025. Il gioco, che abbiamo definito nell’Introduzione, fa parte dei puzzle

giornalieri proposti dal quotidiano sul loro sito e considera classiche tessere del domino

bidimensionali e superfici da coprire bidimensionali di forma irregolare.

Ricordiamo che, dati un insieme di tessere del domino e una superficie da coprire,

viene richiesto di posizionare le tessere in modo da soddisfare alcune condizioni legate ai

valori riportati su ogni tessera; ad esempio, che i valori posti in una certa regione siano

tutti diversi tra loro. Pips è dunque un problema di tassellazione con l’obiettivo di trovare

una, o addirittura l’unica, tassellazione che rispetti tutte le condizioni imposte alle singole

caselle del puzzle.

2.4 Il domino visto come un Pips speciale

Il considerare Pips come “un gioco di domino moderno” deriva dal fatto di utilizzare

le stesse tessere da gioco. Viene da chiedersi però se ci siano forse altri collegamenti tra

i due giochi. Un occhio attento potrebbe ormai essersi accorto che in realtà i due sono

più vicini di quanto non sembri; il domino classico, infatti, non è altro che un particolare

puzzle di Pips.

Supponiamo di avere un’unica superficie formata da n caselle 1 x 1 tali che ogni casella

sia adiacente al più ad altre due caselle. Queste caselle saranno poi soggette ad una sola

tipologia di condizioni esterne: quelle di uguaglianza tra valori di una stessa regione. Ora,

immaginiamo di numerare le caselle come segue: fissiamo la casella numero 1 a piacere,

poi numeriamo col numero 2 una qualsiasi casella ad essa adiacente non ancora numerata

e procediamo cos̀ı fino a quando abbiamo visitato tutte le caselle. Ogni coppia di caselle

del tipo (p, p + 1) con p pari e p ̸= n sarà soggetta ad un vincolo di uguaglianza. Se

la casella p è adiacente alla prima casella, e dunque p = n, allora esisterà un vincolo di

uguaglianza anche tra le caselle 1 e p.

La tassellazione della situazione appena descritta coincide perfettamente con la configu-



razione finale delle tessere di una possibile partita di domino ed è anche la soluzione di

un normalissimo puzzle di Pips.





Capitolo 3

Un modello PLI

Il problema di cui tratta questa tesi è quello di creare un modello del gioco Pips. Il

gioco fa parte dei puzzle giornalieri proposti sul sito del quotidiano e comprende tre diversi

livelli di difficoltà. Date alcune tessere del domino, il gioco consiste nel posizionarle su un

insieme dato di celle rispettando alcuni specifici vincoli sui numeri che possono comparire

in ogni casella. Ogni tessera copre due caselle adiacenti. Questo capitolo illustra il modello

di programmazione lineare intera che descrive il problema.

3.1 Formulazione

Iniziamo introducendo la notazione e gli elementi necessari a descrivere il modello.

Parametri

Innanzitutto presentiamo i parametri che utilizzeremo. Immaginiamo di ricoprire l’insieme

di caselle date dal puzzle con una griglia rettangolare di area minima. Chiameremo g la

sua larghezza e h la sua altezza. Sia poi M una costante sufficientemente grande detta

“big-M”. Vedremo più avanti il suo utilizzo specifico e come stimare il suo valore.

Insiemi

Dati i parametri g e h, possiamo ora definire gli insiemi necessari a descrivere il modello.

Partiamo dalla griglia rettangolare di area minima che copre il puzzle. Assegniamo ad

ogni casella della griglia una coppia di coordinate riga-colonna.

Sia G = {(r, c) | r ∈ {1, 2, . . . , g}, c ∈ {1, 2, . . . , h}} l’insieme contenente tali coppie.

D’ora in poi useremo i termini coordinate e caselle in maniera intercambiabile.



Le caselle in G sono chiaramente in numero maggiore o uguale rispetto al numero di

caselle dell’insieme dato inizialmente dal puzzle.

Consideriamo dunque l’insieme I = {(r, c) ∈ G | (r, c) è una casella del puzzle} ⊆ G.

Le coppie in I sono le coordinate dell’insieme di caselle date dal puzzle. Sono solo queste

le caselle che andranno ricoperte dalle tessere del domino, non tutte quelle in G.

Sia poi J = {{j0, j1} | j0, j1 ∈ {0, 1, . . . , 6}} l’insieme delle coppie rappresentanti le

tessere del domino da posizionare. Poiché ogni tessera copre due caselle, è necessario che

la cardinalità di J sia la metà di I. È possibile accedere ai valori delle due metà grazie

agli indici 0 e 1: j0 è il numero presente in una metà e j1 quello nell’altra metà.

Gli ultimi insiemi da introdurre sono quelli legati alle condizioni specifiche alle singole

caselle. Queste condizioni interessano regioni formate da una o più caselle adiacenti e,

per una data regione, possono essere di cinque tipi diversi:

1. la somma dei valori nelle caselle della regione deve essere uguale ad un dato numero

k;

2. la somma dei valori nelle caselle della regione deve essere minore di un dato numero

k;

3. la somma dei valori nelle caselle della regione deve essere maggiore di un dato numero

k;

4. le caselle della regione devono avere tutte lo stesso valore;

5. le caselle della regione devono avere tutte valori diversi tra loro.

Vediamo quindi come identificare gli insiemi di caselle relative ad ogni condizione.

Partiamo dalla prima tipologia. Sia V+ l’insieme che descrive tutte le condizioni di ti-

pologia 1. Questo insieme è formato da diversi insiemi che indichiamo con V+k e che

contengono ciascuno tutte le regioni (insiemi di caselle) per le quali la somma delle caselle

che le compongono dev’essere uguale a k. Osserviamo che è possibile avere più di un

insieme di caselle (regione) la cui somma dev’essere pari allo stesso numero, pertanto ogni

V+k è formato a sua volta da insiemi tali che ognuno di loro raccolga caselle appartenenti

alla stessa specifica descritta nel puzzle e non più semplicemente alla stessa tipologia.

Abbiamo dunque gli insiemi:

V+k = {V | V = {(ri, ci) ∈ I, i = 1, 2, . . . , n | le n caselle (ri, ci) devono avere somma k}}



e

V+ = {V+i | i è un valore per cui esiste una specifica di tipo 1} .

Possiamo ragionare in maniera analoga anche per la seconda e la terza tipologia di

condizioni e introdurre quindi gli insiemi V<, V<k,V>, V>k costruiti nello stesso modo.

Rimane da vedere come costruire gli insiemi relativi alle ultime due tipologie di speci-

fiche, quella di uguaglianza e quella di diversità.

Per la quarta tipologia introduciamo, come fatto per le prime tre condizioni, l’insieme

V= che contiene tutti gli insiemi di caselle che individuano regioni sui cui sono definite

condizioni di uguaglianza. Gli elementi di questo insieme sono a loro volta insiemi di

caselle appartenenti alla stessa specifica e che quindi devono avere tutte lo stesso valore.

Chiameremo questi insiemi V=(r̄,c̄), con (r̄, c̄) una casella della regione interessata che

è stata scelta come casella rappresentante. Grazie a questa notazione possiamo riscrivere

la condizione in modo più comodo ai fini dell’implementazione del modello (vedi Capitolo

4); non si tratta più di avere tutte le caselle uguali tra loro, bens̀ı tutte le caselle devono

avere valore uguale a quello della casella rappresentante.

Gli insiemi ottenuti sono quindi:

V=(r̄,c̄) = {(ri, ci) ∈ I | i = 1, 2, . . . , n e le n caselle (ri, ci), tra cui (r̄, c̄),

devono avere tutte lo stesso valore},

V= = {V=(r̄,c̄) | ∃ una condizione tale che le caselle hanno tutte lo stesso valore di (r̄, c̄)}.

Notiamo che se ci fossero due specifiche di tipo 4 che coinvolgono la stessa casella, il

puzzle è equivalente a quello in cui le due specifiche sono sostituite da un’unica specifica

sull’unione dei due insiemi interessati. Possiamo quindi, senza perdere generalità, assu-

mere che ogni casella sia coinvolta in al più una specifica di tipo 4, rendendo consistente

la notazione introdotta (basata su una delle caselle coinvolte dalla stessa specifica).

Per la quinta e ultima tipologia introduciamo anche questa volta l’insieme composto da

tutti gli insiemi di caselle appartenenti ad una condizione di diversità: V̸=. Questo insie-

me è a sua volta costituito da insiemi che rappresentano le singole condizioni di diversità.



Dunque:

V̸= = {V | V = {(ri, ci) ∈ I | i = 1, 2, . . . , n e le (ri, ci) devono avere tutte valori diversi}}.

Variabili decisionali

Per poter scrivere le nostre equazioni, definiamo le variabili decisionali. Poiché stiamo

parlando di un modello di programmazione lineare intera, le variabili assumeranno solo

valori interi, in particolare noi utilizzeremo variabili binarie.

Per poter esprimere la soluzione di un determinato puzzle, è sufficiente sapere quale metà

di ogni tessera copre ogni casella. Introduciamo dunque la famiglia di variabili binarie xrc
jp

definite per ogni j ∈ J, p ∈ {0, 1}, (r, c) ∈ I:

xrc
jp =

1 se la casella (r, c) ∈ I è coperta dall’entrata p ∈ {0, 1} della tessera j ∈ J

0 altrimenti .

Prima di introdurre altre variabili, definiamo la relazione d’ordine totale ≼ . Questa

servirà a dare un ordine alle caselle del puzzle.

Per ogni (r, c), (r̄, c̄) ∈ I diciamo che (r, c) ≼ (r̄, c̄) se (r, c) “viene prima di” (r̄, c̄);

ovvero se r < r̄ oppure se r = r̄ e c ≤ c̄.

Si dimostra facilmente che la relazione appena descritta è riflessiva, antisimmetrica e

transitiva. Inoltre per ogni (r, c), (r̄, c̄) ∈ I, o (r, c) ≼ (r̄, c̄), o (r̄, c̄) ≼ (r, c). Perciò ≼

non è semplicemente una relazione d’ordine, bens̀ı una di ordine totale.

Diciamo poi che (r, c) ≺ (r̄, c̄) se (r, c) ≼ (r̄, c̄) e (r, c) ̸= (r̄, c̄).

Possiamo introdurre ora l’altra famiglia di variabili binarie br̄,c̄r,c definite per ogni (r, c),

(r̄, c̄) ∈ V tali per cui (r̄, c̄) ≺ (r, c) e per ogni V ∈ V ̸=:

br̄,c̄r,c =


0 se

P
j∈J

p∈{0,1}
xr̄c̄
jp · jp −

P
j∈J

p∈{0,1}
xrc
jp · jp > 0

1 altrimenti
.

Questa famiglia di variabili ci servirà per poter scrivere le equazioni relative alle condizioni

di diversità, come vedremo nelle prossime sezioni.



Funzione obiettivo

Di sua natura, Pips non ha un vero e proprio obiettivo di ottimizzazione ma possiamo

individuarne uno con facilità. Decidiamo, ad esempio, di voler mettere in ordine le caselle

del puzzle. Vogliamo che una volta completato il puzzle, i valori delle tessere poste

in alto a sinistra siano più bassi possibile e che quelli in basso a destra siano più alti

possibile. Chiaramente, a causa delle condizioni specifiche aggiunte del gioco, questa

divisione non sarà perfetta, però possiamo cercare di rispettarla il più possibile. Facciamo

ciò massimizzando la seguente funzione obiettivo:

X
(r,c)∈I

j∈J, p∈{0,1}

xrc
jp · jp · (r + c) (3.1)

Ogni variabile ha coefficiente di profitto jp · (r + c). Questo numero è minimo se una

tessera di valore basso è posizionata nelle prime caselle ed è alto se una tessera di valore

alto è posizionata sulle ultime caselle dell’insieme dato. Dunque massimizzando questa

funzione verranno favorite soluzioni che posizionano valori alti in basso a destra e valori

bassi in alto a sinistra.

Altre funzioni obiettivo

La funzione (3.1) non è l’unica funzione obiettivo possibile. Introduciamo ora altre due

funzioni obiettivo; la prima servirà per effettuare una semplice, anche se non conclusiva,

indagine sul fatto che esistano più soluzioni per uno stesso puzzle e la seconda invece sarà

semplicemente un altro modo di ordinare le tessere nel puzzle in base ai loro valori.

Come abbiamo già detto, una soluzione ottima del gioco Pips è semplicemente una

soluzione che rispetta tutte le condizioni specifiche stabilite nel puzzle considerato, ovvero

una soluzione ammissibile. Risolvendo un modello di programmazione lineare otteniamo,

se esiste, una soluzione ottima. Non riceviamo però alcuna risposta sul numero di soluzioni

ammissibili.

Possiamo ovviare a questo problema utilizzando una particolare funzione obiettivo:

X
(r,c)∈I

j∈J, p∈{0,1}

crcjp · xrc
jp (3.2)

dove le variabili crcjp sono scelte arbitrariamente dall’insieme [0, 1).



In questa funzione obiettivo viene assegnato un coefficiente di profitto casuale ad ogni

variabile e dunque, massimizzando ripetutamente il modello (e scegliendo ogni volta dei

nuovi parametri causali), si possono ottenere sempre un valore ottimo, e quindi una

soluzione ottima, diversi.

Alternativamente, possiamo creare un’altra soluzione ammissibile per ordinare le tes-

sere del puzzle secondo i loro valori similmente a come abbiamo voluto fare con (3.1).

Dividiamo l’insieme delle caselle I nei due sottoinsiemi I1, I2 tali che, ad esempio, le

caselle della metà sinistra del puzzle siano in I1 e quelle della metà destra siano in I2. In

questo caso vogliamo che le tessere siano equidistribuite nel puzzle dimodoché le somme

dei valori delle due metà siano il più vicine possibile. Dobbiamo dunque minimizzare il

valore assoluto della differenza tra le due somme. Sfortunatamente il valore assoluto non

è una operazione lineare e dunque va sciolto con un qualche stratagemma.

Consideriamo il caso generico dove la funzione obiettivo da minimizzare è |z|. Introdu-
ciamo una variabile continua y e imponiamo i seguenti vincoli:y ≥ z

y ≥ −z
.

Minimizzando la variabile y stiamo anche minimizzando |z|.

Dunque per risolvere il nostro caso specifico bisogna:

1. definire la variabile continua y;

2. imporre i vincoli:

(a) y ≥
P

(r,c)∈I1
j∈J, p∈{0,1}

xrc
jp · jp −

P
(r,c)∈I2

j∈J, p∈{0,1}
xrc
jp · jp

(b) y ≥ − (
P

(r,c)∈I1
j∈J, p∈{0,1}

xrc
jp · jp −

P
(r,c)∈I2

j∈J, p∈{0,1}
xrc
jp · jp )

3. minimizzare la variabile y.

Modello PLI

Avendo descritto le varie componenti, possiamo finalmente presentare il modello di pro-

grammazione lineare intera che descrive il puzzle.



max
X

(r,c)∈I
j∈J, p∈{0,1}

xrc
jp · jp · (r + c)

s.a. X
j∈J

p∈{0,1}

xrc
jp = 1 ∀ (r, c) ∈ I (3.3)

X
(r,c)∈I

xrc
jp = 1 ∀ j ∈ J, ∀ p ∈ {0, 1} (3.4)

X
(r,c)∈{(r+1,c),(r−1,c),
(r,c+1),(r,c−1)}∩I

xrc
j(1−p) ≥ xr̄c̄

jp ∀ (r̄, c̄) ∈ I, ∀ j ∈ J, ∀ p ∈ {0, 1} (3.5)

X
(r,c)∈V

j∈J, p∈{0,1}

xrc
jp · jp = k ∀ V ∈ V+k, ∀ V+k ∈ V+ (3.6)

X
(r,c)∈V

j∈J, p∈{0,1}

xrc
jp · jp ≤ k − 1 ∀ V ∈ V<k, ∀ V<k ∈ V< (3.7)

X
(r,c)∈V

j∈J, p∈{0,1}

xrc
jp · jp ≥ k + 1 ∀ V ∈ V>k, ∀ V>k ∈ V> (3.8)

X
j∈J

p∈{0,1}

xrc
jp · jp =

X
j∈J

p∈{0,1}

xr̄c̄
jp · jp ∀ (r, c) ∈ V=(r̄,c̄), ∀ V=(r̄,c̄) ∈ V= : (r, c) ̸= (r̄, c̄)

(3.9)

X
j∈J

p∈{0,1}

xr̄c̄
jp · jp −

X
j∈J

p∈{0,1}

xrc
jp · jp ≥ 1−M · br̄,c̄r,c ∀ (r, c), (r̄, c̄) ∈ V, ∀ V ∈ V ̸= : (r̄, c̄) ≺ (r, c)

(3.10)

X
j∈J

p∈{0,1}

xr̄c̄
jp · jp −

X
j∈J

p∈{0,1}

xrc
jp · jp ≤ M · (1− br̄,c̄r,c)− 1 ∀ (r, c), (r̄, c̄) ∈ V, ∀ V ∈ V ̸= : (r̄, c̄) ≺ (r, c)

(3.11)

xrc
jp ∈ {0, 1} ∀ (r, c) ∈ I, ∀ j ∈ J, ∀ p ∈ {0, 1} (3.12)

br̄,c̄r,c ∈ {0, 1} ∀ (r, c), (r̄, c̄) ∈ I (3.13)



3.2 Vincoli

Una soluzione ammissibile di questo modello deve soddisfare due diversi insiemi di

vincoli; non solo quelli specifici al puzzle proposto ma anche i vincoli base che chiameremo

“di copertura”.

3.2.1 Vincoli di copertura

I vincoli di copertura servono per assicurarci che le tessere coprano correttamente le

caselle date. Le tessere del puzzle, effettivamente, non possono essere posizionate a piacere

nello spazio, ma devono rispettare le seguenti condizioni: ogni tessera deve coprire solo

caselle del puzzle, ogni casella deve essere coperta da una tessera e le tessere non possono

sovrapporsi. Poiché le caselle sono in numero doppio rispetto le tessere, questi tre requisiti

possono essere riscritti come: ogni casella è coperta da una e una sola tessera e ogni tessera

copre esattamente due caselle adiacenti.

Immaginiamo di spezzare ogni tessera j ∈ J in due. Otteniamo le due metà j0 e j1. Il

vincolo (3.3) impone che ogni casella sia coperta da un unico pezzo di tessera e che quindi

le tessere non possano sovrapporsi. Infatti, fissata la casella (r, c), poiché le variabili

valgono o 0 o 1, la sommatoria
P

j∈J, p∈{0,1} x
rc
jp varrà 1 se e solo se si attiva una ed una

sola variabile e se dunque la casella (r, c) è coperta da un unico pezzo di tessera: quello

relativo alla variabile che si è attivata. Ad esempio, se fissata la casella (4, 2) nel vincolo

(3.3) otteniamo che x4,2
{5,6},0 = 1 allora vuole dire che la casella (4, 2) verrà coperta dalla

metà della tessera {5, 6} che avrà valore 5.

Ragionando in maniera simile otteniamo anche il vincolo (3.4), il quale impone che

ogni pezzo di tessera copra una casella e che quindi non ci siano tessere inutilizzate o che

finiscano fuori dall’insieme di caselle. Utilizzando la stessa tecnica di prima, fissato un

pezzo di tessera, ovvero una coppia j ∈ J e p ∈ {0, 1}, la sommatoria
P

(r,c)∈I x
rc
jp varrà 1

se e solo se si attiva esattamente una sola variabile e dunque se il pezzo di tessera fissato

copre una sola casella.

In congiunzione col vincolo (3.3), otteniamo che ogni tessera copre una e una sola

casella.

Rimane ora un’ultima condizione da controllare. All’inizio del ragionamento abbiamo

immaginato di spezzare a metà tutte le tessere j ∈ J ; adesso dobbiamo ricongiungere

ogni pezzo alla sua altra metà. Il vincolo (3.5) assicura proprio questo: impone che due

metà della stessa tessera debbano coprire caselle adiacenti.



Diciamo che due caselle (r1, c1) e (r2, c2) sono adiacenti se e solo se o r1 = r2 ± 1 oppure

c1 = c2 ± 1. Dunque, il vincolo stabilisce che, se la casella (r̄, c̄) è coperta dalla posizione

p della tessera j, ovvero se xr̄c̄
jp = 1, allora il pezzo della tessera j di posizione p− 1, cioè

l’altra metà, deve coprire una delle caselle adiacenti a (r̄, c̄).

Questi tre vincoli di copertura assicurano, quindi, che le tessere date vengano posizionate

correttamente nel puzzle senza uscire dai bordi o lasciare caselle vuote.

3.2.2 Condizioni specifiche

Passiamo ora alla seconda categoria di vincoli: quelli specifici di ogni puzzle scelto.

Questi vincoli sono relativi ai valori delle tessere che possono essere poste sulle varie

caselle. Abbiamo visto come, fissata la casella (r, c), possiamo sapere quale sia la tessera

che la copre imponendo che la sommatoria
P

j∈J, p∈{0,1} x
rc
jp sia uguale a 1. Sfruttando

questo fatto otteniamo che il valore della sommatoria
P

j∈J, p∈{0,1} x
rc
jp · jp equivale proprio

al valore del pezzo di tessera che copre (r, c).

Condizioni di somma

Il vincolo (3.6) impone dunque che, dato l’insieme di caselle V , la somma dei valori

posti su di esse debba essere uguale a k. L’argomento della sommatoria, xrc
jp · jp, vale

jp se la variabile xrc
jp si attiva, e 0 altrimenti. Quindi, sommando per tutte le caselle in

V , otteniamo la somma dei valori posti sulle caselle ed è sufficiente imporre che questo

numero sia uguale a k per soddisfare la condizione.

Analogamente, i vincoli (3.7) e (3.8) impongono, rispettivamente, che la somma dei

valori posti sulle caselle in V sia minore, o maggiore, a k.

Prestiamo attenzione al termine noto di questi due vincoli. Al contrario del vincolo

(3.6), il termine noto qui non è semplicemente k. Questo perché le condizioni originali

sono formulate usando disuguaglianze strette mentre nel modello è necessario usare di-

suguaglianze non strette. Il problema è facilmente risolto; poiché stiamo lavorando con

tutti numeri interi, è sufficiente sottrarre un 1 a k se il vincolo è di minoranza o sommarlo

nel caso di vincoli di maggioranza.

Condizione di uguaglianza

Il vincolo (3.9) impone che, dato un insieme di caselle V=(r̄,c̄), queste abbiano tutte lo

stesso valore. Possiamo riformulare questo vincolo come: tutte le caselle in V=(r̄,c̄) devono



avere valore uguale al valore della casella (r̄, c̄). Dunque basta scrivere un’equazione per

ogni casella in V=(r̄,c̄) \{(r̄, c̄)} dove si impone che il suo valore sia uguale a quello di (r̄, c̄).

Condizione di diversità

Rimane ora un’ultima condizione da affrontare; quella di diversità. Questa impone che

tutte le caselle di un dato insieme V debbano avere valori diversi. Apparentemente si

tratta di un vincolo descrivibile similmente a quello di uguaglianza, basta confrontare a

due a due tutte le caselle dell’insieme e imporre che abbiano valori diversi. Per fare ciò

viene naturale affermare che la differenza tra i due valori debba essere non nulla, o anche,

che il valore assoluto della differenza sia maggiore o uguale a 1. Come abbiamo già detto,

il valore assoluto non è però un’operazione lineare e non possiamo dunque utilizzarlo nel

nostro modello. È necessario trovare uno stratagemma per sciogliere tali equazioni in

operazioni lineari.

Partiamo da un caso generico. Consideriamo l’equazione |z| ≥ 1 con z una variabile

intera. In base al segno di z otteniamo due vincoli diversi; se z > 0 si ha che z ≥ 1 e se

z < 0 si ha che −z ≥ 1. Non serve considerare il caso z = 0 perché 0 non è mai maggiore

di 1. Abbiamo dunque un vincolo di tipo logico dove al variare del segno della variabile

z dobbiamo imporre vincoli diversi. Questo tipo di vincolo non è lineare, però possiamo

scrivere dei vincoli lineari che abbiano la stessa soluzione.

Per farlo, si può introdurre la variabile logica b: una variabile binaria il cui valore è

direttamente legato al segno di z. Anche i vincoli relativi a questa variabile dovranno

essere lineari. Sia poi M una costante sufficientemente grande che vederemo in seguito

come stimare.

Possiamo ora introdurre il sistema di equazioni:z +M · b ≥ 1

−z +M · (1− b) ≥ 1
. (3.14)

L’insieme delle soluzioni di questo sistema coincide con quello dell’equazione col valore

assoluto. Al variare del valore di b otteniamo:

se b = 0:

z ≥ 1

−z +M ≥ 1
.

La prima equazione è soddisfatta se z è positivo e la seconda è soddisfatta per ogni valore

di z se la costante M è stata scelta appropriatamente. Osserviamo che la prima equazione



coincide con quella del valore assoluto per z > 0;

se invece b = 1:

z +M ≥ 1

−z ≥ 1
.

In questo secondo caso è la prima equazione ad essere soddisfatta per ogni valore di z,

mentre la seconda è soddisfatta se z è negativo. La seconda equazione coincide inoltre

con quella del valore assoluto per z < 0.

Dunque, se un certo valore di z soddisfa l’equazione col valore assoluto, allora soddisfa

anche il sistema 3.14 e viceversa. Abbiamo quindi trovato un modo di scrivere il vincolo

logico con sole funzioni lineari.

Torniamo ora alla condizione di diversità. I vincoli (3.10) e (3.11) corrispondono alle due

equazioni del sistema appena descritto. Ogni vincolo confronta i valori posti su due caselle

(r, c) e (r̄, c̄) appartenenti ad un determinato insieme V . In particolare, per non ripetere

vincoli già considerati, prendiamo sempre coppie di caselle dove (r̄, c̄) ≺ (r, c). Rispetto

alle equazioni descritte nell’esempio generico, adesso, come variabili logiche usiamo le

variabili binarie br̄,c̄r,c, e la variabile z viene sostituita dalla differenza tra i valori posti sulle

due caselle.

L’ultima cosa da fare è stabilire una stima ragionevole della costante M . Mantenendo

la notazione dell’esempio, se b = 0 dev’essere soddisfatta l’equazione −z + M ≥ 1 e se

invece b = 1 dev’essere soddisfatta l’equazione z + M ≥ 1. Possiamo riscrivere queste

due equazioni come: z ≤ M − 1 e z ≥ 1 − M e dunque z ∈ [1 − M,M − 1]. Poiché le

tessere del domino assumono valori tra 0 e 6, estremi compresi, la differenza, in modulo,

tra due di questi valori è al più 6. Quindi, è sufficiente che 1−M sia minore o uguale a 1

e che M − 1 sia maggiore o uguale a 6. La prima condizione è ridondante e basta dunque

prendere una costante M maggiore o uguale a 7.

Infine, i vincoli (3.12) e (3.13) impongono che le variabili utilizzate siano binarie.





Capitolo 4

Implementazione

Nel Capitolo 3 abbiamo presentato il modello di programmazione lineare intera che descri-

ve il puzzle. In questo capitolo affronteremo il problema dell’implementazione al computer

del modello. Per fare ciò abbiamo usato il risolutore Gurobi Optimizer, anche detto più

semplicemente Gurobi, il linguaggio di programmazione Python e le librerie di interfaccia

Gurobipy (descritte nella Sezione 1.1.3).

4.1 Dati del puzzle

Consideriamo uno specifico puzzle di Pips e vediamo come descriverlo al risolutore. In

questo caso prendiamo come esempio il puzzle “easy” del 3 febbraio 2026 (vedi Figura

4.1).

Definiamo innanzitutto parametri, insiemi e variabili. Per omogeneità con l’imple-

mentazione, useremo la sintassi di Python, ricordando che elenchi tra parentesi quadre

individuano liste ordinate di oggetti, mentre elenchi tra parentesi graffe rappresentano

dizionari. Un dizionario è una collezione di oggetti individuati da un indice; l’elenco ri-

porta ogni oggetto della collezione come una sequenza di indice e corrispondente elemento

(separati da due punti) e ogni oggetto è separato da virgole.

# parametri

g = 4 # larghezza puzzle

h = 3 # altezza puzzle

M = 10 # big-M



Figura 4.1: livello easy del 03/02/26

# insiemi

I_0 = [0,1,1,1,

1,1,1,1,

1,0,1,1]

J = {1:(6,6), 2:(0,3), 3:(1,5), 4:(1,6), 5:(0,6)}

M = 10 # big-M

G = [(i+1,j+1) for i in range(h) for j in range(g)]

I = [G[i]*I_0[i] for i in range(g*h) if I_0[i] != 0]

P = [0,1]

I parametri sono gli stessi descritti nella Sezione 3.1. La lista I 0 rappresenta visivamente

la forma del puzzle; le entrate che valgono 1 sono da considerarsi come caselle che andranno

ricoperte da tessere, le entrate nulle sono invece da ignorare nella costruzione del puzzle.

L’insieme delle tessere J , definito nella Sezione 3.1, è ora rappresentato dal dizionario J

dove la chiave indicizza il numero di tessera e il valore rappresenta la tessera stessa tramite

la tupla (j0, j1). La lista G, definita tramite descrittori di lista, è formata dalle coordinate

delle caselle della griglia di area minima che copre il puzzle. La lista I invece corrisponde

all’insieme I definito nella Sezione 3.1 e, ricordiamo, contiene solo le coordinate delle

caselle del puzzle che andranno ricoperte. La lista P serve semplicemente ad individuare

la prima o la seconda entrata delle tuple rappresentanti le tessere.



I tre parametri, la lista I 0 e il dizionario J vanno inseriti a mano ogni qualvolta che

cambiamo il puzzle da trattare.

Un altro dato che va inserito volta per volta è quello relativo alle condizioni specifiche

legate alle caselle del puzzle. Anche in questo caso, i diversi insiemi relativi alle cinque

specifiche sono individuati tramite liste ordinate e dizionari opportunamente combinati.

Per rendere più esaustivo l’esempio, abbiamo aggiunto delle ulteriori specifiche al puzzle

in Figura 4.1:

Vsum = [ {2:[ [(1,3),(1,4)]]}, {8:[ [(2,2),(2,3)]]}, {0: [ [(1,2)]]}]

Vmin = [ {5:[ [(1,2),(2,2)]]}, {3:[ [(1,4)], [(1,2),(1,3)]]}]

Vmax = [ {7:[ [(2,1),(2,2)]]}, {0:[ [(1,3)]]}]

Vug = [ [(2,1),(3,1)], [(2,4),(3,4)], [(2,1),(3,1),(2,4)]]

Vdiv = [ [(1,2),(1,3),(2,2)], [(2,3),(2,4)], [(3,3),(3,4)]]

Le liste Vsum, Vmin e Vmax corrispondono rispettivamente agli insiemi V+,V< e V>, e gli

insiemi V+k, V<k e V>k sono rappresentati dai dizionari di chiave k contenuti nelle liste. In

ogni dizionario, i valori sono liste di liste dove ogni sottolista contiene coppie di coordinate

inerenti allo stesso vincolo specifico. Le liste Vug e Vdiv corrispondono rispettivamente

invece agli insiemi V= e V ̸=. Ogni sottolista in queste due liste corrisponde ad uno specifico

vincolo del puzzle. Nella Sezione 3.1 abbiamo visto che era necessario scegliere una casella

(r̄, c̄) come rappresentante per i vincoli di diversità; adesso sceglieremo come rappresentate

del vincolo semplicemente la prima coppia di ogni sottolista.

Rimane ora solo da introdurre le variabili xrc
jp. Le variabili br̄,c̄r,c verranno introdotte più

avanti insieme ai vincoli ai quali sono utili. Per poter definire qualsiasi variabile serve

però prima creare il modello di programmazione lineare a cui appartengono:

pips = Model(name = ’linear program’)

# variabili

x = pips.addVars(I, J, P, vtype = GRB.BINARY, name = ’x’)



4.2 Funzioni obiettivo

Possiamo ora definire le funzioni obiettivo. Come abbiamo visto nella Sezione 3.1, abbiamo

da implementare tre diverse funzioni obiettivo:

1. Massimizzando la funzione obiettivo (3.1), i coefficienti di profitto delle variabili xrc
jp

fanno in modo che tessere con valori più alti vengano posizionate in basso a destra

e tessere con valori più bassi in alto a sinistra. I valori delle caselle saranno quindi

ordinati dal più piccolo al più grande;

# funzione obiettivo 1

for (r,c) in I:

for j in J:

for p in P:

x[r,c,j,p].Obj = J[j][p] * (r+c) # coefficienti di profitto

pips.ModelSense = -1 #1 è min, -1 è max

2. Nella funzione obiettivo (3.2), i coefficienti di profitto sono assegnati casualmente ad

ogni variabile scegliendo numeri dall’insieme [0, 1). Massimizzando questa funzione

obiettivo esploriamo la regione ammissibile del problema;

# funzione obiettivo 2

import random

for (r,c) in I:

for j in J:

for p in P:

x[r,c,j,p].Obj = random.random()

pips.ModelSense = -1 #1 è min, -1 è max

3. La terza funzione obiettivo mira a bilanciare la somma dei valori posti nella metà

destra e sinistra del puzzle. Facciamo ciò minimizzando il valore assoluto della

somma dei valori nelle due metà. Come abbiamo spiegato nella Sezione 3.1, poiché

il valore assoluto non è un’operazione lineare, è necessario introdurre la variabile

continua y e aggiungere ulteriori vincoli. La funzione obiettivo da minimizzare sarà

poi semplicemente la variabile y;

# funzione obiettivo 3

I_1 = [] # fissa le due regioni che avranno la stessa somma



I_2 = []

for (r,c) in I:

if c <= g/2:

I_1.append((r,c))

else:

I_2.append((r,c))

# creo la variabile y e i vincoli per gestire il valore assoluto

y = pips.addVar(1, vtype = GRB.CONTINUOUS, name = ’y’)

arg1 = quicksum(x[r,c,j,p] * J[j][p] for (r,c) in I_1 \

for j in J for p in P)

arg2 = quicksum(x[r,c,j,p] * J[j][p] for (r,c) in I_2 \

for j in J for p in P)

arb_abs = arg1 - arg2

pips.addConstr(y >= arg1)

pips.addConstr(y >= - arg2)

# funzione obiettivo min-abs

pips.setObjective(y, GRB.MINIMIZE)

4.3 Vincoli

Come abbiamo spiegato nella Sezione 3.2, ci sono due insiemi di vincoli: quelli di copertura

e le condizioni specifiche.

4.3.1 Vincoli di copertura

Partiamo coi vincoli di copertura:

# vincolo: ogni casella è coperta da un unico pezzo di tessera

for (r,c) in I:

pips.addConstr(quicksum(x[r,c,j,p] for j in J for p in P) == 1)



# vincolo: ogni pezzo di tessera copre esattamente una casella

for j in J:

for p in P:

pips.addConstr(quicksum(x[r,c,j,p] for (r,c) in I) == 1)

# vincolo: due metà della stessa tessera coprono caselle adiacenti

for (r,c) in I:

K = []

if (r+1,c) in I: K.append((r+1,c))

if (r-1,c) in I: K.append((r-1,c))

if (r,c+1) in I: K.append((r,c+1))

if (r,c-1) in I: K.append((r,c-1))

for j in J:

for p in P:

pips.addConstr(quicksum(x[rr,cc,j,1-p] for (rr,cc) in K) >= x[r,c,j,p])

4.3.2 Condizioni specifiche

Passiamo ora alle cinque condizioni specifiche:

# 1: somma dei valori delle caselle = k

for Vk_dict in Vsum:

for k in Vk_dict:

Vk = Vk_dict[k]

for V in Vk:

sum = []

for coord in V:

(r,c) = coord

for j in J:

for p in P:

sum.append(x[r,c,j,p] * J[j][p])

pips.addConstr(quicksum(sum) == k)



# 2: somma dei valori delle caselle < k

for Vk_dict in Vmin:

for k in Vk_dict:

Vk = Vk_dict[k]

for V in Vk:

min = []

for coord in V:

(r,c) = coord

for j in J:

for p in P:

min.append(x[r,c,j,p] * J[j][p])

pips.addConstr(quicksum(min) <= k - 1)

# 3: somma dei valori delle caselle > k

for Vk_dict in Vmax:

for k in Vk_dict:

Vk = Vk_dict[k]

for V in Vk:

max = []

for coord in V:

(r,c) = coord

for j in J:

for p in P:

max.append(x[r,c,j,p] * J[j][p])

pips.addConstr(quicksum(max) >= k + 1)



# 4: valori delle caselle tutti uguali tra loro

for lista in Vug:

(rr,cc) = lista[0] # fisso la casella rappresentante del vincolo

for coord in lista:

if coord != (rr,cc):

(r,c) = coord

pips.addConstr(quicksum((x[rr,cc,j,p] - x[r,c,j,p]) * J[j][p] \

for j in J for p in P) == 0)

# 5: valori delle caselle tutti diversi tra loro

b = {} # creo le variabili logiche b

for n in range(len(Vdiv)):

d = Vdiv[n]

b[n] = pips.addVars(d,d, vtype = GRB.BINARY, name = ’b’)

for n in range(len(Vdiv)):

lista = Vdiv[n]

for i in range(len(lista)): # prendo coord1

for k in range(len(lista)): # prendo coord2

(r,c) = lista[i]

(rr,cc) = lista[k]

if k>i: #ovvero se lista[i] "viene prima di" lista[k]

pips.addConstr((quicksum((x[r,c,j,p] - x[rr,cc,j,p]) * J[j][p] \

for j in J for p in P)) + M * b[n][r,c,rr,cc] >= 1)

pips.addConstr((quicksum((x[r,c,j,p] - x[rr,cc,j,p]) * J[j][p] \

for j in J for p in P)) + M * b[n][r,c,rr,cc] <= M - 1)



4.4 Output

Ora che abbiamo definito tutti i vincoli, possiamo finalmente calcolare la soluzione

ottima e stampare a schermo quali variabili si sono attivate, ovvero la soluzione del puzzle:

# mostra eventuali passaggi di branch and bound utilizzati

pips.setParam(’LogToConsole’, 1)

pips.setParam(’OutputFlag’, 1)

pips.setParam(’DisplayInterval’, 1)

pips.optimize()

print(’Objective Function Value: %.2f’ %(pips.objVal))

for v in x.values():

if v.x == 1.0:

print(’%s: %g’ %(v.varName, v.x))

In particolare, nell’esempio introdotto nella Sezione 4.1, la soluzione ritornata dal

risolutore sarà:

Optimize a model with 142 rows, 117 columns and 878 nonzeros (Max)

Model fingerprint: 0x9634bdd9

Model has 80 linear objective coefficients

Variable types: 0 continuous, 117 integer (117 binary)

Coefficient statistics:

Matrix range [1e+00, 1e+01]

Objective range [3e+00, 4e+01]

Bounds range [1e+00, 1e+00]

RHS range [1e+00, 9e+00]

Presolve removed 142 rows and 117 columns

Presolve time: 0.00s

Presolve: All rows and columns removed

Explored 0 nodes (0 simplex iterations) in 0.02 seconds (0.00 work units)

Thread count was 1 (of 2 available processors)



Solution count 1: 166

Optimal solution found (tolerance 1.00e-04)

Best objective 1.660000000000e+02, best bound 1.660000000000e+02, gap 0.0000%

Objective Function Value: 166.00

x[1,2,2,0]: 1

x[1,3,3,0]: 1

x[1,4,4,0]: 1

x[2,1,1,1]: 1

x[2,2,2,1]: 1

x[2,3,3,1]: 1

x[2,4,4,1]: 1

x[3,1,1,0]: 1

x[3,3,5,0]: 1

x[3,4,5,1]: 1

Questo modello è formato da 142 vincoli e 117 variabili e la funzione obiettivo assume

valore ottimo 166. La soluzione dispone le tessere come in Figura 4.2.

Figura 4.2: soluzione del livello easy del 03/02/26



Capitolo 5

Prove sperimentali

In questo capitolo vedremo degli esempi concreti di applicazione del modello per alcuni

puzzle di Pips.

Ricordiamo innanzitutto le tre funzioni obiettivo introdotte:

1. max
P

(r,c)∈I
j∈J, p∈{0,1}

xrc
jp · jp · (r + c) ;

2. max
P

(r,c)∈I
j∈J, p∈{0,1}

crcjp · xrc
jp ;

3. min y, dove y è una misura di bilanciamento .

Teniamo, inoltre, a mente che i parametri crcjp ∈ [0, 1) della seconda funzione sono casuali

e che la variabile continua y della terza funzione obiettivo va accompagnata alla creazione

di due ulteriori vincoli nel modello come abbiamo già spiegato nella Sezione 3.1.

Nelle prossime pagine affronteremo diverse partite di Pips ; ad ognuna di esse appliche-

remo a turno tutte e tre le funzioni obiettivo e vedremo che conclusioni possiamo trarre.

La seconda funzione obiettivo sarà la prima che implementeremo ogni volta, per indagare

possibili soluzioni alternative. Procederemo poi con le altre due funzioni, rimuovendo, se

necessario, certe condizioni specifiche per ampliare la ricerca delle soluzioni.

5.1 Livello hard del 6 dicembre 2025

Il primo esempio che tratteremo, riportato in Figura 5.1, è quello del puzzle pubblicato

il 6 dicembre 2025 come livello hard di Pips. Abbiamo scelto questo puzzle perché è



composto da più “componenti connesse” di caselle e perché compaiono quattro delle cinque

tipologie di condizioni specifiche.

Come già spiegato, applichiamo innanzitutto la funzione obiettivo 2 per scoprire se

la soluzione del puzzle è unica. Una volta fatto ciò, applicheremo a turno le altre due

funzioni obiettivo e vedremo se e come cambia la soluzione ottima.

Figura 5.1: livello hard del 06/12/25

Per prima cosa scriviamo i dati del problema per poter iniziare il processo di ottimiz-

zazione con Gurobi.



# input puzzle

g = 6 # larghezza puzzle

h = 9 # altezza puzzle

I_0 = [0,1,0,1,1,1,

0,1,0,1,0,1,

0,0,0,0,0,1,

0,1,0,0,1,1,

0,1,0,0,1,0,

1,1,0,0,1,0,

1,0,0,0,0,0,

1,0,1,0,1,0,

1,1,1,0,1,0]

J = {1:(6,0), 2:(1,2), 3:(0,3), 4:(6,6), 5:(4,0), 6:(1,4), \

7:(0,0), 8:(4,4), 9:(2,0), 10:(3,5), 11:(1,0), 12:(4,5)}

# condizioni specifiche

Vsum = [ {1:[ [(1,4),(1,5)]]}, {2:[ [(2,4)], [(4,5),(5,5)]]}, \

{8: [ [(3,6),(4,6)]]}, {10:[ [(1,6),(2,6)]]}]

Vmin = [ {2:[ [(8,5),(9,5)]]}]

Vmax = [ {1:[ [(2,2)], [(4,2)]]}]

Vug = [ [(5,2),(6,2)], [(6,1),(7,1)], [(8,1),(9,1),(9,2),(9,3)]]

Vdiv = [ ]

Usiamo ora la funzione obiettivo 2 per indagare possibili soluzioni alternative. Per fare

ciò risolviamo il modello più volte, scegliendo arbitrariamente ogni volta i coefficienti di

costo. Se si attivano sempre le stesse variabili, questo è indice che la soluzione del puzzle

potrebbe essere unica ed è quella corrispondente alle variabili attivate.



In questo caso otteniamo un modello composto da 650 vincoli e 576 variabili. Le

soluzioni ottenute, a meno di ruotare le tessere corrispondenti alle coppie (6,6), (0,0) o

(4,4), coincidono. Utilizzando il codice riportato nell’Appendice A, possiamo visualizzare

la configurazione finale delle tessere una volta risolto il puzzle in questione. In questo

caso sarà della forma:

-------------------------

| | 0 | | 0 | 1 | 4 |

-------------------------

| | 6 | | 2 | | 6 |

-------------------------

| | | | | | 6 |

-------------------------

| | 5 | | | 1 | 2 |

-------------------------

| | 3 | | | 1 | |

-------------------------

| 0 | 3 | | | 0 | |

-------------------------

| 0 | | | | | |

-------------------------

| 4 | | 5 | | 0 | |

-------------------------

| 4 | 4 | 4 | | 0 | |

-------------------------

Notiamo che la distribuzione dei valori delle tessere rispetta, anche se non perfettamen-

te, l’idea di avere valori minori in alto a sinistra e maggiori in basso a destra.

Vediamo ora cosa accade se utilizziamo invece la funzione obiettivo 1. Chiaramente,

poiché la soluzione del puzzle potrebbe essere unica, se manteniamo tutte le condizioni

specifiche otterremo la stessa configurazione finale. Ottimizziamo dunque un modello al-

ternativo: uno dove gli unici vincoli sono quelli di copertura. Otteniamo cos̀ı un modello

con 624 vincoli e 576 variabili. La configurazione finale sarà:



-------------------------

| | 0 | | 0 | 0 | 2 |

-------------------------

| | 0 | | 1 | | 1 |

-------------------------

| | | | | | 4 |

-------------------------

| | 1 | | | 0 | 6 |

-------------------------

| | 2 | | | 4 | |

-------------------------

| 0 | 3 | | | 4 | |

-------------------------

| 0 | | | | | |

-------------------------

| 4 | | 4 | | 6 | |

-------------------------

| 3 | 5 | 5 | | 6 | |

-------------------------

Applichiamo infine la funzione obiettivo 3. Anche in questo caso tralasciamo l’im-

plementazione delle condizioni specifiche in quanto limiterebbero troppo la scelta delle

variabili da attivare.

Creiamo innanzitutto i sottoinsiemi I1 e I2 come segue: per ogni casella (r, c) in I, se

c è minore o uguale a g
2
(g è un parametro che abbiamo definito nella Sezione 3.1) allora

inseriamo (r, c) in I1. Altrimenti la mettiamo in I2.

Definiti questi due insiemi, possiamo ora definire la variabile y, aggiungere i due vincoli

introdotti nella Sezione 3.1 per gestire il valore assoluto, e impostare il problema come

uno di minimizzazione per la funzione obiettivo y.

Sottoponendo questi dati a Gurobi si riceve il seguente output:

Optimize a model with 626 rows, 577 columns and 3506 nonzeros (Min)

Model fingerprint: 0x43ccbdfa

Model has 1 linear objective coefficients

Variable types: 1 continuous, 576 integer (576 binary)



Coefficient statistics:

Matrix range [1e+00, 6e+00]

Objective range [1e+00, 1e+00]

Bounds range [1e+00, 1e+00]

RHS range [1e+00, 1e+00]

Found heuristic solution: objective 7.0000000

Presolve removed 600 rows and 432 columns

Presolve time: 0.04s

Presolved: 26 rows, 145 columns, 422 nonzeros

Variable types: 0 continuous, 145 integer (144 binary)

Root relaxation: objective 1.000000e+00, 24 iterations, 0.00 seconds

Nodes | Current Node | Objective Bounds | Work

Expl Unexpl | Obj Depth IntInf | Incumbent BestBd Gap | It/Node Time

0 0 1.00000 0 8 7.00000 1.00000 85.7% - 0s

H 0 0 3.0000000 1.00000 66.7% - 0s

H 0 0 1.0000000 1.00000 0.00% - 0s

0 0 1.00000 0 8 1.00000 1.00000 0.00% - 0s

Explored 1 nodes (24 simplex iterations) in 0.07 seconds (0.03 work units)

Thread count was 2 (of 2 available processors)

Solution count 3: 1 3 7

Optimal solution found (tolerance 1.00e-04)

Best objective 1.000000000000e+00, best bound 1.000000000000e+00, gap 0.0000%

Objective Function Value: 1.00

x[1,2,10,1]: 1

x[1,4,12,0]: 1

x[1,5,7,1]: 1

x[1,6,7,0]: 1

x[2,2,10,0]: 1



x[2,4,12,1]: 1

x[2,6,2,1]: 1

x[3,6,2,0]: 1

x[4,2,8,1]: 1

x[4,5,4,1]: 1

x[4,6,4,0]: 1

x[5,2,8,0]: 1

x[5,5,3,0]: 1

x[6,1,11,0]: 1

x[6,2,11,1]: 1

x[6,5,3,1]: 1

x[7,1,9,1]: 1

x[8,1,9,0]: 1

x[8,3,1,0]: 1

x[8,5,5,0]: 1

x[9,1,6,1]: 1

x[9,2,6,0]: 1

x[9,3,1,1]: 1

x[9,5,5,1]: 1

Dunque, abbiamo ottenuto un modello con 626 vincoli e 577 variabili (notiamo che il

numero di variabili è aumentato di una unità perché abbiamo aggiunto la variabile y).

Gurobi inoltre esegue una fase di “pre-risoluzione” in cui riesce a ridurre il modello ad uno

con soli 26 vincoli e 145 variabili. Procedendo poi con un algoritmo simile al Branch and

Bound, il risolutore ottiene tre valori per la funzione obiettivo (1,3,7), tra i quali il primo

corrisponde alla soluzione ottima in quanto valore minimo. Notiamo che l’applicazione di

euristiche alla soluzione del primo rilassamento continuo (Node 0 nell’output), permette di

trovare una soluzione ammissibile intera dello stesso valore del rilassamento, permettendo

di risolvere il problema senza ulteriori branching. È stata trovata quindi una tassellazione

tale per cui la somma dei valori posti sulle caselle in I1 e I2 differiscono di una sola unità.

Anche in questo caso il modello riporta sempre un’unica soluzione.



Graficamente, il puzzle risolto applicando la terza funzione obiettivo, si presenta come

segue:

-------------------------

| | 5 | | 4 | 0 | 0 |

-------------------------

| | 3 | | 5 | | 2 |

-------------------------

| | | | | | 1 |

-------------------------

| | 4 | | | 6 | 6 |

-------------------------

| | 4 | | | 0 | |

-------------------------

| 1 | 0 | | | 3 | |

-------------------------

| 0 | | | | | |

-------------------------

| 2 | | 6 | | 4 | |

-------------------------

| 4 | 1 | 0 | | 0 | |

-------------------------

5.2 Livello hard del 10 aprile 2026

Consideriamo ora un’altra partita di Pips. Nella Figura 5.2 troviamo il puzzle pubbli-

cato il 10 aprile 2026 come livello hard. Abbiamo scelto questo puzzle perché compaiono

simultaneamente quasi tutte le tipologie di condizioni specifiche, infatti manca solo quella

che impone che la somma dei valori di determinate caselle sia minore di un numero fissato.

Inoltre, questo puzzle presenta una regione con una condizione di diversità. Questa

condizione, in genere, compare poche volte nei puzzle ma, se la regione interessata è

sufficientemente grande, permette spesso di riconoscere, con il metodo dei pesi casuali in

funzione obiettivo, l’esistenza di più soluzioni ammissibili.

È proprio questo che vedremo applicando ripetutamente la funzione obiettivo 2 e

cambiando ogni volta il valore dei coefficienti casuali crcjp.



Figura 5.2: livello hard del 10/04/26

Proseguiamo dunque con l’implementazione del modello. L’inserimento manuale del

puzzle su Gurobi è il seguente:

g = 5 # larghezza puzzle

h = 7 # altezza puzzle

I_0 = [1,1,1,1,1,

1,0,0,0,1,

1,0,1,1,1,

1,0,0,0,1,

1,0,1,1,1,

1,0,1,1,1,

1,1,1,1,1]



J = {1:(0,0), 2:(1,1), 3:(5,5), 4:(6,6), 5:(0,4), 6:(1,3), 7:(1,5), \

8:(2,3), 9:(2,6), 10:(3,4), 11:(3,5), 12:(3,6), 13:(4,5)}

# condizioni specifiche

Vsum = [ {4:[ [(1,3),(1,4)], [(3,3), (3,4)], [(7,2),(7,3)]]}, \

{6:[ [(7,5)]]}]

Vmin = [ ]

Vmax = [ {4:[ [(4,1),(5,1)]]}]

Vug = [ [(1,1),(1,2),(2,1),(3,1)], [(1,5),(2,5)], [(3,5),(4,5)], \

[(6,1),(7,1)]]

Vdiv = [ [(5,3), (5,4), (5,5), (6,3), (6,4), (6,5), (7,4)]]

Applicando la funzione obiettivo 2 otteniamo un modello con 781 vincoli e 725 variabili.

Per semplicità di lettura riportiamo di seguito solo la visualizzazione grafica di tre risolu-

zioni separate del modello. A titolo esemplificativo, lasciamo nell’Appendice B l’output

relativo alla prima applicazione delle tre che illustra il procedimento svolto dal risolutore

per ottenere le soluzioni.

Risulta evidente che, come ipotizzato, esistono molteplici soluzioni del puzzle. In partico-

lare, le varie soluzioni differiscono solo per le tessere poste nella regione in basso a destra

la quale è soggetta alla condizione di diversità.

In questo specifico caso, il risultato era facilmente prevedibile: la regione interessata

dalla condizione di diversità è formata da sette caselle di cui solo tre sono adiacenti al resto

del puzzle. Dunque, esistono al massimo tre tessere che non sono contenute interamente

nella regione considerata. In altre parole, esistono quattro caselle che saranno coperte da

tessere interamente contenute nella regione.

Data una soluzione, scambiando di posto e/o ruotando queste due tessere otteniamo subito

altre soluzioni del puzzle, in quanto la condizione di diversità è soddisfatta a prescindere

dalla posizione occupata dalle tessere all’interno della regione in questione.



prima soluzione:

---------------------

| 5 | 5 | 1 | 3 | 4 |

---------------------

| 5 | | | | 4 |

---------------------

| 5 | | 3 | 1 | 0 |

---------------------

| 3 | | | | 0 |

---------------------

| 2 | | 4 | 5 | 0 |

---------------------

| 6 | | 1 | 2 | 6 |

---------------------

| 6 | 3 | 1 | 3 | 6 |

---------------------

seconda soluzione:

---------------------

| 5 | 5 | 1 | 3 | 4 |

---------------------

| 5 | | | | 4 |

---------------------

| 5 | | 3 | 1 | 0 |

---------------------

| 3 | | | | 0 |

---------------------

| 2 | | 3 | 2 | 0 |

---------------------

| 6 | | 1 | 5 | 4 |

---------------------

| 6 | 3 | 1 | 6 | 6 |

---------------------

terza soluzione:

---------------------

| 5 | 5 | 1 | 3 | 4 |

---------------------

| 5 | | | | 4 |

---------------------

| 5 | | 3 | 1 | 0 |

---------------------

| 3 | | | | 0 |

---------------------

| 2 | | 2 | 3 | 0 |

---------------------

| 6 | | 1 | 4 | 6 |

---------------------

| 6 | 3 | 1 | 5 | 6 |

---------------------



Vediamo ora cosa accade cambiando funzione obiettivo.

Imponiamo la funzione obiettivo 1 mantenendo tutti i vincoli del modello, compresi quelli

relativi alle condizioni specifiche. Otteniamo nuovamente un modello con 781 vincoli e

725 variabili. La soluzione del problema è:

---------------------

| 5 | 5 | 1 | 3 | 4 |

---------------------

| 5 | | | | 4 |

---------------------

| 5 | | 1 | 3 | 0 |

---------------------

| 3 | | | | 0 |

---------------------

| 2 | | 2 | 3 | 0 |

---------------------

| 6 | | 1 | 4 | 5 |

---------------------

| 6 | 3 | 1 | 6 | 6 |

---------------------

Come abbiamo già detto, le soluzioni differiscono solo per le tessere nella zona relativa

alla condizione di diversità. In questo caso, notiamo che i valori in quella regione rispettano

il più possibile l’ordine determinato nella costruzione della funzione obiettivo 1.

Infine, applichiamo al modello la funzione obiettivo 3, avendo cura però di rimuovere i

vincoli legati alle condizioni specifiche. Abbiamo visto che le varie soluzioni si differenziano

principalmente per la disposizione delle tessere che compaiono nella regione relativa alla

condizione di diversità. Poiché questa regione è interamente contenuta in una stessa

metà del puzzle, otterremmo che le varie soluzioni avrebbero stesso valore ottimo, pari a

quattro. Rimuovendo le condizioni specifiche, otteniamo un modello con 730 vincoli e 630

variabili che avrà come valore ottimo il numero 1 e soluzione:



---------------------

| 6 | 5 | 5 | 5 | 1 |

---------------------

| 2 | | | | 1 |

---------------------

| 4 | | 4 | 0 | 1 |

---------------------

| 5 | | | | 4 |

---------------------

| 5 | | 0 | 0 | 3 |

---------------------

| 3 | | 3 | 1 | 6 |

---------------------

| 6 | 6 | 3 | 2 | 3 |

---------------------





Conclusioni

L’obiettivo di questa tesi è di proporre una formulazione di programmazione lineare

intera per il gioco Pips.

Abbiamo iniziato ricordando nel Capitolo 1 qualche concetto teorico fondamentale per

comprendere quanto avremmo trattato nelle pagine successive. Dopo un ripasso di pro-

grammazione lineare e tecniche risolutive quali il metodo del simplesso e quello di branch

and bound, siamo passati alle nozioni necessarie per implementare il modello al computer

descrivendo in Python le varie componenti al risolutore. Infine, abbiamo concluso con

alcune veloci definizioni di teoria dei grafi.

Nel secondo capitolo abbiamo fatto una panoramica su altri problemi simili a Pips, in

particolare problemi di tassellazione tramite tessere del domino. Gli articoli che abbiamo

citato trattano del caso di tassellazione di superfici rettangolari e di superfici rettangolari

con un buco. Siamo passati poi al caso di Pips, il quale non è altro che un problema di

tassellazione vincolata. I vincoli del modello sono infatti divisi in due gruppi: il primo

struttura il problema come uno di tassellazione, mentre il secondo è relativo alle condizioni

aggiuntive specifiche alle singole caselle del puzzle. Abbiamo concluso evidenziando il fatto

che il classico gioco del domino è in realtà un caso specifico di Pips.

Abbiamo proposto quindi un modello di programmazione lineare intera che descrive il

problema e abbiamo introdotto delle funzioni obiettivo che ci sono servite per esplorare

diverse possibili soluzioni ammissibili e individuare quelle che rispettano determinati cri-

teri di ordine o bilanciamento rispetto ai numeri riportati nelle tessere presenti in diverse

regioni del puzzle.

Infine, abbiamo concluso presentando il codice necessario all’implementazione con Gu-

robi e i risultati di due prove sperimentali. Queste ultime hanno confermato l’ipotesi

che, a causa delle condizioni specifiche, è spesso difficile individuare soluzioni ammissibili



diverse tra loro, anche utilizzando diverse funzioni obiettivo. Quando non sono uniche,

le varie soluzioni individuate si differenziano solo per la posizione di poche tessere. Que-

sta osservazione è rinforzata dal fatto che spesso il “pre-risolutore” di Gurobi è in grado

di trovare la soluzione ottima senza applicare algoritmi per programmazione lineare, ma

semplicemente sfruttando i numerosi vincoli per fissare i valori delle variabili. In pochi

altri casi, gli stessi ragionamenti hanno portato alla soluzione ottima attraverso euristiche

che ricavano soluzioni intere a partire dal primo rilassamento continuo, senza ulteriore

branching, o con al più 2 ramificazioni.

Riguardo ai tempi di soluzione, per gli esempi considerati, Gurobi è in grado di risolvere

il problema in frazioni di secondo, anche nei livelli “hard”. In vista di puzzle di dimensioni

più grandi, una possibile evoluzione di questo lavoro sarebbe quella di concentrarsi sullo

sviluppo di tecniche per migliorare il modello.

Un modo potrebbe essere quello di imporre vincoli più forti. Al momento, dato un

vincolo che richiede che due caselle abbiano somma k, nel modello andiamo a sommare per

tutti i pezzi di tessera in J . Una tecnica migliore potrebbe essere andare ad individuare

tutte le coppie di pezzi di tessera in J tali che la somma dei loro valori sia esattamente k e

sommare solamente su di queste. In questo modo andremmo a trovare una formulazione

migliore del problema, ovvero una formulazione dove la regione ammissibile del rilassa-

mento continuo è contenuta in quella della formulazione precedente. Ciò permetterebbe

di avere dei limiti migliori e migliorare le prestazioni di algoritmi come il Branch and

Bound.

Dal punto di vista dell’implementazione, invece, un possibile miglioramento potrebbe

essere legato al miglioramento della procedura di inserimento dei dati iniziali del problema.

Il metodo usato al momento è completamente manuale ed è comprensibilmente soggetto

a errori di battitura. Un altro sviluppo potrebbe essere quello di esplorare tecniche per

individuare tutte le possibili soluzioni di un dato problema di Pips.



Appendici

Appendice A: rappresentazione grafica della soluzione

di un puzzle

def view_sol():

valori = []

coordinate = []

for (r,c,j,p) in x:

if x[(r,c,j,p)].x == 1.0: # sceglie le variabili attivate

valori.append(x[(r,c,j,p)].x)

coordinate.append((r,c,j,p))

a = 4 * g + 1

s = "-"*a + "\n"

n = 0 # per iterare sulle variabili prese

for i in range(h):

i +=1

for k in range(g): # fissa una casella

k += 1

if (i,k) in I: #cerca quale pezzo di tessera copre (i,k)

(r,c,j,p) = coordinate[n]

v = J[j][p]

n += 1

else: # se la casella (i,k) non fa parte del puzzle

v = " "



s += "|" + str(v).center(3)

s += "|\n" + "-"*a + "\n"

print(s)

Appendice B: output relativo al puzzle del 10/04/26

Set parameter LogToConsole to value 1

Set parameter OutputFlag to value 1

Set parameter DisplayInterval to value 1

Gurobi Optimizer version 13.0.1 build v13.0.1rc0 (linux64 - "Ubuntu 22.04.5 LTS")

CPU model: Intel(R) Xeon(R) CPU @ 2.20GHz, instruction set [SSE2|AVX|AVX2]

Thread count: 1 physical cores, 2 logical processors, using up to 2 threads

Non-default parameters:

DisplayInterval 1

Optimize a model with 781 rows, 725 columns and 6045 nonzeros (Max)

Model fingerprint: 0xcee57750

Model has 676 linear objective coefficients

Variable types: 0 continuous, 725 integer (725 binary)

Coefficient statistics:

Matrix range [1e+00, 1e+01]

Objective range [6e-04, 1e+00]

Bounds range [1e+00, 1e+00]

RHS range [1e+00, 9e+00]

Presolve removed 540 rows and 497 columns

Presolve time: 0.09s

Presolved: 241 rows, 228 columns, 2752 nonzeros

Variable types: 0 continuous, 228 integer (228 binary)

Root relaxation: objective 1.795608e+01, 89 iterations, 0.00 seconds



Nodes | Current Node | Objective Bounds | Work

Expl Unexpl | Obj Depth IntInf | Incumbent BestBd Gap | It/Node Time

0 0 17.95608 0 7 - 17.95608 - - 0s

0 0 17.18167 0 48 - 17.18167 - - 0s

0 0 17.18167 0 48 - 17.18167 - - 0s

0 0 16.54546 0 62 - 16.54546 - - 0s

0 0 16.52564 0 52 - 16.52564 - - 0s

0 0 16.48459 0 54 - 16.48459 - - 0s

0 0 16.24989 0 63 - 16.24989 - - 0s

0 0 16.24986 0 67 - 16.24986 - - 0s

0 0 16.21858 0 51 - 16.21858 - - 0s

0 0 16.21858 0 53 - 16.21858 - - 0s

0 0 16.21858 0 57 - 16.21858 - - 0s

0 0 16.20175 0 64 - 16.20175 - - 0s

0 0 16.20175 0 64 - 16.20175 - - 0s

0 0 16.20175 0 65 - 16.20175 - - 0s

0 0 16.18673 0 70 - 16.18673 - - 0s

0 0 16.18239 0 68 - 16.18239 - - 0s

0 0 16.18239 0 69 - 16.18239 - - 0s

0 0 16.17590 0 67 - 16.17590 - - 0s

0 0 16.17539 0 73 - 16.17539 - - 0s

0 0 16.17539 0 74 - 16.17539 - - 0s

0 0 16.15898 0 74 - 16.15898 - - 0s

0 0 16.15898 0 74 - 16.15898 - - 0s

0 2 16.14373 0 74 - 16.14373 - - 0s

* 129 46 9 13.0556460 15.67459 20.1% 19.8 0s

H 171 42 13.3995768 15.57321 16.2% 19.4 0s

Cutting planes:

Cover: 92

Clique: 9

MIR: 23

Knapsack: 1



StrongCG: 3

GUB cover: 27

Inf proof: 8

Zero half: 3

Mod-K: 6

RLT: 5

Explored 561 nodes (8876 simplex iterations) in 0.93 seconds (0.41 work units)

Thread count was 2 (of 2 available processors)

Solution count 2: 13.3996 13.0556

Optimal solution found (tolerance 1.00e-04)

Best objective 1.339957679923e+01, best bound 1.339957679923e+01, gap 0.0000%

Objective Function Value: 13.40

x[1,1,3,0]: 1

x[1,2,7,1]: 1

x[1,3,7,0]: 1

x[1,4,10,0]: 1

x[1,5,10,1]: 1

x[2,1,3,1]: 1

x[2,5,5,1]: 1

x[3,1,11,1]: 1

x[3,3,6,1]: 1

x[3,4,6,0]: 1

x[3,5,5,0]: 1

x[4,1,11,0]: 1

x[4,5,1,0]: 1

x[5,1,9,0]: 1

x[5,3,13,0]: 1

x[5,4,13,1]: 1

x[5,5,1,1]: 1

x[6,1,9,1]: 1

x[6,3,2,0]: 1

x[6,4,8,0]: 1



x[6,5,4,0]: 1

x[7,1,12,1]: 1

x[7,2,12,0]: 1

x[7,3,2,1]: 1

x[7,4,8,1]: 1

x[7,5,4,1]: 1
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