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1 SOMMARIO

In questa trattazione verra esposta la modellibn&zimatematica e la
progettazione di un sistema di controllo per urelbtd artificiale. Tale
sistema, sulla base del modello matematico cheridest comportamento
del sistema terra-satellite, dovra permettere dntenere costantemente
un’orbita di tipo geostazionario intervenendo swiguisori del satellite anche
in presenza di perturbazioni esterne.

Come prima cosa verra descritto il sistema fisiceeganno individuate le
leggi della fisica che regolano tutti i fenomenierkanno anche fissate le
grandezze fisiche e i parametri fondamentali pescideere lo stato del
sistema. Successivamente si passera alla modelbrea del sistema
arrivando, sotto opportune ipotesi, a derivare dezeoni differenziali che
modellano il comportamento del satellite in orbRai, essendo il sistema non
lineare, si passera alla linearizzazione dellosstesttorno ad un punto di
equlibrio (un’orbita particolare) e una volta fatt@® se ne ricavera la sua
funzione di trasferimento.

Ottenuta la funzione di trasferimento si passeta pfogettazione di un
controllore in grado di stabilizzare il satellite¢ ana certa posizione angolare
rispetto alla terra.

La progettazione del sistema di controllo avveraabdosi su piu soluzioni
valutandone di volta in volta le capacita di stabézione e le prestazioni.

In particolare si effettuera una sintesi diretthamtrollore e una successiva

analisi in simulazione.



Capitolo 2

2.1 Sistema fisico terra-satellite

Il sistema pud essere semplificato consideranderta e il satellite come due masse puntiformi
rspettivamenteM e m. Assumendo un sistema di riferimento ortogondlpiano dell'orbita con
origine nel centro della terra, indichiamo aola distanza del satellite dal centro della tercae©
I'elevazione rispetto all'asse x, esse diventeramoltre alcune delle variabili di stato di contool
del nostro sistema. L’ingresso del sistema & Ligtyale rappresenta la forza tangenziale di cdotrol
che il satellite puo attuare grazie a getti di gasessi attraverso appositi ugelli. Assumiamo igoltr
come parametro nominaie la velocita angolare del satellite pari a quellacti@zione terrestre cosi

da sincronizzare la rotazione del satellite comtazione terrestre (orbita geostazionaria).

F=u(t)

Le masse di satellite e terra interagiscono sectatémge di gravitazione universale instaurando
GIMIm

tra loro una forza di attrazione parifa = 7z
Con G pari alla costante gravitazionale universale

Allo stesso tempo il satellite & in rotazione rispeal centro della terra e ruota con la velocita
angolarem. Cio comporta la presenza della forza centrifegguale tende ad allontanare il satellite
dalla terra. Nel momento in cui la forza di attcam gravitazionale €& equilibrata alla forza
centrifugay rimane costante cosi da far compiere al sateititerbita circolare.

Nella modellizzazione qui trattata ci avvarremol’'getesi che l'orbita del satellite sia sempre di

forma circolare.



2.2 Derivazione del modello di stato

Dalla descrizione precedente si scelgono comehifirifistato r,f , 9, J dover rappresenta la

derivata rispetto al tempo del raggio cioé la vitboradiale del satellite, & & la velocita angolare
del moto lungo l'orbita.
Variabili di stato:

X, r
X r

X=|"?|= =
X; J Y
X, | ¥

Ora calcoliamo la derivata di ciascuna variabilstdto.

X=X=I (2.2.1)

X,=9=X=n (2.2.3)

Lungo la direzione radiale si ha la somma vetteried forza gravitazionale e forza centrifuga:
Fr =mla=mM

FRtot = I:gravitaz + I:centrif =- G |:2NI + a)z 0 [m
r
da cui:
&:r:az_e?n+afuﬂp
r M

Definisco K =GI[M per cui sostituendo si ottiene:

‘r':—r—K2+afDr = >'<2:—£2+x42m (2.2.2)
1

o _d
M=EDJ=Q

dove J & il momento di inerzia del satellite coasahdo la rotazione in orbitd. = m[¥? in quanto
il satellite, come gia detto, e considerato unasagsintiforme. Dall’'espressione di J possiamo
dedurre che esso non sia costante dato che ilo@ggi variare nella dinamica del sistema.

C, =Jw+Jw
derivando il momento di inerzia J si ottiene:

J=£J:mi(r2):mDZer
dt dt
percio vale:
C, =20 Of Lo+ mO* o=ult con & =X,
%, = 12(uEn‘—2mEn‘En‘Dw)=—2[r[a+ u :_2[x2[x4+ u (2.2.4)
m [t r m [ X, m X,

Unendo la (2.2.1) (2.2.2) (2.2.3) (2.2.4) otte_:nidmmatrice_X ;

%,

% - e

X1




2.3 Linearizzazione e derivazione della funzione diasferimento

Come si puo notare dalle equazioni ricavate npital@ precedente il sistema non risulta essere
lineare.

Per studiare in modo semplice e quindi realizzhmmtrollo di questo sistema e necessario che
esso sia lineare. Per ovviare a questo problensarmentreremo nell’analizzare il comportamento
del sistema in un suo particolare stato di equdilche si ha quando il satellite € nella cosi detta
orbita geostazionaria. Nell'intorno di questo pudi@quilibrio il comportamento del sistema si puo

considerare, con una buona approssimazione, diitieare.

Per prima cosa cerchiamo di quantificare il puntequilibrio.

Essendo in orbita geostazionaria non é difficileiine che la velocita di rotazione in orbita del

satellite . sara pari alla velocita di rotazione della tettarao al proprio assey,.

La terra compie una rotazione completa (adianti) in 24 ore, semplicemente quirdgj varra:

271 27 s rad
= = = 7272210° —
“ 24h 24[B60(se( 2 Se(

Ora come, accennato prima, nel momento in cui lxafocentrifuga € tale da compensare
perfettamente la forza gravitazionale si ha I'equib lungo la direzione radiale. Tale eqilibrio
permette al satellite di rimanere costantementenirorbita fissa. Imponendo quindi al sistema la
velocita di rotazioney= &), (condizione di geosincronismo) € possibile ricaviblraggioR, per cui
esso risulta in equilibrio geostazionario. In fotenu

K K K
-—+% X =——5+@°[R, = R, =3—, =4223541Km

X Ro a
L’analisi che seguira sara quindi orientata a lirezare il sistema attorno al suo punto di equiibr
geostazionario caratterizzato percio da una veloditrotazione in orbita pari a;, e da una
distanzeaR, dal centro della terra.

Consideriamo quindi delle nuove variabili di statentrate” nel punto di equilibrio:

4 X~ Ry
5 Z|_| % -0
4 X;—ay
Z, Xy —
osservando le equazioni precedenti possiamo rieavar
Z X, X z+R
: , X X z
Z= 22 = ’ y=X X=| *|= °
4 X3~ &) X3 Z+apl
z4 X4 X4 Z4 + a‘b
_ . _
- @RIz @)
. (2 +Ry)
Z =

Z,

_2z,z,+w) +ED u

L (z+R) m(z+R) |
deriviamo le 4 equazioni di stato e costruiamodeobiano del sistema, valutandolo nell'orbita di
equilibrio e otteniamo la matrice di stato A:
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0 1 0 0
37 0 0 2Rw
0 0 0 1
0 -2w/R, O 0

Ricaviamo anche le matrici B e C e I'espresionéugslita y

A:i:
[o74

0
5 0
B:Ef;g: 0 c=[0 o 1 0] D =[0] YEX—@t=2
R |

Come si vede, la matrice D e nulla: infatti, I'daanon ha alcuna dipendenza dall'ingresso u; i@pltr
il fatto che D=0 implica che la funzione di trasfeento del modello & razionale e propria, vale
infatti la relazione:

La funzione di trasferimento di
modello di stato € sempre una funzii| = D=0
razionale propri

Possiamo quindi ricavarci la funzione di trasfereno del sistema satellite S(s) attraverso la
relazioneS(s) = C(sl - A)™'B, dove A B e C sono le matrici appena ricavate éal matrice
d’identita.

1000 [0 1 0o oy [ 0]
0100 ? 0 0 2 0
S(s)=[0 0 1 0] _|3% R || e
0010/]|O0 o 0 1
0001/ | 0 -2@/R 0 O TR
2 _ 2
O i -
MR, [{s” +&")s
U(t) s? - 30y’ y(t)
> S(S):mEROEQSZH%Z)s2 g
INGRESSO USCITA
(Forza di spinta de SISTEMA SATELLITE (posizione angolare)

motori tangenziali)

Tale modellizzazione lineare é valida solamenteniintorno dell’orbita geostazionaria pertanto lo
studio che seguira riguardante la progettazionaidegma di controllo terra conto come ipotesi che
il satellite si trovi gia in una posizione prossiaiBorbita di equilibrio.



2.4 Analisi della funzione di trasferimento

2 _ 2
S(e)=—> S
MR, [(s" + w,")s
Caratteristiche fisiche del sistema in analisi:
CARATTERISTICA DESCRIZIONE VALORE
M Massa della terra 5,9742 xLkg
m Massa del satellite 1000 Kg
_— . . NP
G Costante gravitazionale universale 667010 Ka?
R, Raggio orbita di equlibrio 42235,412 Km
a, Velocita rotazione terrestre 72722EL0‘6%

Mediante I'ultilizzo di Matlab verra creato il sisha satellite a partire dalle matrici di stato ACB
D, verra poi calcolata la funzione di trasferimento

LISTATO DEL PROGRAMMA MATLAB:

clc
clear all
close all

%9%%%%%%%%%%%%% CARATTERISTICHE FISICHE SISTEM A/8%8%8%%%6 %% %% % % %% % %% %% %% %% %%
%MASSA TERRA [Kg]
M=5.9736*(10"24);
%MASSA SATELLITE [Kg]
m=1000;
%COSTANTE DI GRAVITAZIONE UNIVERSALE G[N m”"2/Kg"2]
G=6.67*(10"-11);
%VELOCITA' ANGOLARE DI RIVOLUZIONE TERRESTRE wO[Rad /sec]
wO0=(2*pi)/(24*3600)
%RAGGIO ORBITA DI EQUILIBRIO geostazonario RO[Km]
RO=nthroot(((G*M)/w0"2),3)

%%%%%%%%%%%%%%%%%%% SISTEMA NON CONTROLLAT@6%%%%%%%%%%%%%%%% %%
%DEFINIZIONE DELLE MATRICI DI STATO
A=1[01 0 0; 3*(w0*w0) 0 0 2*R0*w0; 00 0 1; 0 -(( 2*w0)/R0) 0 0Of;
B=[0; 0; 0; (1/(m*R0))];
C=[0010]
D=0;
%CREAZIONE DEL SISTEMA
sat=ss(A,B,C,D)
%DEFINIZIONE DELLA FUNZIONE DI TRASFERIMENTO
num=[1 0 -3*w0"2]
den=[m*R0O 0 m*R0*w0”2 0 0]
fnc=tf(num,den)

%TRACCIAMENTO DEL LUOGO DELLE RADICI
figure(1)
rlocus(fnc)



Come si puo notare dal luogo delle radici il sisdesatellite & intrinsecamente instabile in quanto

LUOGO DELLE RADICI DELLA FDT SATELLITE S(s)

+

ASSE IMMAGINARIO
o
T

_jc‘-o

05 0 05
ASSE REALE

RISPOSTA A GRADINO SISTEMA SATELLITE

ANGOLO [rad]

0 500 1000

1500 2000
TEMPO [s] (sec)

3000 3500

presenta due poli nell’origine e una coppia di polnplessi coniugati a parte reale nulla.

S(s) =

-3y _ 1

{s++/3w)(s-3w) _ S =L

mR,0s’ +@’)s’ MR,

(s +e))s

-9-

{s++/3)(s=+/3a)

mR, s*(s+jw)(s—jw)



2.4.2 Risposta impulsiva della funzione di trasfemento

x 107 Impulse Response
2
I

AMNGOLO

-10 - . —l

TEMPO “[sec 109 (sec) x10°

Come si pud notare la risposta del sistema all'lsgpderiva verso meno infinito.

Questo fatto trova immediato riscontro nella redébsistema, basta infatti immaginare di avesaieéllite in
orbita geostazionaria (ruota quindi alla stessacil angolare terrestre) e di sollecitarlo idealtaecon un
impulso di forza tangenziale all'orbita (ingressb sistema).

Come si puo intuire esso iniziera a ruotare a ualcita angolare superiore a quella terrestre, di
conseguenza la propria velocita angolare relatiyaedla terrestre non sara nulla.

Cio comportera la continua variazione dell'angalgakizione in orbita rispetto alla terra che ditdae
l'uscita del sistema.

Ecco quindi che emerge la necessita di adottarsistema di controllo che possa agire sui motori del
satellite affinché esso non perda la posizionedéeata anche a seguito di minimi interventi daies.

Listato Matlab della simulazione:

clc
clear all
close all

%MASSA TERRA [Kg]
M=5.9736*(10"24);
%MASSA SATELLITE [K(]
m=1000;
%COSTANTE DI GRAVITAZIONE UNIVERSALE G[N m”"2/Kg"2]
G=6.67*(10"-11);
%VELOCITA ANGOLARE DI RIVOLUZIONE TERRESTRE wO[Rad /sec]
w0=(2*pi)/(24*3600)
%RAGGIO ORBITA DI EQUILIBRIO geostazonario RO[Km]
RO=nthroot(((G*M)/w0"2),3)
%DEFINIZIONE DELLA FUNZIONE DI TRASFERIMENTO
num=[1 0 -3*w0"2];
den=[1 0 wO"2 0 O]*m*RO0;
sat=tf(num,den);
%RISPOSTA IMPULSIVA
impulse(sat);

-10 -



Capitolo 3
Stabilizzazione mediante controllore PI

3.1 Analisi con controllore PI

Cerchiamo ora di rendere stabile il sistema medibutilizzo di un controllore di tipo Pl ad azione
proporzionale e integrativa inserito in un circuatoetroazione come quello di seguito riportato.

K POSIZIONE
; - SATELLITE
o, K+ J 1 {s3a)(s-Ba)
RIFERIMENTO P g MR, s(s+jw)(s—jw)
(Posizione angolare) - -
Controllore PI Sistema satellite
N(S): CD(S) dove CD(s)

Tale schema ha come funzione di trasferimentoléziane H(s) =
D(s) 1+CC(s)

rappresenta la funzione di trasferimento di azidmetta, mentre CC(s) rappresenta la funzione di
traferimento della catena chiusa.

Per prima cosa calcoliamo H(s) e verifichiamo cbequalche valore di Kp e Ki essa risulti BIBO
stabile, ossia che il controllore PI sia effettivarte in grado di stabilizzare il sistema.

Studiamo quindi la funzione di trasferimento deldiena di azione diretta ossRt(s) [ S(s)

)EE 1 E(S+\/_3a6)(s—\/_3a6)J =[st + KiJEE 236&-8[F + 1284e— 275~ 3.756e—16j

- Ki
s+ e L '+ 5288 9[¥

S

_ sK, +K; ) [ 2.368-8[%" +1.284e— 27— 3.7562-16
S s'+5.288-90%

=422354178* + 12233 + (K%j [$° — 1586E —9[%— (K% [1586FE — 9]

Tale polinomio non €& Hurwitziano in quanto non detidla condizione necessaria affinché lo sia,
piu precisamente non ha tutti i coefficienti poasiti

Cio significa che il sistema reatroazionato comatol con un controllore di tipo PI non risultera in
alcun caso stabile pertanto tale controllore &tédaersi inopportuno in questa applicazione e non
verra preso in considerazione.

-11 -



Capitolo 4
Stabilizzazione mediante controllore PD

4.1 Analisi con controllore PD
Passiamo ora all’analisi del comportamento deésistretroazionato dotato di controllore di tipo
PD avente quindi proprieta proporzionali e derieti

1 (s++/3w)(s-+/3
> Kp +SIK, |-t oo Sl
RIFERIMENTO MR, s(s+jw)(s-jw) POSIZIONE
(Posizjone angolare) - - SATELLITE
Yo Controllore PD Sistema satellite

N(s) = CD(S) dove CD(s)
D(s) 1+CC(s)

rappresenta la funzione di trasferimento di azidimetta, mentre CC(s) rappresenta la funzione di
traferimento della catena chiusa.

Calcoliamo anche qui H(s) e verifichiamo che pealgoe valore di Kp e Kd essa risulti BIBO
stabile, ossia che il controllore PD sia effettivante in grado di stabilizzare il sistema.

Studiamo quindi anche qui la funzione di trasfentoedella catena di azione diretf@D(s) [S(S)

Tale schema ha come funzione di trasferimentolézi@e H(s) =

1 E(S+\/_3a«5)(s-~/_36<6)J =(Kp +SEKDJEE 236@ 8% + 1284 27(3~ 3.7563—16}

PD(s) EEIS)=(KP+SEKDJEEM% S (s+ jg)(5— ) s'+5288-9[%’

N(s) = PD(s)[S(s)

— 2 _ _ _
D(s) =1+ PD(8) [5(s) = 1+| K, +s[K, |f) 22028 + 1284 -2715- 3756~ 16
s+ 528%-9(%

D(s) =s* +(K, (2368 -8) 3’ + (K, (2368E -8+ K, [11284E — 27+ 5288E - 9) [3° +
(K, (1284E - 27- K, [13756E —16) 35— (K , [(13756E —16)

Ora per garantire la stabilita € necessario chie glitzeri di D(s) ossia i poli della funzione
corrispondente al sistema retroazionato) sianaemlipiano sinistro del piano complesso.

Ma come si pud notare subito il termine noto haneegegativo in quanto Kp (guadagno
proporzionale) é per definizione sempre positivah fa si che la condizione necessaria, sebbene
non sufficinete, alla stabilita richiesta dal teneedi Routh venga a mancare ponendoci di fatto
nella situazione precedente avendo un sistemabilestzer ogni scelta di Kp e di Kd positivi.

-12 -



Capitolo 5
Stabilizzazione mediante controllore PID

4.1 Analisi con controllore PID

Veniamo ora ad analizzare il sistema retroaziomrato controllore PID ad azione proporzionale
integrativa e derivativa.

Yo
—> Ke +ﬁ +sK, > 1 L(S; \@%)(S f_&q)) >
RIFERIMENTO S MR, s(s+jaw)(s-jw) POSIZIONE
(Posizione angolare) - - SATELLITE
Controllore PID Sistema satellite
N D . . . .
H(s) = (s) = CD(s) dove CD(s) rappresenta la funzione di trasferimeintizione diretta,

D(s) 1+CC(s)
mentre CC(s) rappresenta la funzione di traferimeletla catena chiusa.

Funzione di trasferimento parametrica del sisteatellge:
g9t E(s+\/§cq))(s—xf3wo) _ -3y’
MR, s*(s+jw)(s-jw) mRBUS +’)

funzione di trasferimento del controlore PID:
PID(s) = K, +ﬁ+s[]KD
S

Ricaviamo le funzioni di trasferimento di cateneetta e di catena chiusa del sistema retroazionato:

— :(KD [32+KP B+Ki)m32_3a62)
CD(s) = PID(s) [§(s) MR, & [ +%2)

(Kp 8 + K, 3+ K;) s ~ 3a”)

CC(s) =PID(s)[(X(s)1 = MR 5 (S + )

Calcoliamo quindi H(s):

(Kp B8° + K, 5+ K;) [(S* - 3w”)

H(9=-CPO) __ mREU+a)
1+ CC(s) 1+(KDE'B2+KPE$+ K,)[{s? - 3a%)
MR, 5° (s’ + &)

-13 -



sviluppando i conti si ottiene H(s) in forma paramneca:

(KD 3 + KP [5+ Ki) EGSZ _30—62)

) MR + 5 TK,) + 9 MR, g7 + Ky) + 5 K, - 30K, [y + S(-31K, [ap) ~ 31K, (2t

Si pud notare immediatamente che il denominatost com’e non ha tutti i coefficienti positivi
(basta osservare il termine noto sempre negatiedapto non soddisfa la condizione necessaria al
teorema di Routh. Si evince dunque che il sisteorarrsulta stabile in quanto il denominatore ha
sicuramente almeno un polo a parte reale non negaertanto nemmeno la soluzione PID
permette di stabilizzare il sistema.

-14 -



Capitolo 6
Stabilizzazione mediante sintesi diretta

6.1 Sintesi diretta del controllore

Come visto fino ad ora nessun controllore tra B, d?PID e risultato in grado di stabilizzare |l
sistema satellite. Per trovare quindi una soluz@ngroblema stabilita passiamo ora ad una sintesi
diretta del controllore.

Consideriamo il solito sistema retroazionato doyg) €Cappresenta la funzione di trasferimento del
controllore da sintetizzare:

Yo
o C(S) —mim S
RIFERIMENTO MR, s°(s+jw)(s— jw) POSIZIONE
(Posizione angolare) - - SATELLITE
Controllore Sistema satellite
N(s) _

CD(s) dove CD(s)
D(s) 1+CC(s)

rappresenta la trasferenza di azione diretta, mé@(s) quella della catena chiusa.

n&gmw@%)(s—@%)

Come al solito la funzione di trasferimento risuttgs) =

M) _ -B6

Def C(9)=— 7 = B
efiniamo: C(s) (s © X9 S'(s+ jep)(s— jaw) As)

H(s) diviene:

H(s) = N6 - B(S)IM(s)

D(s)  As)LL(s) +B(s) IM(s)

chiamiamo oran =4 il grado di A(s),n, il grado di L(s) en il grado di D(s).
Il nostro fine &€ quello di individuare una funzio@¢s) tale per cui D(s) risulti pari a un polinomio
Hurwitziano da noi desiderato che chiameremo Plles(s
D(s)=A(s) [ L(s) + B(s)[M (s) =Pdes(s)
Pdes(s) sara nella forma:
S P BT+ p B,
Monico in quanto sia A(s) che L(s) sono monici.
L'uguaglianzaA(s) [(L(s) +B(s) M (s) =s" + p._, 3" " +...... + p, [$+ p, genera per tanto un
sistema lineare dn, +n =N equazioni in2h_ + lincognite.
Si puo dimostrare che tale sistema ha un'unicaswla se valgono le relazioni:
n.=n-1 n=2n-1

C

Nel caso in esame si avranno quindi:

n=4
n.=n-1=3
n=2n-1=7

-15 -



C(s) deve essere una funzione di trasferimentor@ogara pertanto nella forma:
8,3 +a,[8° +a [3+3a,

s’ +Db,[3° +b [$+D,
con a,,a,,a,,a,,a,,b,,b,,b, da determinare.

Scegliamo ora Pdes(s), ossia imponiamo la posizienpoli della funzione H(s).
Per questa applicazione sono stati scelti i segpeht

C(s) =

11

L
© o
P B

} Poli con dinamica dominante

I
|
o
N

o
L
O O
w w

s o 0 o B o B o B o e o i o
I
|
o
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originati dal polinomio:
Pdes(s) = (s+ 0.1)*[{s+ 0.2)* [{s+ 0.3)*[{s+ 0.4)
L’'uguaglianza tra il denominatore di H(s) e il gimio desiderato Pdes(s)
D(s) = As)[(s) + B(s) M (s) = (s+ 0.1) [{s+ 0.2)* [{s+ 0.3)* [{s+ 0.4) = Pdegs)
genera il sistema:
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— 30, Ly _ 1440107
MR,
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Risolvendo si ottiene:
a, = -3.833310"

a, = -1.501410°
a, = -1.812110%
a, = ~7.097510%

b, = 4.2906010"°
b, =1.680410%
b, =16

Il sistema retroazionato sara dunque

Yo 8,8’ +a,[8" +a (5+a 1 {s++3ap)(s-V3w)
— > 3 2 > 5 - - >
RIFERIMENTO s’ +h, (8" +b [5+h, MR, s'(s+jw)(s-jw) POSIZIONE
(Posizione angolare) SATELLITE

Controllore Sistema satellite
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6.2 Simulazioni

6.2.1 Diagramma di Nyquist e risposta a gradino

Come prima cosa effettueremo la simulazione inabadklla risposta ad un gradino del sistema in
retroazione controllato dal controllore appenasdintato. Verra inoltre tracciato il diagramma di
Nyquist.

clc
clear all
close all

%%%%%%%%%%%%%% CARATTERISTICHE FISICHE SISTEM A8 % %% %% %% %% % %% %% %% %% %

%MASSA TERRA [Kg]
M=5.9736%(10"24);

%MASSA SATELLITE [Kg]
m=1000;

%COSTANTE DI GRAVITAZIONE UNIVERSALE G[N m"2/Kg"2]
G=6.67*(10"-11);

%VELOCITA' ANGOLARE DI RIVOLUZIONE TERRESTRE wO[Rad /sec]

WO=(2*pi)/(24*3600)

%RAGGIO ORBITA DI EQUILIBRIO geostazonario RO[Km]
RO=nthroot(((G*M)/w0"2),3)

%DEFINIZIONE DELLE MATRICI DI STATO
A=[010 0; 3*(wO*w0) 0 0 2*R0*wW0; 000 1; 0 -(( 2*w0)/R0) 0 0];
B=[0; 0; 0; (1/(m*RO))I;
C=[0010];
D=0;
%CREAZIONE DEL SISTEMA
sat=ss(A,B,C,D);

%DEFINIZIONE DELLA FUNZIONE DI TRASFERIMENTO DEL CO NTROLLORE

a0=-3.833382070250972*10"13;

al=-1.501407977514964*10"15;

a2=-1.812152792991541*10721;

a3=-7.097543101432838*10"22;

b0=4.290642341677332*10"10;

b1=1.68048848145787*10"12;

b2=1.6;

M=[a3 a2 al a0];
L=[1 b2 b1 bO];
cs=tf(M,L);

%FUNZIONE DI TRASFERIMENTO SISTEMA RETROAZIONATO
Hs=((cs*sat)/(1+(cs*sat)));

% TEMPO DI SIMULAZIONE
t=0:0.01:300;

%DEFINISCO UN GRADINO DI AMPIEZZA 1.57 (pi/2) COME INGRESSO
u=1.57*ones(size(t));

%RISPOSTA A GRADINO

figure(1),Isim(Hs,u,t),grid

title( 'RISPOSTA A GRADINO SISTEMA SATELLITE' )
xlabel( 'TEMPO [s]" )

ylabel( 'ANGOLO [rad] )

figure(2),nyquist(Hs)
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Output del listato matlab:

AMGOLO [rad]

03

06

02

RISPOSTA A GRADINO SISTEWA SATELLITE

[
S S : E _
e e e s —

\ \ | | |
20 100 150 200 250 300

Imaginary Axis

TEMPO [s] (sec)

Nyquist Diagram

I T T
0.8} .
06| .
0.2} .
oo SRS — 1
0z §
06| .
08 : _

. . i . .

A 05 0 0.5 1 15

Real Axis
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6.2.2 Comportamento con immissione di disturbi

Veniamo ora alla simulazione della risposta delesis con presenza di disturbi. La presenza di
disturbi € un aspetto sempre presente nella réaitsistemi, pertanto esso rappresenta uno dei punt
cruciali da tenere in considerazione sia nella taggogettazione che in quella di realizzazione.
Modifichiamo quindi lo schema del sistema introc® appunto, una fonte di disturbo che nella
fattispecie e collocata tra controllore e sisteataelite.

Consideriamo quindi il seguente schema:

dist(t)

Yo
. c(s) — S(s)
RIFERIMENTO
(Posizione angolare)

Controllore Satellite

Dove dist(t) rappresenta il segnale di disturbowda sommarsi all'ingresso del sistema satellite.

Il disturbo in questo caso rappresenta una fordasiderata che si somma alla spinta prodotta dal
motore del satellite. La presenza di questa forzkesiderata € un aspetto molto realistico nel
sistema qui studiato. Basti pensare ad esemfirflaknza gravitazionale esercitata dalla lunao d
altri pianeti vicini sul satellite stesso.

Nel nostro caso assumiamo che dist(t) sia un seghatimore bianco con distrubuzione gaussiana.
L'ampiezza di banda del disturbo é filtrata a MdiLBiz.

Per effettuare la simulazione questa volta si éouta strumento di Matlab SimuLink con il
seguente circuito:

num(s num(s 1
A » (s) . > (s) >
- den(s) den(s)
Step COMTROLLORE SATELLITE Scope
ll’{""r—b Lowpass
DISTURBO ™ Eiitro 2 17101z
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Disturbo inserito nel sistema:

0.02

| R .

00— ...................._% .........................

0005 H - R e e R

0005 —H--H----2--B - f b - -

el e EaGEl EEr EEEE EEETEEEET & EEE R -; ------------------- S R Rrl | EECEEEEEE .....J: ......

| 1 L e L rr] T CETTEREETP R ------.......JI _______________________________

A LS |

-0.025¢ | I

Time
Risposta del sistema al gradino con inserimentalidalirbo
1 m o oL -------------------------------------------------------- -
Il e e R e e i— -------------------------------------------------------- —
T e oo -------------------------------------------------------- -
LI e AT -------------------------------------------------------- -
] U E . i
04—--- ---------------------------------------------------------- -------------------------------------------------------- —
0 |
[i] LD 100 150

Time

Come si nota dalla risposta il satellite sebbemugsato rimane nell'intorno del punto di equildori
grazie appunto al controllo realizzato.
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6.2.3 Comportamento con simulazione attrazione graazionale lunare

Vediamo ora una simulazione del comportamentoideda in un caso reale.

Il caso preso in considerazione € il passaggicalllite in un area dello spazio in cui l'attramo
gravitazionale lunare non e del tutto trascurabile.

Semplifichiamo la forza gravitazionale lunare satleflite con un segnale che chiamiamo moon(t) il
cui andamento € qui di seguito riportato:

L'andamento vuole simulare appunto il passaggievicmato” (circa 160.000Km) della luna dal
satellite ed e stato approssimato a sinusoidale.
Per ipotesi nella simulazione tale forza ha verpposto a quello positivo di spinta dei motori
pertanto tende a "frenare" la rotazione in orbita.

Simulando la risposta del sistema si ha:
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si puo notare una leggera diminuzione dell'angbloante il picco di attrazione gravitazionale
lunare nell'ingrandimento tratteggiato riportatd diagramma seguente.

Cio e spiegabile nel fatto che il disturbo dovutgassaggio della luna tende a far dimnuire la
velocita di rotazione del satellite che rimaneiiardo rispetto alla rotazione terrestre allontaiceam

di fatto dalla posizione di equilibrio geostazidnag facendo diminuire quindi I'angolo relativo con
la terra.

Il sistema di controllo rileva I'errore e compermsa la spinta dei motori riportando poi il satellit
nello stato di equilibrio voluto.
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Appendice A
Stabilita e criteri per determinarla

Concetto di stabilita

Il concetto di stabilita & piuttosto generale e pgsere definito in diversi contesti. Per i probldm
interesse nell'area dei controlli automatici, sisempre esplicito riferimento alla stabilita di un
punto di equilibrio di un sistema dinamico.

Stabilita di un punto di equilibrio
Sia dato un sistema dinamico tempo continuo, ragotato in variabili di stato:

@(t) = f(z(t),u(t))
y(t) = g(x(t), u(t))

dove z e R" ey € R™

Si definiscepunto di equilibrio un punto dello spazio di stato nel quale il sistggarmane in uno
stato di quiete (una volta fissato un ingressoarastU), cioe, tale per cui:

L) =Fflae(6),T) = 0.

Sia xe un punto di equilibrio. Esso si dira locatteestabile se:
Ve >0, 36(e) >0 : ||lzg—z.]| <d(e) — |z(t,z0) — x| <&, VE>0.

Questo significa che, partendo da una condiziomgaie x0 “vicina” ad un punto di equilibrio
localmente stabile xe, la “traiettoria” seguita siskema non si allontana mai pitedia xe.

A

A4

Interpretazione grafica del concetto di stabildéale di un punto di equilibrio.

Per un sistema lineare la stabilita locale impdjoalla globale, ovvero, la condizione sopra
enunciata se vale per un x0, allora sara validager scelta di x0.
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Sia xe un punto di equilibrio. Esso si dira asiictrhente stabile, se € stabile ed inoltre:
16, =0 & lza—a|| £6 — lm |la(E 5y — 25 =0.
t—oo

Stabilita ingresso limitato-uscita limitata
Un sistema dinamico si dice BIBO stabile (boundglit - bounded output) se ad ogni segnale in
ingresso di ampiezza limitata corrisponde un’usaiteh’essa limitata, cioe:

VY <400 : Vu:|u(t)| <U VtE>0 — |y@)| <Y, Vt>0.
Per i sistemi lineari e stazionari vale il seguéateema:

Teorema 1 (Stabilita BIBO per sistemi lineari)
Un sistema lineare ¢ stabile in senso BIBO se@ sl

/ N lw(T)|dT < ¢

O

dove () denota larisposta impulsiva detiesna.

Criteri di stabilita per polinomi

Poiche la stabilita di un sistema lineare € direttaseguenza della posizione dei suoi poli nelgian
complesso, risulta evidente I'importanza di potetedninare in quale semipiano sono posizionate
le radici di un polinomio (ovvero del denominatdiela funzione di trasferimento).

| metodi che analizzeremo saranno in grado di fermformazioni sul numero delle radici a parte
reale positiva, negativa o nulla di un polinomiorfrforniranno informazioni circa la loro posizione
esatta nel piano complesso).

Criterio di Routh

Sia dato un generico polinomio:
P,(5) = 58"+ @p_1 8" " +...+ a5+ ag.

Risulta evidente che tale polinomio puo essere posin nella somma di due polinomi,
uno contenente le potenze pari ed uno quelle djspae:

F.(s) = s"+a,-2 S, a8 T 1S a3 ST Ay ST L
Q'.:;-‘J] Qn:rl (s)
= (211("—") + (911—1(:5)-
A questo punto, effettuiamo le seguenti divisiargessive:

ni% C n—: ‘5‘)

Q{)Zt}n—18+22(i

Qn—‘l (S) Cg‘n—l(‘s,)

Qn—‘l (S) . Cg‘n—S(S]

" 25T 57—~

QH—Q(S) " an—Q(S)
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Queste divisioni si possono reiterare finche nomtsene un polinomio di grado 0 (costante).
Poiche Qi(s) e formato solo da potenze pari (sgam) o solo dispari (se i € dispari), possiamo
utilizzare la seguente notazione:
Q=Y ;¥
j

dove l'indice j assume i valorii,i—2,i—4,.finoa 0 sei e pari, o fino ad 1 se i e disgaoltre,
assumeremo che:

Qpj = G;j per § =, n—2, n—4%,..,

Ay 45 = @ pergj—=u—1, =38, B> B...

Gli elementi i,j disposti opportunamente costitoiso quella che si chiama Tabella diRouth.
Vale il seguente teorema:

Condizione necessaria e sufficiente affinchée tettadici di un polinomio siano a parte reale
minore di zero, e che gli i,i siano strettamentbodstesso segno per tutti i valori dii da 0 a n.

n Oy Ay n—2 Xy n—4

n—1 Xp—1n—1 Upn—1n—-3 Cp—1n->5

n—3 Xp—-3n—3 Opn-3n—5 Opn-3n-7

2 ¥2.2 2.0
1.1
0 0.0

Tabella di Routh

E’ possibile calcolare gli elementi di ciascunaarig partire da quelli delle due righe precedenti
(purché la seconda di queste non inizi con un edoneullo), utilizzando la formula:

Q9442 Qo

(ir1i+1 Oy 51 (1942 iyl 51
v = = Qi —
Qy1.4+1 Q1441

che corrispondono ai coefficienti del polinomiotcedella divisione dQi+2 per Qi+1.
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Casi critici del criterio di Routh

Durante la compilazione della tabella di Routh égiluile incorrere nei seguenti casi critici:

® || primo termine di una riga € nullo. In quest®ada costruzione della tabella non puo proseguire
in quanto si incorrerebbe in una divisione per zehoa possibile soluzione € quella di sostituire al
posto dell’elemento nullo il valores# —¢ (¢ > 0 infinitesimo) e proseguire con la costruzideda
tabella. Le variazioni di segno degli elementi rmpa colonna non subiranno modifiche per 0.

Un metodo alternativo € quello di moltiplicare dlmomio originale per un polinomio del primo
ordine, come ad esempio (s + 1) e ricostruire belta, tenendo presente I'aggiunta fittizia di una
radice stabile al polinomio di partenza.

® Tutti i termini di una riga sono nulli. Questa dixione si puo verificare solo nelle righe di inglic

dispari. Supponiamo che tale indice sia 2m-1. All@i considera la riga immediatamente
precedente(2m) e la si scrive come:

_2m _2m—2 ' o
b-_;_rm 5 + f)-_gm_g B Ty = b{} =1

A questo punto effettuiamo la derivata dell’espiess sovrastante, inseriamo i coefficienti ottenuti
nella riga 2m-1 e proseguiamo con la costruziotia tebella.

In tutti e due i casi precedenti, si conclude imimatsente che il polinomio non & stabile.
L’ulteriore costruzione della tabella serve solo fmealizzare esattamente il numero di radici a
destra e a sinistra del piano complesso.

Se nella costruzione della tabella di Routh appareoefficiente nullo o negativo in una qualunque
posizione, se ne puo subito concludere che il poiio non é stabile.
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Criteri di stabilita ad anello chiuso

Qui analizzeremo i criteri di stabilita grafici psistemi ad anello chiuso (in retroazione). E’ da
notare che l'uso del criterio algebrico di Routhdi@itilizzo immediato a questo fine. In particaar
faremo riferimentoallo schema in retroazione umataportato nella seguente figura:

Y

T Fa
L r_

E’ possibile verificare che uno schema in retroaziaon unitaria € riconducibile ad uno schema in
retroazione unitaria con le stesse proprieta dilgea

L(s)

Fig.1.1

Criterio di stabilita di Nyquist

Il criterio di stabilita di Nyquist consente di deminare la stabilitd dell’anello chiuso analizzanid
diagramma di Nyquist della funzione ad anello apeM fine di poter enunciare questo criterio,
necessario introdurre il cosiddetto principio detljomento (o lemma di Cauchy).

Principio dell’argomento (Lemma di Cauchy):
Sia data una generica funzione di variabile congaglé%s); supponiamo di poter scrivere
guesta funzione come:

a 15 (s — 2)
A ) AR

Sial una gualunque curva chiusa nel piano percorsanscsorario che non passa ne
per i poli, ne per gli zeri di F(s). Analizzandoféese di F(s) risulta che:

LF(s) =) Z(s—z)—> ZLls—p).
i=1 i=1

Supponiamo adesso di far percorrere alla variagoileplessa s la curva chit I'lin senso

orario, ed andiamo a valutare la variazione di thd€(s), indicata con” F(s).
A

Imf(s) 50

e

Pj Re(s

A/

e

Dalla figura sovrastante risulta evidente che:

—2m , sep; e interno a I
AZF(s) =
0 , sep; eesternoal
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Dall'analisi della fase precedentemente citataasitre:

ALF(s ZA4 Z_u s —pi) = —2n(NE — NF)

!

dove” Nz e Ny denotano rispettivamente il numero di zeri e di gioF(s) interni alla curv * I
Possiamo quindi riformulare il risultato di quetgmma come:

F 1 AT EF
N =N_, —N;

or

ATF . . . . .
doveNor denota il numero di rotazioni orarie intorno aiggne di F(s) per s che percorre la
curva I in senso orario.

Il criterio di stabilita di Nyquist € una direttamseguenza del lemma di Cauchy. Consideriamo

infatti la curva I riportata nella figura successiva. Tale curvaupip®ne estesa all'infinito, per cui
circondera tutti gli zeri e poli nel semipiano dest

Iy

Im(s)

Re(s)

Applicando il principio dell’argomento alla funzierF(S‘l =1+ L(s) =1+ G(s)H(s) s ottiene:
NE — N%

Dove conVzd € Npd si denotano rlspettlvamente gli zeri e i poli ds)nel semipiano destro.

Risulta perd evidente che gli zeri di F(s) coincidocon i poli di&(s). mentre i poli di F(s)

coincidono con quelli di L(s). Possiamo quindi aff@re che:

NiZ = Ni + NJ,

dove AC sta per Anello Chiuso, AA per Anello Aperm*'n*"ér e il numero di rotazioni orarie del
diagramma di Nyquist di F intorno a 0.

Per semplicita, risulta piu conveniente traccidiiagramma di Nyquist di L(s) (anziche di F(s) =
1+ L(s) ) e considerare le rotazioni orarie intoah@unto (-1,0).

Teorema (Criterio di Nyquist)
Sia dato il sistema di fig.1. Condizione necessarsafficiente per la stabilitd asintotica del sista
e che:
L A7 AA
\am 1 "\'pa'
dove Neor denota il numero di rotazioni antiorarie del diagnaa di Nyquist di L¢) intorno al
punto (-1,0).
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Dalla relazion N\ = N + N1, ssewva che:
» Rotazioni orarie di L¢) aggiungono instabilita al sistema ad anello ahitspetto a quelle
dell'anello aperto.

* Rotazioni antiorarie di L{) neutralizzano eventuali instabilita ad anellorape

» Se il diagramma di L§j) passa per il punto (-1,0) , il sistema ad anefiiso ha almeno un polo
sull’asse immaginario.

 Per studiare la stabilitd di un sistema con egtimne positiva e sufficiente applicare il criterio
considerando le rotazioni intorno al punto (1,0).

Discussione della stabilita al variare del guadagndi anello
Consideriamo lo schema

r —~ ,
- k L(s)

\ 1
L(s) = —
(5) s(14s71)(1 + 573)

in cui:

T, T > 0.

Sia o il punto di intersezione di L{j) con I'asse reale. Il diagramma di Nyquist e porta Fig. 2
Assumiamo per ora K= 1.

I'm{L{jw))

e
Ll

Re(L{jw))

Fig.2
Poiche il sistema ad anello aperto non ha polirteep®ale strettamente positiva, per il criterio di
Nyquist, il sistema ad anello chiuso sara stalslee ssolo se il diagramma di lj non compie
rotazioni orarie intorno al punto (-1,0).
Vogliamo adesso valutare per quali valori di kiskema in retroazione é stabile.
Consideriamo k > 0. Poiche I'effetto di k sul diagrma di Nyquist comporta una variazione del
modulo ad ogni singola frequenza, € evidente chmuiilto critico da considerare sara quello di
intersezione con l'asse delle ascisse. Un valork diccessivamente elevato comportera uno
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spostamento del puntoo-verso sinistra oltre il punto (-1,0), dando luogd rotazioni orarie
intorno a tale punto. E’ chiaro dunque che i vatbik tali da dare origine a un sistema stabileoson
dati da:
1
0<k<—.
o

Consideriamo adesso i valori di k < 0. In questpadobbiamo analizzare le rotazioni
orarie intorno al punto (1,0). Essendo la richiaseffettuata all’'infinito, avremo sempre
una rotazione oraria intorno a tale punto (indiggridmente dal valore di k).

Possiamo quindi riepilogare i risultati trovati:

e <0 —— anello chiuso instabile con 1 polo a destra.
e 0<k< % —— anello chiuso asintoticamente stabile.
o k> & —— anello chiuso instabile con 2 poli a destra.

Nella discussione precedente abbiamo visto comauorento eccessivo del guadagno possa portare
il sistema ad anello chiuso in condizione di ingii@l) mentre un valore molto piccolo produce un
effetto stabilizzante. Questa é in effetti unaadtane comune, ma non é sempre valida. Possono
esistere casi in cui si verifica esattamente ibfeano opposto, oppure casi in cui gli intervalli di
stabilita sono disgiunti.
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