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Prefazione

Il presente manoscritto tratta la rottura dei mezzi porosi dovuta all’azione
delle forze fluidodinamiche. Il problema dell’interazione tra strutture solide e
flussi di fluidi, denominata Interazione Fluido-Struttura (FSI, Fluid-Structure
Interaction), è un problema che interessa una vasta gamma di applicazioni in-
gegneristiche e campi scientifici, dall’ingegneria aerospaziale, civile e biomedica
alla geotecnica e alle scienze planetarie. In molti casi, questo fenomeno è asso-
ciato all’innesco di cricche dovute alle forze fluidodinamiche indotte dal fluido
sul solido immerso. Un esempio, per comprendere meglio dove avvengono que-
sto tipo di interazioni fluido-struttura, sono i filtri, come i filtri idraulici usati
per intrappolare detriti che andrebbero a compromettere il corretto funziona-
mento del circuito. Per riprodurre fedelmente il fenomeno bisogna considerare
contemporaneamente la fluidodinamica, la meccanica dei solidi e la meccanica
della frattura. La maggiore difficoltà nelle simulazioni FSI è prevedere e si-
mulare la formazione di cricche che causano la formazione di singolarità nelle
equazioni alle derivate parziali della teoria classica della meccanica dei solidi,
quindi di conseguenza si formano discontinuità.
Nel presente manoscritto viene utilizzato un nuovo metodo numerico per la
simulazione FSI con fratturazione solida di un mezzo poroso, dove per il fluido
viene usata la formulazione tridimensionale incomprimibile delle equazioni di
Navier-Stokes utilizzando la simulazione numerica diretta (DNS), per la mec-
canica del solido e della frattura si utilizza la peridinamica, una riformulazione
consolidata della teoria del continuo che sostituisce le equazioni alle derivate
parziali con quelle integrali intrinsecamente responsabili della formazione di
crepe e ramificazioni. Viene utilizzato il metodo dei confini immersi (IBM,
Immersed Boundary Method) per imporre le condizioni al contorno del muro
sulle interfacce fluido-solido.
Le simulazioni vengono eseguite utilizzando un risolutore in parallelo, scritto
in Fortran 90 esteso con uno standard MPI (Message-Passing Interface), che è
stato precedentemente sviluppato e validato.
Nel presente manoscritto, questo nuovo metodo numerico per le simulazioni
FSI è stato impiegato per simulare la deformazione e la frammentazione di un
mezzo poroso lineare-elastico. Sono state effettuate cinque diverse simulazioni
del mezzo poroso modificando il grado di porosità (il rapporto tra il volume
dei vuoti esistenti in un materiale e il volume complessivo) del mezzo, nelle
quali sono state eseguite per ciascun caso quattro simulazioni facendo varia-
re il critical fracture energy release rate calcolato a priori in base a diverse
probabilità di una frattura nel mezzo trovate dalla CDF (Cumulative Density
Function) della distribuzione degli stretch. Sono stati scelti i valori per una
probabilità di frattura del 0.1%, 0.05%, 0.01% e 0%, mentre come grado di
porosità è stato scelto 0.6, 0.7, 0.73, 0.8 e 0.9.
Per quanto riguarda l’analisi dei dati è stato studiato l’andamento del grado di
porosità, la caduta di pressione, la permeabilità e la distribuzione degli stress.
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CAPITOLO 1

Introduzione

Con il termine FSI si intende l’interazione Fluido-Struttura (Fluid Structure
Interaction) e si ottiene ogni volta che c’è interazione tra strutture solide mobili
o deformabili ed interne con un fluido. È un fenomeno fortemente non lineare
che crea problemi a livello di accoppiamento tra le equazioni che governano
la fluidodinamica e la meccanica dei solidi dove si incontra la frattura solida.
Quindi nel voler eseguire una simulazione FSI è fondamentale far interagire la
fase solida e quella fluida tra loro tramite lo scambio di quantità di moto tra
le interfacce complesse che evolvono nel tempo, in modo tale da ottenere un
risultato che sia un forte accoppiamento della dinamica del fluido con quello
dei solidi coinvolti nel processo.
Voler creare fedelmente una simulazione FSI è un problema che interessa una
vasta gamma di applicazioni ingegneristiche e ambiti scientifici, dall’ingegneria
aerospaziale, civile e biomedica alla geotecnica e scienze planetarie. Nel cam-
po dell’ingegneria aerospaziale, ad esempio, il problema si incontra durante la
modellazione delle ali degli aerei e delle pale delle turbine, grazie al fatto di
possedere una snellezza strutturale elevata e in genere anche una flessibilità
elevata, porta come conseguenza una serie di fenomeni critici: vibrazioni e/o
perdita delle superfici portanti, inversione dei comandi, incontrollabilità gene-
rale del velivolo e moti altri problemi dovuti alla deformazione della struttura
del velivolo. Questi effetti si chiamano fenomeni aeroelastici e richiedono una
trattazione attenta e rigorosa per essere mitigati. Uno dei fenomeni più im-
portanti che si può incontrare, dovuto alla snellezza, è il flutter aeroelastico:
un fenomeno oscillatorio autoeccitato che può portare al fallimento globale,
che affligge principalmente le superfici portanti come le ali di un aereo.[7]. Un
altro esempio, in ambito aerospaziale, è la rottura dei materiali ablativi, soli-
tamente porosi, utilizzati per il raffreddamento dei serbatoi di liquido veicoli
di lancio spaziale a propulsione. Ovviamente parlando di serbatoi e del loro
raffreddamento è chiaro che la progettazione deve avere un’elevata precisione
per evitare l’esplosione del serbatoio dovuto all’eccessiva temperatura.
Dunque avere un codice che simuli il più realisticamente possibile la fisica dei
problemi FSI con flusso indotto considerando contemporaneamente la fluido-
dinamica, la meccanica dei solidi e la meccanica della frattura è fondamentale
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poiché lo scopo del presente lavoro è quello di riprodurre la deformazione e
la rottura di un mezzo poroso sottoposto a forze fluidodinamiche, con diversi
gradi di porosità e scegliendo un’energia di rottura, per i diversi casi, tale che
si prendano in considerazione i casi in cui la rottura sia sempre più rara e un
caso in cui non si rompe nulla.
Nel primo capitolo della seguente tesi sarà presentata una breve descrizione
delle proprietà fisiche dei mezzi porosi. Quindi i limiti della teoria del con-
tinuo locale e delle equazioni alle derivate parziali che la compongono, cioè
nella loro derivazione in presenza dell’innesco di cricche e della propagazione
della cricca in un mezzo solido, evidenziando la loro inaffidabilità causata dalle
singolarità. Tutti questi aspetti e soprattutto il pieno accoppiamento tra flui-
dodinamica, meccanica dei solidi e della frattura rende particolarmente critica
la modellazione teorica e numerica dei problemi FSI in termini di affidabilità,
nel riprodurre la fisica dei fenomeni coinvolti, e in termini di costo, inteso come
risorse computazionali richieste. Nella maggioranza dei casi di interesse prati-
co, anche soluzioni analitiche semplificate dei problemi non è possibile derivare
le equazioni che governano il problema.
Nel corso del tempo ci sono stati numerosi tentativi nell’affrontare numerica-
mente il problema. Le più popolari tecniche numeriche utilizzate per affrontare
numericamente il problema sono dimostrate a casi molto ristretti, poiché carat-
terizzati anche da una scarsa descrizione della fluidodinamica locale. Nell’am-
bito industriale, uno dei metodi numerici più utilizzato, è il 2-way partioned
method, che prevede la continua interazione tra CFD (Computational Fluid
Dynamics) e codici strutturali ad elementi finiti (FEM). I due sistemi sono
mantenuti separati e quindi sono risolti in maniera separata tramite un pro-
cesso iterativo, ma allo stesso tempo, i due sistemi, scambiano informazioni su
carichi aerodinamici e deformazioni strutturali. [20]
In questa tesi, invece, non verrà utilizzato un programma industriale per la si-
mulazione in esame, ma verrà descritto l’utilizzo di un nuovo metodo numerico
nel quale si utilizza contemporaneamente la fluidodinamica, la meccanica dei
solidi e la frattura utilizzando la peridinamica. Questa recente teoria è stata
messa a punto per eseguire analisi con rotture nelle quali la teoria della mecca-
nica dei solidi convenzionale fallisce. Si basa sulle reciproche interazioni che si
stabiliscono tra punti materiali ed anche tra particelle separate ad una distanza
finita, in poche parole può essere considerata come anello di congiunzione tra
le teorie locali del continuo e i modelli atomici. Inoltre, questa teoria permette
di definire e di quantificare il concetto di ‘danno’. In questo metodo numerico
viene utilizzata la cosiddetta peridinamica di tipo ‘bond-based’ anziché il tipo
‘state-based’ (più recente), nonostante non superi i limiti a cui è soggetta il
tipo ’bond-based’ eliminando il vincolo sul coefficiente di Poisson.[29]
Per quanto riguarda la simulazione della fisica e della dinamica della fase flui-
da, sono state completamente risolte utilizzando una Simulazione Numerica
Diretta (DNS) tridimensionale con Equazioni di Navier-Stokes semplificate
sotto l’ipotesi dell’incomprimibile.
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Per le condizioni al contorno viene utilizzato il metodo dei confini immersi
(IBM, Immersed Boundary Method), introdotto per la ripartizione della di-
rezione delle equazioni di Navier-Stokes incomprimibili, è basato su tecniche
di interpolazione ed estrapolazione per trattare oggetti in movimento o fis-
si, permette di risolvere le equazioni che governano il problema accoppiate
con le condizioni al contorno per problemi fluidodinamici a basso numero di
Reynolds.[9] L’idea di base del metodo è quella di usare condizioni al con-
torno di non slittamento e di non penetrazione, in prossimità delle interfacce
solido-fluido, applicando al fluido una corretta distribuzione della forza ed una
velocità pari a zero tra le due fasi in prossimità della loro interfaccia che imita
gli effetti dei confini, il tutto viene discretizzato utilizzando un metodo fisso
e una griglia computazionale strutturata non conforme alle interfacce solido-
fluido. Mentre, il metodo della sonda normale viene utilizzato per calcolare lo
stress sulle superfici del solido immerso.
Il codice è stato scritto in Fortran 90 esteso con il Message-Passing Interface
(MPI) per il calcolo in parallelo. Il codice è composto da tre diversi moduli:
un risolutore fluido, un risolutore peridinamico e un terzo modulo che gestisce
la sincronizzazione e l’accoppiamento tra le equazioni di Navier-Stokes e quelle
peridinamiche tramite le condizioni al contorno di tipo IBM.
Infine il codice numerico è stato utilizzato per la simulazione di un flusso al-
l’interno di un canale viscoso tridimensionale incomprimibile, con un flusso di
Poiseuille 2D come condizione di ingresso, che investe un mezzo poroso situato
all’interno del canale. Sono state eseguite un totale di venti simulazioni seguen-
do il seguente schema: innanzitutto sono stati costruiti cinque diversi solidi
porosi mantenendo le stesse dimensioni e facendo variare il grado di porosità
del solido usando come valori 0.6, 0.7, 0.73, 0.8 e 0.9, poi per ogni diverso grado
di porosità sono state eseguite quattro simulazioni facendo variare il critical
fracture energy release rate (l’energia di frattura critica) calcolato a priori per
ogni solido in base a diverse probabilità di frattura, scegliendo in percentuale
una probabilità di rottura del solido del 0.1%, 0.05%, 0.01% e 0.0%. Per ognu-
na delle venti simulazione è stato creato un breve video della simulazione dai
quali sono stati ricavati alcuni frame che sono presenti in questa tesi, inoltre
per ogni caso è stata fatta l’analisi numerica dell’andamento della porosità, la
caduta di pressione, la permeabilità e la distribuzione degli stress, con relativi
confronti e considerazioni sui risultati ottenuti.
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CAPITOLO 2

Panoramica dell’argomento

Ci si imbatte facilmente con l’interazione tra un fluido ed una struttura cioè
un corpo deformabile soggetto ad un flusso di fluido. Basta pensare all’azio-
ne dell’acqua sulla roccia di un qualsiasi fiume o mare ma anche all’azione
del vento su qualunque oggetto in superficie, quindi questa interazione entra
spesso in gioco su un’ampia varietà di applicazioni ingegneristiche e campi
scientifici, come, ad esempio, le superfici aerodinamiche di un aereo per le qua-
li è fondamentale avere un flusso d’aria che le colpisca per generare portanza
mantenendo cosi l’aereo in volo ma è fondamentale anche controllare questo
flusso d’aria per non imbattersi nel fenomeno del flutter aeroelastico, oppure
dimensionare adeguatamente le pale di una turbina posta all’interno di un mo-
tore che viene continuamente accelerata dal flusso d’aria calda.
Tutti questi diversi casi sono studiati attentamente nei problemi FSI (intera-
zione fluido-struttura) perché questi fenomeni possono portare all’intero falli-
mento di una progettazione. Per questo motivo per affrontare questi problemi
si deve essere molto precisi evitando eccessive semplificazioni nelle simulazioni.
Tipicamente, le simulazioni in cui sono coinvolte l’interazione fluido-struttura,
il materiale solido presenta un comportamento lineare elastico (legge di Hoo-
ke) e, per grandi deformazioni, si prende in considerazione un comportamento
più complesso e quindi non lineare. Il fluido, invece, è considerato laminare
(basso numero di Reynolds) e a densità costante (ipotesi di non comprimibile).
Visto che la tesi parlerà di solidi porosi immersi in un fluido, in questo capitolo
saranno discusse le loro proprietà fisiche principali.

2.1 Solidi porosi

Un solido poroso è un solido che presenta una serie di fori chiamati pori all’in-
terno del suo volume, questi pori creano degli spazi vuoti all’interno del volume
del solido. Quando il solido viene investito da un flusso i pori si riempiono e
viene a formarsi un tipico esempio di problema FSI.
Questo tipo di problema coinvolge una vasta gamma di discipline e studi che
posso andare da studi geologici (ad esempio erosioni, infiltrazioni d’acqua sot-
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terranea, ...), ma anche di studi anatomici visto che la struttura di un osso è
un solido poroso, fino a studi industriali come la modellazione numerica del
degrado di filtri.

2.2 Proprietà fisiche

Un solido poroso ha una distribuzione casuale dei pori all’interno del suo vo-
lume e possono variare sia per forma che per dimensione. Per questo motivo
quando un mezzo poroso è attraversato da un flusso quest’ultimo non seguirà
un percorso rettilineo ma il suo percorso sarà continuamente caratterizzato da
curve, vicoli ciechi e collegamenti con altri passaggi, quindi il flusso farà un
percorso più lungo. Il parametro più importante è la porosità (ϵ) o frazione di
vuoti definito come il rapporto tra il volume dei vuoti esistenti in un materiale
e il suo volume complessivo:

ϵ =
VV

VTot

(2.1)

Questo parametro è adimensionale ed è sempre compreso tra 0 e 1, dove 0
rappresenta un solido privo di pori, mentre 1 non ha fisicamente senso perché
si riferisce ad una condizione di soli vuoti quindi il solido è completamente
vuoto cioè non esiste, quindi il flusso passa indisturbato. Da questo parametro
dipendono una serie di parametri fisici nei materiali, ad esempio la resistenza
meccanica può essere compromessa se in fase di solidificazione del metallo
non si eliminano tutte le cavità d’aria presenti nel metallo allo stato liquido,
influendo nella durabilità dell’oggetto. Un’altra proprietà dipendente dalla
porosità è la variazione di densità del solido, e come conseguenza c’è una
diversa propagazione delle vibrazioni nel materiale.[6]
Un altro parametro importante per la descrizione delle proprietà fisiche di un
generico mezzo poroso è la permeabilità da cui si può ricavare la resistenza che
incontra il flusso quando attraversa il solido poroso. Da questo parametro è
possibile studiare il flusso in un mezzo poroso utilizzando la legge di Darcy:

ui = −Kij

µ

∂P

∂xj

(2.2)

dove ui è la velocità media in [m
s
], Kij è il tensore di permeabilità del

mezzo in [m2], µ è viscosità dinamica del fluido in [Pa · s] e ∂P
∂xj

è il gradiente

macroscopico di pressione in [Pa
m
]. Tuttavia questa legge è valida solo per valori

di Reynolds Re< 1, quindi per Re > 1 bisogna tener conto anche delle forze
inerziali aggiungendo un termine inerziale, trasformando l’equazione per un
mezzo poroso isotropo in questo modo:

−∆P = − µ

K
u+ βρu2 (2.3)
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dove β è fattore di resistenza inerziale in [ 1
m
] e ρ è la densità del fluido in

[ kg
m3 ]. [6]

È possibile ricavare dall’equazione di Darcy (2.2) una relazione più semplice
per ottenere la porosità assoluta di un mezzo poroso, in particolare in questa
tesi, viene usata una formulazione petrofisica della legge di Darcy per ricavare
la permeabilità, cioè viene usata l’equazione seguente:

k = µ
L

S

V̇

∆p
(2.4)

dove V̇ è la portata del fluido, S è la superficie che attraversa il fluido, k
è la permeabilità, µ è la viscosità dinamica del fluido e ∆p è la differenza di
pressione tra la faccia anteriore e quella posteriore del solido.
È facile intuire dall’equazione 2.4 che per valori alti della permeabilità k, sono
legati ad una minore resistenza del fluido quando attraversa il messo poroso,
infatti k ≃ 1/∆p. Inoltre le irregolarità della forma dei pori diminuiscono la
permeabilità k aumentando la caduta di pressione complessiva ∆p.

Figura 2.1: Confronto fra due solidi porosi con diverso grado di porosità,
rispettivamente 0.6 (a sinistra) e 0.8 (a destra).

Un’altra importante proprietà fisica dei mezzi porosi è un parametro le-
gato alla permeabilità del mezzo cioè la tortuosità. Il concetto di tortuosità
viene utilizzato per caratterizzare la struttura dei mezzi porosi, per stimare la
loro conducibilità elettrica e idraulica e per studiare il tempo di viaggio e la
lunghezza del percorso del fluido soggetto a dispersione dovuta ai vuoti presen-
ti nel mezzo. Esistono diversi tipi di tortuosità come: geometrica, idraulica,
elettrica e diffusiva. In questo manoscritto viene trattato un mezzo poroso
immerso in un fluido in un canale laminare, quindi visto che per ogni tipo di
tortuosità c’è una diversa formulazione, quella più adatta in questo contesto
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è la tortuosità idraulica. La tortuosità idraulica deriva dalla definizione della
tortuosità geometrica definita come il rapporto tra la media della lunghezza
geometrica attraverso il mezzo (Lg) e la lunghezza rettilinea (L), quindi viene
scritta in questo modo:[12]

Tg =
L̄g

L
(2.5)

Esistono due alternative principali per calcolare la lunghezza media per-
corsa dal fluido. Si può fare una media rispetto alla lunghezza reale di tutte
le linee di flusso, ignorando il fatto che le particelle di fluido si muovono lungo
queste linee di flusso a velocità diverse. In alternativa, si può fare la media
delle lunghezze delle linee di flusso di tutte le particelle fluide che attraversano
una data sezione trasversale durante un dato periodo di tempo, fornendo una
media ponderata in base al flusso. Detto ciò è possibile introdurre la definizio-
ne di tortuosità idraulica come il rapporto tra la lunghezza idraulica effettiva
percorsa dal flusso (Lh) e la lunghezza rettilinea del percorso (L), quindi viene
scritta nel seguente modo: [12]

Th =
L̄h

L
(2.6)

Inoltre è possibile definire il coefficiente di tortuosità idraulico come il
quadrato dell’inverso della tortuosità idraulica:[12]

τh = (
L

L̄h

)2 (2.7)

I parametri discussi sopra sono stati impiegati in modelli matematici utilizzati
negli anni per tentare di descrivere il comportamento del fluido che scorre
attraverso le cavità di una struttura porosa e di conseguenza l’interazione tra
la fase fluida e quella solida. D’altra parte, nel presente lavoro, le equazioni
vengono risolte utilizzando un metodo numerico diretto tridimensionale (DNS)
che, grazie ad una griglia molto densa, permette di risolvere completamente
la dinamica del fluido, anche nelle regioni interstiziali del mezzo. Per questi
motivi, una volta discretizzato il mezzo poroso, l’impiego dei parametri sopra
discussi sono inutili per riprodurre la fluidodinamica del mezzo poroso, ma si
studierà come questi valori cambiano in seguito la rottura del mezzo.
Nel prossimo capitolo, invece, sarà discusso il metodo numerico utilizzato per
eseguire le simulazioni, spiegando in maniera abbastanza dettagliata le varie
teorie utilizzate e spiegando i motivi delle scelte che hanno portato ad utilizzare
cetre teorie piuttosto che altre.



CAPITOLO 3

Metodo numerico

Nel seguente capitolo vengono discussi i limiti dei modelli numerici per le
simulazioni della meccanica dei solidi e della frattura, quindi nell’affrontare
problemi di tipo FSI con frattura del solido. Inoltre, viene spiegato perché
la scelta di utilizzare il metodo IBM per descrivere le condizioni al contorno
sulle interfacce fluido-solido è la scelta migliore. Dopodiché viene introdotta
la peridinamica spigando le potenzialità del metodo per affrontare questo tipo
di problemi tridimensionali con geometrie complesse, compresa l’analisi della
rottura e della propagazione delle cricche. Infine viene descritta la tecnica
di Simulazione Numerica Diretta (DNS) per riprodurre la dinamica della fase
fluida e le equazioni che la governano.

3.1 Teorie locali e non locali

Negli ultimi anni sono state sviluppate diverse teorie per descrivere proble-
mi con mezzi solidi per studiarne il comportamento meccanico. Queste teorie
si possono raggruppare in due macro categorie: le teorie locali, più semplici
quindi con risultati più approssimativi, e teorie non locali, più complesse e con
risultati migliori.
Il fenomeno della frattura è uno dei processi più complicati da simulare, in
quanto un’ampia varietà di meccanismi entrano in gioco quando accade (bor-
di dei grani, anisotropia del materiale, dislocazioni, ...). Per simulare questo
fenomeno le teorie locali non bastano: il motivo principale per cui fallisco-
no è l’assunzione di base, la quale impone che un mezzo solido possa essere
trattato come un continuum a qualsiasi scala di lunghezza arbitraria, quindi
è indipendente dalla dimensione della cricca. Inoltre, quando incombe una
frattura le equazioni del moto della meccanica classica del continuo, che sono
equazioni differenziali alle derivate parziali, causa il coinvolgimento delle deri-
vate agli spostamenti spaziali che non sono definite per spostamenti discontinui
causando, quindi, una singolarità e portando ad un fallimento nella corretta
simulazione del fenomeno. [14] Pertanto, visto che l’obiettivo è la simulazione
della frammentazione di mezzi porosi, non si potranno usare le teorie locali,

15
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infatti il metodo numerico utilizzato per le simulazioni si basa sulla discretiz-
zazione delle equazioni di una teoria recentemente sviluppata chiamata teoria
peridinamica.
Le equazioni della peridinamica vengono quindi integrate per mitigare la pre-
senza di singolarità, con l’obiettivo di riformulare la descrizione matematica
di base della meccanica dei solidi in modo tale che le equazioni valgano sia al-
l’interno che all’esterno di una discontinuità come una crepa.[17] Inoltre visto
che si tratta di una tecnica non locale, la scala di lunghezza caratteristica del
materiale può essere correlata ad alcune lunghezze fisiche significative, come
porosità, dimensioni dei grani o dimensione delle microfessure, in particolare
nella peridinamica si definisce l’orizzonte peridinamico (δ) come la distanza
massima attraverso la quale una coppia di punti materiali può interagire.[26]

3.1.1 Limiti di alcuni metodi numerici popolari

Sebbene la teoria classica del continuo sia incapace di distinguere le disso-
miglianze in scale diverse, può catturare determinati fenomeni di frattura e
può essere applicata ad un’ampia gamma gamma di problemi ingegneristici,
in particolare utilizzando il metodo degli elementi finiti. Il metodo degli ele-
menti finiti è robusto e funziona bene per determinare i campi di stress, è
anche eccezionalmente adatto per modellare strutture che possiedono geome-
trie complesse e materiali diversi. Pertanto, sono stati condotti numerosi studi
per migliorare i difetti della teoria classica del continuo. In particolare, il con-
cetto di zona coesiva introdotti da Dugdale (1960) e Barenblatt (1962) sono
diventati prevalenti tra molti altri criteri di frattura. Tuttavia, il principale
passo avanti nella frattura computazionale la meccanica è arrivata con l’intro-
duzione degli elementi della zona coesa da parte di Camacho e Ortiz (1996)
e Xu e Needleman (1996). In questo metodo, gli elementi della zona coesiva
come gli interelementi sono posizionati tra ciascuna coppia di elementi vicini
nella mesh (Moës e Belytschko, 2002). Gli elementi coesivi permettono la pos-
sibilità di sopravvivere alle trazioni attraverso le superfici di frattura dopo la
propagazione della cricca. Le crepe possono seguire qualsiasi percorso lungo
le intersezioni degli elementi vicini durante la simulazione. Quindi il metodo
degli interelementi ha rimosso la restrizione di avere un percorso della cricca
predeterminato. [20]
Trovare un metodo numerico in grado di soddisfare simulazioni meccaniche di
solidi soggetti a rottura ha portato, negli ultimi anni, a sviluppare nuovi metodi
numerici. Nell’ambito industriale, uno dei metodi numerici più utilizzato, è il
2-way partioned method, che prevede la continua interazione tra CFD e codici
strutturali ad elementi finiti (FEM). I due sistemi sono mantenuti separata e
quindi sono risolti in maniera separata tramite un processo iterativo, ma allo
stesso tempo e due sistemi scambiano informazioni su carichi aerodinamici e
deformazioni strutturali. Lo svantaggio di questo metodo riguarda il costo, sia
dal punto di vista numerico che operativo, che risulta essere significativo.[20]
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Un altro metodo popolare è il metodo XFEM (eXtended Finite Element Me-
thod) che appartiene alla famiglia dei metodi numerici CFM (Cut Finite Me-
thod). Inizialmente è stato sviluppato per risolvere i problemi del metodo
FEM che richiede la conoscenza a priori della forma degli elementi discontinui,
come crepe, vuoti o disomogeneità, per il re-meshing ad ogni passo temporale
in modo che la mesh sia conforme ad essi. Questo metodo dimostra un ordine
ottimale di convergenza senza restrizioni sulla posizione della mesh, tuttavia il
metodo non è in grado di tener conto della presenza di discontinuità, come la
peridinamica, ma richiede l’uso di modelli semplificativi, per questo motivo la
sua risoluzione non è accettabile per il tipo di simulazioni dell’obiettivo finale
di questa tesi.[28][32]

3.2 Metodo IBM per simulazioni FSI

Il metodo IBM (Immersed Boundary Method) è la miglior alternativa per simu-
lare problemi FSI rappresentati da geometrie complesse e con grandi deforma-
zioni, rispetto al metodo tradizionale ALE (Arbitrary Lagrangian-Eulerian).
Il metodo IBM è una variente del metodo IB (Immersed Boundary) classico
introdotto per la prima volta da Peskin negli anni ’70 per simulare il flusso
sanguigno nel cuore umano. Nei metodi IB, le equazioni di Navier–Stokes ven-
gono risolte su una griglia a sfondo fissa, che può essere cartesiana, curvilinea
o non strutturata. Le interfacce fluido-struttura sono rappresentate da mesh
superficiali indipendenti e i loro effetti sul flusso sono differenti a seconda del
metodo IB utilizzato. Nella seguente tesi, in particolare, viene utilizzata la
variante IBM che condivide la stessa idea del metodo IB classico in quanto gli
effetti delle interfacce sul fluido circostante sono rappresentate da forze singo-
le, ma a differenza del metodo classico introduce delle condizioni di salto nello
schema delle differenze finite per tenere conto degli effetti di soluzioni non uni-
formi che potrebbero essere causate da forze singolari nei nodi dei confini o le
proprietà discontinue della sostanza attraverso le interfacce. [27]
Nel seguente metodo numerico vengono imposte le condizioni di non scivola-
mento e di non penetrazione e rispetto ai metodi ALE (Arbitrary Lagrangian-
Eulerian method), il metodo IBM utilizzato presenta due vantaggi: generazio-
ne rapida della griglia senza la necessità di conformare la griglia all’interfaccia
fluido-struttura, che può subire una deformazione arbitrariamente grande e/o
avere una forma molto complessa, dunque maggior velocità e minor costo com-
putazionale; e l’uso di risolutori di flusso efficienti per risolvere le equazioni
governanti sulla griglia stazionaria.[28]
Le equazioni che governano la fase fluida vengono risolte su una griglia carte-
siana uniforme, denominata griglia euleriana, mentre la superficie del solido è
rappresentata come un insieme di punti lagrangiani, uniformemente distribuiti
sull’interfaccia fluido-solido. L’idea di base è quella di prescrivere indiretta-
mente le condizioni di non scivolamento e di non penetrazione sulle interfacce
applicando una funzione forzante al flusso nelle immediate vicinanze delle su-



18 CAPITOLO 3. METODO NUMERICO

perfici del solido immerso. Ciò equivale a imporre che la velocità relativa tra la
fase fluida e quella solida sia pari a zero in corrispondenza delle loro interfac-
ce. Per migliorare l’accuratezza numerica e la stabilità del metodo sono stati
utilizzati schemi basati su procedure iterative e diverse procedure di interpo-
lazione. Questa classe di metodi, chiamata multi direct forcing IBM, vengono
utilizzati per obbligare il metodo IBM ad imporre condizioni al contorno sulle
interfacce fluido-solido, infine, viene accoppiato il metodo della sonda normale
per calcolare lo stress sulle superfici del solido.

3.3 Peridinamica

Com’è stato detto in precedenza, per simulare la meccanica dei solidi e la lo-
ro frattura, non sono state usate teorie locali ma è stata usata una recente
teoria del continuo con approccio non locale formata da equazioni integrali,
e non equazioni alle derivate parziali, in modo da non incontrare singolarità
una volta avvenuta la crepa e quindi studiarne anche la sua corretta propa-
gazione. Infatti, se si fosse voluta usare una differente tecnica per studiare
la meccanica dei solidi, ci sarebbero stati alcuni problemi da affrontare nella
risoluzione delle derivate parziali come la conoscenza a priori della forma di
alcune caratteristiche in particolare. Invece la peridinamica, grazie alla sua
forma integrale, può aggirare questo problema e quindi superare i limiti che si
avrebbero con le altre teorie nello studio dell’inizio e soprattutto della propa-
gazione delle cricche. Quindi, visto che si parla comunque di una teoria non
locale, la scala di lunghezza caratteristica del materiale può essere correlata
ad alcune lunghezze fisiche significative, in particolare nella peridinamica si
presuppone che un corpo solido sia formato da una serie di punti materiali che
possono interagire tra di loro, dunque si sceglie come lunghezza caratteristica
l’orizzonte peridinamico (δ) definito come la distanza massima attraverso la
quale una coppia di punti materiali può interagire.

3.3.1 Equazioni della peridinamica

La teoria peridinamica può essere pensata come un continuum della versione
della teoria della dinamica molecolare. L’equazione del moto proposta nella
teoria peridinamica originale fa riferimento all’accelerazione di una qualsiasi
particella x nella configurazione di riferimento al tempo t viene trovata da:

ρü =

∫

Hx

f(u(x′, t)− u(x, t), x′ − x)dVx′ + b(x, t) (3.1)

dove Hx è un intorno di x con un raggio pari all’orizzonte peridinamico
(δ), u è un campo vettoriale di spostamento, b è una forza scritta come campo
di densità, ρ è la densità di massa nella configurazione di riferimento e f è
una funzione di forza a coppie quindi il suo valore è pari alla forza su unità
di volume al quadrato che esercita una particella con un’altra. Inoltre, la



3.3. PERIDINAMICA 19

posizione relativa di queste due particelle nella configurazione di riferimento è
dato da:

ξ = x′ − x (3.2)

mentre il loro spostamento relativo è dato da:

η = u(x′, t)− u(x, t) (3.3)

Inoltre è interessante osservare che η+ ξ rappresenta il vettore di posizione
relativa corrente che collega le particelle. Quindi ogni particella forma dei
legami con le altre particelle, tuttavia questi legami non possono estendersi
oltre l’orizzonte peridinamico, cioè le particelle possono al massimo interagire
all’interno dell’orizzonte.[18]

Figura 3.1: Concetto di orizzonte peridinamico [31]

Quindi come si può intuire anche dall’immagine 3.2 il concetto di legame è la
chiave per distinguere le varie teorie della peridinamica. Infatti esistono diverse
teorie peridinamiche che si basano su differenti legami costitutivi, solitamente
i modelli più usati sono tre e sono: la peridinamica bond-based, la peridinamica
state-based e la peridinamica non ordinaria state-based.[25]

Figura 3.2: Diversi modelli peridinamici: bond-based, state-based e non ordi-

naria state-based [8]



20 CAPITOLO 3. METODO NUMERICO

La formulazione peridinamica bond-based fu la prima sviluppata mentre
la formulazione state-based è una riformulazione della precedente, rendendo
la formulazione bond-base più generale. Infatti si definisce legame costitutivo
bond-based un qualsiasi legame in cui la force density dipende solo dalla de-
formazione dei bond di pertinenza, invece per legami costitutivi state-based la
force density può dipendere anche dalla deformazione degli altri bond.[2]
Nel presente manoscritto verrà illustarata solo la formulazione bond-based in
quanto è quella usata per scrivere il metodo numeri che è stato usato per svol-
gere le simulazioni. Infatti questa formulazione è sufficiente a riprodurre le
proprietà meccaniche del solido poroso in esame.
Questo modello di peridinamica, seppur il più semplice ed il primo ad essere
stato sviluppato, è stato scelto per rappresentare la frattura del mezzo solido,
appunto, per la sua semplicità nell’essere applicata in quanto ciò che realmente
è servito allo sviluppo del metodo è la peculiarità della peridinamica nell’essere
una teoria non locale e di possedere equazioni integrali e non derivate parziali
per i motivi già detti in precedenza.

3.3.2 Metodo bond-based

Il metodo peridinamico bond-based è stato il primo ad essere formulato da
Silling nel 2000. Successivamente sempre Silling ha riformulato la peridinami-
ca bond-based rendendola più generale con l’introduzione della peridinamica
state-based.[2] Tuttavia, come già ripetuto, nel metodo numerico applicato per
risolvere la frattura di un mezzo poroso in esame, viene utilizzato il metodo
bond-based, nonostante le sue limitazioni tra cui la più importante: il legame
costitutivo elastico bond-based soffre della limitazione di poter essere applica-
bile solo a materiali con un coefficiente di Poisson pari a ν = 1

4
per problemi

3D e ν = 1
3
per problemi 2D.

Come appena detto, utilizzando il modello bond-based si prende in considera-
zione la teoria più classica della peridinamica dunque l’equazione del moto è
fornita dall’equazione 3.1 dove valgono le considerazioni fatte in precedenza
riguardo il parametro ξ e il parametro η. Tuttavia, usando la teoria classica, ci
sono delle condizioni che riguardano la funzione f che arrivano da considerazioni
della meccanica di base e sono:

• Conservazione del momento lineare:

f(−η,−ξ) = −f(η, ξ) (3.4)

• Conservazione del momento angolare:

(η + ξ)× f(η, ξ) = 0 (3.5)

Inoltre è conveniente assumere l’orizzonte peridinamico sempre positivo in
questo modo:

|ξ| > δ =⇒ f(η, ξ) = 0 ∀η (3.6)
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cos̀ı facendo Hx sarà l’intorno sferico di x con raggio δ.[25] Inoltre come
riportato in precedenza, la peridinamica bond-based presuppone che ogni lega-
me abbia una propria relazione costitutiva, che è indipendente dagli altri.
Per capire meglio il modello costitutivo che permette di calcolare alcuni para-
metri importanti per questa tesi, come e il critical fracture energy release rate,
viene presentata una breve panoramica su cosa si intende per materiale mi-
croelastico: un materiale viene definito microelastico se la funzione della forza
tra le varie coppie di punti risulta derivabile da un micropotenziale scalare:

f(η, ξ) =
∂w

∂η
(η, ξ) ∀η, ξ (3.7)

Il micropotenziale è l’energia racchiusa in un unico legame ed è calcolabile
dalla formula:

W =
1

2

∫

Hx

w(η, ξ)dVξ (3.8)

dove la funzione w è definita come:

w(η, ξ) = |η + ξ| (3.9)

La forza di legame può quindi essere ottenuta come:

f(η, ξ) =
η + ξ

|η + ξ|f(|η + ξ|, ξ) ∀η, ξ (3.10)

ottenuta combinando l’equazione 3.7 con l’equazione 3.9 e quest’ultima
differenziata rispetto η. Da questa equazione, si può vedere come la forza di
legame sia dipendente da ξ.[19]
Dopo questa breve introduzione sulla forza di legame nei materiali microelasti-
ci è possibile definire il bond stretch che per semplicità sarà l’unica dipendenza
della forza di legame, cioè la forza di legame tra i punti definiti dalla peri-
dinamica dipende solamente dal bond stretch, quindi la forza di legame sotto
questa ipotesi diventa:

f(η, ξ) = C0s(ξ, η)
η + ξ

|η + ξ|λ(η, ξ) (3.11)

dove s(η, ξ) è il bond stretch e viene definito come:

s(η, ξ) =
|η + ξ| − |ξ|

|η + ξ| (3.12)

e risulta essere maggiore di zero quando il legame è in tensione.[18] Il pa-
rametro C0 è chiamato micromodulo del materiale e dipende dalla geometria
e dalle condizioni di carico dello specifico problema. In particolare, il micro-
modulo di un legame può essere espresso come una funzione che dipende dal
modulo di Young (E) e dell’orizzonte peridinamico (δ), in questo modo:
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C0 =











































9E

πtδ3
, nel caso di sforzo piano 2D;

48E

5πtδ3
, nel caso di deformazione piana 2D;

12E

πδ4
, nel caso 3D;

(3.13)

dove, per i casi 2D, t si riferisce alla profondità del corpo lungo la direzione
fuori dal piano.[15] Inoltre è bene ricordare, quanto detto in precedenza, cioè
che il coefficiente di Poisson varia a seconda del problema, infatti è pari a ν = 1

4

per problemi 3D e ν = 1
3
per problemi 2D.

3.3.3 Frattura

In questo paragrafo, vengono approfondite le equazioni della perdinamica bond

based, focalizzando il loro comportamento in caso di una frattura. Come spie-
gato prima, la perdinamica bond based agisce all’interno di una regione finita
delimitata da un cerchio di raggio pari all’orizzonte peridinamico δ sui punti
materiali che ne fanno parte, quindi permette di tener conto dei danni subiti
dal materiale a livello di legame, come la frattura. Inoltre dall’equazione 3.12
si può definire l’allungamento limite s0 di questi legami tra punti materiali.
Quando viene superata la soglia di s0 ci sarà una rottura del legame e quindi
verrà a formarsi una fessura, come riportato dalla figura 3.3.

Figura 3.3: Rappresentazione schematica della frattura di punti materiali con
la teoria della peridinamica [1]
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Per definizione quando avviene la rottura di un legame la forza di lega-
me deve diventare zero. Quindi per far in modo che questo avvenga, si può
intervenire sul parametro λ(η, ξ) all’interno dell’equazione 3.11 in modo tale
che quando l’allungamento di legame (s) viene superato diventi pari a zero
annullando l’equazione della forza di legame in questo modo:

λ(η, ξ) =

{

1, se s ≤ s0 ∀t ≥ 0;

0, altrove;
(3.14)

L’allungamento limite, che porta alla rottura di legame, può essere espresso
come una funzione delle proprietà meccaniche del materiale come geometria e
condizioni di carico, in particolare può essere espresso in funzione all’energia
di frattura G0 (critical fracture energy release rate), dal modulo di Young (E)
e dall’orizzonte peridinamico (δ). Per quanto riguarda il modulo di Young e
l’orizzonte peridinamico sono parametri noti o ricavabili facilmente, mentre
per il calcolo di G0 si procede definendo il lavoro necessario per rompere un
singolo legame come:[19]

w0(ξ) =

∫ S0

0

g(s)ξds (3.15)

nel caso in esame, visto che si parla di mezzi porosi, si può semplifica-
re l’equazione 3.15 facendo l’assunzione che il materiale sia PBM (Prototype
Microelastic Brittle) e quindi l’equazione diventa:

w0 =
C0s

2
0ξ

2
(3.16)

Ora è possibile definire l’energia di frattura per l’unità d’area della su-
perficie di frattura, come il lavoro necessario per rompere tutti i legami che
attraversano la superficie di frattura.

Figura 3.4: Rappresentazione schematica della frattura dell’energia di frattura
[5]
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Si presume che per ciascun punto lungo l’asse z, in modo che la coordinata
z del punto sia compresa tra 0 < z < δ, il lavoro necessario per rompere tutti
i legami che si connettono dal punto A al punto B sia[19]:

G0 =

∫ δ

0

∫ 2π

0

∫ δ

z

∫ cos−1(z/ξ)

0

(
C0s

2
0ξ

2
)ξ2 sinϕdϕdξdθdz =

πC0s
2
0δ

5

10
(3.17)

Infine, prendendo il caso 3D e utilizzando l’equazione 3.17 per s0 e consi-
derando l’equazione 3.13, si ottiene l’equazione per l’allungamento limite 3D
in funzione di G0, modulo di Young (E) e orizzonte peridinamico (δ)[15]:

s0 =

√

5G0

6Eδ
(3.18)

Inoltre è possibile ottenere l’allungamento limite anche per i casi 2D nello
stesso modo ottenendo cosi le seguenti equazioni:

s0 =



















































√

4πG0

9Eδ
, nel caso di sforzo piano 2D;

√

5πG0

12Eδ
, nel caso di deformazione piana 2D;

√

5G0

6Eδ
, nel caso 3D;

(3.19)

Il caso appena descritto può sembrare abbastanza semplificato e quindi
potrebbe non rivelarsi completamente sufficiente per modellare i materiali. In
caso non fosse sufficiente è possibile assumere dei fattori correttivi che possono
tener conto di effetti ambientali, deformazioni adiacenti o effetti provocati da
lavorazioni ad esempio.[19]
Come già detto, quando un legame si rompe si crea una microfessura con
l’azzeramento della forza di legame tra le coppie di punti materiali e comporta
ad uno squilibrio delle altre forze di legame interne con il loro indebolimento.
Quindi si introduce il livello di danno calcolato come:

Φ(X0, t) = 1−
∫

HX0

λ(ξ, t)dV ′

∫

HX0

dV ′
(3.20)

in questo modo è possibile identificare il danno in un qualsiasi punto ma-
teriale arbitrario. Il livello di danno è una funzione che assume dei valori che
variano tra 0 e 1, in particolare con 0 si identifica il materiale integro e con 1
il danno massimo cioè una frattura.
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3.4 Equazioni della fase fluida

Il moto del fluido è descritto dalle equazioni differenziali di Navier-Stokes. Que-
ste equazioni esprimono matematicamente la conservazione di massa e quantità
di moto per un fluido viscoso che evolve nel tempo e nello spazio. Solitamen-
te vengono accoppiate con l’equazione del bilancio dell’energia per risolvere
le equazioni di massa e quantità di moto collegando pressione, temperatura e
densità. Nella forma più generale vengono scritte in questo modo:











































∂ρ

∂t
+ ∇⃗ · (ρu⃗) = 0

∂(ρu⃗)

∂t
+ ∇⃗ · (ρu⃗× u⃗) = −∇⃗p+ ∇⃗ · ⃗⃗σ + ρf⃗

∂(ρE)

∂t
+ ∇⃗ · (ρu⃗E) = −∇⃗ · (ρu⃗) + ∇⃗ · (⃗⃗σ · u⃗) + ρf⃗ · u⃗+ ∇⃗ · (k∇⃗T ) +Q

(3.21)

dove ρ indica la densità del fluido, p la pressione idrodinamica, T la tempe-
ratura, u⃗ le tre componenti della velocità, E = 1

2
u⃗ · u⃗+e l’energia totale mentre

e indica l’energia interna, f rappresenta le forze di volume , k il coefficiente di
diffusività e infine ⃗⃗σ è il tensore delle forze di superficie calcolato come:

⃗⃗σ = µ(∇⃗u⃗+ ∇⃗u⃗T ) + λ∇⃗ · u⃗⃗⃗I (3.22)

dove µ rappresenta la viscosità dinamica del fluido,
⃗⃗
I è il tensore identità

e λ = −2
3
µ usando l’ipotesi di Stokes.

L’insieme delle equazioni appena scritte formano un set di 5 equazioni con 7
incognite. Infatti, per essere risolte richiedono l’utilizzo di altre equazioni per
questo motivo devono essere abbinate ad un modello costitutivo per il fluido e
per l’energia interna.
Nel seguente manoscritto non vengono utilizzate le equazioni appena descritte,
infatti viene usata l’ipotesi di incomprimibilità e quindi le equazioni si sem-
plificano notevolmente con l’ipotesi che ρ = costante. Dopo l’introduzione di
questa ipotesi, non occorre più utilizzare l’equazione dell’energia per risolvere
il sistema di equazioni, infatti il sistema si riduce a 4 equazioni con 4 incognite
in questo modo:







∇⃗ · u⃗ = 0

ρ
D(u⃗)

Dt
= −∇⃗p+ µ∇⃗2u⃗

(3.23)

l’equazione dell’energia con E ≃ cT e ipotesi incomprimibile, invece, di-
venta:
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∂T

∂t
+ u⃗ · ∇⃗T =

1

ρc
[∇⃗ · (k∇⃗T ) +Q] (3.24)

Solitamente a queste equazioni si preferisce la loro forma adimensionale, in
modo che compaia il numero di Reynolds (Re), in questo modo le equazioni
vengono scritte cosi:







∇⃗∗ · u⃗∗ = 0
∂(u⃗∗)

∂t
+ ∇⃗∗ · (u⃗∗ × u⃗∗) = −∇⃗∗p∗ +

1

Re
∇⃗2∗u⃗∗

(3.25)

dove Re, come appena detto, è il numero di Reynolds espresso come:

Re =
uL

ν
(3.26)

invece le quantità indicate con l’asterisco (*) indicano i termini adimensio-
nalizzati.
Come già anticipato, nella presente tesi vengono utilizzate le equazioni di
Navier-Stokes tridimensionali con l’ipotesi di incomprimibilità. Queste equa-
zioni sono usate nel metodo numerico utilizzato per simulare l’oggetto in esame,
per riprodurre la dinamica della fase fluida tramite una simulazione numerica
diretta (DNS: Direct Numerical Simulation). Usando questo metodo si ottiene
un’alta accuratezza ed un’alta risoluzione, risolvendo direttamente sia le gran-
di che le piccole scale senza la necessità di adottare un modello di turbolenza.
Tutto ciò verrà chiarito meglio nel seguente paragrafo.

3.4.1 DNS: Direct Numerical Simulation

L’approccio con il metodo diretto DNS è il più semplice ma anche il più costo-
so a livello di costo computazionale per risolvere le equazioni di Navier-Stokes
senza l’adozione di un modello di turbolenza, come invece sarebbe necessario
se si adottasse un modello LES (Large Eddy Simylation) o un modello RANS
(Reynolds Averaged Navier-Stokes). Inoltre, usando una simulazione diretta
senza quindi aver bisogno di un modello che semplifichi il problema, la simu-
lazione e la sua risoluzione sono decisamente più elevati. D’altra parte, avere
una risoluzione elevata si traduce nell’avere una griglia computazionale più
densa e quindi il costo computazionale risulta essere molto più elevato.
Considerando un flusso turbolento, occorre introdurre l’energia cinetica per
collocare il flusso sulla giusta scala spaziale. Infatti le strutture vorticose mag-
giori sono instabili e si rompono formando strutture vorticose più piccole fino
alla scala spaziale più piccola che si possa trovate (η, scala di Kolmogorov).
Questo fenomeno è noto come cascata di energia, nel quale l’energia delle gran-
di scale viene man mano trasferita alle scale più piccole ed infine viene dissipata
in calore da queste ultime. Quindi la griglia deve avere le dimensioni di η. Dal-
la teoria di Kolmogorov (K41), sono state formulate due ipotesi fondamentali
che sono:
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• Hp 0 di K41: per Re >> 1 e l << l0 il flusso è omogeneo ed isotropo,
quindi le sue caratteristiche sono universali e dipendono al più da ϵ e ν;

• Hp 1 di similarità: le scale più piccole dipendono solo da ϵ e ν;

dove Re è il numero di Reynolds, l0 è la scala più grande, l è la scala in
cui ci si colloca, ν è la viscosità cinematica e ϵ è il termine dissipativo con

dimensioni ≈ U3
0

L0
, dove U0 è la velocità del flusso e L0 è la lunghezza della scala

maggiore. Da questa teoria è possibile trovare la dimensione della scala più
piccola, in particolare si arriva ad ottenere questa relazione:

η = (
ν3

ϵ
)
1

4 (3.27)

Nell’immagine 3.5 riassume quanto è stato appena detto.

Figura 3.5: Rappresentazione schematica della teoria di Kolmogorov [21]

Ora è possibile stimare il costo computazione in funzione del numero di
Reynolds. Si suppone un dominio molto piccolo Lx, Ly, Lz in cui Lx ∼ Ly ∼
Lz ∼ L << L0 e la griglia di dimensioni ∆x ∼ ∆y ∼ ∆z ∼ η, quindi il numero
di punti necessario per descrivere il flusso ad esempio in direzione x è:

Nx =
Lx

∆x

≈ L0

η
≈ Re

3

4 (3.28)

quindi il numero di punti totale sarà dato da:

Ntot = Nx ·Ny ·Nz ≈ N3
x ≈ Re

9

4 (3.29)

i passi temporali sono dati da:

N∆T =
T

∆t
≈ T0

τη
≈ Re

1

2 (3.30)

allora il costo computazione, che è dato dal prodotto tra il numero di punti
totali ed i passi temporali è:

C.C. = N∆T ·Ntot = Re
11

4 ≈ Re3 (3.31)
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da cui subito si intuisce quanto possa diventare grande il costo computazio-
nale all’aumentare del numero di Reynolds. Per questo motivo la tecnica DNS
viene utilizzata per flussi a basso Re oppure per compensare il dispendioso
costo computazione è necessario utilizzare dei computer più potenti.

3.4.2 Metodo del pressure-correction

Per un flusso governato dalle equazioni di Navier-Stokes incomprimibili 3.23,
la pressione agisce istantaneamente sui campi di velocità e non esiste una rela-
zione come nelle equazioni di Navier-Stokes classiche 3.21 che leghi la pressione
agli altri termini. Per creare questo collegamento viene utilizzato il metodo del
”pressure-correction”, il quale riproduce numericamente la fisica della pressio-
ne, legando la pressione con la velocità.
Per prima cosa si deve adottare uno schema temporale per l’equazione della
quantità di moto di Navier-Stokes incomprimibile, quindi è possibile riscrivere
la seconda equazione 3.23 in questo modo:

∂u⃗

∂t
= u⃗ · ∇⃗u⃗− 1

ρ
∇⃗p+ ν∇⃗2u⃗ (3.32)

quest’equazione è possibile riscriverla cosi:

u⃗n+1 − u⃗n

∆t
= (u⃗ · ∇⃗u⃗)n + ν∇⃗2u⃗n − 1

ρ
∇⃗pn+1 (3.33)

il termine (u⃗ · ∇⃗u⃗)n = C⃗n e corrisponde al termine convettivo, il termine

ν∇⃗2u⃗n = D⃗n è la parte diffusiva ed infine per valutare il termine legato alla
pressione cioè 1

ρ
∇⃗pn+1, quindi si introduce una velocità u∗ tale che ∇⃗ · u⃗∗ ̸= 0 e

una pressione p∗ = pn+1−pn. In questo modo è possibile riscrivere l’equazione
3.33 con i termini appena introdotti ottenendo:

u⃗n+1 + u⃗∗ − u⃗∗ − u⃗n = ∆t(C⃗n + D⃗n − 1

ρ
∇⃗pn+1 +

1

ρ
∇⃗pn − 1

ρ
∇⃗pn) (3.34)

⇓

(u⃗n+1 − u⃗∗) + (u⃗∗ − u⃗n) = ∆t(C⃗n + D⃗n − 1

ρ
∇⃗p∗ − 1

ρ
∇⃗pn) (3.35)

⇓ (da cui si ricava un sistema di due equazioni)

{

(u⃗∗ − u⃗n) = ∆t(C⃗n + D⃗n − 1
ρ
∇⃗pn)

(u⃗n+1 − u⃗∗) = −∆t
ρ
∇⃗p∗

(3.36)

dunque dalla prima equazione si ricava u⃗∗ che sostituito nella seconda equa-
zione permette di ricavare u⃗n+1 una volta determinata la p∗ dall’equazione di
Poisson che si può risolvere una volta noto u⃗∗, dove l’equazione di Poisson è:
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∇⃗2p∗ =
ρ

∆t
∇⃗ · u∗ (3.37)

ed infine si corregge la pressione dalla relazione pn+1 = pn + p∗.
In conclusione, si può scrivere un algoritmo seguendo i seguenti passaggi rias-
suntivi:

⇓ si determina u⃗∗

Passo A ⇒ u⃗∗ = u⃗n +∆t(C⃗n + D⃗n − 1

ρ
∇⃗pn) (3.38)

⇓ si valuta p∗

Passo B ⇒ ∇⃗2p∗ =
ρ

∆t
∇⃗ · u∗ (3.39)

⇓ si corregge u⃗n+1

Passo C ⇒ u⃗n+1 = u⃗∗ − ∆t

ρ
∇⃗p∗ (3.40)

⇓ si corregge pn+1

Passo D ⇒ pn+1 = pn + p∗ (3.41)

3.4.3 Discretizzazione spaziale e integrazione temporale

Il dominio computazionale, della simulazione proposta, per la fase fluida vie-
ne rappresentato come una scatola rettangolare di dimensioni Lx × Ly × Lz

rispettivamente lungo la direzione x, y e z. Per quanto riguarda la sua discre-
tizzazione viene usata una griglia computazionale strutturata Euleriana fissa
con un numero di nodi pari a Nx ×Ny ×Nz lungo le stesse direzioni. Inoltre,
la griglia è equi-spaziata lungo le tre direzioni principali come ∆x = ∆y = ∆z,
facilitando in questo modo l’utilizzo del metodo IBM (Immersed Boundary
Method) per definirne le condizioni al contorno.
Per evitare l’insorgere di problemi come il disaccoppiamento tra pressione e
velocità, viene usata una griglia a schema sfalsato, dove al centro cella viene
valutata la pressione, mentre le velocità viene valutata sulle facce delle celle
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Figura 3.6: Rappresentazione di una griglia computazionale sfalsata [23]

Per la discretizzazione delle equazioni di Navier-Stokes 3.23 sulla griglia
computazionale, sono stati usati schemi basati su differenze finite. In parti-
colare viene usato lo schema temporale chiamato ”Velocity Verlet” rispetto
allo schema temporale di Runge-Kutta del terzo ordine in quanto è più veloce.
Lo schema di Verlet, introdotto da Loup Verlet nel contesto della dinamica
molecolare nel 1969, si basa sull’approssimazione della derivata seconda del-
la formulazione centrata, quindi scegliendo uno schema temporale con passo
∆t > 0 e un numero di punti da campionare tn = n∆t, lo scopo di tale schema
sarà quello di trovare dei punti xn che approssimino al meglio i punti xn(tn)
con la soluzione esatta. Detto ciò si può ora definire lo schema di integrazione
temporale di Verlet come [11]:

xn+1 = 2xn − xn−1 + an∆t2 +O(∆4) (3.42)

dove an è l’approssimazione della derivata seconda della formulazione cen-
trata, scritto come:

an =
∆2xn

∆t2
=

xn+1−xn

∆t
− xn−xn−1

∆t

∆t
=

xn+1 − 2xn + xn−1

∆t2
= A(xn) (3.43)

Inoltre è possibile dimostrare che questo metodo è un metodo del secondo
ordine, però è limitato dal fatto di essere un metodo non auto-avviante, quindi
ho bisogno di generare una x0 se per esempio di parte da x1. Inoltre, è possibile
generare anche le velocità da questo metodo come:

vn =
xn+1 − xn−1

2∆t
+O(∆t2) (3.44)

Le due espressioni di velocità (vn) e posizione (xn) sono asimmetriche e
l’errore è differente. Entrambe due condizioni non ottimali.[11] Per questo
motivo è stato scelto di non usare lo schema di Verlet base ma di utilizzare
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un algoritmo che è stato sviluppato in seguito utilizzando l’algoritmo appena
descritto come base. Infatti l’algoritmo ”Velocity Verlet” è più semplice, è
simmetrico, esplicito e selfstarting. [11] Il codice incorpora esplicitamente la
velocità, risolvendo il problema del primo passo temporale nell’algoritmo Verlet
di base:

x(t+∆t) = x(t) + v(t)∆t+
1

2
a(t)∆t2 (3.45)

v(t+∆t) = v(t) +
a(t) + a(t+∆t)

2
∆t (3.46)

Inoltre, si può dimostrare che l’ordine di accuratezza del metodo rimane lo
stesso del Verlet base con il vantaggio, però, di essere più veloce e richiedere
la stessa memoria del primo.
Lo schema di implementazione è standard e viene implementato come segue:

• ⇓ Calcolare v(t+ 1
2
∆t)

v(t+
1

2
∆t) = v(t) +

1

2
a(t)∆t (3.47)

• ⇓ Calcolare x(t+∆t)

x(t+
1

2
∆t) = x(t) + v(t+

1

2
∆t)∆t (3.48)

• ⇓ Derivare a(t+∆t) utilizzando x(t+∆t)

• ⇓ Calcolare v(t+∆t)

v(t+∆t) = v(t+
1

2
∆t) +

1

2
a(t+∆t)∆t (3.49)

3.5 IBM: Immersed Boundary Method

Il metodo Immersed Boundary Method (IBM) fa parte di una vasta famiglia
di strategie numeriche concepite per simulare la presenza di confini all’interno
di un dominio fluido. Una delle prime apparizioni di queste tecniche è dovu-
ta a C. Peskin che introdusse una procedura IB per il calcolo bidimensionale
del flusso sanguigno all’interno delle valvole mitraliche. Da allora, sono stati
proposti una vasta varietà di metodi per studiare il comportamento di flussi
di diversa natura.[24] Infatti in fluidodinamica, quando un oggetto solido è
immerso in un dominio fluido, occorre adottare condizioni al contorno di non
slittamento e di non penetrazione tra solido e fluido. Dal punto di vista nu-
merico non è semplice implementare queste due condizioni. Come già detto
in precedenza, prima del metodo IBM, nei problemi FSI veniva utilizzato il
metodo ALE (Arbitrary Lagrangian-Eulerian), il quale impone all’interfaccia
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fluido-solido delle quantità scalari e vettoriali sui nodi della griglia costruita
sul corpo e continuamente aggiornata in ogni fase temporale cos̀ı da deformar-
si contemporaneamente ad ogni passo temporale. Però com’è stato spiegato,
la strategia di adottare una DNS e quindi una simulazione molto onerosa dal
punto di vista computazionale rende il metodo ALE inadatto. Dopo quanto
appena detto, è facile intuire che la scelta di adottare il metodo IBM per una
simulazione FSI sia la scelta migliore. Infatti il metodo si basa sull’utilizzo
di una griglia cartesiana non conforme al corpo a differenza del metodo ALE.
Questo vantaggio comporta che creare la mesh del corpo risulta essere molto
semplice senza richiedere sforzi computazionali aggiuntivi, visto che una volta
creata non c’è la necessità di preoccuparsi di altro.[24]

Figura 3.7: Rappresentazione della differenza di griglia tra metodo IBM e
metodo ALE. [16]

L’idea che sta alla base del codice numerico per risolvere le simulazioni è
quella di utilizzare le condizioni al contorno di non slittamento e di non pe-
netrazione sull’interfaccia fluido-solido, forzando in modo indiretto il flusso a
muoversi con la stessa velocità locale del solido (velocità pari a zero) nelle sue
immediate vicinanze. Questo è possibile grazie all’applicazione di un supple-
mento di forza per unità di massa, chiamato q, ed aggiunto all’equazione della
quantità di moto nella fase fluida, trasformando l’equazione come segue:

ρ
D(u⃗)

Dt
= −∇⃗p+ µ∇⃗2u⃗+ ρq (3.50)

L’introduzione di questa forza però comporta ad un importante svantaggio,
cioè che non è possibile controllare la risoluzione della griglia in prossimità del
corpo, quindi è necessario adottare una griglia molto fitta in tutto il domi-
nio del fluido. Questo svantaggio, tuttavia, viene compensato in quanto si sta
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usando una DNS (quindi la griglia è gia molto fitta) e con l’utilizzo del metodo
IBM, come già detto, non necessita del ri-meshing ad ogni passo temporale,
quindi il costo computazionale non diventa eccessivo.
La forza aggiuntiva q viene calcolata con un processo di interpolazione e diffu-
sione basati sulla funzione del delta di Dirac regolarizzata, invece, per miglio-
rare l’accuratezza numerica e la stabilità del calcolo della forzante viene usato
il metodo della forzante multidirezionale (multi direct forcing IBM). Per capire
meglio cosa si intende per funzione della delta di Dirac regolarizzata e metodo
della forzante multidirezionale, verrà approfondito nel seguente paragrafo.

3.5.1 Delta di Dirac regolarizzata e metodo della for-
zante multidirezionale

Una quantità espressa nel sistema di riferimento Euleriano, può essere espressa
in quello lagrangiano mediante un’operazione di interpolazione. Bisogna inter-
polare la velocità del fluido nella griglia lagrangiana per calcolare la forzante
q, utilizzata per imporre le condizioni al contorno, quindi dopo il calcolo bi-
sogna riportare la forzante alla griglia Euleriana utilizzata, in modo che possa
aggiungersi come termine all’equazione della quantità di moto, quindi per fare
quest’operazione viene usata la funzione delta di Dirac regolarizzata (δ∆): [22]

δ∆(x− x0) = δ′∆(x− x0)δ
′

∆(y − y0)δ
′

∆(z − z0), (3.51)

δ′∆(s− s0) =
1

∆f

Φ

(

s− s0
∆f

)

, (3.52)

Φ(t) =















1
3

(

1 +
√
1− 3t2

)

, t ≤ 0.5,

1
6

(

5− 3|t| −
√

1− 3(1− |t|)2
)

, 0.5 < |t| ≤ 1.5,

0, |t| > 1.5.

(3.53)

La funzione Φ è definita cos̀ı perché è dimostrabile che soddisfa alcune pro-
prietà, tra cui: funzione reale e continua quindi senza discontinuità, regione
limitata, conservazione del momento angolare e l’influenza tra le forze è sempre
uguale ed indipendente dalla posizione della mesh. Tuttavia, l’uso di un kernel
discreto per le operazioni di interpolazione e diffusione comporta la sostitu-
zione delle interfacce solido-fluido nel continuum con un sottile guscio poroso
di “fluido solidificato” nella sua rappresentazione discreta. In particolare ciò
accade per valori pari a 3∆f facciano apparire più grandi le facce del solido.
Questo effetto influenza il fluido complessivo, quindi deve essere mitigato. Per
risolvere questo problema, come suggerito da Breugem [3], si utilizza una di-
stanza di ritrazione dr = 0.5∆f , in questo modo la stima delle forze fluide
complessive agenti sulle superfici immerse del corpo sono più precise. [3]
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Per migliorare l’accuratezza numerica e la stabilità del calcolo della forzan-
te viene usato il metodo della forzante multidirezionale (multi direct forcing
IBM). Per spiegare come funziona questo schema numerico con forzante mul-
tidirezionale, si presuppone quindi un oggetto solido immerso in un fluido ad
un generico istante temporale tn, lo schema quindi sarà:

do for s = 1, Ns,

do for h = 1, Np,

Û
s−1

h =
Nx
∑

i=1

Ny
∑

j=1

Nz
∑

k=1

ûs−1
i,j,kδ∆(xi,j,k −Xn

h)∆
3
f , (3.54)

Q
r−1/2,s
h = Q

r−1/2,s−1
h +

V n
h − Û

s−1

h

∆t
, (3.55)

end do,

do for [i, j, k] = [1, 1, 1], [Nx, Ny, Nz],

q
r−1/2,s
i,j,k =

Np
∑

h=1

Q
q−1/2,s
h δ∆(xi,j,k −Xn

h)∆Vh, (3.56)

ûs
i,j,k = u∗

i,j,k +∆t q
r−1/2,s
i,j,k , (3.57)

end do,

end do.

dove s è l’indice dello schema iterativo, il valore iniziale di û è û0 = u∗;
ÛS
h è la variabile lagrangiana ottenuta dall’interpolazione della seconda previ-

sione della velocità del fluido,ûs, ad ogni coordinata lagrangiana Xn
h situato

sull’interfaccia solido-fluido e valutata al passo temporale tn; Q
r−1/2
h è la forza

lagrangiana calcolata nella posizione Xn
h , ottenuto dal rapporto della velocità

relativa V n
h − Û s−1

h con il passo temporale dello schema, e V n
h è la velocità

lagrangiana delle particelle materiali al passo temporale tn situate sull’inter-
faccia. L’espressione euleriana del termine forzante qr−1/2,s si ottiene dalla
diffusione sulla griglia Euleriana della quantità lagrangiana Q

r−1/2,s
h e infine la

seconda previsione di velocità viene ricalcolata su ciascun nodo della griglia
Euleriana aggiornando la velocità di previsione, u∗. Ns è il numero totale della
forza di iterazione, il quale è stato dimostrato da Breugem che il massimo nu-
mero di iterazioni può essere scelto arbitrariamente, ma si consiglia un valore
basso per ridurre i tempi di calcolo. In particolare viene dimostrato che sce-
gliendo un Ns = 2 (secondo ordine di accuratezza) è possibile ottenere buoni
risultati per il calcolo della velocità del fluido in prossimità dei confini solidi
con un costo computazionale contenuto. [4]
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3.5.2 Metodo della sonda normale

Visto che il caso in esame è un solido deformabile in un dominio fluido, c’è la
necessità di conoscere e calcolare la distribuzione delle tensioni sulle superfici
del solido dovute all’interazione con la fase fluida, per prevedere la sua dinami-
ca. Il metodo adottato per fare quanto appena detto è il metodo della sonda
normale (normal probe method). Grazie a questo metodo è possibile calcolare
le reazioni del fluido sul solido tramite la stima della pressione idrodinamica
e delle tensioni viscose in prossimità dell’interfaccia fluido-solido assumendo
come ipotesi che il gradiente di pressione ed il campo di velocità sono lineari
nella direzione normale.[10]
Quanto è stato appena detto è soddisfatto se la spaziatura della griglia è suf-
ficientemente piccola da risolvere completamente lo strato limite interno delle
interfacce, questo però è già soddisfatto grazie al fatto di eseguire una DNS
nel presente codice numerico.
Per semplificare il problema si è considerato il caso di strato limite laminare,
che copre una vasta gamma di applicazioni. In questo modo il flusso può essere
approssimato dalle equazioni dello strato limite in un locale sistema di coordi-
nate curvilinee ortogonali (ξ η ζ) secondo le direzioni definite rispettivamente
dai vettori unitari tangenti. Per un ulteriore approfondimento il lettore faccia
riferimento a [10].
Una volta definito il sistema di riferimento locale, viene definita una sonda
di lunghezza ∆l = 2∆f per ciascuna interfaccia nella posizione xh[30]. Su
ciascuna sonda vengono calcolate la pressione e la velocità tramite la funzione
delta di Dirac regolarizzata definita dall’equazione 3.53 nel seguente modo:

p|ea,b =
Nx
∑

i=1

Ny
∑

j=1

Nz
∑

k=1

pi,j,kδ∆(xi,j,k −Xea,b)∆
3
f , (3.58)

u|ea,b =
Nx
∑

i=1

Ny
∑

j=1

Nz
∑

k=1

ui,j,kδ∆(xi,j,k −Xea,b)∆
3
f , (3.59)

dove ea,b è un punto generico. Quindi, il calcolo del gradiente di pressio-
ne e di velocità viene eseguito mediante schemi alle differenze finite centrali.
Dunque in accordo con quanto scritto in [30] la pressione viene calcolata alla
radice (m) della sonda come:
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p|m = p|e +
1

2
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∣

∣

∣

e

]

∆l, (3.60)

p|e =
Nx
∑

i=1

Ny
∑

j=1

Nz
∑

k=1

pi,j,kδ∆(xi,j,k −Xe,a,b)∆
3
f . (3.61)
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· n̂h, (3.62)

∂p

∂η

∣

∣

∣

∣

e

= ∇p|e · n̂h. (3.63)

mentre, sempre dal presupposto dello strato limite laminare e considerando
una variazione lineare del campo di velocità lungo la direzione normale in
prossimità dell’interfaccia solido-fluido, lo sforzo di taglio viscoso viene valutato
alla radice della sonda, m, in base ai gradienti di velocità calcolati sulla punta
della sonda:

∂uξ

∂η

∣

∣

∣

∣

m

= ∇u|e · t̂ · n̂, (3.64)
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= ∇u|e · n̂ · n̂, (3.65)

∂uζ
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∣

∣

m

= ∇u|e · b̂ · n̂, (3.66)

che vengono impiegati per calcolare le tensioni di taglio e normali in m:

τξ = µ
∂uξ

∂η

∣

∣

∣

∣

m

, (3.67)

τη = µ
∂uη
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∣
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− p|m, (3.68)

τζ = µ
∂uζ

∂η

∣

∣

∣

∣

m

. (3.69)

Poi, attraverso una matrice di rotazione, è possibile portare le componenti
delle sollecitazione espresse nel sistema di riferimento globale (x y z):





τx
τy
τz



 =





t̂x n̂x b̂x
t̂y n̂y b̂y
t̂z n̂z b̂z









τξ
τη
τζ



 , (3.70)

Una volta nota la distribuzione delle sollecitazioni sull’interfaccia solido-
fluido, diventa semplice ricavare la forza per unità di volume che agisce su
ciascun punto materiale dell’interfaccia nella posizione xh come:
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Fh = −τh
Ah

∆3
s

(3.71)

dove Ah è l’area frontale dei punti materiali nella posizione xh sull’inter-
faccia solido-fluido, calcolati all’inizio della simulazione come il rapporto tra le
superfici solide immerse e il numero totale dei punti materiale sull’interfaccia.
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CAPITOLO 4

Implementazione numerica

Nel seguente capitolo viene spiegato come le metodologie discusse nel capi-
tolo precedente vengono implementate. Il codice è stato scritto interamente
in Fortran 90, utilizzando una doppia precisione, e composto da tre moduli:
un risolutore fluido, un risolutore peridinamico e un risolutore che gestisce
la sincronizzazione e l’accoppiamento delle equazioni attraverso l’interfaccia
fluido-solido.
Il risolutore della parte fluida è stato sviluppato partendo dal solutore CaNS
sviluppato da Pedro Costa. Il solutore peridinamico ed il modulo di accoppia-
mento, invece, sono stati implementati dall’ingegnere Federico Dalla Barba,
che li ha validati con diverse simulazioni. Infine tutto il codice è stato compi-
lato per girare su più processori contemporaneamente, per ridurre i tempi di
calcolo, tramite il Message Passing Interface (MPI).

4.1 Risolutore fluido

Le equazioni di Navier-Stoke vengono risolte su una griglia sfalsata e uniforme
(griglia Euleriana) in un dominio rettangolare. Lo schema di integrazione tem-
porale è quello di Verlet Velocity, che fa avanzare le equazioni di Navier-Stokes
dal livello temporale discreto tn a tn+1 con passo temporale ∆tf . Lo schema
è uno schema di integrazione temporale con accuratezza del secondo ordine
come descritto nella sezione 3.4.3.
Come condizioni al contorno del confine esterno è possibile utilizzare le condi-
zioni al contorno periodiche arbitrarie di Neuman o le condizioni al contorno
di Dirichelet, mediante nodi fantasma utilizzando la griglia sfalsata discussa
nella sezione 3.4.3. In questo modo, per un problema con griglia sfalsata, le
condizioni al contorno di Dirichlet sono facilmente applicabili come:

• per la velocità:

ux(i,j,k) =
ux(i+1/2,j,k) + ux(i−1/2,j,k)

2
= 0 ⇒ ux(i+1/2,j,k) = −ux(i−1/2,j,k)

(4.1)
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• per la pressione:
p(i,j,k) = 0 (4.2)

mentre usando le condizioni al contorno di Neumann velocità e pressione
vengono scritte cos̀ı:

• per la velocità:

∂ux

∂x
=

ux(i+1/2,j,k) + ux(i−1/2,j,k)

∆x
= 0 ⇒ ux(i+1/2,j,k) = ux(i−1/2,j,k) (4.3)

• per la pressione:

∂p

∂x
=

p(i,j,k) − p(i−1,j,k)

∆x
= 0 ⇒ p(i,j,k) = p(i−1,j,k) (4.4)

Le condizioni iniziali vengono imposte al campo di velocità ponendo diret-
tamente i valori di velocità ai nodi interessati, ad esempio u(i,j,k) = c. Vengono
imposte le condizioni al contorno di non slittamento e di non penetrazione sulle
interfacce solido-fluido, tramite una forzatura diretta come descritto nel para-
grafo 3.5, il quale viene chiamato direttamente all’interno del solutore per le
equazioni di Navier-Stokes.
Successivamente vengono calcolate le forze per unità di volume, come spiegato
nella sezione 3.5.2 col metodo della sonda normale (equazione 3.71). La so-
luzione dell’equazione di Poisson per il metodo pressure correction, è la parte
più pesante di calcolo del risolutore fluido.
Quindi riassumendo quanto appena detto il risolutore fluido agirà nel seguente
modo:
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Inizio risolutore fluido

Inizializzazione dei dati

Cacolo prima velocità

Modulo IBM

Risoluzione eq. Poisson

Correzione velocitàRestart

Correzione pressione

Calcolo delle forze

Avanzamento temporale

t = tmax

Fine

si

no
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4.2 Risolutore peridinamico

Le equazioni che governano la peridinamica sono avanzate nel tempo per ot-
tenere la sincronizzazione con la dinamica del fluido. La procedura su come
sono sincronizzate verrà discussa nel paragrafo seguente.
I punti materiali vengono discretizzati nelle loro configurazioni di riferimento
in un insieme di particelle materiali cubiche con lato uguale alla spaziatura
della griglia Euleriana ∆f = ∆s.
L’integrazione temporale, come per il solutore fluido, è fornita da uno schema
di marcia temporale di Verlet Velocity del secondo ordine che avanza le equa-
zioni che governano la peridinamica dal passo temporale tn a tn+1, con ∆tf
come passo temporale. Il seguente schema rappresenta, in maniera riassuntiva,
come il solutore peridinamico agisce:

Inizializzazione dei dati
Caricamento
dati solido

Posizione e velocità dei punti materiali

Calcolo accelerazione dei nodi

Correzione posizione e velocità

Check sulla frattura, tensioni, deformazioni, ...

Restart

Aggiornamento interfaccia fluido-solido

t = tmax

Fine

si

no
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4.3 Risolutore per l’accoppiamento del soluto-

re fluido col solutore peridinamico

Il codice esegue separatamente i due blocchi relativi alla peridinamica ed Equa-
zioni di Navier-Stokes. Questi blocchi sono completamente indipendenti e si
scambiano tra loro le informazioni dei carichi applicati sulle interfacce fluido-
solido e le posizioni istantanee dei punti lagrangiani dei corpi solidi.
La procedura si basa su sub-step del risolutore peridinamico che varia la posi-
zione e la velocità dei punti materiali dal livello temporale tn a tn+1, utilizzando
un passo temporale ∆ts = R∆tf , dove R è un fattore reale, R ≤ 1. Dopo-
diché, viene aggiornata la posizione delle interfacce solido-fluido necessarie per
far avanzare nel tempo le equazioni di Navier-Stokes fino al livello temporale
successivo. In generale essendo ∆f = ∆s e Us >> Uf , la condizione di stabilità
dello schema temporale peridinamico è più severa rispetto alla condizione di
stabilità del fluido. Il fattore R = ∆f/∆s ≃ Uf/Us viene utilizzato per ga-
rantire la stabilità numerica. Infine, essendo il tempo caratteristico del solido
molto inferiore a quello del fluido, il numero di iterazioni richieste dallo schema
temporale peridinamico per ottenere la sincronizzazione con il fluido può essere
piuttosto ampio e aumenta con R. Inoltre, gli effetti di accoppiamento incidono
l’accuratezza temporale e la stabilità numerica dello schema. In particolare,
pone un limite inferiore per il rapporto della densità solido-fluido, ρs/ρf > 1 ,
a causa di un effetto di massa aggiunta, in modo tale che non sorgano problemi
di stabilità.
Nel seguente schema è possibile comprendere meglio come dialogano tra loro
i due blocchi. Lo schema mostra come le forze fluidodinamiche calcolate dal
risolutore fluido, che sono funzione del campo di velocità del fluido e della
posizione e velocità istantanee dei punti lagrangiani, sono dati come input per
il risolutore peridinamico.
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Inizio

Lettura file con le variabili principali

Inizializzazione del campo

Creazione griglia Euleriana per il
fluido e Lagrangiana per il solido

Iterazione solutore peridinami-
co ≤ 1/R, quindi ts = tf ?

Impone condizioni di carico

Solutore peridinamico

Calcolo degli spostamenti

t = tmax

Fine

It = It+ 1

Correzione
posizione

punti materiali

Solutore fluido

Calcolo forze
scambiate tra
solido e fluido

no

si

no

si
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4.4 MPI: Message-Passing Interface

Com’è già stato anticipato, il dominio fluido è stato discretizzato da una gri-
glia equispaziata ed uniforme (griglia Euleriana) con nodi fissi nello spazio.
La fase solida, invece, è stata discretizzata in un numero finito di punti mate-
riali cubici, ognuna identificata dal nodo peridinamico che corrisponde al loro
baricentro, quindi la posizione spaziale dei punti materiali è riportata su un si-
stema lagrangiano che cambia col tempo. Per quest’ultimo fatto la definizione
dell’architettura parallela del codice non è semplice, in quanto bisogna usare
due strategie differenti: una per la fase Euleriana e una per la fase lagrangia-
na. Detto ciò si è quindi deciso di adottare una strategia di decomposizione,
basata sullo spazio per la griglia euleriana e sull’indice di decomposizione per
quella lagrangiana.
Per quanto riguarda la griglia Euleriana è stato suddiviso in un sottodominio
computazionale NMPI,x×NMPI,y×NMPI,z rispettivamente lungo le direzioni x,
y e z. Ogni sottodominio è correlato alla regione spaziale che copre nella quale
vengono memorizzati i vari dati in una memoria privata dalla propria area. La
figura di seguito riporta la spartizione della griglia nel dominio euleriano:

Figura 4.1: Rappresentazione della griglia Euleriana partizionata nel sottodo-
minio computazionale NMPI,x ×NMPI,y ×NMPI,z.

Per la fase solida la partizione dei punti materiali che compongono il solido
viene fatta mediante decomposizione dell’indice. Quindi i vari punti materiali
vengono identificati da 1 a Np, in modo che ciascun punto sia identificato at-
traverso un numero intero univoco. I punti materiali vengono quindi suddivisi
in base alla loro numerazione in gruppi computazionali aventi lo stesso numero
di elementi e ad ogni gruppo viene assegnato un processo MPI unico. Come
nel caso precedente, ogni processo ha una memoria privata che memorizza le
posizioni e la velocità delle particelle situate nelle vicinanze immagazzinate in
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un altro gruppo. La figura seguente riporta una decomposizione basata sugli
indici per un generico solido peridinamico:

Figura 4.2: Rappresentazione della decomposizione basata sugli indici di un
generico solido peridinamico.

Infine, vale la pena notare, che il numero dei processi MPI utilizzati per la
scomposizione del dominio spaziale è pari al numero di processi utilizzati per
la decomposizione basata sugli indici durante la simulazione. Dal momento
che avvengono una quantità significativa di comunicazioni tra diversi processi
MPI della fase fluida (Euleriana) e peridinamica (Lagrangiana) sono coinvolti
nelle operazioni di interpolazione e stesura delle condizioni al contorno di non
scivolamento e di non penetrazione sulle interfacce fluido-solido e per calco-
lo delle forze fluidodinamiche agenti sui confini solidi, è necessario adottare
un’opportuna decomposizione sugli indici per ridurre al minimo il numero di
comunicazioni di dati richieste.
È stato dimostrato che numerando con numeri vicini i punti materiali che sono
vicini agli spazi, consente una distribuzione più uniforme del dominio compu-
tazionale e quindi un costo ridotto sui processi simultanei e sul numero di
comunicazioni di dati tra loro. Pertanto, nel presente lavoro, il partizionamen-
to dei punti lagrangiani è organizzato in modo tale che i punti in vicinanza degli
spazi siano identificate da numeri vicini, in questo modo i punti lagrangiani
sono costretti a comunicare con un numero inferiore di celle nel sottodominio
computazionale Euleriano e di conseguenza il numero di comunicazioni è ridot-
to. Da notare, però, che queste comunicazioni sono ridotte solo per un numero
limitato di punti materiali cioè a quelli che appartengono all’interfaccia.



CAPITOLO 5

Inizializzazione

In questo capitolo viene illustrato com’è stato settato il codice numerico per
effettuare le simulazioni in esame. In particolare sono state effettuate un totale
di venti simulazioni col metodo DNS, con l’intento di studiarne l’effetto della
fratturazione solida e della propagazione delle cricche a diversi livelli di poro-
sità e diverse probabilità di frattura, nello specifico sono stati studiati cinque
solidi con le stesse dimensioni pari a 0.75× 1.0× 1.0 all’interno di un condotto
di dimensioni 2.0 × 1.0 × 1.0, la porosità dei solidi è stata scelta pari a: 0.6,
0.7, 0.73, 0.8 e 0.9, mentre per la probabilità di frattura è stata presa facendo
l’integrale della PDF (Probability Density Function) ottenendo la CFD (Cu-
mulative Distribution Function) degli allungamenti limite, studiata all’ultima
iterazione quindi subito prima di attivare la frattura, in particolare sono stati
presi i valori dell’allungamento limite che corrispondono ai valori di probabilità
nell’incontrare una frattura in percentuale pari a: 0.1%, 0.05%, 0.01% e 0.0%.
In conclusione è stato deciso di studiare per ogni diverso grado di porosità co-
me il solido si rompe a diversi livelli di frattura partendo dal caso con maggior
probabilità di rottura fino al caso in cui non si rompe nulla, quindi utilizzando
diversi valori di G0 (critical fracture energy release rate). Dopodiché per ogni
simulazione è stato studiato l’andamento della porosità, cioè la variazione della
porosità del solido da prima della frattura a dopo, è stata studiata la caduta
di pressione, cioè l’andamento della pressione che esercita il fluido sul solido da
prima a dopo la rottura, la permeabilità, sempre da prima a dopo la rottura ed
infine è stato studiato l’andamento degli stress trovando un criterio di rottura
che consente di stimare qual è la sollecitazione di rottura massima (σmax) dopo
la quale avviene la rottura.
Nei paragrafi seguenti viene spiegato in dettaglio le assunzioni e i valori usati
per simulare il fluido, il solido e la frattura per eseguire ciascuna simulazio-
ne. È importante far notare che alcuni parametri sono stati mantenuti fissi ed
inalterati per ogni simulazione e per tutta la durata delle stesse, in particolare
i parametri fisici mantenuti costanti sono:

• Densità del fluido: 1000 kg
m3
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• Densità del solido: 2500 kg
m3

• Scala di riferimento della lunghezza: L = 0.1m

• Scala di riferimento della velocità: U = 0.1m
s

• Diametro delle sfere che hanno generati il solido poroso: D = 0.1

• Numero di Reynolds: Re = 10

• Modulo di Young: E = 1× 109 N
m2

• Coefficiente di Poisson: ν = 0.25

• Orizzonte peridinamico: δ = 4.69× 10−3m

5.1 Fluido

Per quanto riguarda l’inizializzazione del fluido è molto semplice, come appe-
na detto la densità del fluido è pari a 1000kg/m3 quindi il fluido utilizzato è
acqua.
Il numero di Reynolds è stato scelto in modo da avere un flusso laminare, infat-
ti Re=10 e sono state prescritte come condizioni al contorno di tipo wall nelle
pareti del dominio, nella parete di fondo è stata impostata la condizione di tipo
outflow e nella parete di ingresso è stata impostata una condizione di ingresso
del fluido di tipo Poiseuille 2D inflow, in questo modo e data la velocità bassa
(U = 0.1m/s) e numero di Reynolds basso, dal punto di vista macroscopico il
flusso all’interno del canale è laminare. Tuttavia, a causa della presenza del
solido poroso rigido, all’interno del canale si possono generare alcuni vortici
isolati.
Il fluido quindi, per ogni simulazione, è stato impostato in modo analogo
utilizzando i parametri indicati, all’interno di un condotto con dimensioni
2.0 × 1.0 × 1.0. Per non avere problemi con l’introduzione della fase soli-
da, la fase fluida è stata fatta avanzare fino a 10000 iterazioni, in questo modo
con l’introduzione del solido si è sicuri che il flusso all’interno del condotto sia
arrivato a regime.
Nella seguente immagine è possibile vedere com’è rappresentato il flusso ap-
pena descritto all’interno del canale, da cui si può vedere il flusso laminare,
la forma del flusso cioè Poiseuille 2D e le dimensioni del canale quindi un
parallelepipedo con due facce quadrate:
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Figura 5.1: Rappresentazione della fase fluida all’interno del canale.

5.2 Solido

Per la fase solida, come già detto, è stato costruito un solido poroso di dimen-
sioni pari a 0.75 × 1.0 × 1.0 con sfere generatrici di vuoti di diametro pari a
Dp = 0.1, generate in maniera casuale e scegliendo un numero di sfere per
generare il solido tale per cui il solido abbia i diversi gradi di porosità volu-
ti, quindi sono stati generati cinque solidi generati con le stesse sfere ma in
quantità differenti in modo da avere i solidi con porosità 0.6, 0.7, 0.73, 0.8 e
0.9.

Figura 5.2: Solido generato con grado
di porosità pari a 0.6.

Figura 5.3: Solido generato con grado
di porosità pari a 0.7.
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I solidi porosi rappresentati sono esattamente i mezzi porosi generati e
utilizzati per eseguire le simulazione in esame. Com’è facilmente intuibile,
all’aumentare del grado di porosità del mezzo aumentano gli spazi vuoti.

Figura 5.4: Solido generato con grado
di porosità pari a 0.73.

Figura 5.5: Solido generato con grado
di porosità pari a 0.8.

Inoltre, il codice utilizzato per generare questi solidi porosi, come detto in
precedenza, dispone le sfere che generano i vuoti in maniera random, quindi può
capitare che alcuni punti materiali che formano il solido non siano attaccati al
solido e quindi non appena viene attivata la rottura del mezzo saranno portati
via dal fluido, questo comporterà (come sarà visto in seguito) durante l’analisi
dei risultati a delle piccole oscillazioni dei grafici quando dovrebbero rimanere
costanti.

Figura 5.6: Solido generato con grado di porosità pari a 0.9.

Dopodiché sono state importate le geometrie dei solidi create nel risolutore
per inserirlo all’interno del canale nel quale è stato fatto girare il fluido. Quin-
di si è abilitato il solutore peridinamico all’interno del codice in modo da far
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comparire il solido poroso all’interno del canale. Il solido è stato mantenuto
”indistruttibile” cioè eventuali punti materiali o parti del solido staccate du-
rante la fase di generazione sono mantenute fisse, in questo modo sono stati
impediti eventuali errori numerici causati da questi distacchi e capaci di por-
tare la simulazione a divergere.
In sintesi, è stato importato il solido all’interno del canale, è stato abilitato il
solutore peridinamico per lavorare a fianco del solutore della fase fluida mentre
la rottura viene mantenuta ”spenta”. Fatto ciò il codice numerico è stato fatto
avanzare dall’iterazione 10000 all’iterazione 15000 con solido poroso più fluido,
in questo periodo solido e fluido sono in grado di stabilizzarsi per quando verrà
attivata la frattura.

5.3 Frattura

Una volta inizializzati fluido e solido, viene attivata la rottura dei legami e
la simulazione viene fatta avanzare dall’iterazione 15000 all’iterazione 20000,
cioè fino a quando tutto ciò che doveva rompersi all’interno del solido poroso
si sia rotto. Quindi le simulazioni sono state eseguite per un totale di 20000
iterazioni.
Prima, però, di procedere attivando la rottura quando la simulazione del solido
più fluido è terminata, è stato utilizzato un post-processore per calcolare la di-
stribuzione degli allungamenti limite (s0) per ciascun solido quindi per ciascun
diverso grado di porosità. Dalla distribuzione della PDF degli allungamenti
liminte è facile poi ricavare la CFD degli allungamenti limiti, in questo modo
si è potuto scegliere quattro diversi valori della CDF corrispondenti a quat-
tro diversi valori degli allungamenti limite cos̀ı poi da poter calcolare i diversi
critical fracture energy release rate (G0). Il valore di G0 è possibile calcolarlo
dalla teoria della peridinamica trattata nel paragrafo 3.3.3, nel seguente modo:

s0 =

√

5G0

6Eδ
⇐⇒ G0 =

6Eδs20
5

(5.1)

dove E è il modulo di Young e δ è l’orizzonte peridinimanico. Entrambi sono
due parametri mantenuti fissi per tutte le simulazioni, invece s0 è stato preso
per ogni grado di porosità in base alla probabilità di incontrare una frattura
pari a 0.1%, 0.05%, 0.01% e 0.0%, i valori trovati sono i seguenti (espressi in
[m]):

CFD 0.6 0.7 0.73 0.8 0.9
0.9990 6.33×10−5 4.01×10−5 3.73×10−5 3.69×10−5 1.14×10−4

0.9995 7.27×10−5 4.69×10−5 4.43×10−5 4.39×10−5 1.39×10−4

0.9999 1.02×10−4 7.07×10−5 6.85×10−5 7.07×10−5 1.79×10−4

1.0000 2.00×10−4 2.00×10−4 2.00×10−4 2.00×10−4 2.00×10−4

Tabella 5.1: Valori per s0
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dopodiché inserendo i valori appena indicati, dei vari s0, all’interno dell’e-
quazione di G0 (eq. 5.1) si ottiene (valori espressi in [ J

m2 ]):

CFD 0.6 0.7 0.73 0.8 0.9
0.9990 2.25×10−2 9.05×10−3 7.83×10−3 7.66×10−3 7.40×10−2

0.9995 2.97×10−2 1.23×10−2 1.10×10−2 1.08×10−2 1.09×10−1

0.9999 5.89×10−2 2.81×10−2 2.64×10−2 2.81×10−2 1.81×10−1

1.0000 2.25×10−1 2.25×10−1 2.25×10−1 2.25×10−1 2.25×10−1

Tabella 5.2: Valori per G0

Quindi, una volta calcolati i vari G0 è possibile procedere con la parte
finale della simulazione (com’è stato spiegato più sopra) abilitando la rottura
e modificando i vari G0 come da tabella 5.2, in modo da ottenere la frattura
solida, nei casi in cui avviene, come da obiettivo. Nelle seguenti figure vengono
riportati alcuni esempi delle simulazioni appena descritte, è bene ricordare
che G0 minore corrisponde ad una più alta probabilità di frattura del mezzo,
e viceversa un valore di G0 elevato corrisponde ad una bassa probabilità di
frattura o nulla Considerando il caso in esame con G0 più elevato.

Figura 5.7: Rappresentazione della simulazione con G0 minore per il grado di
porosità di 0.6 in due istanti temporali consecutivi.

Come primo esempio viene riportato il caso con grado di porosità pari a 0.6
per i diversi valori di G0, in particolare nella figura 5.7, viene rappresentato il
caso con valore di G0 più basso, infatti la frattura è maggiore rispetti agli altri
tre casi, in accordo con quanto detto precedentemente. Nella figura 5.8 viene
riportato il caso successivo mentre nella figura 5.9 vengono rappresentati sia
il caso con il valore di G0 più elevato sia quello subito prima, infatti (come si
vedrà dai grafici dei risultati) la frattura non avviene sia nel penultimo e sia
nell’ultimo caso.
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Figura 5.8: Rappresentazione della si-
mulazione ottenuta con il secondo va-
lore di G0 per il grado di porosità di
0.6.

Figura 5.9: Rappresentazione delle si-
mulazioni del terzo e quarto valore di
G0 per il grado di porosità pari a 0.6.

Nel secondo esempio riportato, viene mostrata la simulazione ottenuta con
il grado di porosità pari a 0.8 per i diversi valori di G0 in cui valgono le stesse
considerazioni della simulazione precedente, quindi fratture maggiori per valori
di G0 minori e fratture minori o nulle per valori di G0 maggiori.

Figura 5.10: Rappresentazione della
simulazione del valore di G0 minore
per il grado di porosità pari a 0.8.

Figura 5.11: Rappresentazione della
simulazione per il secondo valore di
G0 per il grado di porosità pari a 0.8.

A differenza della simulazione con grado di porosità di 0.6, nel terzo caso
avviene la frattura di alcune parti del mezzo poroso, come si vede in figura
5.12. Invece nell’ultimo caso non c’è frattura, come dovrebbe essere per come
sono stati presi i valori di G0 (figura 5.13).
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Figura 5.12: Rappresentazione della
simulazione per il terzo valore di G0

per il grado di porosità pari a 0.8.

Figura 5.13: Rappresentazione della
simulazione del valore di G0 maggiore
per il grado di porosità pari a 0.8.

Invece, nell’ultima immagine, viene mostrato (figura 5.14) com’è stato pre-
cedentemente detto e come si vedrà dai grafici nel seguente capitolo, la presenza
di alcuni pezzi del solido, generato con grado di porosità pari a 0.9, non at-
taccati al solido ma staccati e vengono portati via dal fluido variando di poco
alcuni aspetti fisici che saranno discussi in seguito.

Figura 5.14: Rappresentazione dei pezzi di solido staccati per il grado di po-
rosità di 0.9.

L’immagine 5.14 è stata presa dalla simulazione ottenuta con grado di po-
rosità di 0.9 per il valore di G0 più elevato, infatti, come dalle precedenti
simulazioni mostrate, questo valore è stato scelto in modo tale che non av-
venga nessuna rottura nel solido, quindi l’unico motivo per cui questi pezzi si
staccano è perché durante la generazione del solido non sono rimasti ancorati
a nessun punto materiale del solido poroso.
Nel seguente capitolo, invece, saranno discussi i risultati ottenuti dalle varie
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simulazioni. In particolare verranno studiati i dati ottenuti calcolando per
ognuno dei diversi casi: la variazione del grado di porosità cioè come varia la
porosità del mezzo ϵ nel tempo da quando inizia a quando finisce la rottura,
l’andamento della pressione quindi come varia la pressione esercitata dal flusso
sul mezzo poroso, la variazione della permeabilità cioè come varia la permea-
bilità del mezzo k nel tempo ed infine l’andamento degli stress con il confronto
della σf (sollecitazione di rottura) secondo la teoria di Griffith.
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CAPITOLO 6

Risultati

Dopo aver fatto una panoramica generale di come vengono eseguite le simula-
zioni, i dati utilizzati e com’è stato inizializzato il tutto, è possibile discutere
l’analisi dei dati ottenuti, con eventuali confronti e osservazioni per ogni caso.
In particolare, nel seguente capitolo, verranno analizzati i dati nell’ambito di:

• andamento della porosità: come varia la porosità del mezzo ϵ nel
tempo da quando inizia a quando finisce la rottura del solido poroso;

• caduta di pressione: come varia la pressione esercitata dal flusso sul
mezzo poroso da quando inizia a quando finisce la rottura del mezzo;

• permeabilità: come varia la permeabilità del mezzo k nel tempo da
quando inizia a quando finisce la rottura del solido poroso;

• andamento degli stress: quindi la distribuzione degli stress nell’istante
prima che inizi la rottura e nell’istante finale quando si è rotto tutto ciò
che dovrebbe rompersi per ciascun valore di G0, con confronto della σf

(sollecitazione di rottura) secondo la teoria di Griffith.

Questi risultati sono stati ottenuti da specifici algoritmi scritti all’interno
di post-processori, e calcolati separatamente alla fine delle varie simulazioni. I
grafici invece sono stati ottenuti tramite alcuni script scritti in python e matlab,
tramite l’elaborazione dei dati ottenuti dai post-processori.

6.1 Andamento della porosità

Una delle proprietà fisiche principali di un mezzo poroso è la porosità, come
riportato nel paragrafo 2.2. Simulando la rottura di un mezzo poroso è chiaro,
fin da subito, che la porosità del mezzo ϵ definita come il rapporto tra il volume
dei vuoti esistenti in un materiale e il volume complessivo non sia costante nel
tempo. Infatti l’interazione con la fase fluida e la conseguente rottura della
fase porosa del mezzo causano un cambiamento delle sue proprietà fisiche.
In questo paragrafo viene presentato l’andamento della porosità ϵ rispetto al

57
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tempo t/t0 dove t è il tempo misurato dall’attivazione della rottura del legame
e t0 è la scala temporale di riferimento calcolata come t0 = Lref/Ub.
In particolare vengono proposti cinque grafici, uno per ogni grado di porosità
scelto, valutando l’andamento della porosità per ogni diverso valore di G0

(critycal fracture energy release rate) scelto. Rispettivamente partendo dal
valore di G0 più basso quindi probabilità di frattura maggiore e arrivando al
caso in cui G0 maggiore quindi probabilità di frattura minore o nulla, sono
stati ottenuti i seguenti risultati:

Figura 6.1: Andamento della porosità
per il grado di porosità pari a 0.6.

Figura 6.2: Andamento della porosità
per il grado di porosità pari a 0.7.

Figura 6.3: Andamento della porosità
per il grado di porosità pari a 0.73.

Figura 6.4: Andamento della porosità
per il grado di porosità pari a 0.8.

Figura 6.5: Andamento della porosità per il grado di porosità pari a 0.9.

Come si può vedere dai grafici appena visti e come previsto, quando il mez-
zo poroso si rompe e i frammenti lasciano il dominio del solido, si aumenta il
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volume dello spazio vuoto e di conseguenza la porosità. La variazione della
porosità del mezzo dovuta alla rottura dei legami è maggiore nel caso in cui G0

è inferiore e diminuisce all’aumentare di G0, fino a diventare nulla nel caso con
G0 massimo, infatti quest’ultimo caso è stato preso con probabilità di rottura
del 0.0% quindi il fluido non ha l’energia sufficiente per rompere i legami del
solido poroso, di conseguenza non c‘è variazione di porosità.
Nell’ultimo caso, raffigurato nell’immagine 6.5, la curva nera cioè quella con
G0 massimo non è una retta come nei casi precedenti in quanto durante la ge-
nerazione del solido poroso con grado di porosità pari a 0.9, le sfere generatrici
scelte in maniera random, hanno creato alcune parti del solido già staccate che
una volta abilitata la rottura nel risolutore sono state portate via dal fluido,
generando cos̀ı una piccola variazione di porosità.

6.2 Caduta di pressione

Nel seguente paragrafo, viene trattata la caduta di pressione dovuta alla rottu-
ra del mezzo poroso, ottenuta grazie alla variazione della differenza di pressione
tra la faccia anteriore del solido poroso e quella posteriore. La differenza di
pressione, infine, è stata adimensionalizzata come ∆p/p0. Il valore iniziale vie-
ne calcolato al termine dell’inizializzazione del fluido, dopodiché quando inizia
la rottura dei legami, la distribuzione della pressione del fluido sulle due facce
cambia e di conseguenza cambia la differenza di pressione attraverso il mezzo
poroso.
Le figure seguenti riportano l’andamento delle differenze di pressione per cia-
scun caso in esame nel tempo, considerato come t/t0 dove t è il tempo mi-
surato dall’attivazione della rottura del legame e t0 è la scala temporale di
riferimento calcolata come t0 = Lref/Ub. Le figure, a differenza del caso in cui
si valutava l’andamento della porosità, sono state create confrontando i vari
casi rispetto alla porosità nei casi in cui la probabilità di rottura dei legami
sia rispettivamente del 0.1%, 0.05%, 0.01% e 0.0%. I risultati ottenuti sono i
seguenti:

Figura 6.6: Andamento della pressio-
ne nel tempo per G0 inferiore.

Figura 6.7: Andamento della pressio-
ne nel tempo per il secondo valore di
G0.
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Dai primi due grafici è possibile notare, come ci si aspetta, che la caduta di
pressione è maggiore nel caso in cui la probabilità di rottura è maggiore e va
man mano diminuendo riducendo la probabilità di rotture. Infatti il solido nel
primo caso subisce una rottura maggiore e di conseguenza c’è una maggiore
variazione di pressione sulle facce del solido. Questo risultato è legato al fatto
che la rottura quindi il distacco dei frammenti solidi che lo compongono, fa
diminuire l’area frontale del solido, che ostacola il flusso del fluido e quindi il
il fluido può fluire più facilmente attraverso il mezzo poroso, comportando ad
una riduzione della pressione del fluido.

Figura 6.8: Andamento della pressio-
ne nel tempo per il terzo valore di
G0.

Figura 6.9: Andamento della pressio-
ne nel tempo per G0 maggiore.

Negli ultimi due grafici è possibile vedere come la caduta di pressione sia
quasi nulla nella figura 6.8, mentre nella figura 6.9 la caduta di pressione è
nulla, infatti nel caso con probabilità di rottura del 0.0% non si rompe nulla
ed eventuali oscillazioni iniziali delle curve sono dovute al fatto che durante
la generazione dei solidi porosi, le sfere generatrici sono distribuite random

quindi è possibile che alcune parti del solido siano staccate in partenza e una
volta abilitata la rottura vengono portate via dal fluido causando una diversa
distribuzione della pressione sulle facce del solido.

6.3 Permeabilità

Per quanto riguarda la permeabilità, come è stato riportato nel paragrafo 2.2, è
una misura della resistenza incontrata dal fluido quando attraversa una super-
ficie porosa, viene calcolata attraverso la legge di Darcy espressa nel seguente
modo:

k = µ
L

S

V̇

∆p
(6.1)

dove V̇ è la portata del fluido, S è la superficie che attraversa il fluido, k
è la permeabilità, µ è la viscosità dinamica del fluido e ∆p è la differenza di
pressione tra la faccia anteriore e quella posteriore del solido.
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Il parametro principale che influenza il valore della permeabilità è la differen-
za di pressione ∆p, poiché µ, L e S rimangono costanti e V̇ viene imposto.
Quindi è possibile ottenere la permeabilità manipolando i risultati ottenuti
per calcolare la caduta di pressione, utilizzando l’equazione 6.1. Quindi nelle
seguenti immagini viene mostrato l’andamento della permeabilità per unità di
superficie nel tempo t/t0:

Figura 6.10: Andamento della per-
meabilità nel tempo per il grado di
porosità pari a 0.6.

Figura 6.11: Andamento della per-
meabilità nel tempo per il grado di
porosità pari a 0.7.

Figura 6.12: Andamento della per-
meabilità nel tempo per il grado di
porosità pari a 0.73.

Figura 6.13: Andamento della per-
meabilità nel tempo per il grado di
porosità pari a 0.8.

Figura 6.14: Andamento della permeabilità nel tempo per il grado di porosità
pari a 0.9.

Dai grafici ottenuti è possibile vedere come l’andamento dei vari casi sia
molto simile ai risultati di caduta di pressione e andamento della porosità stu-
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diati sopra. Infatti quando il valore di G0 è alto la permeabilità rimane quasi
costante, ciò è dovuto al fatto che la caduta di pressione in questo caso è molto
piccola e quindi la permeabilità non si modifica. Mentre, nei casi in cui G0

diminuisce, la permeabilità cambia significativamente nel tempo, ciò è dovuto
alla diminuzione della differenza di pressione nel mezzo poroso nel tempo, in-
fatti i grafici riportati, per ciascun caso, seguono l’andamento dei grafici della
caduta di pressione poiché k ≃ 1/∆p. Infatti con la rottura e quindi il distac-
co dei frammenti solidi dal mezzo poroso, avviene una diminuzione dell’area
frontale del solido, che ostacola il flusso del fluido e quindi il fluido può fluire
più facilmente attraverso il mezzo poroso, di conseguenza c’è una riduzione
della pressione del fluido e un aumento del fattore k quindi un aumento della
permeabilità.
Per quanto riguarda il grafico rappresentato nella figura 6.14, la curva nera,
quindi quella con G0 massimo nella quale non c’è rottura, non è una retta per
i motivi riportati in precedenza.

6.4 Andamento degli stress

Come ultimo risultato è stato scelto di valutare l’andamento degli stress calco-
lati allo stesso modo per tutti i gradi di porosità ed infine sono stati confrontati
con delle teorie per prevedere la σf (sollecitazione di rottura) cioè il valore per
cui avviene la frattura. Per ogni simulazione viene calcolato il tensore degli
sforzi per ogni punto materiale del solido e viene calcolato anche il corrispon-
dente tensore di deformazione. Allora riscrivendo gli sforzi e le deformazioni in
un sistema di riferimento principale, associando ad ogni coordinata un solo va-
lore che identifica le deformazioni locali e gli stress. È stato deciso di prendere
in considerazione solo il valore massimo dei componenti per ciascun tensore
diagonalizzato (σmax nelle direzioni principali). I seguenti grafici riportano
l’andamento degli stress adimensionalizzati:

Figura 6.15: Andamento degli stress
per il grado di porosità pari a 0.6.

Figura 6.16: Andamento degli stress
per il grado di porosità pari a 0.7.
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Figura 6.17: Andamento degli stress
per il grado di porosità pari a 0.73.

Figura 6.18: Andamento degli stress
per il grado di porosità pari a 0.8.

Figura 6.19: Andamento degli stress per il grado di porosità pari a 0.9.

Per quanto riguarda la scelta dei valori di sollecitazione di rottura σf , che
identificano quando si verifica la frattura, è stato scelto di provare ad utilizza-
re due criteri: uno molto semplice che prende il nome di criterio critico della
sollecitazione di trazione uniassiale, legato solo al valore del modulo di Young
(E) in relazione con l’allungamento limite s0, mentre il secondo criterio si basa
sulla teoria di Griffith dove entra in gioco il modulo di Young (E), il critycal
fracture energy release rate (G0) e il diametro medio dei pori del solido (a).
Il criterio critico della sollecitazione di trazione uniassiale, data la sua sempli-
cità, sovrastima lo stress critico. Infatti l’ipotesi di base di questo criterio è
che tutto sia omogeneo ed uniforme. Quindi la relazione usata per trovare la
σf è:

σf = E · s0 (6.2)

Quindi usando i valori riportati nella tabella 5.1 adeguatamente adimen-
sionalizzati ed il valore del modulo di Young pari a E = 1× 108 anch’esso cor-
rettamente adimensionalizzato per mantenere la coerenza con i valori trovati
dai grafici, si ottiene (escludendo il caso in cui non c’è frattura):
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0.6 0.7 0.73 0.8 0.9
σf (s0 0.9990) 6.33×104 4.01×104 3.73×104 3.69×104 1.15×105

σf (s0 0.9995) 7.27×104 4.59×104 4.43×104 4.39×104 1.39×105

σf (s0 0.9999) 1.02×105 7.07×104 6.85×104 7.07×104 1.79×105

Tabella 6.1: Valori di σf al variare di s0.

Infatti sono stati trovati valori di σf decisamente più elevati rispetto a quel-
li trovati utilizzando il post-processore per calcolare l’andamento degli stress.
Questo lo si può vedere subito dai grafici che riportano l’andamento degli stress
presentati sopra, notando come gli stress appena calcolati siano di almeno un
ordine di grandezza più grandi. Per questo motivo il criterio appena descritto
è stato abbandonato fin da subito e si è passati al secondo criterio proposto.
Il secondo criterio, com’è stato anticipato, si basa sulla teoria di Griffith. L’ipo-
tesi di Griffith fu trovata dallo studio teorico di solidi cristallini, in particolare
il vetro, che dovrebbero avere una sollecitazione di rottura pari circa a E/10,
con E il modulo di Young. Quindi da misure sperimentali si accorse che la sol-
lecitazione di rottura è collegata alla presenza di difetti (ad esempio cricche)
nella struttura cristallina del materiale e che quindi la dimensione di questi
difetti è un fattore critico nella stima della sollecitazione di rottura, infatti
suppose di bloccare il processo di frattura subito prima della sua propagazio-
ne. In tale istante il sistema è instabile dal punto di vista energetico perché
sta evolvendo. Usando queste considerazioni Griffith trovò un’equazione per
il bilancio dell’energia in funzione delle dimensioni della cricca e dell’energia
richiesta per aumentare le dimensioni di tale cricca come [13]:

∂W

∂A
− ∂U

∂A
= γ (6.3)

dove ∂U è la variazione di energia elastica rilasciata nel corpo con l’au-
mento di dimensioni della cricca, ∂W è l’energia richiesta per far aumentare
le dimensioni della cricca, ∂A è la variazione di superficie della cricca e γ è
l’energia superficiale del materiale. Quindi dall’equazione del bilancio energe-
tico trovata da Griffith (eq. 6.3) è possibile dimostrare come si può arrivare
all’equazione per determinare σ in base alla dimensioni del difetto come:

σf =

√

G0E

πa
(6.4)

dove σf è la sollecitazione di rottura, G0 è il critycal fracture energy release
rate, E è il modulo di Young ed a è la dimensione del difetto, che nel caso in
esame è stata presa la dimensione equivalente del diametro medio dei pori per
ciascun grado di porosità.
Non avendo un criterio per calcolare a priori il parametro a cioè il diametro
equivalente dei pori per ogni porosità, è stato pensato di stimare questo va-
lore, per ciascun grado di porosità, tramite una media dei diametri trovati
prendendo in considerazione gli stress calcolati dal post-processore nel punto
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precedente. Si è scelto inizialmente di prendere come valore di riferimento la
sollecitazione che corrisponde al 99.99% della CDF (Cumulative Distribution
Function) dell’andamento degli stress, quindi per ogni simulazione (escludendo
la simulazione nella quale non c’è rottura) i valori presi sono stati dimensio-
nalizzati, e girando l’equazione 6.4 è stato possibile trovare per ogni porosità
tre valori di a (diametro equivalente dei pori), infine sono stati mediati e adi-
mensionalizzati. In particolare sono stati ottenuti i seguenti valori di diametro
equivalente:

• 0.6 ⇒ corrisponde a0.6 = 0.0966;

• 0.7 ⇒ corrisponde a0.7 = 0.22;

• 0.73 ⇒ corrisponde a0.73 = 0.31;

• 0.8 ⇒ corrisponde a0.8 = 0.98;

• 0.9 ⇒ corrisponde a0.9 = 10.83.

Una volta ottenuti i valori dei diametri equivalenti (a) è possibile inse-
rirli all’interno dell’equazione 6.4 per trovare le sollecitazioni di rottura, in
particolare si ottengono i seguenti valori adimensionali:

0.6 0.7 0.73 0.8 0.9
σf (G0 0.9990) 2722.88 1144.30 896.65 498.80 466.37
σf (G0 0.9995) 3128.35 1334.03 1062.77 592.27 566.01
σf (G0 0.9999) 4405.49 2016.35 1646.44 953.36 729.37

Tabella 6.2: Valori di σf secondo la teoria di Griffith.

Ottenuti i valori delle sollecitazioni di rottura è possibile inserirli nei grafici
degli andamenti degli stress per capire la bontà del criterio utilizzato, in questo
modo si ottengono i seguenti risultati:

Figura 6.20: Andamento degli stress
per il grado di porosità pari a 0.6 con
σf stimata dalla teoria di Griffith.

Figura 6.21: Andamento degli stress
per il grado di porosità pari a 0.7 con
σf stimata dalla teoria di Griffith.
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Figura 6.22: Andamento degli stress
per il grado di porosità pari a 0.73 con
σf stimata dalla teoria di Griffith.

Figura 6.23: Andamento degli stress
per il grado di porosità pari a 0.8 con
σf stimata dalla teoria di Griffith.

Da notare che i valori della sollecitazione di rottura sono in alcuni casi più
avanti o più indietro rispetto alle sollecitazioni ottenute dal post-processore.
Questo è dovuto al fatto che per stimare il diametro equivalente è stata fatta
una semplice media, quindi è facile intuire che il valore oscilli rispetto alla
soluzione calcolata dal post-processore.

Figura 6.24: Andamento degli stress per il grado di porosità pari a 0.9 con σf

stimata dalla teoria di Griffith.

Il criterio di rottura basato sull’energia di Griffith in base alla massima
sollecitazione principale e la dimensione dei pori funziona molto bene per pre-
vedere la frattura. Infatti i valori approssimati con questa teoria sono molto
vicini ai valori trovati col post-processore.
In aggiunta sulla base dei risultati trovati dalla stima dei diametri equivalenti
dei pori, si è voluto trovare una funzione che leghi i diametri equivalenti dei
pori ai vari gradi di porosità dei solidi in esame. Per fare questo è stato scritto
un semplice script in matlab, graficando i diametri equivalenti trovati rispetto
ai corrispondenti gradi di porosità, per poi interpolare i punti disegnati tramite
funzioni. I risultati ottenuti hanno generato le seguenti funzioni:
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Figura 6.25: Stima della funzione a della formula di Griffith.

La funzione interpolata tramite il metodo Makima che rappresenta l’ab-
breviazione di interpolazione Hermitiana cubica a pezzi di Akima modificata,
è stata usata al posto del comando spline, in quanto approssima meglio la
curva che passa per i punti disegnati. La sua formulazione è piuttosto com-
plessa quindi è stata trascurata, è stata comunque rappresentata in modo da
considerarla come riferimento. Dopodiché, tramite il comando polyfit, sono
stati generati due polinomi che approssimano abbastanza bene l’andamento
dei punti. Sono stati scelti un polinomio di terzo grado e un polinomio di
quarto grado ottenendo le seguenti funzioni:

a = 1449.7ϵ3 − 3024.3ϵ2 + 2093.2ϵ− 480.2 (6.5)

a = 6754ϵ4 − 18854ϵ3 + 19700ϵ2 − 9128ϵ+ 1582 (6.6)

nel grafico 6.25 sono rappresentati rispettivamente dalla curva verde e blu.
Ovviamente se si prendesse in considerazioni polinomi di ordine superiore si
arriverebbe ad un’approssimazione migliore.
Come ultima analisi si è pensato di trovare una funzione del tipo:

a =
1

(1− ϵ)α
(6.7)

in quanto la funzione appena descritta per un grado di porosità (ϵ) uguale
ad 1, quindi un solido completamente vuoto visto che il rapporto tra volume
dei vuoti e volume del solido sarebbe 1, tende all’infinito come ci si aspetta
(visto che il mezzo ha un diametro che tende ad infinito) e come lo si può
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notare dall’andamento esponenziale dei punti disegnati, inoltre è una relazione
più semplice che con pochi numeri svolge la stessa funzione di un polinomio
con molti più termini.
Per trovare questa funzione, non è bastato girare la formula utilizzando il lo-
garitmo naturale, ma i coefficienti α sono stati trovati utilizzando il metodo di
Newton per approssimare la soluzione esatta. Infatti i coefficienti trovati con
il logaritmo naturale non approssimano bene la soluzione, anzi, viene a crearsi
un picco nel punto corrispondente a x = 0.9 molto più grande del valore del
diametro equivalente trovato. Utilizzare invece il metodo di Newton, è stata la
scelta corretta, infatti da come si vede dalla curva azzurra del grafico 6.25, si
ottiene una funzione che approssima molto bene i diametri equivalenti, quasi
come l’interpolazione fatta con il metodo Makima. Per ottenere questa funzio-
ne, è stato fatto un fit tra i coefficienti trovati col metodo di Newton e i gradi di
porosità nell’asse delle ascisse. Il risultato ottenuto non è stato un coefficiente
costante (come si avrebbe voluto), ma è stato ottenuto un polinomio di ordine
1, quindi la funzione trovata è:

a =
1

(1− ϵ)90.62ϵ−58.95
(6.8)

In conclusione, lo studio dell’andamento degli stress ha portato a scoprire
tre funzioni per descrivere il diametro equivalente di un mezzo poroso tra cui
due polinomi di terzo e quarto ordine (rispettivamente 6.5 e 6.6) e una funzione
(equazione 6.8) più interessante dal punto di vista teorico visto che si potrebbe
cercare di trovare, con ulteriori analisi, un termine costante all’esponente, tro-
vando cos̀ı una relazione più semplice per determinare il diametro equivalente
di un mezzo poroso in funzione della porosità.
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Conclusioni

Nel presente manoscritto, lo scopo è quello di risolvere numericamente un pro-
blema di interazione fluido-struttura (FSI) all’interno di un canale laminare a
basso numero di Reynolds, scegliendo come mezzo un solido poroso per ana-
lizzarlo al variare del grado di porosità.
In particolare, l’obiettivo principale in esame è quello di cercare di riprodurre
l’innesco delle cricche, quindi utilizzando il codice ampiamente descritto al-
l’interno di questa tesi per poi discuterne i risultati tramite analisi. Questa
tipologia di interazione fluido-struttura, che è stata studiata, è di interesse per
svariate applicazioni ingegneristiche, in quanto un mezzo poroso attraversato
da un fluido è una situazione in cui è facile imbattersi. Ad esempio, nel cam-
po dell’ingegneria aerospaziale, i serbatoi di un razzo spaziale hanno le pareti
costituite da materiali ablativi che hanno lo scopo di essere erose dal combusti-
bile per raffreddarlo. Oppure, ad esempio, si può pensare ad un mezzo poroso
come un filtro di un impianto idraulico, il quale è formato da un mezzo poroso
perché deve lasciar passare il fluido ma allo stesso tempo deve intrappolare le
particelle di sporco presenti nel fluido per impedire che arrivino a danneggiare
parti importanti del circuito.
Il metodo numerico descritto nella presente tesi è in grado di affrontare questi
tipi di problemi appena descritti, tra flussi incomprimibili e solidi lineari ed
elastici con proprietà meccaniche fragili, dove entra in gioco la frattura.
La dinamica del fluido è risolta utilizzando le equazioni di Navier-Stokes in-
comprimibili utilizzando il metodo delle simulazioni numeriche dirette (DNS),
quindi andando ad utilizzare una griglia molto fitta e riuscendo a simulare la
fase fluida in maniera adeguata in tutto il dominio del canale.
La parte di meccanica dei solidi e della frattura, invece, viene affrontata risol-
vendo le equazioni della peridinamica, che sono una riformulazione consolidata
della teoria del continuo che spiega intrinsecamente l’inizio e la propagazione
delle cricche, infatti è in grado di risolvere molto bene la parte di rottura del
solido poroso dove, invece, la meccanica classica fallisce.
Le condizioni al contorno vengono prescritte col metodo IBM (Immersed Boun-
dary method), imponendo le condizioni di non slittamento e di non penetra-
zione tra le interfacce fluido-solido, inoltre, usando questo metodo, si riesce ad
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accoppiare la dinamica del fluido con quella del solido.
Utilizzando il metodo della sonda normale, si è in grado di calcolare le forze
superficiali esercitate dal fluido sui solidi immersi in esso, consentendo di cal-
colare la distribuzione delle tensioni sule superfici immerse, fondamentale per
poter prevedere e descrivere la dinamica dei solidi deformabili.
Il codice, quindi, è stato completamente scritto in Fortran 90 e poi esteso tra-
mite MPI (Message Pasing Interface), un modello di programmazione e una
libreria standard per le comunicazioni ed il calcolo in processi paralleli.
Quindi, riassumendo, il codice numerico scritto in Fortran 90 e parallelizza-
to in MPI è formato da tre diversi moduli: un risolutore per la fase fluida,
un risolutore peridinamico e un terzo modulo per gestire la sincronizzazione e
l’accoppiamento tra i primi due moduli tramite il metodo IBM.
In totale sono state eseguite venti simulazioni, quattro per ogni grado di po-
rosità scelto. In particolare sono stati scelti i valori di porosità (rapporto tra
volume dei vuoti su volume totale) pari a 0.6, 0.7, 0.73, 0.8 e 0.9, mentre per la
probabilità di frattura è stata presa facendo l’integrale della PDF (Probability
Density Function) ottenendo la CFD (Cumulative Distribution Function) degli
allungamenti limite, prendendo i valori dell’allungamento limite che corrispon-
dono ai valori di probabilità nell’incontrare una frattura in percentuale pari
a: 0.1%, 0.05%, 0.01% e 0.0%, per ognuno di essi è stato trovato il valore del
critical fracture energy release rate (l’energia necessaria per rompere i legami)
inserito poi all’interno di ogni simulazione.
Una volta ottenute tutte le simulazioni, sono state visualizzate tramite il pro-
gramma paraview, per controllare che il codice numerico abbia effettivamente
risolto la simulazione in maniera coerente ai dati inseriti.
Infine, per ciascuna simulazione, sono state eseguite le analisi dello stato ini-
ziale e di dopo che si sia verificata la frattura, quindi è stata analizzata com’è
variata la porosità dei solidi dall’inizio della simulazione alla fine, com’è cam-
biata la distribuzione della pressione nella faccia anteriore e posteriore dei so-
lidi, com’è variata la permeabilità e l’andamento degli stress all’istante prima
che si inneschi la rottura e all’istante finale. Per quanto riguarda l’andamento
degli stress, i risultati ottenuti dai grafici sono stati confrontati con due teorie
che prevedono la rottura di un solido: la prima basata sull’allungamento limi-
te ma troppo debole per ottenere dei risultati adeguati, e un secondo criterio
(teoria di Griffith) che riesce a predire in maniera adeguata le sollecitazioni a
rottura trovate. Inoltre si è voluto trovare una relazione che legasse i diametri
equivalenti dei pori dei solidi con la loro porosità in modo da determinare una
relazione funzionante per stimare il parametro a che lega, nella formulazione
di Griffith, la sollecitazione di rottura con i difetti presenti nel solido (in questo
caso i pori). In una successiva analisi, si potrà cercare di determinare un coef-
ficiente costante per rendere la formula trovata più semplice per determinare
il diametro equivalente di un mezzo poroso in funzione della porosità.
In futuro, sarà possibile rendere le simulazioni ancora più accurate miglioran-
do il codice e abilitando il contatto tra punti materiali del solido, in questo
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modo sarà possibile migliorare i risultati ottenuti. Ad esempio, si potrebbe ag-
giungere un modello di lubrificazione al contatto solido-solido per tenere conto
dell’effetto del sottile strato di fluido nelle regioni interstiziali creato dalle cre-
pe che non vengono risolte sulla griglia computazionale. Infatti, nell’attuale
modello le regioni di fluido, sono rilevate, solo se la loro larghezza è maggiore
della dimensione di tre celle della griglia euleriana. Un altro miglioramento ri-
guarda l’integrazione di un modello di turbolenza, come ad esempio il modello
Smagorinsky utilizzando, quindi, un modello Large Eddy Simulazioni (LES),
per riprodurre le simulazioni con il numero di Reynolds più elevato, laddove
l’utilizzo di simulazioni numeriche dirette (DNS) non è tecnicamente fattibile,
a causa degli elevati costi computazionali e delle dimensioni della simulazione.
Infine, grazie all’innovazione nel campo delle GPU, si potrebbe ricostruire il
codice implementando le GPU al posto di utilizzare i core del computer. In
questo modo le simulazioni sarebbero di gran lunga più veloci, consentendo di
infittire la risoluzione del solido come quella della griglia migliorando di molto
i risultati mantenendo comunque un costo di calcolo basso.
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