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Introduzione

Le algebre di pre-Lie sono una classe di algebre non associative che com-
paiono per la prima volta nel lavoro di Cayley [8] nel 1890, per il suo studio
degli alberi con radice. Verranno poi riprese molti anni dopo da Vinberg [22]
(1963) e Koszul [18] (1961): il primo le introduce nello studio dei coni con-
vessi omogenei, mentre il secondo le inserisce nel contesto delle strutture
affini di varieta sui gruppi di Lie. E infatti per via di queste pubblicazioni
che le algebre in questione vengono chiamate anche “algebre di Vinberg”o,
piu raramente, “algebre di Koszul-Vinberg”. Invece, la denominazione “al-
gebre di pre-Lie” adottata in questa tesi viene introdotta da Gerstenhaber

nel 1963 [14] nello studio sulla struttura di co-omologia negli anelli associativi.

Un’algebra A si dice di pre-Lie quando la moltiplicazione rispetta la

seguente condizione:

(zy)z — x(yz) = (yz)z — y(z2) (*)

Spesso viene adottata una definizione a questa equivalente, data in termini
di morfismo di moltiplicazione a sinistra: se A\: A — End(A) ¢ definito da

T —> Az, dove A\ (y) = xy & la moltiplicazione a sinistra, allora () diventa
[)\177 Ay] - A[Z‘,y]

dove [—, —] ¢ l'usuale commutatore. Chiaramente tutte le algebre associa-
tive rispettano questa proprieta e sono quindi esempi banali di algebre di
pre-Lie. La condizione di pre-Lie (%) e equivalente a chiedere che I’associa-

tore [x,y, z] = (vy)z — x(yz) sia un’applicazione trilineare simmetrica nello
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scambio delle due variabili a sinistra e da qui nasce un’ulteriore denominazio-
ne di queste algebre, che vengono spesso chiamate appunto “simmetriche a
sinistra”. Si vede facilmente che, se invece di scambiare le variabili a sinistra,
si scambiano quelle a destra, allora si ottiene una nuova algebra equivalente
alla prima e in questo caso si parla di algebre “simmetriche a destra” (tra
I’altro, la definizione originale di Gerstenhaber ¢ data proprio in termini di
simmetria destra).

E interessante studiare la relazione tra le algebre di pre-Lie e le algebre di Lie:
infatti a ogni algebra di pre-Lie si puo associare la rispettiva algebra di Lie
sottogiacente, il cui prodotto di Lie & dato dal commutatore [z, y] = xy —yx.
Si sa che nel caso delle algebre associative il commutatore definisce sempre
un’algebra di Lie, quindi possiamo vedere le algebre di pre-Lie come una

struttura pitt ampia in cui si verifica questo fatto.

Nel Capitolo 1 di questa tesi vengono presentati, oltre alle prime defi-
nizioni sulle algebre non associative, i risultati che riguardano la struttura
intrinseca delle algebre di pre-Lie, spesso in termini di funtori e isomorfismi
tra categorie. In particolare la terza sezione si concentra sulla definizione di
modulo sopra un’algebra di pre-Lie: questa definizione non ¢ di facile ap-
proccio, a differenza di quanto accade nel caso di algebre associative o di
Lie, ed ¢ strettamente legata all’algebra di Lie sottogiacente. La definizione
che viene qui proposta coincide con quella di Nijenhuis in [20] e nasce dal
tentativo di definire cosa sia un modulo in modo “naturale”. II Capitolo 2 e
dedicato all’esposizione di quattro esempi di algebre di pre-Lie. Tra quelli che
riportiamo il pitt famoso e importante e certamente l’algebra degli alberi con
radice, che ha portato all'introduzione delle algebre di pre-Lie ed ¢ analizzato
principalmente in [7], [9] e [19]. Nel Capitolo 3 viene studiato I'insieme delle
derivazioni su un’algebra di pre-Lie, in particolare vedremo quando ne fanno
parte i morfismi di moltiplicazione a sinistra e a destra. I risultati di questo
capitolo sono tratti dall’articolo [3] di Bai e Meng. Nel Capitolo 4 ricor-

diamo brevemente nella prima sezione le definizioni riguardanti le categorie



INTRODUZIONE

iii

semi-abeliane e i termini di Mal’tsev, mentre nella seconda sezione studiamo
i commutatori di Huq [15] e Smith [21], verificando che coincidono nel caso
delle algebre di pre-Lie: questo ci permettera di utilizzare la nozione di com-
mutatore per definire un reticolo moltiplicativo, come vedremo nella terza
sezione. Il Capitolo 5 studia gli endomorfismi idempotenti di un’algebra di
pre-Lie: grazie a questi saremo in grado di definire prodotti semi-diretti e
bimoduli e se ne vedra il rapporto con le algebre di pre-Lie unitali. Infine,
nel Capitolo 6, presentiamo le algebre di anti-pre-Lie come sono state recen-
temente definite da Bai e Liu in [2], in particolare vedremo le analogie con le
algebre di pre-Lie e osserveremo che anche queste ammettono un’algebra di

Lie sottogiacente.
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Capitolo 1

Algebre di pre-Lie

1.1 Nozioni preliminari sulle K-algebre

Sia K un anello commutativo con identita e sia M un K-modulo unitario
su cui e definita un’ulteriore operazione K-bilineare, detta moltiplicazione,
M x M — M, (z,y) — zy (equivalentemente, un morfismo di K-moduli
M®@x M — M). Diremo allora che M ¢ una K -algebra (non necessariamente
associativa).

Per ogni K-algebra M e possibile considerare 'applicazione x: M x M — M
definita da (z,y) — x * y = yx ottenendo un’altra K-algebra M, detta la
K-algebra opposta alla precedente.

Definizione 1.1.1. Sia N un K-sottomodulo di M chiuso rispetto alla mol-
tiplicazione; ovviamente N eredita una struttura di algebra su K e si dice
una sottoalgebra di M. Diremo che N ¢ un ideale di M se vale mn,nm € N
per ogni m € M e ogni n € N, e in questo caso si puo considerare il modu-
lo quoziente M /N sul quale si definisce la moltiplicazione indotta da quella
definita su M, generando una struttura di K-algebra. Diciamo quindi che
M/N ¢ 1algebra quoziente di M su N.

Proposizione 1.1.2. Sia M una K-algebra. Allora c’é una corrispondenza
biunivoca tra linsieme degli ideali di M e l"insieme delle relazioni di equiva-

lenza ~ sull’insieme M compatibili con le operazioni di M, ossia tali che per

1
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ogni a,b,c,d € M e per ogni k € K, a ~ b e c ~ d implicano a +c ~ b+ d,
ac ~ bd e ka ~ kb.

Dimostrazione. Sia I un ideale di M e definiamo, per ogni a,b € M, la
relazione ~; ponendo a ~; b se a — b € I. Verifichiamo che ~; & una
relazione di equivalenza: a — a = 0p; € I quindi a ~; a; se a ~; b allora
a—>bel quindi b—a= —1y(a—>b) € I; infine, se a ~; b e b ~; ¢ allora
a—bb—celquindia—c=(a—0b)+(b—c) €l

Vediamo ora la compatibilita con le operazioni. Supponiamo che a ~; b e
¢ ~y d. Allora si ha ac —bd = ac — bc+ bc — bd = (a — b)c —b(c —d) € 1
perché a — b,c — d € I, quindi ac ~; bd. Per lo stesso motivo abbiamo
(a+c)—(b+d)=(a—b)+ (c—d) eI, cioe (a+¢)~; (b+d),eperk e K
vale ka — kb = k(a — b) € I ovvero ka ~j kb.

Osserviamo poi che la classe [0p/]~, coincide con l'ideale I, infatti [0p/]~, =
{aeM;ia~0yt={aeM;a—0ye€l} =1

Viceversa, sia ~ una relazione di equivalenza sull’insieme M compatibile
con le operazioni di M. La classe [0p]~ & chiusa per moltiplicazione: se
x,y € [Op]~ allora z ~ 0y e y ~ 0y, e quindi, essendo ~ compatibile con
la moltiplicazione, abbiamo zy ~ 03,03, = 0y, cioe zy € [0p/]~. Inoltre, se
x € [Oyleea € M, vale z ~ Oy e a ~ a quindi ax ~ a0y, = 0y, cioe
ar € [Op)~. Analogamente si verifica che za € [0pr]~, quindi [0p]~ € un
ideale di M. ]

Definizione 1.1.3. Siano M; e My due K-algebre e consideriamo un’appli-
cazione @: My — M. Diremo che ¢ ¢ un omomorfismo di K-algebre se ¢
K-lineare e verifica p(zy) = ¢(2)p(y) per ogni x,y € M;. Se invece un’ap-
plicazione ¥ : M; — M, ¢ K-lineare e tale che ¢ (xy) = 1(y)y(z) per ogni
x,y € M allora diremo che 1 ¢ un antiomomorfismo di K-algebre.

Si puo osservare che il nucleo Ker(y) ¢ un ideale di M;, mentre I'immagine
(M) & una sottoalgebra di M,. Come conseguenza del passaggio al quozien-
te, ¢ definisce un isomorfismo dell’algebra M;/Ker(yp) sull’algebra p(M;), e

lo stesso vale per 1.
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Definizione 1.1.4. Sia (M, -) una K-algebra e sia D un’applicazione M —
M. Se D ¢ K-lineare e vale D(zy) = (Dz)y + x(Dy) per ogni x,y € M,
allora D si dice una derivazione di M.

Si puo verificare che il nucleo di D e una sottoalgebra di M, e se Dy e Dy
sono due derivazioni di M allora [Dy, D3] = D1Ds — DyD; € ancora una
derivazione di M. Inoltre si dimostra facilmente che il gruppo additivo delle
derivazioni di (M, -) con 'operazione [—, —] ¢ una K-algebra di Lie, denotata
con Der(M,-).

Definizione 1.1.5. Siano M; e My due K-algebre. Consideriamo il prodotto
diretto di K-moduli M = M; x M, sul quale definiamo la moltiplicazione
(1, 22)(y1,92) = (T1y1, T2y2) per ogni x1,y1 € My, xo,y2 € Ms. Otteniamo
in questo modo un’algebra detta 1’algebra prodotto diretto di My e M.

Abbiamo le due applicazioni canoniche x; +— (z1,0) e x3 — (0, z2) rispet-
tivamente da M; e M, in un ideale di M. Si puo verificare che si tratta di
isomorfismi, e permettono quindi di identificare M; e My con degli ideali di
M; in questo modo il K-modulo M e somma diretta di M; e M.
Viceversa, partendo da due ideali M; e M, di una K-algebra M, con M
somma diretta di M; e M, come K-moduli, si ha My M, C My N My = {0};
quindi se x1,y1 € My e z9,y2 € My allora (z1 + 22)(y1 + Y2) = T191 + T2Ye,
permettendo di identificare M con il prodotto tra algebre M; x Ms.
In particolare, ogni ideale di M; ¢ un ideale di M.

Il prodotto di due K-algebre si puo generalizzare a prodotto di una

famiglia qualsiasi di K-algebre.

Definizione 1.1.6 (Moduli su K-algebre associative). Sia M una K-algebra.
Consideriamo 'applicazione tra K-algebre A\: M — Endg (M) definita da
x — Ay per ogni x € M, dove definiamo \,(y) = xy per ogni y € M.
L’algebra Endg (M) & associativa, quindi se A & un morfismo di K-algebre
allora si ha (zy)z = Ay(2) = (Az 0 Ay)(2) = A\(Ny(2)) = x(yz) per ogni
x,y,z € M, cioe M & associativa. Viceversa se M e associativa allora
(Az 0 Ay)(2) = Aa(Ay(2)) = 2(y2z) = (2y)z = Ayy(2) quindi in particolare
Mx)A(y) = Ay o Ay = Ay = A(zy). Percio A € un morfismo di K-algebre se



1. Algebre di pre-Lie

e solo se M e associativa. In questo caso, cioe se M e K-algebra associati-
va, possiamo definire un M-modulo sinistro come un K-modulo A insieme
a un morfismo di K-algebre A\: M — Endg(A). Allo stesso modo chiamia-
mo M -modulo destro un K-modulo A con un antiomomorfismo di K-algebre
A M — Endg(A).

Ricordiamo inoltre che esiste un’altra definizione equivalente per moduli su
algebre associative: invece di prendere il morfismo di K-algebre A, si consi-
dera una mappa K-bilineare x: M x A — A tale che (mm/) x a = m(m’ * a)

per ogni m,m’ € M e ogni a € A.

Date due K algebre M e M’ un’applicazione M — M’ & un antiomo-
morfismo se e solo se ¢ un omomorfismo M — M’. In altre parole, per una
K-algebra associativa M, gli M-moduli destri coincidono con gli M°P-moduli
sinistri, nel senso che esiste un isomorfismo canonico di categorie tra la ca-
tegoria di tutti gli M-moduli destri e la categoria di tutti gli M°P-moduli
sinistri.

In particolare, se M ¢ commutativa, un’applicazione M — M’ & un antio-
momorfismo se e solo se & un omomorfismo M — M’ quindi gli M-moduli

destri coincidono con gli M-moduli sinistri.

Definizione 1.1.7 (K-algebre di Lie). Una K-algebra M si dice K-algebra
di Lie se la sua moltiplicazione, denotata (z,y) — [x,y], verifica le seguenti

identita per ogni x,y, z € M:
L. [z,2] =0
2. [z, [y, 2]] + [y, [z, x]] + [z, [z, y]] = O (identita di Jacobi).

La moltiplicazione [—, —] si chiama prodotto di Lie ed & un’operazione binaria

anticommutativa, ossia si ha che
3. [z, y] = —ly, z]
permettendo di riscrivere ’dentita di Jacobi come

4wyl 2] = [, [y, 2] + I, 2], 9]
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Definizione 1.1.8 (Moduli su K-algebre di Lie). Sia M una K-algebra,
possiamo definire la K-algebra di Lie Derg (M) delle derivazioni di M come
il sottoinsieme di Endg (M) dato da tutte le derivazioni di M con moltipli-
cazione [Dy, Dy] = D1 Dy — Do Dy per ogni Dy, Dy € Derg (M).

Sia A un K-modulo e consideriamo Endg (A): questa & una K-algebra di Lie,
denotata con gl(A), rispetto all’operazione [—, —| definita da [f,g] = fg—gf
per ogni f,g € Endg(A).

Sia ora in particolare M una K-algebra di Lie. Allora esiste un omomorfi-
smo canonico di K-algebre di Lie ad: M — Derg (M), con ad,: M — M
definito da ad, = [z, —], che ci permette di dare le seguenti definizioni: un
M -modulo sinistro ¢ un K-modulo A con un omomorfismo di K-algebre di
Lie A\: M — gl(A), e un M-modulo destro ¢ un K-modulo A con un an-
tiomomorfismo di K-algebre di Lie A\: M — gl(A). Osserviamo perod che
ogni K-algebra di Lie M & isomorfa a M°P tramite ’applicazione M — M,
r — —ux, cio ci permette dunque di trascurare la distinzione tra M-moduli

destri e sinistri, riferendoci ad essi semplicemente come “M-moduli”.

Definizione 1.1.9. Sia M una K-algebra di Lie e siano A e A’ due M-
moduli, con \: M — gl(A) e N': M — gl(A’) i rispettivi omomorfismi che
li definiscono. Un morfismo di M-moduli ¢ un omomorfismo di K-moduli

p: A — A’ tale che per ogni m € M commuti il seguente diagramma:

A-—F N

1.2 Algebre di pre-Lie

Definizione 1.2.1. Data un’algebra M, 1'associatore e 'applicazione K-
trilincare [—, —, —]: M x M x M — M definita da [x,y, z] = (zy)z — x(yz).

Osserviamo che

ale,y, 2]+ [a,2,9)2 = a((ey)z — 2(y2)) + ((az)y - a(ay))z =
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= a(xy)z — ax(yz) + (ax)yz — a(zy)z = —ax(yz) + (ax)yz

e che

lax,y, 2] — |a,zy, 2] + [a, 7, y2] =
= (ary)z — as(y2) ~ (ary)z + afayz) + (ar)yz — alayz) =
= —ax(yz) + (az)yz ,

quindi 'associatore soddisfa sempre I'identita
alx,y, 2] + |a, x,ylz = [ax,y, 2] — [a, zy, 2] + [a, x, yZ]

per ogni a,x,y,z € M.
Il nucleo G di M e 'insieme degli elementi g € M che “sono associativi” con
ogni coppia di elementi z,y € M, cioe [g,z,y] = [z, 9,y] = [z,y,9] = 0. 11

nucleo € una sottoalgebra associativa di M.

Definizione 1.2.2. Un’algebra di pre-Lie & una K-algebra (A, -) che soddisfa

la relazione
(@-y)-z—z-(y-2)=-z)-2-y-(x2) (%)
per ogni x,y, z € A. In altre parole, 'associatore [x,y, 2| = (z-y)-z—z-(y-2)

¢ invariante per scambio delle variabili z e y.

Osservazione 1.2.1. Le algebre di pre-Lie vengono anche chiamate algebre
simmetriche a sinistra, facendo riferimento al fatto che in (%) le variabili
scambiate sono appunto le prime due a sinistra. Si puo pero dare un’altra
definizione scambiando questa volta le ultime due variabili, e dire che una

K-algebra (A, ) & simmetrica a destra se per ogni x,y,z € A si ha

(x-y)z2—x-(y-2)=(x-2)-y—x-(2-y)

ovvero lassociatore [z,y,z] = (xy)z — x(yz) & invariante per scambio delle
variabili y e z.

Possiamo quindi definire le categorie Prels(K) e Prely(K) i cui ogget-
ti sono rispettivamente le K-algebre simmetriche a sinistra e le K-algebre

simmetriche a destra, e i cui morfismi sono morfismi di K-algebre.
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Proposizione 1.2.3. Fissato un anello K con identita, le categorie PreLg(K)

e Prely(K) sono isomorfe.

Dimostrazione. Verifichiamo innanzitutto che una K-algebra (A, -) & simme-
trica a sinistra se e solo se la K-algebra opposta (A%, ) ¢ simmetrica a
destra, dove x xy = y - x. Siano x,y,z € A, allora per definizione si ha
(xy)z—x-(y-2)=(y-x)-z—y-(xr-z)seesolose zx (y*xx)— (z%xy)xz =
zx (xxy)— (z%x)*y.

Possiamo quindi definire un funtore F': Prels(K) — PreLgq(K’) che man-
da un’algebra simmetrica a sinistra di Prels(K) nella sua opposta, che ¢
quindi simmetrica a destra, e che manda un morfismo f: (A,-4) — (B, p)
in Prel (K) nello stesso f: (A,x4) — (B,*p) in PreLy(K). Cosi facendo,
F(f) ¢ un morfismo di K-moduli perché f lo ¢, inoltre si ha F/(f)(z *ay) =
f@xay) = fly-ax)=[fy) s f(x) = f(2) 5 [y) = F()() s F()(Y),
cioe F(f) € un morfismo di K-algebre. Si verifica poi immediatamente che F'
rispetta la regola di composizione tra morfismi e manda un morfismo identico
14 nel morfismo identico 140p = 15(4).

Analogamente si puo verificare che € ben definito il funtore
G: PreLy(K) — Prely(K)

che manda una K-algebra nella sua opposta e un morfismo in se stesso.
I funtori I' e G sono uno l'inverso dell’altro perché F'(G(f)) = F(f) = f e
F(G(A)) = F(A?) = A?” = A, quindi F o G = Ipyer,(k), € similmente si

verifica che G o ' = Iper, k), cioe F' e G sono isomorfismi di categorie. [

Grazie a questo isomorfismo possiamo evitare di fare distinzione tra alge-
bre simmetriche a sinistra o a destra, restringendo lo studio solo alle prime.
Dunque in seguito, quando si parlera di “algebre di pre-Lie” si fara rife-
rimento esclusivamente alla relazione (x), e indicheremo la categoria delle
K-algebre di pre-Lie con PrelLg.

Ovviamente ogni algebra associativa ¢ un’algebra di pre-Lie, dato che

I’associatore si annulla identicamente.
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Inoltre, data une K-algebra di pre-Lie (A,-), consideriamo I'usuale commu-

tatore [x,y| =z-y—y-x:

[, [y, 2l + [y, [z, 2]] + [z, [, 0] =
=x-(y-z2—z2-y)—(y-z—z-y) - x+y (z-2—x-2)+
—(zrz—z-z)ytz-(wy—y a)-(xy—y ) z=

=z (y-z)—w-(zy)=(y-2)- 2+ (zy) vty (z-2)—y-(z-2)+

ey () g () =2y a) = (eeg) s (yw) 2 =0

dove nell’ultima uguaglianza si usa la proprieta (). Il commutatore verifica

anche [z,z] = x -2 — 2 -2 = 0, in altre parole (A, [—, —]) ¢ una K-algebra di
Lie.

Definizione 1.2.4. Sia (A,-) una K-algebra di pre-Lie e sia [—, —] il com-
mutatore relativo alla moltiplicazione -. La K-algebra di Lie (A, [—, —]) si

dice l'algebra di Lie sottogiacente a (A, -).

Osservazione 1.2.2. In gencrale, un’algebra (A, -) si dice Lie-ammissibile
quando il commutatore [x,y] = z -y — y - © definisce un’algebra di Lie
(A,[—,—]). Le algebre associative sono un noto esempio di algebre Lie-
ammissibili, quindi, per quanto appena visto, le algebre di pre-Lie sono una

classe piu ampia di algebre Lie-ammissibili che contiene le algebre associative.

Come abbiamo gia visto in Definizione 1.1.6, data una K-algebra A, in-
vece di utilizzare la moltiplicazione -: A x A — A possiamo considerare
I'omomorfismo di K-moduli \: Ax — End(Ag) definito da z — A,, dove
A:(y) = x - y € la moltiplicazione a sinistra.

Definiamo un’applicazione f: A x A — End(Ag) come f(a,b) = Ao p — Aap-

Questa applicazione ¢ K-bilineare, infatti:
£+ a)(2) = Aapar(3s(2)) = Aapars(z) = (a + ') (bx) — (ab + a'b)ac =

= a(bz) + d'(bx) — (ab)xr — (a'b)z
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fla,b) (@) + fd',b)(2) = Aa(Me(@)) — Aab(@) + A (Ap(2)) = Aar (@) =
= a(bz) — (ab)x + d'(bx) — (a'b)x
quindi f(a + d',b)(x) = f(a,b)(z) + f(a’,b)(z), ¢ analogamente si verifica
fla, b +0)(z) = f(a,b)(x) + f(a,b")(x) per ogni a,a’, bV, x € A. Inoltre
kf(a,b)(x) =kAa(Mo(2)) — EAap(2) = Aa(No(2k)) — A (k) =

= a(b(zk)) — (ab)(zk)
F(ka,b) = Ara(No(1)) = Agarp () = (k) (bw) — ((ka)b)r 2
= a(b(zk)) — (ab)(zk)
£, k6) = Aa(Mia(2)) = Aagian () = a( (kb)) — (a(k))z 2
= (alb(zk)) — (ab)(zk)
dove in (x) si sono usate le proprieta di K-algebra, quindi abbiamo verificato

che f(ka,b) = f(a,kb) = kf(a,b)(x) per ogni a,b,z € A e ogni k € K.

Proposizione 1.2.5. Sia A una K-algebra e siano A\: Ax — End(Ag) de-
finita come Nz) = A\, e f: Ax A — End(Ag) definita come f(x,y) =
Ay — Agy, dove Ny, definita da A\, (y) =z -y, € la moltiplicazione a sinistra

per x. Le sequenti condizioni sono equivalenti:

(i) A ¢é associativa;

(ii) lapplicazione A é un omomorfismo di K-algebre;
(iii) ’applicazione f ¢é identicamente nulla.

Dimostrazione. Verifichiamo che (i) implica (ii). Il morfismo di K-moduli
A & K-lineare perché \(kz)(y) = (kx) -y = k(z - y) = kX«)(y) per ogni
x,y € Aeogni k € K. Inoltre, usando 'ipotesi di A associativa, abbiamo
Az -y)(z) = (@-y) -z =2 (y-2) = M2)(My)(2)) = (A=) 0 A(y))(2) per
ogni x,y,z € A.

Ora, se supponiamo che valga (ii), allora A, = A(zy) = AM(2)A(y) = A\, e
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di conseguenza f(z,y) = A\sAy — Ay = 0 per ogni x,y € A, cioe vale (iii).
Infine, (iii) implica (i) perché se per ogni =,y € A f(z,y) = 0 allora A\, =
Ay € quindi vale z- (y-2) = A\ (A\y(2)) = A\gy(2) = (z-y)-z perogniz, y, z € A,

cioe A ¢ associativa. ]

Proposizione 1.2.6. Sia A una K-algebra e siano X e f definite come sopra.
Allora A ¢ una K-algebra di pre-Lie se e solo se f(x,y) = f(y,x) per ogni
x,y € A.

Dimostrazione. Per definizione, A e una K-algebra di pre-Lie se e solo se
(x-y)-z—x-(y-2)=(y-z)-2z—y-(x-2z) per ogni z,y,z € A, ma questo
vale se e solo se f(z,y) = f(y,z) per ogni x,y € A, in quanto f(z,y)(z) =
My (2) = Aay(2) =3 (g 2) = (-9) 2 © £(3,2)(2) = My Ohal2)) = Aa(2) =
y-(r-2)—(y-x)-zperognizxy,ze A O

Osservazione 1.2.3. Grazie alla precedente proposizione possiamo dare una
definizione equivalente di algebra di pre-Lie. Infatti per definizione di f, A
e una K-algebra di pre-Lie se e solo se A\, — Ay = AyAy — Ay per ogni
x,y € A, ossia se e 50l se A\g A, — Ay Ay = gy — Az, cioe Ag Ay — A Ay = Agy_pa

Quindi abbiamo che A e una K-algebra di pre-Lie se e solo se
Ay Ay] = Ale.y)
per ogni x,y € A.

Fissiamo ora un anello commutativo K con identita e una K-algebra di
Lie (A, [—, —]). Consideriamo la categoria degli A-moduli, i cui oggetti sono
i morfismi di K-algebre di Lie L: (A, [—,—]) = gl(M) (M un qualunque K-
modulo) e i cui morfismi ¢: L — L’ sono i morfismi di K-moduli p: M — M

tali che per ogni a € A commuti il seguente diagramma:

M -2 M

L(a)l lL’(so(a))

M -2 M
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Questa categoria contiene la sottocategoria piena M’, 1 cui oggetti sono tutti
gli A-moduli L: (A,[—,—]) — gl(A), che a sua volta contiene la sottocate-
goria piena M4 i cui oggetti sono tutti gli A-moduli L: (A, [—, —]) — gl(A)
tali che L(z)(y) — L(y)(z) = [z, y] per ogni x,y € A.

Consideriamo inoltre la sottocategoria piena S, della categoria delle K-
algebre di pre-Lie PreLg, i cui oggetti sono tutte le K-algebre di pre-Lie
(A,-) la cui algebra di Lie sottogiacente ¢ (A, [—, —]), e i cui morfismi sono i

morfismi di K-algebre di pre-Lie ¢: (A4,-) — (A, *).

Teorema 1.2.7. Le categorie Sy e My sono isomorfe. In altre parole, le

algebre di pre-Lie sono moduli sulle rispettive algebre di Lie sottogiacenti.
Dimostrazione. Sia (A,-) un oggetto di Sy e definiamo 'applicazione

definita da a — \,, dove A\,(z) = a - x per ogni a,z € A. Questa & K-lineare
grazie alla K-bilinearita della moltiplicazione -, inoltre, usando il fatto che
'algebra di Lie sottogiacente a (A,-) ¢ (A, [—, —]) e usando la proprieta di
pre-Lie, per ogni z,y, z € A si ha

L[z, y)(2) = Lz -y —y-2)(2) = (z-y —y-2)- 2= (x-y) 2= (y-2)- 2=

=x-(y-2)—y-(z-2) = Lx)(L(y)(2)) — L{y)(L(2)(2)) =

cioe vale L([x,y] = [L(x), L(y)]) per ogni z,y € A e quindi L ¢ un morfismo
di algebre di Lie. Infine, vale L(z)(y) — L(y)(z) =z -y —y -« = [x,y] per
ogni z,y € A, dunque L ¢ un oggetto di M 4.

Prendiamo ora un morfismo ¢: (A,-) — (A,%) in S4. Questa stessa appli-
cazione ¢ anche un morfismo di algebre di Lie ¢: (4, [—,—]) = (4, [—, —]),

infatti per ogni a,a’ € A si ha
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Consideriamo ora il seguente diagramma:

A5 A r — ()
L(a)j lL'«o(a)) l |
A5 A a-r+—— pla-x)

questo commuta perché, essendo ¢ un morfismo di K-algebre, si ha p(a-z) =
w(a) x p(x) = L'(¢p(a))(¢(x)), dove ovviamente si definisce L'(a)(b) = a * b
per ogni a,b € A.
Quindi possiamo definire un funtore F': Sy — M, che manda un oggetto
(A,-) di S4in L: a — A, e un morfismo ¢: (A,:) — (A, *) nel morfismo
stesso p: L — L.

Costruiamo ora il funtore inverso di F. Prendiamo un A-modulo L: (4, [—, —
gl(A) in M4 e definiamo una moltiplicazione su A ponendo -: A x A — A,
(x,y) — x-y = L(x)(y). Osserviamo innanzitutto che per ipotesi z-y—y-x =

L(z)(y) — L(y)(x) = [z, y] per ogni x,y € A, quindi si ha
v-(y-2) —y- (2 2) = L(x)(L(y)(2)) — Lly)(L(2)(2)) =

= (L(z)L(y) = L(y) L(x))(2) = ([L(x), Ly)])(z) = L([z,y])(z) =
=Lz-y-—y-2)e)=(@-y—y-z)z2=(@y 2-(y )2
cioe (A, -) e algebra di pre-Lie con algebra di Lie sottogiacente (A, [—, —]) ed
e quindi un oggetto di S4.
Sia ora ¢: L — L' un morfismo in My, cioé un morfismo di K-moduli

¢: A — A tale che commuti il seguente quadrato:

A2 A

L(w)l lL’(w(x))

A5 A
per ogni z € A. Allora ¢(z-y) = ¢(L(2)(y)) = L'(e(2))(¢(y)) = ¢(x) = (y)
per ogni x,y € A, cioe ¢ € un morfismo di algebre di pre-Lie (A4,-) — (A, *)
dove ovviamente z xy = L'(x)(y).

A questo punto possiamo definire il funtore G: M4 — Sa che manda un
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oggetto L: (A,[—,—]) — gl(A) di M, in (A,-), dove z -y = L(z)(y), e
manda un morfismo ¢: L — L' nello stesso morfismo ¢: (A,-) — (A, *).

I due funtori F' ¢ G sono I'uno l'inverso dell’altro, infatti GF((4,-)) =
G(L) = (A, %) = (A, -) poiché L(z)(y) = x -y quindi z xy = L(x)(y) = = - v,
e analogamente si ha FG(L) = L; inoltre per definizione di F' e G si ha
GF(p) =pe FG(p) = . O

Osservazione 1.2.4. Se, nel teorema precedente, invece della categoria M4
considerassimo M/, rinunciando quindi alla condizione L(z)(y) — L(y)(z) =
[z, y], non sarebbe possibile costruire il funtore inverso di F' in quanto 'alge-
bra di Lie sottogiacente a (A, -), dove z-y = L(x)(y), potrebbe non coincidere
con (A, [—, —]). Sipuo infatti verificare che 'algebra di Lie indotta da - coin-
cide con (A, [—, —]) se e solo se (A,-) e di pre-Lie.

In ogni caso F' ¢ un funtore fedele poiché per ogni (A,-), (A, %) in Sy ¢ per
ogni ¢,1: (A,-) — (A, ) morfismi di algebre di pre-Lie, se F(p) = F(v¢)
allora ¢ = F(¢) = F(¢) = ¢. Non possiamo affermare che F sia un funtore
full, infatti dato un morfismo ¢: L — L' in M/;, ¢ ¢ effettivamente un mor-
fismo tra le algebre (A, -) e (A, %) indotte rispettivamente da L e L' poiché
ela-a’) = o(L(a)(d)) = L'(¢(a))(p(a’) = ¢(a) * ¢(a’), ma non ¢ detto che
le suddette algebre siano di pre-Lie.

Diamo ora una definizione che ci servira in seguito per studiare ulterior-

mente la categoria delle algebre di pre-Lie.

Definizione 1.2.8. Siano M, M’ due K-algebre qualsiasi e sia ¢: M — M’
un morfismo di K -moduli. Diciamo che ¢ ¢ un pre-morfismo di K-algebre

se per ogni x,y € M vale
pley) — o(@)ely) = elyz) — o(y)e(e)
Lemma 1.2.9. (a) Ogni morfismo di K-algebre é un pre-morfismo;
(b) La composizione di due pre-morfismi é un pre-morfismo;

(¢c) L’inverso di un pre-morfismo biettivo é un pre-morfismo.
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Dimostrazione. Il punto (a) & ovvio.
Verifichiamo il punto (b). Siano ¢: M — M’ e ¢: M’ — M" due pre-

morfismi. Dato che ¢ ¢ un pre-morfismo, vale
p(xy) — e(@)e(y) = p(yz) — p(y)e()
per ogni x,y € M. Componendo con il morfismo di K-moduli ¢ otteniamo

Y(p(zy)) — Y(p(r)e(y)) = Y(plyz)) — Y(py)e(z))

Anche 1 & un pre-morfismo, quindi vale

Y(p(@)e(y)) = V(p(x)Y(e(y)) +L(ey)e(r)) — v(ey)v(e(z))

ottenendo dunque

(Vo) (xy) — (Vo) (x)(ow)y) —v(py)e(x)) + (¥ ow)(y)(Poyp)(r) =
= (Yo @)(yx) — Y(p(y)p(x))

ossia troviamo l’equazione richiesta
(Y op)(zy) — (o) (x)(Wop)(y) = (Yop)(yr) — (Yo w)(y)(¥ o p)(x).

Vediamo ora il punto (c). Sia ¢: M — M’ un pre-morfismo biettivo. Se
z,y € M, allora o' (x), o~ (y) € M, ed essendo ¢ un pre-morfismo si ha

(e (@) (y) — ele  (@)ele () =

=l (e (x) — el () e(p ™ ()
(oM (@) () —zy = ol () (z) — yz
Applicando il morfismo di K-moduli ¢! otteniamo
e (@) (y) — ¢ Hay) = o () N (z) — ¢ (ya)

che ¢ I'identita cercata. (]
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Osservazione 1.2.5. Abbiamo visto nella sezione precedente che un’algebra
A ¢ associativa se e solo se il morfismo di K-moduli \: A — End(A) di
moltiplicazione a sinistra ¢ anche un morfismo di K-algebre. Per quanto
osservato precedentemente, abbiamo una condizione simile per le algebre di

pre-Lie: un’algebra A e di pre-Lie se e solo se A & un pre-morfismo.

Grazie alle proprieta dei pre-morfismi, possiamo considerare una nuova
categoria: la categoria PreLy, data dalle K-algebre di pre-Lie con i pre-
morfismi. Questa contiene la categoria delle algebre associative e la categoria
PreLy.

Proposizione 1.2.10. Associare a una K-algebra di pre-Lie (A,-) la sua
algebra di Lie sottogiacente (A, [—, —]) definisce un funtore U dalla categoria

PreLg, alla categoria delle K-algebre di Lie.

Dimostrazione. Se (A,-), (4’,-) sono K-algebre di pre-Lie e p: A — A’ ¢ un
pre-morfismo, allora ¢(ab) —p(a)p(b) = p(ba)—p(b)¢(a) si puo riscrivere co-
me p(ab) —p(ba) = ¢(a)p(b) —p(b)p(a), cioe, ¢([a,b]) = [p(a), ¢(b)]. Quindi
per ogni pre-morfismo ¢: A — A’ di algebre di pre-Lie, la stessa mappa ¢ ¢
un morfismo di algebre di Lie ¢ = U(p): (A, [—,—]) = (A", [, —]). O

1.3 Moduli su algebre di pre-Lie

Non esiste una definizione per moduli su algebre non associative, pero
possiamo prendere spunto dai moduli sulle algebre di Lie: vogliamo definire
un’operazione di moltiplicazione che riprenda la proprieta di pre-Lie, cioe

cerchiamo una definizione conveniente che ricordi la simmetria a sinistra.

Definizione 1.3.1. Sia A una K-algebra di pre-Lie. Chiamiamo A-modulo
un qualunque K-modulo M con un’ulteriore applicazione K-bilineare ®: A x
M — M tale che

(xy)Oom—z®yem)=(yr) ©m—y® (x ©m)

per ogni x,y € A eognim e M.
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Se I & un ideale di una K-algebra di pre-Lie (A, ), possiamo prendere
come ®: A x I — I la restrizione della moltiplicazione - e in questo modo si

ha chiaramente che 7 ¢ un modulo su (4, -).

Definizione 1.3.2. Siano M e M’ due A-moduli, con A K-algebra di pre-
Lie. Un morfismo di A-moduli & un’applicazione K-lineare p: M — M’ tale

che p(x @y m) = x Oy p(m) per ogni x € A e ogni m € M.

Abbiamo visto che, nel caso di algebre associative, esistono due definizioni
equivalenti di modulo. La stessa cosa si puo fare nel caso delle algebre di

pre-Lie, vediamo dunque la seguente definizione:

Definizione 1.3.3. Sia A una K-algebra di pre-Lie. Chiamiamo A-modulo
un qualunque K-modulo M con un pre-morfismo A\: A — End(Mf), cioe

con un’applicazione K-lineare tale che
Ay — AsAy = Ao — AyAy

per ogni x,y € A.

Osserviamo che questa condizione ¢ equivalente a richiedere che Ay, =
[Az, Ay] per ogni xz,y € A, cioe A & un omomorfismo di K-algebre di Lie
(A, [—,—]) — gl(Mkg), dove (A, [—,—]) & la K-algebra di Lie sottogiacente
ad A. In altre parole, si richiede che M sia un modulo sulla K-algebra di Lie
(A, -, ).

Naturalmente, in questo caso definiamo un morfismo di A-moduli come un

morfismo tra moduli sull’algebra di Lie (A, [—, —]).

Proposizione 1.3.4. Sia (A,-) una K-algebra di pre-Lie e sia (A, [—,—])
la sua K-algebra di Lie sottogiacente. Allora le due precedenti definizioni di
modulo su A sono equivalenti, nel senso che la categoria degli (A, -)-moduli

¢ isomorfa alla categoria degli (A, [—, —])-moduli.

Dimostrazione. Sia M un oggetto di (A,-)—Mod, cioe sia M un K-modulo
con un’applicazione K-bilineare ®: A x M — M tale che (z-y) ©m — 2 ©®
(yom) = (y-x) ©m—y o (x@m) per ogni x,y € A e ogni m € M. Possiamo



1.3 Moduli su algebre di pre-Lie

17

definire un’applicazione \: A — End(Mg) come \,(m) = x ® m per ogni
xr € Aeognim € M. In questo modo A ¢ K-lineare perché ® lo &, inoltre

per ogni x,y € A e ogni m € M si ha
Az = Aady) (1) = Ay () = Ax(Ay(m)) = (z-y) Om =2 O (y O m) =

=y r)Om—-yO(reOm)= ()‘y-x - >‘y>‘x)(m)

cioe Apy — XAy = Ay — ANy, quindi M & un modulo su (A4, [—, —]).
Viceversa, se si ha un’applicazione K-lineare \: A — End(My) tale che
Azy — Aady = Az — AAg per ogni z,y € A, allora ¢ sufficiente definire
©: AX M — M come v ©m = A\ (m) per ogni x € A e ogni m € M e si
verifica con passaggi analoghi che ® rispetta le proprieta di modulo su (4, -).

Consideriamo ora un morfismo ¢: M — M’ in (A, -)-Mod, cioe K-lineare
e tale che p(z ®y m) = x Oy p(m) per ogni x € A e ogni m € M. Ve-
rifichiamo che ¢ & anche un morfismo tra gli (A, [—, —])-moduli definiti da
A (A=, —=]) = gl(M) e X: (A, [—,—]) = gl(M') con \,(m) =x Oy m e
X.(m) = x ®pp m rispettivamente. Dobbiamo quindi mostrare che per ogni

x € A commuta il seguente diagramma:

M~ M

q s

M —— M

Siano x € A e m € M, allora p(A\.(m)) = p(x Oy m) = z Oy p(m) =

X (¢(m)), quindi effettivamente ¢ & morfismo di (A, [—, —])-moduli.
Chiaramente, se abbiamo invece un morfismo di (4, [—, —|)-moduli ¢: M —
M'" definiti rispettivamente da A: (A, [—,—]) — gl(M) e X: (A, [, —]) —

gl(M’), allora questo € un morfismo tra gli (A, -)-moduli definiti da ®y; € ©
poiché allo stesso modo ¢(x @y m) = @(Ae(m)) = A (p(m)) =z Onr (M)
per ogni x € A e ognim € M.

E quindi ben definito il funtore F: (4,-)-Mod — (A, [—, —])-Mod che
associa a ogni (A, -)-modulo M definito da ® il (A, [, —])-modulo definito

da A\;(m) = x@m per ogni z € A e ogni m € M, e che manda ogni morfismo



18

1. Algebre di pre-Lie

w: M — M’ di (A,-)-Mod in se stesso. Inoltre, si verifica immediatamente
che il funtore G: (A, [—,—])-Mod — (A4, )-Mod, che manda un oggetto M
di (A, [—, —])-Mod definito da un morfismo A nel (A4, -)-modulo definito da
x®m = A\ (m) per ogni x € A e ogni m € M e che manda ogni morfismo
w: M — M'"di (A, ][—,—])-Mod in se stesso, e funtore inverso di F'. Dunque
F' & un isomorfismo di categorie, cioe (A4, -)-Mod = (A4, [—, —])-Mod. O

Corollario 1.3.5. Se (A,-) e (A,*) sono due K-algebre di pre-Lie con la
stessa algebra di Lie sottogiacente allora (A,-)-Mod = (A, x)-Mod.

Vediamo ora un esempio non banale di un modulo su un’algebra di pre-
Lie:

Esempio. Sia (A,-) una K-algebra di pre-Lie e sia M = End(A) il K-
modulo di tutte le applicazioni lineari f: A — A. Notiamo in particolare
che, per ogni x € A, i morfismi di moltiplicazione a sinistra A, stanno in M.

Definiamo un prodotto ®: A x M — M come
2O f =X, [+ M)

e verifichiamo che valga (z-y) O f—z0 (yoO f)=y-2)0f -y (zO f)
per ogni x,y € A ¢ ogni f € End(A). Abbiamo

O YO f)=20 (M f1+ Ar@) = Aoy oy FT4+ X)) + A fier )@ =

= [Aay Ay fI] + s Ar)] + Ayep@)—rwa)+1 )

e analogamente, scambiando z e y, otteniamo

YO (2O f) =[Ny, Ao, F] + Dy Ap@)] + Aep)— flen)+ £@)y

Ricordiamo che End(A) ¢ un’algebra di Lie con il commutatore [—, —|, quindi
vale [Az, [Ays f1] = [Ays Ay f1] = [[Aes Ayls f]. Si ha dunque

OO f)=yo (O f)=I[Ae M), ]+ Pas Ar)] + Ays@) = fya)+ £yt

— [\ Ar@)] = Ao r@)— @)t i@y = [Pas A f] + Ac
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dove C =z f(y) = fly) - x+y- f(x) = fly-2)+ fly) v —y- flz)+ f(x):
y—x-fly)+ flx-y)— fl@)-y=flx-y) = fly-z) = f([z,y]). Quindi in

tutto troviamo

2OWOf)~yO(r0f) = Ppy sl + A ey = [2,9]0f = (z-9)0f = (y-2)Of
ossia il prodotto ® definisce un modulo sull’algebra di pre-Lie (A4, -).

Osservazione 1.3.1. I moduli sulle algebre di pre-Lie, cosi come li abbiamo
definiti, sono moduli sinistri. Non e possibile definire i moduli destri in modo
naturale tramite le algebre opposte, perché ’algebra opposta di un’algebra

simmetrica a sinistra ¢ simmetrica a destra.
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Capitolo 2
Esempi

In questo capitolo mostriamo i principali esempi di algebre di pre-Lie non
associative. L’ultimo esempio € il piti noto, mentre il primo (il piu basilare)

e il secondo vengono esposti in [20].

2.1 Un’algebra di rango 2

Sia K un anello commutativo con identita ¢ sia A il K-modulo libero con
insieme libero di generatori {e, e5}. Definiamo esplicitamente una moltipli-
cazione sui generatori (la moltiplicazione su tutto A si ottiene estendendo

per K-bilinearita):
€161 = 261 €169 1= €9 €9€1 ‘= 0 €99 = €1

Per verificare la proprieta di pre-Lie e sufficiente studiare i casi in cui (z, y, z) =
(e1,e9,69) e (x,y,2) = (eg, €1, €1), tutti gli altri casi sono simmetrici a questi
oppure banali.

Vediamo il primo caso. Si ha (ejeg)es — e1(eqes) = esea — e1e1 = €1 —
2e; = —ey e invertendo i primi due termini otteniamo (ege;)es — ex(erez) =
Oes — €965 = 0 — e = —ey, quindi effettivamente vale (e1es)es — e1(eses) =

(e9e1)ea — ea(eres).

21
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Nel secondo caso invece abbiamo (eseq)e; — es(ejer) = 0ep — 2ege; =
0 — 0 = 0, mentre (ejez)e; — ey(eze1) = eze;7 —e10 = 0— 0 = 0, cioe

(ege1)er — ea(erer) = (erez)er — eq(eqey).
Quindi con questo prodotto A ¢ una K-algebra di pre-Lie, e la sua algebra
di Lie sottogiacente e data da [e1, es] = e5 ed € un esempio di algebra di Lie

di grado 2 non abeliana.

2.2 Matrici triangolari superiori n X n

Consideriamo innanzitutto un’applicazione 7 che manda ogni matrice
n X n nella matrice triangolare superiore ottenuta sostituendo tutti gli ele-
menti sotto la diagonale con 0, dividendo gli elementi della diagonale per
2 e lasciando invariati gli elementi sopra la diagonale. Sia A il K-modulo
delle matrici triangolari superiori n x n e, date z,y € A, denotiamo con “xy”
I'usuale prodotto riga per colonna. Definiamo una moltiplicazione - su A

come

Ty =1xy +T(xyT + yasT)

per ogni x,y € A e dove 27, y” indicano la matrice trasposta. Verifichia-
mo ora che (A,-) ¢ una K-algebra di pre-Lie: per farlo mostreremo che la
differenza (z-y) -z —x - (y - z) & simmetrica in « e y per ogni z,y,z € A.

Consideriamo il primo termine:
(w-y)-z= (@ -yztr@-y)" +22-y")=

= (ey)z+ 7y’ +yat)z+7((@-y)z" +2(z-y)") =

= (:cy)z+7(xyT—|—y:cT)z+T((xy)zT+T(xyT—|—y:cT)zT—l—z(xy)TJrzT(xyTerxT)T) =

= ayz + 7(zyz" + zy"2") + [termini simmetrici in x e ]

Per il secondo termine occorre osservare due semplici proprieta dell’ap-

plicazione T:

(1) per ogni matrice simmetrica s vale 7(s) = s — 7(s)T e 7(s)T = s — 7(s)
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(2) per ogni matrice triangolare superiore w vale w = 7(w + w?)

Abbiamo quindi
v (y-z)=aly-2)+r(x(y-2)" +(y-2)2") =

= a(y2)+ar(yz" +2y")+7(x(y2) +ar(y2"+2y" ) +(y2) 2" +r(y +2y")ah) =

Ora, usando (1), il secondo ¢ il quarto termine dentro al secondo operatore

7 diventano rispettivamente

wr(yz" +zy")" = a(yz" + 2y") —ar(y2" + 2y")
T(yz" +2y")a" = (2" + 2y")a" —r(y2" + 2y") 2"
mentre, usando (2), il secondo termine diventa

o7(yz" + 2y") = T(wr(y2" + 2yh) + 7yt + 2y") ")
Mettendo tutto insieme otteniamo quindi
T (y-2) =ayz + m(xr(y2 + 2y") + Ty + 2y et + x2TyT+
+a(yz’ +ay’) —ar(yz’ +ay’)tyzat +(ye ey )at -7y +ay)Ta") =
= ayz + (2T y" + ay2’ + 2y’ +yzal +y2Tat 4 o2yTaT) =
= zyz + 7(zyz" + 2y’ 2") + [termini simmetrici in x e y]

Vediamo cosi che la differenza z- (y-2) —x- (y- z) risulta in termini simmetrici

in z e y, quindi (A4, ) ¢ una K-algebra di pre-Lie.
Osservazione 2.2.1. L’algebra di Lie sottogiacente ad (A, -) & definita da
eyl =2 y—y- v =ay+ ey +ya’) —yr —r(ya” +ay’) =2y —yo

ovvero ritroviamo 'usuale struttura di algebra di Lie delle matrici triangolari

superiori.
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2.3 Derivazioni su K|z, ..., z,]|"

Sia K un anello commutativo con identita e sian > 1. Sia Ail K[z, ..., T,)-
modulo libero Kz, ...,x,]" con insieme libero di generatori {e, ...,e,}. Vi-
sto come K-modulo, A & K-modulo libero con generatori {21 ...zire; ; iy, ..., 1, >

0,7 =1,...,n}. Consideriamo 1'usuale derivazione su A:

. ol aine; se iy # 0.
ax (331 L 6]‘) = )
k 0, se i = 0.
e osserviamo che per ogni j,k =1, ...,n vale
0? 0?
- *
Orpdx;  Ox;0xy ()

Siano ora u = (uq, ..., u,),v = (v1, ..., v,) € A. Definiamo una moltiplicazione

come segue:
" Ouy " Ou,
veu = ZU, ..72%%)
=1 !
Allora, dato w = (wy, ...,w,) € A, si ha
" 8u1 " 8un
Z wﬂa Z “ Oy Z Z <O

_ u Ov, Ouy 0%*uy u Ovy, Ou,, *u,
B (Z wj(@xj Oxy, * Uk6$j8xk)’ o w](ﬁx] xy, i Lk@xjﬁzk))

jyk:]-

J,k=1

mentre

U 0v; 0wy U Ov;  Ouy,
(w-v) u= (Z(Z 8xk)8x] Z(Z axk)é?x )=

j=1 k=1 j=1 k=1
B ~ 811] ouy - 81)] ou,
B (];1 Dy 0, j%::l Oxy, Oz, )

Quindi w - (v-u) — (w - v) - u ha come i-esima componente

- Ovg 8ul = 0?u; - Ovg Ou;
(w'(U'U) Z WjH— 81’] 8$k Z wjvk8$ 8$k Z wjail‘jﬁ‘fk N

J,k=1 J,k=1 k=1
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dove nella penultima uguaglianza si e usata la proprieta (%) e la commutati-
vita di K.
Di conseguenza, w - (v-u) — (w-v)-u =v-(w-u)— (v-w)-u per ogni

w,v,u € A, cioe A ¢ una K-algebra di pre-Lie.

Osservazione 2.3.1. Consideriamo 'anello K = R e la R-algebra C'>°(R™)
e sia A il C*(R™)-modulo libero C*(R™)". Se per f = (fi,..., fn):9 =
(g1 -y gn) € C°(R™) definiamo % fj come I'usuale derivazione parziale per
ogni k,j = 1,...,n e definiamo f-g = (3 7_, fja%jgl, s D fja%jgn), allora
restano validi i calcoli precedentemente fatti e si verifica quindi che C*°(R")"
e una R-algebra di pre-Lie. Lo stesso vale piu in generale per C*(U™)", con
U aperto di R".

2.4 Alberi con radice

Definizione 2.4.1. Un albero ¢ un grafo non vuoto connesso senza cicli.
Un albero con radice di grado n e una coppia (7T,r), dove T & un albero
con n vertici indicizzati nell'insieme {1,...,n}, e la radice r & un vertice
contraddistinto di 7.

Teorema 2.4.2. Sia G un grafo, sia V ['insieme dei vertici di G e sia L

linsieme dei lati di G. Le sequenti condizioni sono equivalenti:
(a) G ¢é un albero;
(b) per ogni v,w € V esiste un unico cammino da v a w;

(¢) G é connesso e per ogni | € L il grafo G' = (V,L\{l}) é un grafo

SCONNESSO,

(d) G non ha cicli, e per ogni v,w € V, con v e w vertici distinti non

adiacenti, se l = {v,w} allora il grafo G"(V, LU{l}) ha un unico ciclo.
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Per la dimostrazione si veda [11, Teorema 14.1].

Sia T, lo spazio vettoriale avente per base I'insieme di tutte le classi di

isomorfismo degli alberi con radice di grado n e sia

T=PT.

n>1

Dati 11,75 € T, definiamo una moltiplicazione su 7 come segue:

T1 'TQZ Z Tl OvTQ
vEV(Tg)

dove V(T3) e I'insieme dei vertici di Ty e Ty o, Ty & V'innesto di Ty in v, cioe
I’albero ottenuto unendo con un nuovo lato la radice di 717 al vertice v di 15
e la cui radice ¢ la radice di T,. Estendiamo poi per bilinearita per ottenere
una moltiplicazione su tutto 7.

Vediamo un esempio. Siano

allora, rietichettando i vertici di T}, otteniamo

W
A ©
T101T2= e , TrogTy =
(3)
W ) RS
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quindi in tutto si ha

(1)
TI'T2= e +

Verifichiamo che in questo modo abbiamo definito un’algebra di pre-Lie.
Siano T3, T,, T3 € T, allora

Ty (T - T3) — (Ty - Ty) - T (). TyoyT3)—( > TioyTy) Ty =
’UEV T3) UEV(Tz)
= Z Z Tlongong— Z Z Tlongong,:
weV (ToUTs) veV (T3) weV (T3) veV (T2)
= Y Y T T, Ti+ > > TioyTwo,s— > Y TioTho, Ty =
weV (Tz) veV (T3) weV (T3) veV (T3) weV (T3) veV (Tz)
Z Ty 0y T30, T3
w,weV (T3)

¢ analogamente abbiamo

T (Ty-Ty) = (Ty-Th)-Ts= Y Tho,Tio,Ts
wweV (T3)
ma Z,w7,U€V(T3) Ty 0w Ts 0, T3 = Zw’vev(Tg) T, o, T 0, T3 perché T, e Ty si
innestano in entrambi i casi solo in T3, quindi, prendendo la somma su tutti

i vertici di T3, non e importante quale albero si innesti prima.
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Capitolo 3

Derivazioni su algebre di

pre-Lie

In questo capitolo viene fornita una dimostrazione dei risultati esposti
nella quinta parte di [3].
Sia (A,-) una K-algebra di pre-Lie e sia (4, [—, —]) la sua algebra di Lie

sottogiacente. Sia D una derivazione di (A, -), allora:
D([z,y)) =D(x-y—y-2)=D(x)-y+z-D(y) —D(y) - v —y- D(z) =

= (D(x) -y —y-D(x)) + (z- D(y) = D(y) - 2) = [D(x), 4] + [z, D(y)]

cioe D & anche una derivazione di (A,[—,—]), quindi si ha Der(A4,.) C
Der(A4, [—, —]).

Definizione 3.0.1. Sia A una K-algebra qualsiasi e consideriamo, per ogni
x € A, i morfismi di moltiplicazione a destra e a sinistra \,,p,: A — A,
rispettivamente definiti come A\, (y) = zy e p,(y) = yx per ogni y € A. La
sottoalgebra di Lie di gl(A) generata da tutti morfismi A, p, per ogni x € A
¢ detta 'algebra di moltiplicazione di Lie di A e si denota con L(A).

Definizione 3.0.2. Una derivazione D di A si dice derivazione interna se

D e L(A).

29
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In seguito, data una K-algebra (A, -), per semplicita scriveremo ab = a - b

per ogni a,b € A.

Proposizione 3.0.3. Le sequenti condizioni sono equivalenti per un morfi-
smo D € gl(A):

(a) D ¢é una derivazione di (A, ")
(b) [D,As] = Ap) per ogni x € A

(c) [D, pa] = pp(a) per ognix € A

Dimostrazione. Sia D una derivazione. Per definizione D(zy) = (Dz)y +
2(Dy) per ogni 7,y € A, quindi [D, \,](5) = D(\u(y))—Ae(D(y)) = D(zy) -
xD(y) = D(z)y + D(y) — xD(y) = Ap@)(y) e analogamente si verifica che
(D, pz] = pp)- Viceversa supponiamo che valga (b), cioe [D,\;] = Apw
per ogni z € A (la verifica ¢ analoga se supponiamo valga (c)). Allora
D(z)y = Ap)(y) = D(Au(y)) — Ae(D(y)) = D(zy) — xD(y), da cui D(zy) =
D(x)y + xD(y) per ogni x,y € A. O

Chiamiamo Inder(A) l'insieme di tutte le derivazioni interne di A. Come

conseguenza della proposizione precedente, Inder(A) ¢ un ideale di Der(A, -).
Proposizione 3.0.4. Sia (4, -) una K-algebra di pre-Lie, sia v € A. Allora:
(i) Az € Der(A,-) se e solo se (ax)b =0 per ogni a,b e A
(ii) ps € Der(A,-) se e solo se (ab)x — a(bx) = (ax)b per ogni a,b € A
(iii) ad, = Ay — px € Der(A, ) se e solo se (ab)x = a(bx) per ogni a,b € A

(iv) T(A) = {x € A ; ad, € Der(A,-)} ¢ una sottoalgebra associativa di
(A7 )

Dimostrazione. Verifichiamo (i). Il morfismo A, & una derivazione di (A, ")
se e solo se z(ab) = (za)b+ a(xb) per ogni a,b € A, ma grazie alla proprieta
di pre-Lie, questo vale se e solo se a(xb) = x(ab) — (za)b = a(zb) — (ax)b,

cioe se e solo se 0 = —(ax)b.
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La verifica di (ii) & ancora pit immediata in quanto si ha (ab)z — a(bz) =
(ax)b se e solo se (ab)x = (ax)b+ a(bx) per ogni a,b € A, ovvero se e solo se
pz(ab) = pz(a)b+ apy(b).

Per il punto (iii) vediamo che ad,(ab) = x(ab) — (ab)x mentre ad,(a)b +
aad,(b) = (za)b—(ax)b+a(xb) —a(bz), quindi ad, ¢ una derivazione se e solo
se (ax)b — a(xzb) + a(bx) = (xa)b — x(ab) + (ab)x per ogni a,b € A. A questo
punto, per la proprieta di pre-Lie, possiamo eliminare i primi due termini a
sinistra e a destra, ottenendo a(bx) = (ab)x.

Infine, T(A) & chiaramente un sottomodulo di A grazie alla K-bilinearita
della moltiplicazione e per definizione T(A) & associativa, quindi basta mo-
strare la chiusura rispetto all’operazione di algebra. Osserviamo che il pun-
to (iii) ¢i permette di scrivere T(A) = {z € A ; (ab)r = a(bz) per ogni
a,b € A}, quindi per ogni x,y € T(A) e per ogni a,b € A abbiamo

a(b(zy)) = a((bx)y) = (a(br))y = ((ab)x)y = (ab)(xy)
cioe xy € T(A). O
Corollario 3.0.5. Sia (A,-) una K-algebra di pre-Lie. Allora:

(i) ady(A) = {ad, ; ad, € Der(A,-)} é un ideale di Lie di Der(A,[—, —])
se e solo se D(T(A)) C T(A) per ogni D € Der(A, [—, —])

(i) ad(A) = {ad, ; x € A} é un ideale di Der(A,-) se e solo se (A,-) é

associativa
(iii) Se Der(A,-) = Der(A, [, —]) allora A ¢ associativa

Dimostrazione. Verifichiamo (i). Per definizione, ady(A) ¢ un ideale di Lie
di Der(A, [—, —]) se e solo se per ogni D € Der(A, [—, —]) e ogni z € T(A) si
ha [ad,, D], [D,ad,] € ad)(A). Siano a € A,z € T(A),D € Der(A, [—, —]),

allora vale
[ad,, D)(a) = ad,(D(a)) — D(ad,(a)) = [z, D(a)] — D([z,d]) =

= 2, D(a)] - [D(x),a] ~ [z, D(a)] = ~[D(x), a] = ad_p(s)(a)
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quindi [ad,, D] = ad_p(y) € Der(A, -) se e solo se, per ogni D € Der(A4,[—, —])
eognix € T(A), si ha —D(z) € T(A), cioe se e solo se D(T(A)) C T(A) per
ogni D € Der(A, [—, —]). Analogamente si verifica per [D, ad,].

Per quanto riguarda (ii), ad(A) & un ideale di Der(A4, -) se e solo se valgono

due condizioni:
(1) [ads, D] e [D,ad,| sono morfismi aggiunti per ogni x € A e ogni D €
Der(A4,-)
(2) ad, € Der(A,-) per ogni z € A
Per ogni a,z € A e ogni D € Der(A4,-) vale

lad,, D](a) = ad,(D(a)) — D(ad,(a)) = zD(a) — D(a)xr — D(za — ax) =

=2D(a) — D(a)x — D(z)a — zD(a) + D(a)x + aD(z) =
= —D(z)a+ aD(x) = ad_p((a)

e analogamente si verifica che [D,ad,] = adp(,), quindi (1) & sempre veri-
ficato. Per il punto (iii) della proposizione precedente, (2) ¢ equivalente a
chiedere che a(bx) = (ab)x per ogni a,b,z € A, cioé vale se e solo se (A4,-) ¢
associativa.

Infine, abbiamo gia visto che vale sempre Der(A,-) C Der(A,[—,—]).
Supponiamo che valga anche I'inclusione opposta, cioé che ogni derivazione
in (A, [—,—]) sia anche una derivazione in (A,-). Allora, in particolare, per
ogni ¢ € A si ha ad. € Der(A,-), quindi per il punto (iii) della proposizione

precedente vale a(bc) = (ab)c per ogni a,b,c € A, ovvero A & associativa. [
Proposizione 3.0.6. Sia (A,-) una K-algebra di pre-Lie. Allora:

(i) N(A) ={x € A; N\, =0} ¢ un ideale di (A,-)

(ii) R(A) ={z € A; p, =0} é un ideale sinistro di (A,-)

Dimostrazione. Si verifica facilmente che N(A) e R(A) sono sottomoduli di

(A,-). Siano a,b € A, x € N(A), allora per la proprieta di pre-Lie si ha
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Aoz (D) = (ax)b = a(xb) + (za)b — x(ab) dove i tre addendi a destra sono tutti
nulli poiché z € N(A), quindi A\,, = 0. Si ha anche che \,, = A\g = 0, dunque
perogniz € N(A)eognia € Asihaa-z,z-a € N(A) eil punto (i) & quindi
verificato.

I1 punto (ii) & ovvio in quanto pu.(b) = pg = 0 per ogni = € R(A) e ogni
a € A. O



34

3. Derivazioni su algebre di pre-Lie




Capitolo 4

Commutatore su algebre di

pre-Lie

4.1 Algebre semi-abeliane e termini di Ma-

I’cev

Per le definizioni e i risultati di questa sezione facciamo riferimento a [6]
e [4].

Ricordiamo che in un’algebra universale X un termine di Mal’cev & un
termine ternario t(z,y, z) tale che t(z,x,z) = 2z e t(r,2,2) = x per ogni
x,z € X. Questo induce quindi un’applicazione p: X x X x X — X tale che

p(r,x,2) =z e p(x,z,2) = x per ogni x,z € X.

Definizione 4.1.1. Sia C una categoria e siano u: U — X ev: V — X due
monomorfismi in C. Diciamo che la coppia (u,v) € un covering pair quando
ogni altro monomorfismo m: Z — X che fattorizza u ¢ v ¢ necessariamente

un isomorfismo.
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Definizione 4.1.2. Una categoria C che ammette limiti finiti e ha un oggetto
nullo si dice protomodulare se per ogni epimorfismo split (f,s): X = Y la

coppia di monomorfismi s: Y — X ¢ k: Kerf — X ¢ un covering pair.
Definizione 4.1.3. Una categoria C si dice semi-abeliana quando:

1. C ha un oggetto nullo;

2. C e esatta;

3. C e protomodulare;

4. C ammette prodotti binari.

Osserviamo che la varieta delle K-algebre di pre-Lie ¢ una categoria Barr-
esatta, ¢ una varieta di Q2-gruppi, e protomodulare e semi-abeliana [16, Exam-
ple (2)]. In particolare, ogni algebra A di pre-Lie presenta una struttura di
gruppo rispetto all’addizione dunque, come mostra [4, Prop. 5.3.1], ¢’¢ un
termine di Mal’tsev definito da p(z,y,z) = * — y 4+ 2z per ogni z,y,z € A.
Inoltre si verifica facilmente che p(p(z,y,0),0,y) = 0 per ogni z,y € A, quin-
di, per [4, Prop. 3.1.8], la varieta delle algebre di pre-Lie e protomodulare.
Vale anche p(p(z,y,t)t, z) = p(x,y, 2) per ogni z,y, z,t € A, quindi la varieta
e semi-abeliana per [4, Prop. 5.3.3].

Definizione 4.1.4. Sia C una categoria protomodulare, siano X, Y, Z oggetti
di C e consideriamo due morfismi f: X — Z, f': Y — Z. Diciamo che la
coppia (f, f') commuta se esiste un morfismo ¢: X X Y — Z tale che sia

commutativo il seguente diagramma:

Diciamo che X ¢ abeliano se (1x,1x) commuta.
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4.2 Commutatori di Huq e Smith

Siamo interessati a trovare una buona definizione di commutatore di due
ideali in un’algebra di pre-Lie, in modo da poterne studiare il reticolo mol-
tiplicativo. Per farlo utilizzeremo i commutatori di Huq, introdotti appunto
da Huq in [15], e i commutatori di Smith, che sono stati introdotti da Smith
in [21]. In particolare vedremo che questi due commutatori coincidono nelle
algebre di pre-Lie.

Abbiamo visto nella sezione precedente che la varieta delle K-algebre di
pre-Lie e semi-abeliana, e in questo caso il commutatore di Huq si definisce

come segue:

Definizione 4.2.1. Sia A una K-algebra di pre-Lie e siano I, J ideali di A.
Definiamo il commutatore di Huq [I, J|g come il piu piccolo ideale di A tale

che 'omomorfismo canonico I x J — A/[I, J]y sia ben definito.

Proposizione 4.2.2. Siano I,J due ideali in una K-algebra di pre-Lie A,
allora vale |1, Jlg =1J + JI.

Dimostrazione. L'omomorfismo 6: I x J — A/[I, J]y ¢ ben definito se e solo
se, presi (4,7), (i, 7)) € I x J, vale a((i,7) - (¢, 7)) = a(i,j)a(i, j), cioe se
e solo se i’ + jj' = (i + j)(i' + 7') modulo [I, J]y. Quindi otteniamo che &
¢ un omomorfismo se e solo se ij’ + ji’ = 0 modulo [I, J]|y, cioe se e solo se
iy’ +ji’ € [I,J]g. Siha dunque che [I,J]g =1J + JI. O

Definizione 4.2.3. Sia A una K-algebra di pre-Lie, siano I, .J ideali di A e
consideriamo il termine di Mal’stev definito da p(a, b, ¢) = a—b+c. Il commu-
tatore di Smith [I, J]s & il piu piccolo ideale di A tale che p: {(a,b,c);a,b,c €
Aja = b modl,b = ¢ modJ} — A/[I,J]|s sia un morfismo di algebre di
pre-Lie.

Proposizione 4.2.4. Siano I,J due ideali in una K-algebra di pre-Lie A,
allora vale [1,J]s =1J + JI.
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Dimostrazione. L’applicazione p: {(b+i,b,b+ j);b € Aji € I,j5 € J} —
A/[I,J]s & un omomorfismo se e solo se, per ogni b, b’ € A, i,i' € I, j,j' € J,

vale
p((b+i,0,b+7) (' +7, 0,0 +35") = p(b+i,b,b+5)p(b' +i', 0/, V' +5") mod[I, J]s

ciod p((b-+1)(¥ + 1), b8, (b+ )b/ + 1) = (b+i+ )+ + ) modlI, J]s,
da cui si ottiene 0 = iy’ + ji’ mod[I, J]s. Quindi il commutatore di Smith &
I'ideale generato da {ij’, ji';i,i' € I,4,j' € J}, cioe [I,J)s = 1J + JI. O

Corollario 4.2.5. Siano I, J due ideali in una K-algebra di pre-Lie A, allora

i commutatori di Huq e Smith coincidono e vale
(L, Jg=1I,J]s=1J+JI

Possiamo quindi evitare di distinguere tra commutatori di Huq e Smith,
riferendoci ad essi semplicemente come commutatori. Chiaramente il com-
mutatore ¢ commutativo, nel senso che [I, J] = [J, I].

In generale, se X ¢ un sottoinsieme qualsiasi di una K-algebra di pre-Lie
A, si definisce I'ideale generato da X come 'intersezione di tutti gli ideali di
A che contengono X e lo si denota con (X). Questo ideale pud anche essere
scritto come 'unione (X) = UnZO X,, della catena ascendente Xy, C X; C ...
di K-sottomoduli di A, dove X ¢ il sottomodulo generato da X, mentre si
definisce ricorsivamente X,, .1 = X,, + AX,, + X, A.

In particolare, abbiamo la seguente caratterizzazione per I'ideale [I, J]:

Proposizione 4.2.6. Siano I,J due ideali in una K-algebra di pre-Lie A,

allora si ha

[1J)=1J+> S,

n>0

con S, = ((...(((JI)A)A)...)A) A dove il fattore A compare n volte a destra.

Dimostrazione. 11 K-sottomodulo 1. + 3 -, S, contiene chiaramente I/ e
JI ed ¢ contenuto nell’ideale generato da I.J U JI, quindi basta mostrare che

e chiuso per moltiplicazione a destra e a sinistra per elementi di A.
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Per la proprieta di pre-Lie si ha A(IJ) C (AI)J + (IA)J + I(AJ) C 1J, e
analogamente otteniamo A(JI) C JI.

Verifichiamo ora per induzione che AS, C S, + S,.1 per ogni n > 0. 1l
caso n = 0 segue da quanto appena visto poiché ASy = A(JI) C JI C
JI + (JI)A = Sy + S;. Supponiamo quindi che la proprieta valga per un
generico n > 0 e verifichiamo per n + 1: abbiamo AS,,; = A(S,A4) C
(AS,) A+ (S, A)A+S,(AA) C (S +Snt1)A+Sn11A+S, A= 5, A+5, 1A=
Snt1 + Snya.

Per la moltiplicazione a destra per definizione vale S, A = S, 1 e infine
vediamo che (IJ)A C I(JA)+ (JI)A+ J(IA) C 1J+ 51+ So.

Nel prossimo esempio utilizzeremo questa caratterizzazione per mostrare

che il commutatore non ¢ associativo, cioe non vale necessariamente [I, [J, L]] =

[[Z, J], L] per I, J, L ideali di un’algebra di pre-Lie.

Esempio. Sia 7 l'algebra degli alberi con radice vista nella quarta sezione
del Capitolo 2 e consideriamo l'algebra A := T /755, dove T>5 ¢ l'ideale di
T generato da tutti gli alberi con radice con almeno 5 vertici. Come K-
modulo, 7>5 e il sottomodulo generato da tutti gli alberi con radice con
almeno 5 vertici. A meno di isomorfismo, gli alberi con radice che hanno al

massimo 4 vertici sono i seguenti:
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(0 ©)

c= d= a f= a 9=
@ ® O ®
) W O

quindi A ¢ il K-modulo libero generato da {v,e, a,b,c,d, f,g} e ha quindi
dimensione 8. La moltiplicazione - tra i generatori di A & riassunta nella

seguente tabella:

v e a b c d f g
vie a+b c+2f f4+d+g 0 0 0 0
elb f4+g 0 0 0 0 0 0
a|d 0 0 0 00 0 0
blg 0 0 0 00 0 0
c|0 O 0 0 0 0 0 0
d|{ 0 0 0 0 00 0 0
f10 0 0 0 00 0 0
g0 O 0 0 00 0 0

Dalla tabella si vede che A? = AA ¢ generato da {e,a,b,c,d, f,g} ed & quindi

un K-modulo di dimensione 7, e analogamente si evince che A?A & generato

da {b,d,g, f}.

Sfruttando la proposizione precedente otteniamo dunque
[A Al = AA+ > (((AA)A). A)A = A* 4 A’A = A
n>0
Consideriamo ora A2A?%: sempre dalla tabella vediamo che ¢ generato da

{f + g}, inoltre (f + g)A = A(f + g) = 0 quindi vale

(A% A% =) (L((APA)A)A)A= LA +0+0+ .. = A°A7

n>0
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ciod [A2, A?] ¢ il K-modulo libero di dimensione 1 generato da {f + g}.
Guardiamo ancora la tabella e vediamo che AA? ¢ generato da {a + b, f +
g,c+2f, f+d+ g}, mentre (A2A)A ¢ generato da {g} quindi ((A?)A)A = 0.

In tutto otteniamo
[A, AQ] = AA% + A%A + (AQA)A

ciot [A, A?] ¢ il K-modulo libero di dimensione 6 generato da {a, b, c,d, g, f}.
Inoltre [A, A%JA & generato da {d,g}, dunque ([A, A*JA)A = 0, mentre
A[A, A?] & generato da {c+2f, f + g+ d}.

Alla fine risulta quindi che [A, [A, A%]] = A[A, A%] + [A, A%]A ¢ il K-modulo
libero di dimensione 4 generato da {c,d, f, g}, mentre abbiamo visto prima
che [[A, A], A%] = [A?, A?] ha dimensione 1 ed & generato da {f + g}. In
particolare osserviamo che [A, [A, A?]] # [[A, A], A?], cio¢ in questo caso il

commutatore non ¢ associativo.

4.3 Reticolo degli ideali

Con la definizione di commutatore data nella sezione precedente, possia-
mo introdurre il reticolo moltiplicativo di tutti gli ideali di una K-algebra di
pre-Lie A: lo definiamo come il reticolo modulare completo £(A) di tutti gli

ideali di A insieme al commutatore di ideali.

Definizione 4.3.1. Una K-algebra di pre-Lie A si dice abeliana se [A, A] = 0.
Questo significa richiedere che ij = 0 per ogni i,j € A. In particolare si
richiede che la somma o: A x A — A, o(i,j) = i + j, sia un morfismo
di algebre di pre-Lie perché ¢ ¢ un morfismo se e solo se o((4, ), (i, 7)) =
o(i,7)o(i',7"), ossia se e solo se i’ + jj' =i’ +ij' + ji' + jj’, quindi se e solo

se iy’ 4+ ji' = 0 per ogni 4,7, 7, ' € A.

Definizione 4.3.2. Un ideale P di una K-algebra di pre-Lie A si dice primo
se e propriamente contenuto in A e, per ogni ideale I,.J di A, la condizione
[I,J] C Pimplica I C Po JC P.
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L’ideale P si dice semiprimo se, per ogni ideale I di A, la condizione [I,I] C P
implica I C P.

Osservazione 4.3.1. Invece del commutatore [/, J] avremmo potuto adotta-
re un’altra definizione di prodotto tra ideali in un’algebra di pre-Lie: avrem-
mo potuto prendere 1'usuale prodotto I.J, cioe il K-sottomodulo generato da
tutti i prodotti finiti ij, oppure I'ideale (I/.J) generato dal K-sottomodulo 7.J.
Osserviamo che vale IJ C (I.J) C [I,J] = (IJ)+(JI). A queste diverse scel-
te di prodotto corrispondono diverse nozioni di “ideale primo”, ma vedremo

nella prossima proposizione che queste nozioni sono equivalenti:

Proposizione 4.3.3. Le sequenti condizioni sono equivalenti per un ideale
P di una K-algebra di pre-Lie A:

(a) Se I,J sono ideali di A e IJ C P, alloral CP oJ CP;
(b) Se I,J sono ideali di A e (IJ) C P, allora I C P o J C P;
(c) Se I, J sono ideali di A e [I,J] C P, allora I C P o JC P;

Dimostrazione. Le implicazioni (a) = (b) = (c) sono conseguenza diretta
del fatto che IJ C (IJ) C [I,J]; vediamo dunque che (¢) = (a). Sia P
un ideale che soddisfa la condizione (c) e siano I, J due ideali di A tali che
IJ C P. Essendo P un ideale, allora vale (IJ) C P. Inoltre, [(JI), (JI)] =
((JI)(JI)) € (IJ) C P. Quindi, per lipotesi (c¢), abbiamo (JI) C P e
dunque (I, J] = (IJ) + (JI) C P. Usando ancora (c), otteniamo che [ C P
oJCP. ]

In particolare, quest’ultima proposizione mostra che se ’algebra di pre-
Lie A e associativa allora la nozione di ideale primo coincide con 1'usuale

nozione di ideale primo per le algebre associative.

Definizione 4.3.4. Una K-algebra di pre-Lie A si dice idempotente (o
perfetta) se [A, A] = A.
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Definizione 4.3.5. Sia A un’algebra di pre-Lie. Denotiamo con Spec(A)
I'insieme di tutti i suoi ideali primi, e per ogni I € L(A) sia V(I) = {P €
Spec(A) ; P D I}. Allora possiamo dare una topologia a Spec(A) prendendo
come famiglia di insiemi chiusi tutti i V(I), con I € L(A). Questo spazio

topologico & detto spettro di A ed & uno spazio sobrio (si veda [13]).

Definizione 4.3.6. Una K-algebra di pre-Lie si dice iperabeliana se non ha
ideali primi.

Per esempio, le algebre di pre-Lic abeliane sono iperabeliane.

Definizione 4.3.7. Data una K-algebra di pre-Lie A, la sua serie centrale

discendente ¢ la seguente serie discendente:
A:AleQZA?)Z

dove A, 11 = [A,, A] per ogni n > 1.

Se A, = 0 per qualche n > 1 allora A si dice nilpotente. Non & necessario
distinguere tra nilpotenza destra e sinistra perché il commutatore e commu-
tativo, cioe [A,, A] = [A, A,].

La serie derivata di A e la seguente serie discendente:
A=A > A0 > A® > |

dove A = [A™ AM] per ogni n > 0.
Se AM™ = 0 per qualche n > 0 allora A si dice risolubile.

Come abbiamo osservato nella sezione precedente, il commutatore non e
associativo, quindi non possiamo affermare che la condizione di risolubilita

sia equivalente alla nilpotenza.



44

4. Commutatore su algebre di pre-Lie




Capitolo 5

Prodotti semidiretti e bimoduli

su algebre di pre-Lie

5.1 Endomorfismi idempotenti e prodotti se-

midiretti

Sia A una K-algebra di pre-Lie e sia e un endomorfismo idempotente
di A. Allora abbiamo la scomposizione di K-moduli A = Ker(e) & e(A),
dove Ker(e) e un ideale di A e e(A) e una K-sottoalgebra di pre-Lie di A.
Tenendo a mente questa scomposizione, vedremo ora la nozione di prodotto

semidiretto e la sua relazione con gli endomorfismi idempotenti.

Definizione 5.1.1. Sia A una K-algebra di pre-Lie che si scompone co-
me somma diretta di K-moduli in A = I & B, con [ ideale di A e B K-
sottoalgebra di pre-Lie di A. Allora diciamo che A e prodotto semidiretto
(interno) di I e B.

Proposizione 5.1.2. Sia A una K-algebra di pre-Lie, sia I un ideale di
A e B una K-sottoalgebra di pre-Lie di A. Le sequenti condizioni sono

equivalenta:
i) A=1& B come K-modulo;
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ii) Per ognia € A esiste un unicoi € I e un unico b € B tale che a = i+b;

iii) Esiste un morfismo di K-algebre di pre-Lie A — B la cui restrizione a

B ¢ l'identita e il cui nucleo e I;

iv) FEsiste un endomorfismo di K-algebre di pre-Lie idempotente di A la

cui immagine € B e il cui nucleo e I.

Dimostrazione. Vediamo che i) implica ii): sia a € A, allora, poiché A =
I + B, possiamo scrivere a = ¢ + b per qualche ¢ € [ e b € B. Vediamone
l'unicita. Se esistono i’ € I e b’ € B tali che a =¢ + b allorai+b=14+V,
cioe 1 — i = b—b. Ma la somma ¢ diretta, quindi B NI = 0, e otteniamo
1—1=b—-0=0,dacuii=icb="0.

Supponiamo adesso che valga ii). Allora possiamo definire un morfismo
m: A — B come m(a) = b se e solo se esiste un i € [ tale che a = i + b,
con b € B. Questa applicazione ¢ K-lineare, infatti, dati a = i + b,d’ =
i'"+V eA sihan(a+a)=n((i+)+O+V)) =b+b =n(a)+7(d) e
m(ad) =7((i +b)(V' + b)) = 7(ii’ + il + bi’ + bb') = bb' = 7(a)w(a’), inoltre
per ogni k € K vale w(ka) = w(ki + kb) = kb = kn(b). Abbiamo poi che
a=1+b € Ker(m) se e solo se 0 = 7(a) = b, cioe se e solo se a =i € [.
Infine, chiaramente se a = b € B si ha 7(b) = b, ossia 7 ristretto a B ¢
I'identita, verificando dunque iii).

Se vale iii), cioe se esiste un morfismo 7 di K-algebre di pre-Lie A — B
la cui restrizione a B e l'identita e il cui nucleo e I, allora dato che B C
A possiamo definire un endomorfismo f: A — A come f(a) = w(a) per
ogni a € A. Se b € B allora f%(b) = f(f(b)) = w(n(b)) = w(b) = f(b)
poiché 7|p = idg. Se invece a € A\B allora f(a) = 0 = f?(a), quindi f ¢
idempotente ed e verificata la condizione iv).

Supponiamo infine che esista un endomorfismo f come in iv) e dimo-
striamo che consegue i). Poiché B,I C A basta mostrare che [ + B = A e
I N B =0. Chiaramente I + B C A, mostriamo quindi I'inclusione opposta:

sia a € A, e scriviamo a = a — f(a) + f(a). Essendo f idempotente, vale

fla=f(a)) = f(a) = f*(a) = f(a) = f(a) = 0, quindi a — f(a) € Ker(f) = I.
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Inoltre ovviamente f(a) € f(A) = B, quindi possiamo scrivere ogni a € A
come somma di un elemento a — f(a) di I e un elemento f(a) in B. Sia ora
a € INB=Ker(f)NIm(f). Allora f(a) = 0 ed esiste un elemento a’ € A
tale che f(a') = a, quindi otteniamo 0 = f(a) = f?(a’) = f(a') = a, dunque
INB=0. O

Dalla precedente proposizione vediamo che esiste una corrispondenza 1-1
tra l'insieme di tutti gli endomorfismi idempotenti di una K-algebra di pre-
Lie A e l'insieme di tutte le coppie (I, B) dove [ ¢ un ideale di A, B ¢ una

K-sottoalgebra di A e A ¢ somma diretta di I e B come K-modulo.

Sia ora (A,-) una K-algebra di pre-Lie che sia prodotto semidiretto di
un suo ideale I e una sua K-sottoalgebra di pre-Lie B. Nella Sezione 1.3
avevamo osservato che ogni ideale ¢ un modulo, quindi abbiamo un pre-
morfismo A: (B,:) — (End(/f),o) dato dalla moltiplicazione a sinistra per
elementi di B. Possiamo considerare un ulteriore morfismo di K-moduli
p: B — End(If), dato dalla moltiplicazione a destra per elementi di B, cioe
p: b py, con py(i) =i-bperognii € I. In questo modo possiamo riscrivere
la proprieta di pre-Lie come pa(Ao(7)) — Ao(pa(7)) = (pa 0 pp — pp.a) (i) per ogni
a,b € Beié€l,oppure come A\, (i)-j—Ag(1-7) = pa(i) -7 —1-Aa(J) per ogni
a€ Bei,je I, oancoracome p,(r-y) — - p.(y) = pa(y-x) —y- pa(x) per
ognia € Bei,jel.

Viceversa, vediamo con il seguente teorema che possiamo costruire un

prodotto semidiretto esterno:

Teorema 5.1.3. Siano I e B due K-algebre di pre-Lie e sia (\, p) una coppia
di mappe K-lineari B — End(Ig) tali che:

(a) A: (B,:) — (End(Iy), o) sia un pre-morfismo;
(D) Pa©Xo = Xy © pa = pa © py — Poa PET Ogni a,b € B;
(€) Aa(?) - —Aa(i-7) = pali)-J—i-A(j) per ognia € B ei,j € I;

(d) pali-j) =i+ pa(j) = palj-i) = j - pali) per ognia € B ei,j € I.
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Sulla somma diretta di K-moduli I & B defintamo una moltiplicazione x
ponendo

(i,0)  (j, ) = (i - j + Xo(j) + pe(), 0 )
per ogni (i,b),(j,¢) € I & B. Allora (I & B, %) ¢ una K-algebra di pre-Lie.

Dimostrazione. Per ogni a,b,c € B e x,y,z € I abbiamo

((z,a) * (y,0)) % (z,¢) = (2 y + Aa(y) + po(2), @ - b) * (2,¢) =
=<<xy)z+)‘a(y)Z+pb(x>z+)\ab( ) (1)
+pc($ Y+ /\a(y) + pb<x))7 (a ’ b) ’ C)

(z,a) * ((y,0) * (2,¢)) = (x,a) * (y - =+ Mo(2) + pe(y), b~ ¢) =
= (@ (y-2)+x-N(2) + 2 pey)+ (2)
FAa(y - 2+ M(2) + pe(y)) + poc(@),a- (b))

La differenza tra (1) e (2) e

(z-y)-z2—2-(y-2)+Aaly) 2= Aaly - 2)+
+op(x) -2 — 2 Mp(2) + Aan(2) — (Mg 0 Xp)(2)+
(- y) — - pe(y) + pe(Aa(y)) — Aalpe(y)) + pel(pp(2)) — poe(2)),
(a-b)-c—a-(b-c)).

+
+

Allo stesso modo, per simmetria, vale

((y,0) * (z,a)) * (z,¢) = (y,b) x ((x,a) * (z,¢)) =
((y-2)-z2—y-(x-2)+X(x) 2= Nl 2) + paly) - 2 — ¥ - Aal2)+
FApa(2) = (Ao 0 Aa)(2) + pe(y - @) = ¥+ pe() + pe(Xo(2)) — Ap(pe(x))+
+0c(Pa(y)) = Pac(y)): (b-a)-c—b-(a-c)).

Per ipotesi su I e B vale la proprieta di pre-Lie, quindi basta mostrare che

Aaly) -2 = Aaly - 2) + po() - 2 — 2 - Ap(2) + Aan(2) — (Aa 0 Ap)(2)+
+pe(® - y) = - pe(Y) + pe(Aa(¥)) = Xalpe(y)) + pelpp(2)) — prc(T)) =
() -2 = M- 2) + pa(y) - 2 =y Aa(2)+

Fhoal(2) — (Mo 0 Aa)(2)+

(Y ) =y pe(@) + pe(Mo(2)) — Mo(pe())+

+0c(pa(y)) = Pac(y))

(3)



5.2 Bimoduli su un’algebra di pre-Lie

49

Ora
M(W) 2=y 2) =paly) - 2 — 1y - Aa(2) per l'ipotesi (c);
po(x) 2z —x - Mp(2) = Np() - 2 — Np( - 2) per l'ipotesi (c);
Aab(2) — (Aa 0 Xp)(2) = Mpa(2) — (Ap 0 Ay)(2) per lipotesi (a);
pe(@ - y) =@ - pely) = pe(y - @) — y - pe(x) per l'ipotesi (d);
Pe(Aa(¥)) = Aalpe(y)) = pe(pa(y)) = pac(y))  per Vipotesi (b);
Pe(pp(®)) = poc(®)) = pe(Ao()) — As(pe(2))  per Vipotesi (b).
Sommando insieme queste equazioni si ottiene I’equazione (3). O

Dunque il teorema ci mostra le quattro proprieta che deve avere un’azione
(A, p), ovvero una coppia di mappe K-lineari B — End(/f), per costruire
il prodotto semidiretto di una K-algebra di pre-Lie B che agisce su una

K-algebra di pre-Lie I.

5.2 Bimoduli su un’algebra di pre-Lie

Un caso interessante di prodotto semidiretto ¢ quando 'algebra di pre-
Lie I & abeliana, cioe il caso in cui I’azione, ovvero la coppia (A, p) di mappe
K-lineari B — End([g), ¢ un’azione della K-algebra di pre-Lie B su un

K-modulo M. In altre parole, quando / ¢ un B-bimodulo:

Definizione 5.2.1. Sia A una K-algebra di pre-Lie. Un bimodulo su A € un
K-modulo M con una coppia (), p) di mappe K-lineari A — End(M) tali
che:

(a) A: (A,-) = (End(M),o) sia un pre-morfismo (cioe, M & un modulo
su A);

(b) pa o Xy — Ap© pa = pPa © po— Poa PEr OgNi a,b € B.

Osserviamo che le condizioni (¢) e (d) del teorema precedente sono sempre
soddisfatte perché in questo caso il K-modulo M viene visto come un’algebra

di pre-Lie abeliana, cioe un’algebra con moltiplicazione nulla.
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Questa definizione appare per esempio in [20], dove 'autore A. Nijenhuis da
la seguente interpretazione della condizione (b): In (b) il termine a sinistra
Pa © Ap — Ap © p, misura quanto 1’azione non riesce ad essere associativa (per i
bimoduli su un’algebra associativa questo termine deve essere zero), mentre
il termine a destra p, o p, — pp.o descrive quanto p non riesce a essere un

antiomomorfismo di K-algebre.

5.3 Algebre unitali e estensione di Dorroh

Abbiamo visto che la classe delle algebre di pre-Lie contiene la classe delle
algebre associative. Queste ultime, in particolare, si considerano solitamente
con identita, e quando l'identita non e presente allora la si aggiunge con una

costruzione detta “Estensione di Dorroh” [10]. Vediamolo pit precisamente:

Definizione 5.3.1. Sia (A,-) una K-algebra qualsiasi. Una identita su A ¢
un elemento 14 € A talechea-14 =14-a = a per ogni a € A. Chiaramente,
se esiste, l'identita € unica.

Se un’algebra ha un’identita allora si dice unitale.

Definizione 5.3.2. Sia (A,-) una K-algebra qualsiasi. Un elemento e € A
si dice idempotente se €2 :==¢-e = e.
Lo zero e sempre un elemento idempotente e, se esiste, anche 'identita e

idempotente.

Sia A una K-algebra di pre-Lie. Anche 'anello associativo commutativo
K ¢ una K-algebra di pre-Lie, e ¢’e¢ una corrispondenza 1-1 tra l'insieme
di tutti i morfismi di K algebre di pre-Lie K — A e l'insieme di tutti gli
elementi idempotenti di A. Infatti, se e € A & idempotente allora il morfismo
corrispondente ¢ ¢.: K — A dato da ¢.(a) = ae per ogni a € K, e viceversa
per ogni morfismo ¢: K — A, il corrispondente elemento idempotente di A
e o(1).

Essendo K una K-algebra di pre-Lie, possiamo considerare la coppia

di morfismi di K-moduli (), p) definiti come mappe K — End(Ag) dove
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Ao = pPao € la moltiplicazione per a per ogni o € K. Con questa scelta le con-
dizioni (a), (b), (c), (d) del teorema precedente sono banalmente soddisfatte
e otteniamo quindi il prodotto semidiretto A# K, dove A#K = A& K come

K-modulo e la moltiplicazione e definita da

(z,0)(y, B) = (x -y + Bx + ay, af)

per ogni z,y € A e ogni o, 3 € K. Osserviamo in particolare che, per ogni
x€Aeogni o€ K, vale (x,a)(04,1g) = (- 0+ 1gx + a0, alg) = (z, )
e analogamente (04, 1x)(z, ) = (z,a), dunque A#K ¢ una K-algebra di
pre-Lie unitale con unita (04, 1x).

L’algebra di Lie sottogiacente a A# K e la somma diretta dell’algebra di Lie
sottogiacente di (A, ) e I'algebra di Lie abeliana K, infatti

[(z,0), (y,8)] = (v y + B + ay,aB) = (y -« + ay + Bz, fa) =
= (..'L' Y — ny',OZB - BOZ) = ([ajvy]v [aaﬁ])
Vediamo ora il caso particolare in cui anche A e unitale:

Proposizione 5.3.3. Sia (A,:) una K-algebra di pre-Lie unitale. Allora
A#K =2 A x K come K-algebre.

Dimostrazione. Consideriamo la mappa n: A#K — A x K definita come
n(z,a) = (x + aly, ). Chiaramente 7 ¢ un isomorfismo di K-moduli, quin-
di basta verificare che sia anche un morfismo di K algebre. Siano dunque
(x,a), (y,B) € A#K, abbiamo

n((z, @) (y, B)) =n(x-y+ pr+ ay,apf) = (x -y + fr + ay + afla, afb)

n(z,a)n(y, B) = (x + ala, a)(y + Bla, B) =
= (z-y+z-(Bla) + (ala) -y + (ala)(Bla), af) =
=@ -y+pE-1a)+a(la-y)+ap(la-1a),a8) =

—(z-y+ fr+ay +afls,af)
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dove nella penultima uguaglianza si e usato il fatto che A ¢ una K-algebra,
quindi la moltiplicazione - ¢ K-bilineare. Abbiamo quindi n((z,a)(y, 5)) =
n(z,a)n(y, B) per ogni (z,«), (y,5) € A#K, percio n ¢ un isomorfismo di
K-algebre. ]

Consideriamo ora la categoria PreLy; i cui oggetti sono le K-algebre di
pre-Lie con identita e i cui morfismi sono i morfismi di K-algebre f: A — B
tali che f(14) = (15).

Possiamo anche considerare la categoria PreLg ., 1 cui oggetti sono le K-
algebre di pre-Lie con aumentazione, cioe le coppie (A,e4) dove A & un
oggetto di PreLg; e e4: A — K ¢ un morfismo di PreLg ; inverso a sinistra

di ¢y, cioe tale che commuti

P14 A €A K

W

Poi, un morfismo f : (A,e4) = (B,ep) in PreLk ;1 , € un morfismo f : A — B

K

in PreLg; tale che epf = €4, cioe tale che commuti

A ! B
% A
K

Osserviamo che A# K & un oggetto di PreLy , se prendiamo come aumen-

tazione la proiezione canonica g : A#K = AP K — K.
Teorema 5.3.4. Le categorie PreLg e PreLg 1, sono equivalenti.

Dimostrazione. Consideriamo il funtore F': PreLx — PreLg ;. che associa
a ogni K-algebra di pre-Lie A la coppia (A#K, m5) e che a ogni morfismo
f: A — B in PreLg associa il morfismo F(f): (A#K,7) — (B#K,7E)
definito come F(f)(z,a) = (f(x),a). Questo funtore & ben definito perché,
come abbiamo osservato, A#K & unitale con aumentazione 7y, F(f) ¢ un
morfismo di algebre di pre-Lie perché f lo e, vale F(f)(laxrx) = F(f)(0,1) =
(f(0),1) = (0,1) = lpgx e 7 f(x,0) = 7 (f(x),0) = a = m(r,0)
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per ogni (z,a) € A#K. Infine, se abbiamo due morfismi f: A — B e
g: B — C in PreLg allora F(go f)(z,a) = (go f(z),a) = (9(f(z)),a) =
F(g)(f(x), ) = F(g)(F(f)(z,a)) = F([)oF(g)(x, @) e chiaramente F(id4)(x, a) =
(ida(x), @) = (z,a), cioé F(idy) & il morfismo identico su (A#K, 7). Rias-

sumendo, abbiamo definito un funtore F': PreLj — PreLg ;, come

AL (AH#K, ) (z,a)
f lF(f) l
B+ (B#K,7f) (f(x),q)

Costruiamo ora il funtore quasi-inverso. Sia G: PreLg ;, — PreLg il fun-
tore che manda ogni K-algebra di pre-Lie unitale con aumentazione (A,e4)
in Ker(e4) e ogni morfismo f: (A,e4) — (B, ep) nella restrizione f|er(c,)-
Questo funtore ¢ ben definito perché, essendo €4 un morfismo di K-algebre
di pre-Lie, Ker(e4) ¢ una K-sottoalgebra di pre-Lie di A quindi in particolare
¢ di pre-Lie, e se @ € Ker(ey) allora eg(G(f))(x) = ep(f(z)) = ca(x) =0
per le proprieta di f, ossia G(f)(z) € Ker(ep) quindi G(f) ¢ un morfismo
di K-algebre di pre-Lie Ker(e4) — Ker(ep). Si verifica poi immediatamente
che, dati due morfismi f: (A,e4) — (B,ep) e g: (B,ep) — (C,e¢), si ha
G(go f) = G(g9) o G(f) e G(id(ae,)) = idker(e,). Abbiamo dunque definito

un funtore G': PreLy; , — PreLx come

(A ea) SIS Ker(z4) x
fl lG(f) l
(B,eB) —G Ker(ep) f(x)

Costruiamo adesso 'equivalenza di categorie. Consideriamo il funtore
identico I e il funtore F'G' da PreLk ; , in se stessa e osserviamo innanzitutto
che se (A,e4),(B,ep) sono K-algebre di pre-Lie unitali con aumentazione
allora abbiamo FG(A,c4) = F(Kereq) = (Keres# K, 1), ese f: (A,ea) —
(B, ep) € un morfismo allora vale FG(f)(z, o) = (G(f)(z),a) = (f(x), ) per

ogni (z,) € (Kerea# K, 7). Consideriamo ora la famiglia di applicazioni
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N = {N4}(Aea)ePreLy., ., dOve definiamo ogni 74 come
na: (Kerea#K, 1) — (A, e4)
(x,0) —> x + aly

Abbiamo dunque il seguente diagramma:

FG(A, EA) = (KGI"EA#K, 7TK) L (A,EA)

va)| s

FG(B,ep) = (Kerep# K, 1) ——2—— (B, ep)

(x,0) ——— x4+ aly
I
(f(z), ) —— [f(z) + olp
Il diagramma e chiaramente commutativo poiché, usando le proprieta di f,
vale fna(z,a) = f(xz+ala) = f(x)+af(ls) = f(z)+alp. Dobbiamo quindi
verificare che 7,4 sia effettivamente un morfismo in PreLg ; ,. E immediato
vedere che si tratta di un morfismo di K-moduli, verifichiamo dunque che 714

e morfismo di K-algebre:
na((@,a)(y, 3)) = na(zy + Bz + ay,af) = zy + Bz + ay + afla
na(z, a)na(y, 8) = (v + ala)(y + Bla) = zy + B + ay + ably
ossiana((z, 2)(y, A) = na(z, @)naly, B) per ogni (z, ), (y, B) € (Kers g # K, 7).
Ricordiamo che ¢;,: K — A ¢ definito come ¢; , (o) = al4 per ogni a € K,
e vale e4¢1, = idg. Abbiamo dunque eana(x, o) = ca(x + aly) = ca(r +
p1a(@)) = 2ale) + capra(a) = 0+ a = mx(z,a), ¢ infine 740, 1) =
0+1xla=14.
Vediamo ora che 74 ¢ un isomorfismo presentandone l'inverso. Osserviamo
per prima cosa che, per ogni z € A, vale ea(x — ¢1,(ca(2))) = ca(z) —
cap1,ea(x) = ea(x) —idgea(x) =0, cioe © — 1, (ca(x)) € Kerey per ogni

x € A. Possiamo quindi definire
Va: (A7 SA) — (KGI"(‘:A#K, 71-K)

v (z =1, (ca(®)), ea(r)) = (v — ea(w)la, 2a())
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Si vede facilmente che v, € morfismo di K-moduli; inoltre, per ogni z,y € A

vale
va(@)va(y) = (v — ca(@)la,ea(@))(y —ealy)la, ealy)) =
= ((z—ea(@)la)(y—ea(y)la)+ealy)(z—ea(z)la)+ea(@)(y—ea(y)la), e(zy))
= (zy—ealy)z —eal@)y+ealz)ea)la+ealy)r —ecalz)ealy)la+ealr)y+
—ea(z)ea(y)la,calzy)) = (2y — ca(zy)la, ca(zy)) = va(zy)

quindi v4 ¢ morfismo di K-algebre. Sihapoiva(la) = (1a—e(1la)la,e(l4)) =
(1a—1x1a,1x) = (0,1g), einfine Txva(x) = T (x—ca(x)la,ca(x)) = a(x)
per ogni x € A, dunque v4 € un morfismo in PreLy ; 4.

Vediamo che n4 e v4 sono effettivamente inversi 'uno dell’altro. Sia z € A,

allora
Nava(z) =na(z —ea(x)la,ea(x)) =2 —ea(x)lg +ea(z)la =2
e se (x,a) € (Keres4#K, 7 ) allora abbiamo
vana(z,a) =va(x +aly) = (x+alyg —ea(r + ala)la,ea(z +aly)) =

= (ZL’—l—O&lA —EA(ZL’)lA —€Ag01A(Oz)1A,€A(£E) +€Ag01A(Oé)) =
=(x4+aly—0—aly,0+a) = (z,a)

dove nella penultima uguaglianza si € usato il fatto che z € Kere 4.
Abbiamo quindi dimostrato che n: FFG — I & un’equivalenza naturale di
endofuntori di PreLg 1 q.

Vediamo in ultimo che esiste anche un’equivalenza naturale 8: GF —
I di endofuntori di PreLg. Se A, B sono K-algebra di pre-Lie, allora si
ha GF(A) = G(A#K,7x) = Kermrg = A x {0} ese f: A — B & un
morfismo allora GF(f)(x,0) = F(f)(z,0) = (f(x),0) per ogni (x,0) € A x

{0}. Consideriamo quindi la famiglia 8 = {64} acprer, dove definiamo

QAIAX{O}—>A

(z,0) —>
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Abbiamo dunque il seguente diagramma commutativo:

GF(A)=Ax {0} —X 5 A (2,0) ———

oo LT ]

GF(B)=Bx {0} — 2 B (f(2),0) —— f(z)

Chiaramente ogni 64 ¢ morfismo di K-algebre di pre-Lie e ha ovviamente

mversa

Ta: A— Ax {0}
x — (2,0)
Possiamo dunque affermare che 6: GF — I ¢ un’equivalenza naturale, e

questo ci permette di concludere che le categorie PreLx e PreLg;, sono

equivalenti. O



Capitolo 6
Algebre di anti-pre-Lie

Le algebre di anti-pre-Lie sono state introdotte molto recentemente da
Bai e Liu in [2]. Come vedremo, anche queste algebre sono Lie-ammissibili e

presentano proprieta analoghe alle algebre di pre-Lie.

Definizione 6.0.1. Una K-algebra (A, o) si dice di anti-pre-Lie se per ogni

x,y,z € A valgono le due seguenti condizioni:
(1) (xoy)oz+xo(yoz)=(yox)oz+yo(xroz)
(2) [v,yloz+[y,z]ox+[z,2] 0y =0
dove definiamo 'usuale commutatore [z,y] =z oy —y o x.

Osservazione 6.0.1. In un’algebra di anti-pre-Lie (A, o), la condizione (2)

¢ equivalente alla seguente:
3) zoly, sl +yolzal+zolr,y =0

Infatti, [z,y]oz+[y, z]ox+[z, x]oy = (xoy)oz—(yox)oz+(yoz)ox—(zoy)o
v+ (zom)oy — (02)or = yo(roz)—ro(yoz) + zo(yor) —yo(z0x) - ro(z0
y)—zo(xoy) = xolz,y|+yolx,z]+zoly, 2] = —xoly, 2] —yolz, x| —zo|x, ],

dove nella seconda uguaglianza usiamo la proprieta (1).
Vediamo ora una caratterizzazione di queste algebre:

o7
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Proposizione 6.0.2. Una K-algebra (A, o) & di anti-pre-Lie se e solo se
(i) e Lie-ammissibile;

(i)« morfismo di moltiplicazione a sinistra A: (A,0) — End(Ag) induce

un antiomomorfismo di algebre di Lie \: (A, [—, —]) — gl(A).

Dimostrazione. Se (A,o) & di anti-pre-Lie allora in particolare valgono le

proprieta (2) e (3), quindi si ha

[yl 2] + [y, 2], 2] + ([, 2], 9] =

=[r,yloz+[y,zlox+[z,2]| —xoly, 2| —yolz,x] —z0x,y] =0

per ogni z,y,z € A, cioe il commutatore rispetta l'identita di Jacobi e
(A,[—,—]) & quindi un’algebra di Lie. Inoltre, per la proprieta (1), vale
AaAy = AyAs = Ayoz — Aoy, 08sia [Az, Ay] = Apy 4], cloe A & un antiomomorfismo
di algebre di Lie.

Viceversa, se A: (A, 0) = End(Ag) induce un antiomomorfismo di algebre
di Lie A: (A,[—,—]) — gl(A) allora in particolare, per ogni z,y € A, vale
[Azs Ayl = Apa)s che e equivalente alla condizione (1). Quindi, come visto
nell’osservazione precedente, si ha [z, y] oz + [y, z]ox + [z, 2] oy = xo [z, y| +

yo[z,z] + zo[y,z]. Inoltre (A, o) ¢ Lie-ammissibile, dunque troviamo

0= [f,yl, 2] + [ly, =), ] + [[=, 2], ] =

=[v,yloz+ [y, 2lox+[z,aloy —zofr,yl —woly,z] —yolea] =
=2([x,yloz+ [y, z] ox + [z, 2] 0 ¥)

cioe vale anche la condizione (2). O

Osserviamo in particolare che anche le algebre di anti-pre-Lie sono Lie-
ammissibili, ma a differenza delle pre-Lie necessitano la condizione aggiuntiva
(2) per far si che il commutatore soddisfi 'identita di Jacobi.

Ricordiamo che un’algebra A & di pre-Lie se e solo se I’associatore [z, y, 2] =

(ry)z — x(yz) € invariante per scambio delle variabili y e z. Allo stesso
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modo possiamo definire 1'anti-associatore come 'applicazione K-trilineare
[—, =, —Ja: AX AXx A = A [2,y,2]a = (xy)z + z(yz). Cosi vediamo che
la condizione (1) significa chiedere che I’anti-associatore sia invariante per lo
scambio delle prime due variabili. Diciamo poi che una K-algebra e anti-
associativa se I'anti-associatore si annulla identicamente, quindi in partico-
lare abbiamo che un’algebra anti-associativa ¢ di anti pre-Lie se e solo se ¢

Lie-ammissibile.

Ora siamo interessati a definire la categoria delle algebre di anti-pre-Lie.

Vediamo dunque la seguente definizione:

Definizione 6.0.3. Siano M, M’ due K-algebre qualsiasi e sia ¢: M — M’
un morfismo di K-moduli. Diciamo che ¢ € un anti-pre-morfismo se, per

ogni x,y € M, vale

p(zy) + o(@)p(y) = o(yz) + p(y)p(z)

Chiaramente, se ¢ e un anti-pre-morfismo allora —¢ sara un pre-morfismo.
Di conseguenza si ha che la composizione di due anti-pre-morfismi & un pre-

morfismo e 'inverso di un anti-pre-morfismo biettivo ¢ un anti-pre-morfismo.

Possiamo ora definire la categoria AntiPreLy, i cui oggetti sono le K-
algebre di anti-pre-Lie e i cui morfismi sono gli anti-pre-morfismi. E necessa-
rio pero fare attenzione perché 'usuale composizione di due anti-pre-morfismi
non ¢ un anti-pre-morfismo. Quindi ¢ opportuno definire una nuova rego-
la di composizione come segue: dati due anti-pre-morfismi ¢: M — M’ e

v M — M"”, definiamo v x ¢ := —(1) 0 ) ottenendo cosi quanto richiesto.

Proposizione 6.0.4. Esiste un funtore U dalla categoria AntiPreLg , al-
la categoria delle K-algebre di Lie che associa a ogni algebra di anti-pre-
Lie (A,-) la sua algebra di Lie sottogiacente (A,[—,—]), e a ogni anti-pre-
morfismo p: (A,-) = (A',+) la mappa —¢: (A, [—,—]) = (A, [—, —]).

Dimostrazione. Se (A,-), (A’,-) sono K-algebre di anti-pre-Lie e p: A —
A" & un anti-pre-morfismo, allora l'identita ¢(ab) + p(a)p(b) = ¢(ba) +
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w(b)p(a) si puo riscrivere come ¢(ab) — @(ba) = p(b)p(a) — ¢(a)p(b), cioe,
o([a,b]) = —[p(a),p(b)]. Quindi per ogni anti-pre-morfismo ¢: A — A’
di algebre di anti-pre-Lie, la mappa —p ¢ un morfismo di algebre di Lie
—p=U(p): (A4,]—,—]) = (A", [—, =]). Osserviamo infine che U preserva la
composizione di morfismi, perché U(y x ¢) = U(—¢ o @) =1 o . O
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