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1 Introduzione

Le algebre dei cammini di Leavitt sono un argomento di ricerca molto recen-
te e attualmente in continua evoluzione, che vanta una őorente produzione di
articoli e approfondimenti datati nell’arco dell’ultimo decennio. Questo lavoro
si preőgge lo scopo di guidare il lettore in una prima incursione proprio all’in-
terno del vasto e affascinante universo di queste algebre. Il tragitto inizia dalle
prime deőnizioni fondamentali all’ediőcazione delle stesse, e in seguito offre uno
scorcio sui fondamenti storici che celano le ragioni della loro scoperta e del lo-
ro successivo approfondimento. Poi, prosegue mostrando le proprietà basilari
che rendono le algebre dei cammini di Leavitt ambienti favorevoli a generare
costruzioni anche molto complesse, őno ad approdare alla descrizione nello spe-
ciőco di alcune loro classi di rappresentazioni irriducibili: i moduli di Chen. Le
rappresentazioni irriducibili dell’algebra sono infatti il primo oggetto di studio
quando ci si approccia ad un approfondimento anche più sistematico e generale
delle strutture connesse ad essa, dunque la restrizione a tali rappresentazioni
nella seguente trattazione, che ha invece uno scopo introduttivo, si può deőni-
re naturale. Il lettore avrà quindi l’occasione di capire come, a partire da un
grafo, sia possibile individuare procedure che permettono la costruzione di un
determinato tipo di modulo sull’algebra dei cammini di Leavitt corrispondente.
Aiutato da alcuni esempi, avrà modo di imparare come alcune decisioni prese
all’inizio di tali procedure, come quella di selezionare un certo tipo di cammino
inőnito piuttosto che un altro, portino alla costruzione di tipologie di moduli
non isomorfe tra loro. Avrà inoltre l’opportunità di acquisire consapevolezza di
come alcune caratteristiche del grafo di partenza inŕuiscano sulle proprietà delle
rappresentazioni esistenti dell’algebra corrispondente, e di come l’individuazione
di tale legame sia un nodo cruciale e stimolante per la ricerca: è senza dubbio
appetibile la possibilità di poter già stabilire a priori, con un solo sguardo al
grafo, quali tipi di moduli siano o non siano costruibili sull’algebra dei cammini
di Leavitt ad esso associata. Ma si tratta anche di una prospettiva raggiungibile
solo a fatica in alcuni casi, e non ancora possibile in molti altri. La scelta di la-
vorare nello speciőco con i moduli di Chen, permetterà in questo senso al lettore
di vedere un esempio concreto di un contesto in cui, nonostante la necessità di
innumerevoli passaggi preliminari, in effetti è possibile stabilire un legame tra la
conformazione del grafo e le caratteristiche delle rappresentazioni dell’algebra,
un legame riassunto in modo chiaro nel teorema conclusivo della tesi.
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2 Richiami di Teoria degli Anelli e dei Moduli

In questo paragrafo verranno richiamate alcune deőnizioni e alcune proprietà
degli anelli e dei moduli che saranno utili al őne di comprendere al meglio i
risultati presenti nella trattazione successiva.

Deőnizione 2.0.1. Dato un anello R, si dice che esso possiede la proprietà
IBN (Invariant Basis Number) se soddisfa la seguente condizione: se m e n
sono interi positivi tali che i moduli liberi sinistri Rm e Rn sono isomorő, allora
m = n.

I concetti di modulo semplice, őnitamente generato, őnitamente presentato
e proiettivo, risulteranno centrali. Vale dunque la pena di richiamarli:

Deőnizione 2.0.2. Dato un anello R, un modulo sinistro RM non nullo è un
modulo sinistro semisemplice se ogni sottomodulo di RM è un addendo diretto
di RM .

Deőnizione 2.0.3. Dato un anello R, un modulo sinistro RM non nullo è un
modulo sinistro semplice se i suoi unici sottomoduli sono RM e 0.

Deőnizione 2.0.4. Sia R un anello e RM un modulo sinistro su R. Un sot-
toinsieme X ⊆ RM è un insieme di generatori per RM se RM = ⟨X⟩ =
{r1x1 + ...+ rnxn|n ≥ 1, xi ∈ X, ri ∈ R per i = 1, ..., n}. Ad eccezione del caso
banale RM = 0, in cui ogni sottoinsieme di RM è un insieme di generatori, si
ha che un sottoinsieme X è un insieme di generatori per RM se e solo se ∀m ∈

RM esiste un numero őnito di elementi x1, ..., xn ∈ X e r1, ..., rn ∈ R tali che
m = r1x1 + ...+ rnxn.
Un modulo RM si dice finitamente generato se ha un insieme X di genera-
tori őnito. Si dice ciclico se |X| = 1.
Un modulo RM si dice libero se ha un insieme libero X di generatori, cioè
tale che ∀n ≥ 1, x1, ..., xn elementi distinti di X e r1, ..., rn ∈ R, si ha che
r1x1 + ... + rnxn = 0 implica che r1 = ... = rn = 0R. X è un insieme libero
di generatori per il modulo RM se e solo se ogni elemento di RM può essere
scritto come combinazione lineare di elementi di X in modo unico.

Deőnizione 2.0.5. Dato un anello R, un modulo sinistro RM su R si dice
proiettivo se è isomorfo a un addendo diretto di un modulo libero.

Deőnizione 2.0.6. Sia RM un modulo sinistro su un anello R. Una serie per
RM è una catena őnita di sottomoduli di RM tali che:

0 =M0 ⊆M1 ⊆M2 ⊆ ... ⊆Mn =MR

I moduli Mi/Mi−1 per i = 1, ..., n sono detti fattori della serie, mentre la
lunghezza della serie è n. Si ha una serie di composizione per RM quando
i fattori Mi/Mi−1 sono moduli semplici ∀i = 1, ..., n.
Si può dimostrare (Teorema di Jordan-Holder) che se un modulo RM ha una
serie di composizione, allora la lunghezza e i fattori della serie non dipendono
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dalla serie scelta di per sè, ma solo dal modulo RM . Dunque in generale un
modulo dotato di una serie di composizione si deőnisce un modulo a lunghezza
finita di composizione, o semplicemente a lunghezza finita.

Deőnizione 2.0.7. Sia M un modulo sinistro su un anello R. Il modulo M si
dice finitamente presentato se esistono n,m ∈ N tali che

R⊕m → R⊕n →M → 0

sia una sequenza esatta.
Si ricordi che una sequenza di moduli:

. . .
... // Mi−1

fi−1
// Mi

fi // Mi+1

è esatta in Mi se fi−1(Mi−1) = kerfi. In altre parole, si può dire che un
modulo sinistro RM su un anello R è őnitamente presentato se è ottenuto da
un quoziente di un modulo őnitamente generato con un sottomodulo őnitamente
generato, o, equivalentemente, che un modulo è őnitamente presentato se ha un
numero di generatori őniti soggetti ad un numero őnito di relazioni.

Nella discussione riguardo la possibilità di costruire moduli di Chen che non
siano isomorő tra loro, sarà importante lo studio dei rispettivi annullatori, che
coinvolgerà anche i concetti di ideale primo e primitivo:

Deőnizione 2.0.8. Dato un modulo sinistro RM su un anello R, si deőnisce il
suo annullatore come l’insieme di tutti gli elementi r ∈ R tali che r(RM) = 0.
In particolare, è un ideale sinistro di R.

AnnR(RM) = {r ∈ R|rm = 0 ∀m ∈R M}

Deőnizione 2.0.9. Un ideale P in un anello R si dice primo se P ̸= R e se,
dati due ideali qualsiasi A,B di R, si ha che AB ⊆ P implica che o A ⊆ P o
B ⊆ P . Un ideale sinistro P di R si dice primitivo se è l’annullatore sinistro
di un modulo semplice sinistro su R.

Deőnizione 2.0.10. Un modulo sinistro RM su un anello R si dice fedele se
il suo annullatore è l’ideale nullo.

Osservazione 2.0.11. Data un’algebra A, sia Â l’insieme delle classi di isomor-
ősmo dei moduli semplici sinistri su A, e sia Prim(A) l’insieme degli ideali
primitivi di A. C’è una mappa canonica

Â→ Prim(A)

che agisce mandando la classe [N ] nell’annullatore AnnA(N) di N .

L’algebra dei cammini di Leavitt, base di tutte le sovrastrutture che verranno
analizzate in questa tesi, è prima di tutto un’algebra libera, ovvero:
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Deőnizione 2.0.12. Dato un campo K, una K-algebra (R,+, ·, ∗) è un anello
(R,+, ·) che è anche un K-modulo RK = (R,+, ∗), e in cui (r·s)∗λ = (r∗λ)·s =
r · (s ∗ λ) ∀r, s ∈ R e ∀λ ∈ K.
Data una K-algebra R e un sottoinsieme X di R, l’intersezione di tutte le K-
sottoalgebre di R (ovvero sottoanelli di R che sono anche K-sottospazi di RK)
che contengono X è la K-sottoalgebra di R generata da X, e si denota con K⟨X⟩.
L’algebra K⟨X⟩ sarà l’insieme di tutte le combinazioni lineari a coefficienti in
K di prodotti őniti di elementi di X, in particolare:

K⟨X⟩ = {
∑

finite

xi1 . . . xinλi1...in |xit ∈ X,λi1...in ∈ K}

Dunque X ⊆ R è un insieme di generatori della K-algebra R se e solo se ogni
elemento r ∈ R può essere scritto come somma őnita di prodotti della forma
x1 . . . xnλ con x1, . . . , xn ∈ X e λ ∈ K. L’insieme di generatori X è libero,
e di conseguenza lo è la corrispondente algebra generata, se questo può essere
fatto in modo unico.

Deőnizione 2.0.13. Un omomorősmo ϕ di K-algebre R ed S è una mappa
che è contemporaneamente un omomorősmo di K-moduli (ovvero ∀x, y ∈ R e
∀k ∈ K si ha ϕ(x + y) = ϕ(x) + ϕ(y) e ϕ(kx) = kϕ(x)) e un omomorősmo di
anelli.

Si vedrà in seguito come la struttura di un grafo possa inŕuenzare alcune pro-
prietà dell’algebra costruita a partire da esso. Uno degli esempi più immediati di
questo fatto sta nella possibilità dell’algebra di essere o meno artiniana a seconda
della presenza o meno di cicli nel grafo. Si ricordino dunque le deőnizioni:

Deőnizione 2.0.14. Dato un anello R e un modulo sinistro RM , si indica con
il simbolo L(RM) il reticolo di tutti i sottomoduli di RM , cioè l’insieme
parzialmente ordinato (L(RM),⊆) i cui elementi sono i sottomoduli di RM , in
cui l’ordine parziale è dato dall’inclusione, e in cui valgono le proprietà:

∀ N1, N2 ∈ L(RM) N1 ∨N2 = N1 +N2 e N1 ∧N2 = N1 ∩N2

Deőnizione 2.0.15. Un insieme parzialmente ordinato (P,≤) si dice noethe-
riano se soddisfa una delle seguenti condizioni equivalenti:

1. Ogni sottoinsieme non vuoto di (P,≤) ha un elemento massimale;

2. Ogni successione numerabile ascendente in P è stazionaria (cioè se p0 ≤
p1 ≤ ... sono elementi di P , esiste n ≥ 0 tale che pn = pn+1 = pn+2 = ...);

Un insieme parzialmente ordinato (P,≤) si dice artiniano se il suo opposto
(P,≥) è noetheriano.
Dato un anello R, un modulo sinistro RM si dice artiniano se il corrispondente
reticolo L(RM) è un insieme artiniano parzialmente ordinato. Dunque lo è se
ogni successione discendente N0 ⊇ N1 ⊇ N2 ⊇ ... di sottomoduli di RM è
stazionaria.
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Negli ultimi capitoli si rivelerà fondamentale il concetto di Morita equiva-
lenza, che consentirà in particolare di facilitare lo studio di alcune struttu-
re costruibili su un certo grafo lavorando equivalentemente con un grafo più
semplice.

Deőnizione 2.0.16. Dati due anelli R e S, essi si deőniscono Morita equi-
valenti se le categorie R−Mod e S−Mod dei moduli sinistri su R e su S sono
equivalenti.

Deőnizione 2.0.17. Dato un anello R, un elemento ϵ ∈ R si deőnisce idem-
potente se ϵ2 = ϵ. Un elemento idempotente ϵ si dice anche full nel caso in
cui R = RϵR. Se ϵ ∈ R è un idempotente non nullo, allora l’anello ϵRϵ si dice
un corner di R.

Osservazione 2.0.18. Un criterio molto utile per stabilire l’equivalenza di Morita
(vedi [1] Teorema 1.6(1)) è il seguente:

Siano R e S anelli unitari. L’anello R è Morita equivalente all’anello S se e
solo se esiste un n intero positivo e un idempotente full ϵ ∈Mn(R), tali che

S ∼= ϵMn(R)ϵ.

3 Graő

La deőnizione di Algebra di Leavitt utilizza come pilastro principale il concetto
di algebra associata ad un grafo. Per questo sarà utile richiamare alcune deő-
nizioni di base della Teoria dei Graő, alcune delle quali verranno ampiamente
sfruttate durante tutto il corso della trattazione successiva.

Deőnizione 3.0.1. Un grafo (diretto) è deőnito da una quadrupla E =
(E0, E1, r, s) in cui E0, E1 sono due insiemi i cui elementi sono detti rispetti-
vamente vertici e frecce, mentre r,s:E1 → E0 sono due funzioni.

Deőnizione 3.0.2. Dato un grafo diretto E = (E0, E1, r, s):

• Se sia E0 che E1 sono insiemi őniti, il grafo si dice finito;

• Se s−1(v) è un insieme őnito ∀v ∈ E0, il grafo si dice row-finite;

• Un vertice v per cui s−1(v) = ∅ si dice sink, mentre uno per cui r−1(v) =
∅ si dice source. Se v è sia sink che source si dice isolato;

• Un vertice v per cui |s−1(v)| = ∞ è detto emittente infinito, e il simbolo
Inf(E) indica l’insieme di tutti gli emittenti inőniti del grafo E;

• Un vertice v si dice singolare se è un emittente inőnito oppure un sink,
altrimenti si dice regolare. Il simbolo Reg(E) indica l’insieme di tutti i
vertici regolari del grafo E. Un grafo si dice regolare se ognuno dei suoi
vertici è regolare.
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Quando si lavora con le algebre di Leavitt gli elementi fondamentali con cui
si ha a che fare sono i cammini percorribili sul grafo a cui l’algebra è associata.
E’ importante perciò ricordarne le diverse tipologie:

Deőnizione 3.0.3. Un cammino µ in un grafo E è una sequenza di frecce
µ = e1e2 · · · en tali che r(ei) = s(ei+1) per i = 1, 2, . . . , n − 1, e si indica con
Path(E) l’insieme di tutti i cammini in E.

• Dato un cammino µ = e1e2 · · · en in E, si deőnisce la funzione lunghezza
ℓ : Path(E) → N come ℓ(µ) = n;

• Dato un cammino µ = e1e2 · · · en in E è possibile considerare un’esten-
sione delle funzioni s ed r all’insieme Path(E) deőnendo s(µ) = s(e1) e
r(µ) = r(en). I vertici di E possono essere interpretati come cammini di
lunghezza 0, e su di essi le estensioni delle funzioni r ed s agiscono come
s(v) = r(v) = v ∀v ∈ E;

• Dato un cammino µ = e1e2 · · · en in E, µ0 = {s(e1), r(ei)|1 ≤ i ≤ n} è
l’insieme dei vertici del cammino µ, mentre µ1 = {e ∈ E1|e compare in µ}
è l’insieme delle frecce coinvolte in µ;

• Dato un cammino µ = e1e2 ···en in E, µ si dice semplice se non ammette
vertici ripetuti, ovvero s(ei) ̸= s(ej) ∀ 1 ≤ i, j ≤ n con i ̸= j;

• Per n ≥ 2 si indica con En l’insieme dei cammini in E di lunghezza n,
cosicché Path(E) =

⋃
n≥0En;

• Dato un cammino µ = e1e2 · · · en in E, se n = ℓ(µ) ≥ 1 e v = s(µ) = r(µ)
allora µ si dice chiuso con base v. Ad esempio:

•v1

e1

CC•
v2

e2

��

e3

��

•v3

e4

[[ µ = e3e4e2e1 è chiuso con base v2

• Dato un cammino µ = e1e2 · · · en in E, µ chiuso con base v è anche
semplice (in sigla CSP (v), Closed Simple Path based at v) se s(ej) ̸= v
∀j > 1. Ad esempio:

•v1

e1

CC•
v2

e2

��

e3

��

•v3

e4

[[ µ = e1e3e4e2 è un CPS(v1)

• Dato un cammino µ = e1e2 · · · en in E, µ è un ciclo se è un cammino
chiuso con base v e s(ei) ̸= s(ej) ∀i ̸= j. Se µ è un ciclo con base v, allora
∀1 ≤ i ≤ n il cammino µi = eiei+1 . . . ene1 . . . ei−1 è un ciclo con base
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s(ei). Si chiama ciclo di µ la collezione di cicli {µi}i con basi s(ei)i. Un
ciclo di lunghezza 1 si dice loop. Un ciclo si dice esclusivo se è disgiunto
rispetto a qualsiasi altro ciclo (cioè nessuno dei suoi vertici è base per
un ciclo che sia diverso da una permutazione ciclica di se stesso). Ad
esempio:

•v1

e1

CC•
v2

e2

��

e3

��

•v3

e4

[[ µ = e1e2 è un ciclo non-esclusivo

• si dice uscita del ciclo µ una freccia e tale che s(e) = s(ei) per qualche i,
con e ̸= ei . Ad esempio:

• •

e

��aoo •

f

XX
b // • a,b sono uscite del ciclo µ = ef

• E si dice aciclico se non contiene alcun cammino chiuso basato su suoi
vertici (dunque non contiene cicli);

• E soddisfa la condizione (K) se ∀v ∈ E0 in un cammino chiuso semplice,
esistono almeno due cammini chiusi semplici distinti α, β con base v. Ad
esempio:

•v

e1

ss

e2

DD

e3

��

• E soddisfa la condizione (L) se ogni ciclo di E possiede un’uscita. Ad
esempio:

•ue
88

f
// •v f è uscita dell’unico ciclo µ = e

• Si deőnisce un preordine ≤ su E0:

v ≥ w se esiste un cammino µ tale che s(µ) = v e r(µ) = w

In questo caso, si dice che v è a monte di w, o, equivalentemente, che
w si trova a valle di v. Si utilizza il simbolo T (v) per indicare l’insieme
{w ∈ E0 : v ≥ w}.

• D ⊆ E0 è diretto verso il basso se ∀u, v ∈ D ∃w ∈ D tale che u ≥ w e
v ≥ w;
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• D ⊆ E0 ha la Countable Separation Property (CPS) rispetto ad un
insieme C, se C è un sottoinsieme numerabile di E0 con la proprietà che
∀u ∈ D esiste v ∈ C tale che u ≥ v.

• H ⊆ E0 è ereditario se ogni volta che v ∈ H,w ∈ E0 sono tali che v ≥ w,
allora w ∈ H. Ad esempio:

•w

v ∈ H = {v, z, w}, H è ereditario ⇒ w ∈ H v•
��

DD•
z

>>

•u

``

.

Un insieme ereditario è saturo se ∀ vertice regolare v ∈ E0 si ha che
r(s−1(v)) ⊆ H implica v ∈ H (cioè per ogni vertice v non-sink che emette
un numero őnito di frecce in E, se tutte queste frecce terminano in H,
allora anche v deve stare in H). Ad esempio:

w•
��
•vZZ

// •z
��

{ r(e) | s(e) = v } ⊆ H e H è saturo =⇒ v ∈ H.

Nella trattazione della costruzione dei moduli di Chen sarà anche importante
lavorare con cammini inőniti:

Deőnizione 3.0.4. • Un cammino µ su E si dice infinito (a destra) se è
costituito da una sequenza inőnita di frecce µ = e1e2 . . . tali che r(ei) =
s(ei+1) per ogni i ≥ 1. Si indica con E∞ l’insieme dei cammini inőniti su
E.

• Dato il cammino µ = e1e2e3 . . . non necessariamente őnito, si dice seg-
mento iniziale di µ di lunghezza l, con l ∈ N, il sottocammino
e1e2 . . . el (con la convenzione che se l = 0 il segmento iniziale si considera
v0 = s(e1)).

• Un vertice v ∈ E0 si dice di biforcazione se |s−1(v)| ≥ 2.

• Un vertice v ∈ E0 si dice line point se non esistono né biforcazioni né
cicli (o meglio, non ci sono vertici che giacciono su cicli) in ogni vertice
di T (v). Dunque se v è un line point, ci sarà un unico cammino "in
linea" őnito (eventualmente anche di lunghezza zero, e che in ogni caso
deve terminare in un vertice sink) o inőnito µ che parte da v, e ogni altro
cammino α con s(α) = v sarà un segmento iniziale di µ.

La prossima deőnizione si rivelerà centrale nella costruzione dell’algebra di
Leavitt associata ad un grafo:
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Deőnizione 3.0.5. Dato un grafo diretto E = (E0, E1, r, s) si deőnisce grafo
esteso di E il nuovo grafo Ê = (E0, E1∪(E1)

∗, r′, s′) dove (E1)
∗ = {e∗|e ∈ E1}

e le funzioni r′ ed s′ sono tali che

r′|E1 = r s′|E1 = s r′(e∗) = s(e) s′(e∗) = r(e) ∀e ∈ E1

Generalmente ci si riferisce agli elementi di E1 con il termine frecce reali,
mentre agli elementi di (E1)

∗ con il termine frecce fantasma.
Se µ = e1e2 · · · en è un cammino in E, il corrispondente cammino e∗n · · · e∗2e

∗
1 si

indica con µ∗.

4 Algebra di Leavitt

4.1 Deőnizione

Per poter comprendere al meglio la deőnizione di Algebra di Leavitt è utile
richiamare innanzitutto quella di K-algebra dei cammini.

Deőnizione 4.1.1. Dato un campo K e un grafo diretto E = (E0, E1, r, s), la
K-algebra dei cammini di E (indicata col simbolo KE e nota equivalente-
mente come K-algebra associata al quiver E) è deőnita come la K-algebra
libera generata dall’insieme E0 ∪ E1 modulo le seguenti relazioni:

(V) vv′ = δv,v′v ∀v, v′ ∈ E0

(E1) s(e)e = er(e) = e ∀e ∈ E1

Equivalentemente, si può deőnire KE come la K-algebra avente Path(E) come
base, e in cui la moltiplicazione è deőnita tramite l’estensione K-lineare della
concatenazione: {

p · q = pq se r(p) = s(q)

p · q = 0 altrimenti
(1)

Ecco che ora appare deőnitivamente chiara anche la seguente deőnizione:

Deőnizione 4.1.2. Dato un grafo diretto E = (E0, E1, r, s) e un campo K, si
deőnisce K-algebra dei cammini di Leavitt, in simboli LK(E), la K-algebra
dei cammini KÊ modulo le relazioni:

(CK1) e∗i ej = δi,jr(ej) ∀ej ∈ E1 e ∀e∗i ∈ (E1)
∗

(CK2) vi =
∑

{ej∈E1|s(ej)=vi}
eje

∗
j ∀vi ∈ E0 che sia un vertice regolare

ossia, più precisamente, LK(E) corrisponde al quoziente di KÊ modulo l’ideale
di KÊ generato dalle relazioni (CK1) e (CK2).
Equivalentemente, è possibile deőnire l’algebra dei cammini di Leavitt di E a
coefficienti in K come la K-algebra libera generata dall’insieme E0 ∪E1 ∪ (E1)

∗

modulo le relazioni:
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(V) vv′ = δv,v′v ∀v, v′ ∈ E0

(E1) s(e)e = er(e) = e ∀e ∈ E1

(E2) r(e)e∗ = e∗s(e) = e∗ ∀e ∈ E1

(CK1) e∗i ej = δi,jr(ej) ∀ej ∈ E1 e ∀e∗i ∈ (E1)
∗

(CK2) vi =
∑

{ej∈E1|s(ej)=vi}
eje

∗
j ∀vi ∈ E0 che sia un vertice regolare

Osservazione 4.1.3. Una diretta conseguenza delle regole elencate nella Deőni-
zione 4.1.2 è che moltiplicare una freccia per un vertice che sia ad essa scollegato
dà risultato zero:

ve = vs(e)e = 0 se v ̸= s(e) grazie alle relazioni (V ), (E1)

ev = er(e)v = 0 se v ̸= r(e) grazie alle relazioni (V ), (E1)

Lo stesso vale naturalmente per le frecce fantasma.

Osservazione 4.1.4. Se α = e1e2 . . . en è un cammino in E, è possibile interpre-
tare α come un elemento dell’algebra dei cammini KE, e di conseguenza anche
come un elemento dell’algebra dei cammini di Leavitt LK(E). La concatena-
zione nel grafo E si interpreta come la moltiplicazione in KE o in LK(E). In
genere, ci si riferisce al cammino α = e1e2 . . . en di E (visto come elemento di
LK(E)) con il nome di cammino reale, mentre un elemento di LK(E) del tipo
α∗ = e∗n . . . e

∗
2e

∗
1 si deőnisce cammino fantasma.

Esempio 4.1.5. Vediamo come costruire il grafo esteso Ê corrispondente ad
un grafo E, e mostriamo come utilizzare le relazioni elencate nella precedente
deőnizione per effettuare alcuni semplici conti.

•v2

g
**
•v3

E = •v1

f
66

e

**

h

��

•v4

(∞)
**
•v5

•v2

g
**

f∗
ww

•v3

g∗

jj

Ê = •v1

f
77

e

**

e∗

MM
h

��

•v4
h∗

XX

(∞)
**
•v5

(∞)

jj
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Se a partire dal grafo E costruiamo l’algebra dei cammini di Leavitt di E a
coefficienti in un generico campo K, LK(E), allora possiamo notare che valgono
le relazioni:

ee∗ + ff∗ + hh∗ = v1

v1f = fv2 = f

v2f
∗ = f∗v1 = f∗

h∗h = v4

gg∗ = v2

Osservazione 4.1.6. Nell’Esempio 4.1.5 si vede che l’elemento ff∗, al contrario
di f∗f = v2, non ha una sempliőcazione vera e propria. Tuttavia, (ff∗)2 =
ff∗ff∗ = f(f∗f)f∗ = fwf∗ = ff∗, dunque risulta essere un elemento idem-
potente. Questo comportamento, in realtà, è riscontrabile non solo in questo
speciőco esempio, ma vale in generale: se E è un grafo, ed e ∈ E1, allora l’e-
lemento ee∗ ∈ LK(E) è sempre un idempotente grazie alla proprietà (CK1).
Inoltre, ee∗ ̸= s(e) a meno che e sia l’unica freccia emessa da s(e) (nel qual
caso, infatti, varrebbe la proprietà (CK2)).

Avendo enunciato la deőnizione di algebra di Leavitt e dei suoi elementi, è
possibile ora comprendere alcune più speciőche deőnizioni riguardo i graő, che
saranno poi utili in seguito.

Deőnizione 4.1.7. Se H è un sottoinsieme ereditario di E0, un vertice v ∈ E0

si dice di rottura per H se appartiene all’insieme

BH = {v ∈ E0\H : |s−1(v)| = ∞ e 0 < |s−1(v) ∩ r−1(E0 \H)| <∞}

In particolare, BH consiste di tutti quei vertici che sono emittenti inőniti, che
non appartengono ad H, e per i quali le frecce emesse terminano tutte in H ad
eccezione di una quantità őnita (ma non nulla).
Se v ∈ BH , si deőnisce

vH = v −
∑

e∈s−1(v)∩r−1(E0\H)

ee∗

e per ogni sottoinsieme S ⊆ BH si deőnisce SH = {vH |v ∈ S}.
Se H è un sottoinsieme ereditario saturo, e S ⊆ BH , allora la coppia (H,S)
si dice coppia ammissibile. Le coppie ammissibili in particolare formano un
insieme parzialmente ordinato sotto la relazione "(H1, S1) ≤ (H2, S2) se e solo
se H1 ⊆ H2 e S1 ⊆ H2 ∪ S2”. Inőne, data una coppia ammissibile (H,S), si
denota con I(H,S) l’ideale generato da H ∪ {vH : v ∈ S}.
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Ad esempio sia CN il grafo "orologio inőnito":

•u2 •u3 •u4

u1• •v
e1

oo

e2

bb

e3

OO

e4

<<

... //

en

""

...

��

•...

•... •un .

Sia U l’insieme {ui|i ∈ N} = C0
N
\ {v}. Ogni sottoinsieme di U è ereditario, e

dato che la saturazione si applica solo ai vertici regolari, ogni sottoinsieme di U
è anche saturo. Ora, se H ⊆ U è tale che U \H è inőnito, oppure se H = U ,
allora BH = ∅. Se invece U \H è őnito, allora BH = {v} e si ha

vH = v −
∑

{i|r(ei)∈U\H}

eie
∗
i

Con un insieme ereditario e con una coppia ammissibile è possibile costruire
a partire da E una nuova tipologia di grafo, detta grafo quoziente:

Deőnizione 4.1.8. Sia E un grafo diretto, e sia H un sottoinsieme ereditario
di E0. Si indica con

E/H

e si dice grafo quoziente di E con H, il grafo deőnito da:

(E/H)0 = E0\H e (E/H)1 = {e ∈ E1|r(e) /∈ H}

e in cui le mappe r, s sono deőnite restringendo il loro dominio da E1 a (E/H)1.

Deőnizione 4.1.9. Dato un grafo diretto E e una coppia ammissibile (H,S),
si deőnisce grafo quoziente di E con (H,S) e si indica con il simbolo

E/(H,S)

il grafo per cui (E/(H,S))0 = (E0\H)∪ {v′ : v ∈ BH\S} e (E/(H,S))1 = {e ∈
E1 : r(e) /∈ H} ∪ {e′ : e ∈ E1, r(e) ∈ BH\S} e le mappe r, s sono estese a
(E/(H,S))1 imponendo che s(e′) = s(e) e r(e′) = r(e)′.
Se S = BH si ha che (E/(H,BH))0 = E0\H e (E/(H,BH))1 = {e ∈ E1 :
r(e) /∈ H}, quindi considerando la Deőnizione 4.1.8 è possibile identiőcare il
grafo E/(H,BH) con il sottografo E/H di E.

Esempio 4.1.10.

•v1 •v2 •v3 •v4

v5• •u
c

oo

a

aa

∞

OO

l //

f

!!

e

��

•v

∞

OO

b

==

d // •v6

•v7
i //

h

PP

•v8

g

OO

.
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Sia E il grafo in őgura, e sia H il sottoinsieme di E0 dato da H = {v1, v2, v3, v4}:
esso è ereditario e saturo. Si vede allora che l’insieme dei vertici di rottura per
H è dato da BH = {u, v}. Si scelga ora il sottoinsieme proprio S = {u} ⊂ BH .
La coppia (H,S) è una coppia ammissibile, dunque è possibile costruire il grafo
quoziente E/(H,S):

•v
′

v5• •u

l′

OO

c
oo l //

f

!!

e

��

•v
d // •v6

•v7
i // •v8

g′

cc

g

OO

.

Osservazione 4.1.11. Si noti che gli elementi v′ tali che v ∈ BH\S sono tutti
vertici sink nel grafo E/(H,S).

Osservazione 4.1.12. Un importante risultato (vedi [2] Teorema 5.7) afferma
che esiste un epimorősmo quoziente

ϕ : LK(E) → LK(E/(H,S))

tale che kerϕ = I(H,S) e ϕ(vH) = v′ per v ∈ BH\S

Quindi si ha che LK(E)/I(H,S) ∼= LK(E/(H,S)).
Tale teorema è stato dimostrato in [2] sotto l’ipotesi che E sia un grafo con
al massimo una quantità numerabile di vertici e frecce; tuttavia analizzando
la dimostrazione si nota che la condizione di numerabilità su E non viene ef-
fettivamente utilizzata. Dunque il risultato vale in generale per graő diretti
arbitrari.

Deőnizione 4.1.13. Se H è un sottoinsieme ereditario e saturo di E0, c è
un ciclo senza uscite in E/(H,BH) = E/H con base v ∈ E0\H, e f(x) è un
polinomio in K[x, x−1], si deőnisce con il simbolo

I(H,BH , f(c))

l’ideale di LK(E) generato da I(H,BH) e f(c) (f(c) è l’elemento di LK(E)
ottenuto sostituendo formalmente x con c, x−1 con c∗ e il termine costante a0
con a0v nell’espressione canonica di f(x) come polinomio in x, x−1.

4.2 Alcune proprietà

Deőnizione 4.2.1. Si dice che un anello R è dotato di un insieme di unità
locali F se F è un insieme di idempotenti in R con la proprietà che, per ogni
sottinsieme őnito {r1, ..., rn} di elementi di R, esiste f ∈ F tale che frif = ri
per ogni 1 ≤ i ≤ n. Si dice che un anello R ha abbastanza idempotenti se
esiste un insieme E di idempotenti ortogonali non nulli in R per cui l’insieme
F delle somme őnite di elementi distinti di E è un insieme di unità locali per
R. In tal caso, RR = ⊕e∈ERe come R-moduli sinistri.
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Deőnizione 4.2.2. Sia E un grafo e A una qualsiasi K-algebra. Una E-
famiglia di Leavitt in A è data dall’unione di un insieme {av|v ∈ E0} per
cui:

1. avav′ = δv,v′av ∀v, v′ ∈ E0

(cioè un insieme di idempotenti ortogonali) e di altri due insiemi {be|e ∈ E1} e
{ce|e ∈ E1} tali che:

2. as(e)be = bear(e) = be ∀e ∈ E1

3. ar(e)ce = ceas(e) = ce ∀e ∈ E1

4. cebe′ = δe,e′ar(e) ∀e, e′ ∈ E1

5. av =
∑

{e∈E1|s(e)=v} bece ∀v regolare in E0

Grazie alla Deőnizione 4.1.2 di LK(E) come quoziente di una K-algebra libe-
ra modulo un insieme di relazioni, si può ottenere il seguente risultato, talvolta
chiamato Proprietà Universale delle K-algebre dei cammini di Leavitt :

Teorema 4.2.3. Dato un grafo E, una K-algebra A e una E-famiglia di Leavitt
in A, esiste un unico omomorősmo di K-algebre ϕ : LK(E) → A per cui:

• ϕ(v) = av ∀v ∈ E0

• ϕ(e) = be ∀e ∈ E1

• ϕ(e∗) = ce ∀e ∈ E1

Dimostrazione. Una volta deőnita la mappa ϕ come nell’enunciato, e quindi
avendo stabilito le immagini di ogni generatore, c’è un unico modo di estenderla
ad un omomorősmo di algebre, ovvero un omomorősmo di anelli che sia anche
applicazione lineare tra spazi vettoriali.

Proposizione 4.2.4. Sia E un grafo arbitrario e K un campo. Siano γ, λ, µ, ρ ∈
Path(E):

1. Prodotti di monomi del tipo γλ∗ in LK(E) danno i seguenti risultati:

(γλ∗)(µρ∗) =





γβρ∗ se µ = λβ per qualche β ∈ Path(E)

γα∗ρ∗ se λ = µα per qualche α ∈ Path(E)

0 altrimenti

In particolare, se ℓ(λ) = ℓ(µ), allora λ∗µ ̸= 0 se e solo se λ = µ, e in tal
caso λ∗µ = r(λ).

2. L’azione del campo K sull’algebra LK(E) è, come ci si aspetta, tale per
cui:

(kγλ∗)(k′µρ∗) = kk′(γλ∗µρ∗) con k, k′ ∈ K
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3. L’algebra LK(E) è generata come spazio vettoriale su K dall’insieme di
monomi della forma:

{γλ∗|γ, λ ∈ Path(E) tali che r(γ) = r(λ)}

In altre parole, ogni elemento non nullo x ∈ LK(E) si può esprimere come

x =
n∑

i=1

kiγiλ
∗
i

dove k ∈ K×, γi, λi ∈ Path(E) con r(γi) = r(λi) per ogni 1 ≤ i ≤ n. A
parte i casi banali, questa rappresentazione non è unica, dunque l’insieme
di monomi appena descritto non costituisce una base per LK(E).

4. Se E0 è őnito, l’algebra LK(E) è unitaria. In tal caso

1LK(E) =
∑

v∈E0

v

5. Per ogni α ∈ LK(E) esiste un insieme őnito di vertici distinti V (α) per
cui α = fαf , dove f =

∑
v∈V (α) v. Inoltre, l’algebra LK(E) è un anello

con abbastanza idempotenti (i vertici di E0) e quindi un anello con unità
locali (somme di elementi distinti di E0).

Dimostrazione. 1. Se µ = λβ allora utilizzando le proprietà elencate nel-
la Deőnizione 4.1.2 si ha che (γλ∗)(µρ∗) = γλ∗λβρ∗ = γr(λ)βρ∗ =
γr(γ)βρ∗ = γβρ∗. Se invece λ = µα allora λ∗ = α∗µ∗, quindi si ha
che (γλ∗)(µρ∗) = γα∗µ∗µρ∗ = γα∗r(µ)ρ∗ = γα∗r(ρ)ρ∗ = γα∗ρ∗. Altri-
menti: (γλ∗)(µρ∗) = γλ∗µρ∗ = 0. In particolare, se ℓ(λ) = ℓ(µ) = n
allora λ = e1e2 . . . en e µ = e′1e

′
2 . . . e

′
n e quindi e∗n . . . e

∗
2e

∗
1e

′
1e

′
2 . . . e

′
n ̸= 0

soltanto se λ = µ grazie alla proprietà (CK1) nella Deőnizione 4.1.2.

2. Segue dalla deőnizione di LK(E) come K-algebra libera associata ad un
insieme di generatori.

3. Il punto 1 della proposizione mostra come prodotti (cioè concatenazioni)
di monomi del tipo γλ∗ si possano sempre scrivere a loro volta come altri
monomi dello stesso tipo, a parte i casi banali. Inoltre va ricordato che
anche un cammino puramente reale come γ = e1e2 può essere scritto
come monomio γλ∗, in particolare basta considerare λ∗ come il cammino
fantasma di lunghezza zero con origine r(γ). A questo punto è facile
dedurre che qualsiasi elemento non banale dell’algebra sia riconducibile a
combinazioni lineari di monomi del tipo descritto nell’enunciato.

4. Se E0 è őnito, l’elemento di LK(E) in questione agisce come l’identità:
dato un generico x ∈ LK(E), si ha che x =

∑n
i=1 kiγiλ

∗
i grazie al punto

3, e dunque

1LK(E)x =

(∑

v∈E0

v

)(
n∑

i=1

kiγiλ
∗
i

)
=
∑

v∈E0

(
n∑

i=1

kivγiλ
∗
i

)
=

n∑

i=1

kiγiλ
∗
i = x
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x1LK(E) =

(
n∑

i=1

kiγiλ
∗
i

)(∑

v∈E0

v

)
=
∑

v∈E0

(
n∑

i=1

kiγiλ
∗
i v

)
=

n∑

i=1

kiγiλ
∗
i = x

perché grazie a quanto detto nell’Osservazione 4.1.3 si annullano tutti i
contributi tranne quello in cui v = s(γi) nel primo caso, tranne quello in
cui v = s(λi) nel secondo.

5. Grazie alla relazione (V ) nella Deőnizione 4.1.2, ogni somma di vertici
distinti in LK(E) costituisce un idempotente, infatti:

(v1+ v2+ ...+ vn)(v1+ v2+ ...+ vn) = v1v1+ v1v2+ ... =

n∑

i=1

vivi =

n∑

i=1

vi

Ora, sia α =
∑n

i=1 kiγiλ
∗
i un elemento di LK(E) e sia V (α) l’insieme di

tutti i vertici coinvolti in α, cioè tutti i vertici che siano sorgenti di γi o
arrivi di λ∗i (cioè sorgenti di λi) per qualche i. Deőnendo f =

∑
v∈V (α)

allora si ha che:

fαf =

(∑

v∈E0

v

)(
n∑

i=1

kiγiλ
∗
i

)(∑

v∈E0

v

)
=

(∑

v∈E0

n∑

i=1

kivγiλ
∗
i

)(∑

v∈E0

v

)

=

(
n∑

i=1

kiγiλ
∗
i

)(∑

v∈E0

v

)
=
∑

v∈E0

(
n∑

i=1

kiγiλ
∗
i v

)
=

n∑

i=1

kiγiλ
∗
i = α

In base alla Deőnizione 4.2.1 l’algebra LK(E) è allora un anello dotato
di un insieme di unità locali (l’insieme delle somme di elementi distinti
di E0), e con abbastanza idempotenti (i vertici di E0). Si può notare,
inőne, che V (α) non è unico: la scelta fatta nella dimostrazione include
l’esigenza di trovare l’insieme con cardinalità minima, ma si potrebbero
anche includere altri vertici "non coinvolti" nell’elemento α (in modo tale
che diano contributo nullo nell’operazione fαf).

4.2.1 Gradazione data da Z

Una proprietà molto importante dell’algebra dei cammini di Leavitt è quella di
essere graduata, cioè di possedere una gradazione data da Z.

Deőnizione 4.2.5. Sia G un gruppo e A un’algebra su un campo K. Si dice
che A è graduata da G se esiste una famiglia {Aσ}σ∈G di sottospazi su K di
A tali che:

A =
⊕

σ∈G

Aσ e Aσ ·Aτ ⊆ Aστ ∀σ, τ ∈ G

Un elemento x ∈ Aσ si dice elemento omogeneo di grado σ. Un ideale I di
una K-algebra che sia graduata da G si dice ideale graduato se:

I ⊆
∑

σ∈G

(I ∩Aσ) o, equivalentemente, y =
∑

σ∈G

yσ ∈ I implica yσ ∈ I ∀σ ∈ G
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Tra due K-algebre graduate da G, A = ⊕σ∈GAσ e B = ⊕σ∈GBσ un omomorő-
smo f si dice graduato se f(Aσ) ⊆ Bσ ∀σ ∈ G.

Osservazione 4.2.6. Il quoziente di un’algebra A = ⊕σ∈GAσ graduata da G
con un ideale graduato è ancora un’algebra graduata da G, con la gradazione
naturale indotta da A. Ciò signiőca che considerata la proiezione:

π : A −→ A/I = Â a 7→ â

e utilizzando la proprietà di I di essere graduato, si ha che ∀σ ∈ G la componente
omogenea Âσ di A di grado σ è proprio Âσ.

Dopo aver deőnito la gradazione di un’algebra in generale, ecco che nel caso
speciőco dell’algebra dei cammini di Leavitt essa viene deőnita a partire da una
gradazione stabilita prima sull’algebra dei cammini associata al grafo esteso Ê:

Deőnizione 4.2.7. Sia E un grafo diretto, K un campo arbitrario e Ê il grafo
esteso di E. Si deőnisca il grado dei generatori dell’algebra dei cammini KÊ
nel seguente modo:

• deg(v) = 0 ∀v ∈ E0

• deg(e) = 1 ∀e ∈ E1

• deg(e∗) = −1 ∀e∗ ∈ (E1)
∗

Dunque per ogni monomio del tipo λx1 . . . xm con xi ∈ E0 ∪E1 ∪ (E1)
∗ si avrà

che:

deg(λx1 . . . xm) =

m∑

i=1

deg(xi)

Deőnendo ∀n ∈ Z il sottospazio su K:

An = spanK{x1 . . . xm|xi ∈ E0 ∪ E1 ∪ (E1)
∗ con deg(x1 . . . xm) = n}

la decomposizione KÊ = ⊕n∈ZAn deőnisce una gradazione data da Z sull’alge-
bra dei cammini KÊ, e tale gradazione ne induce una sull’algebra dei cammini
di Leavitt LK(E) esprimibile nella decomposizione:

LK(E) =
⊕

n∈Z

Ln con Ln = spanK{γλ∗|γ, λ ∈ Path(E) e ℓ(γ)− ℓ(λ) = n}

Uno dei risultati principali che la gradazione di LK(E) data da Z permette
di dimostrare è il Reduction Theorem, il quale afferma che ogni elemento non
nullo dell’algebra può essere ridotto, tramite moltiplicazioni a destra e a sinistra
per opportuni cammini, a un K-multiplo di un vertice, o a un polinomio monico
in un ciclo senza uscite, o a entrambi:

Teorema 4.2.8. Sia E un grafo diretto e K un campo arbitrario. Per ogni
elemento α ∈ LK(E) esistono µ, ν ∈ Path(E) tali che:
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• 0 ̸= µ∗αν = kv per qualche k ∈ K× e v ∈ E0, oppure

• 0 ̸= µ∗αν = f(c) dove c è un ciclo senza uscite e f(x) ∈ K[x, x−1] è un
polinomio non nullo.

Esempio 4.2.9. Le due possibilità espresse nel Teorema 4.2.8 possono veriő-
carsi contemporaneamente, ad esempio se si considera l’algebra dei cammini di
Leavitt LK(R1) associata al grafo:

R1 = •ue
88

si ha che e∗e = u, e tale elemento è allo stesso tempo un vertice e la base di un
ciclo (loop) senza uscite.

Un importante corollario del Reduction Theorem, che tornerà utile in seguito,
è il seguente:

Corollario 4.2.10. Sia E un grafo diretto che soddiső la condizione (L), e K
un campo arbitrario. Allora ogni ideale non nullo di LK(E) contiene un vertice.

Dimostrazione. Sia I un ideale non nullo di LK(E), e sia 0 ̸= α ∈ I. Poiché E
soddisfa la condizione (L), grazie al Reduction Theorem devono esistere µ, ν ∈
Path(E) tali che 0 ̸= µ∗αν = kv con k ∈ K× e v ∈ E0. Questo implica che
0 ̸= v = k−1µ∗αν ∈ LK(E)ILK(E) ⊆ I.

4.3 Origini dell’algebra di Leavitt

4.3.1 Algebre di Leavitt di tipo (m,n)

Un importante antecedente delle Algebre dei cammini di Leavitt è costituito da
una classe particolare di algebre deőnita all’inizio degli anni Sessanta da W.G.
Leavitt, un matematico americano che insegnò all’università del Nebraska e che
fu molto attivo nella ricerca in ambito di Teoria degli anelli e dei moduli. In par-
ticolare ciò che condusse Leavitt a deőnire le suddette algebre, fu lo studio della
struttura di anelli che, a differenza degli esempi più comuni, non possedevano
la proprietà IBN (vedi Deőnizione 2.0.1).

Esempio 4.3.1. La maggior parte degli anelli che si incontrano più facilmente
possiedono la proprietà IBN, come gli anelli noetheriani o quelli commutativi.
Tuttavia esistono anche molte altre classi di anelli che non possiedono la pro-
prietà IBN, e l’esempio più comune è forse quello dell’anello R = RFMN(K)
delle matrici N×N ad entrate in un campo K, aventi in ogni riga al massimo un
numero őnito di entrate non nulle. Questo anello, infatti, possiede la proprietà
SBN (Single Basis Number), che in particolare implica:

Ri ∼= Rj come moduli sinistri (o destri) su R, ∀i, j ∈ N

Dimostrazione. Un isomorősmo di moduli sinistri RR →R R2 si può deőnire
considerando la mappa che associa ad ogni matrice M ∈ RFMN(K) la coppia
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(M1,M2) con M1,M2 ∈ RFMN(K) e tale che M1 è costruita utilizzando le
colonne dispari di M , mentre M2 le colonne di indice pari. Più formalmente,
deőnendo le seguenti matrici:

Y1 :=




1 0 0 0 0 0 . . .
0 0 0 0 0 0 . . .
0 1 0 0 0 0 . . .
0 0 0 0 0 0 . . .
0 0 1 0 0 0 . . .
0 0 0 0 0 0 . . .
...

...
...

...
...

...
. . .




Y2 :=




0 0 0 0 0 0 . . .
1 0 0 0 0 0 . . .
0 0 0 0 0 0 . . .
0 1 0 0 0 0 . . .
0 0 0 0 0 0 . . .
0 0 1 0 0 0 . . .
...

...
...

...
...

...
. . .




X1 :=




1 0 0 0 0 0 . . .
0 0 1 0 0 0 . . .
0 0 0 0 1 0 . . .
0 0 0 0 0 0 . . .
0 0 0 0 0 0 . . .
0 0 0 0 0 0 . . .
...

...
...

...
...

...
. . .




X2 :=




0 1 0 0 0 0 . . .
0 0 0 1 0 0 . . .
0 0 0 0 0 1 . . .
0 0 0 0 0 0 . . .
0 0 0 0 0 0 . . .
0 0 0 0 0 0 . . .
...

...
...

...
...

...
. . .




si ha che MY1 dà le colonne dispari di M , mentre MY2 dà le colonne pari di
M . Dunque la mappa descritta sopra sarà proprio

RR→R R2 M 7→ (MY1,MY2)

Viceversa, è possibile partire da una coppia di matrici (M1,M2) con M1,M2 ∈
RFMN(K) e risalire ad un’unica matrice M tramite la mappa:

RR
2 →R R (M1,M2) 7→M1X1 +M2X2

Osservando inőne che

RR
3 ∼=R R2 ⊕R R ∼=R R⊕R R ∼=R R

e applicando una generalizzazione arriviamo alla tesi Ri ∼= Rj ∀i, j ∈ N.

Osservazione 4.3.2. Si può notare che nell’ Esempio 4.3.1 valgono le equazioni:

Y1X1 + Y2X2 = I

X1Y1 = I = X2Y2 e X1Y2 = O = X2Y1

e che tramite esse è possibile riformulare le mappe inverse RR →R R ⊕R R e
RR⊕R R→R R nel seguente modo:

M 7→ (MY1,MY2) 7→MY1X1 +MY2X2 =MI =M

(M1,M2) 7→M1X1+M2X2 7→ ((M1X1+M2X2)Y1, (M1X1+M2X2)Y2) = (M1,M2)
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Utilizzando lo stesso espediente, è possibile affermare allora che dato un qualsiasi
anello R con identità che contenga quattro elementi y1, y2, x1, x2 tali che

y1x1 + y2x2 = 1R

x1y1 = 1R = x2y2 e x1y2 = 0 = x2y1

allora esso soddisferà R ∼= R ⊕ R. Gli insiemi {1R} e {x1, x2} sono entrambi
insiemi liberi di generatori per R.

Deőnizione 4.3.3. Sia R un anello non IBN . Sia m ∈ N il minimo intero
positivo con la proprietà che Rm ∼= Rm′

come R-moduli sinistri con m′ > m.
Per tale m sia n il minimo intero positivo per cui Rm ∼= Rn, con n > m. Allora
si dice che R ha "module type" (m,n).

Esempio 4.3.4. L’anello R dell’Esempio 4.3.1 ha module type (1, 2).

William G.Leavitt, nel corso della sua ricerca, indagò la possibilità di esi-
stenza di anelli che potessero rappresentare uno stadio intermedio tra quelli
IBN e quelli SBN, cioè anelli per i quali accadesse che RR

i ∼=R Rj per alcune
coppie i, j ∈ N, ma non per tutte. Se si assume che esista un isomorősmo tra
RR

i e RR
j per qualche i ̸= j, allora considerando k-copie di R si avrà che an-

che RR
i+k ∼=R Rj+k. Utilizzando questa idea, è possibile ottenere il seguente

risultato:

Lemma 4.3.5. Sia R un anello con identità, non IBN , ossia tale che esistano
i ̸= j ∈ N per cui RR

i ∼=R Rj. Sia in particolare (m,n) il module type di R, e
sia k = n−m ∈ N. Allora, per ogni coppia i, j ∈ N si avrà:

RR
i ∼=R Rj ⇔ i, j ≥ m e i ≡ j (mod k)

Tenendo presente l’idea del Lemma 4.3.5, Leavitt riuscì a dimostrare il se-
guente teorema ("anything-that-can-happen-actually-does-happen") che oggi è
conosciuto proprio come "Teorema di Leavitt":

Teorema 4.3.6. Siano m,n ∈ N con n > m, e sia K un campo. Allora esiste
una K-algebra Lk(m,n) avente module type (m,n). Inoltre:

1. Lk(m,n) è universale, nel senso che se S è una qualsiasi K-algebra con
module type (m,n) allora esiste un omomorősmo di K-algebre

ϕ : Lk(m,n) → S

2. Lk(m,n) è semplice (cioè non ha ideali bilateri non triviali) se e solo se
m = 1. In questo caso, per ogni 0 ̸= x ∈ Lk(1, n) esistono a, b ∈ Lk(1, n)
per cui axb = 1;

3. Lk(m,n) è esplicitamente descritta in termini di generatori e relazioni.

Deőnizione 4.3.7. L’algebra Lk(m,n) che compare nel Teorema 4.3.6 si deő-
nisce algebra di Leavitt di tipo (m,n).
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In particolare le algebre di Leavitt di tipo (1, n) assumono uno speciale
rilievo, ed è possibile fornirne una descrizione esplicita abbastanza semplice.

Lemma 4.3.8. Sia R un anello con unità, e sia n ∈ N. Allora RR ∼=R Rn come
R-moduli sinistri se e solo se esistono 2n elementi x1, x2, ..., xn e y1, y2, ..., yn
in R tali che

yixj = δi,j1R e
n∑

i=1

xiyi = 1R

Dimostrazione. L’idea di fondo su cui si basa questo risultato è la stessa che
compare nell’Osservazione 4.3.2, in cui è spiegato il caso n = 2. Per n > 2, si
può vedere che interpretando gli omomorősmi tra moduli in termini di prodotti
matriciali, gli isomorősmi ψ ∈ HomR(R

1, Rn) e ϕ ∈ HomR(R
n, R1) tali che

ψ ◦ϕ = idRn e ϕ◦ψ = idR si possono costruire se e solo se esistono 1×n e n×1
R-vettori

(
x1 x2 . . . xn

)
e




y1
y2
. . .
yn


 per cui

(
x1 x2 . . . xn

)
·




y1
y2
. . .
yn


 = (1R)




y1
y2
. . .
yn


·
(
x1 x2 . . . xn

)
=




1R 0 . . . 0
0 1R . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . 1R




e ciò corrisponde perfettamente alle richieste espresse nell’enunciato del lemma.

Il Lemma 4.3.8 fornisce l’idea chiave per poter costruire algebre di Leavitt di
tipo (1, n) (e più in generale esempi di anelli non-IBN), e poter quindi dedurre
la loro costituzione esplicita. Infatti, dato n > 1, è relativamente semplice
costruire un’algebra A che contenga 2n elementi che si comportino secondo le
relazioni espresse nel Lemma 4.3.8: sia K un campo e sia

S = K⟨X1, ..., Xn, Y1, ..., Yn⟩

la K-algebra libera generata da 2n variabili non commutative, e sia I l’ideale di
S generato dalle relazioni

I = ⟨
n∑

i=1

XiYi − 1, YiXj − δi,j1|1 ≤ i, j ≤ n⟩

e sia
A := S/I

Allora l’insieme {xi = X̄i, yj = Ȳj |1 ≤ i, j ≤ n} è l’insieme di variabili cercato,
che soddisfa per costruzione le relazioni del Lemma 4.3.8, dunque si ha che

A1 ∼= An come A-moduli sinistri
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Ora, nonostante sia stata costruita una K-algebra A per cui A1 ∼= An, non sa-
rebbe possibile dedurre automaticamente che sia di tipo (1, n), a meno che non
si dimostri la minimalità di n. Tuttavia questo è esattamente ciò che conferma
Leavitt nel Teorema 4.3.6: la K-algebra Lk(1, n) che compare nell’enunciato
è esattamente l’algebra A = S/I costruita appena sopra. Riassumendo que-
ste considerazioni, è possibile allora formalizzare la costruzione esplicita delle
Algebre di Leavitt di tipo (1, n) dandone una nuova deőnizione:

Deőnizione 4.3.9. Sia K un campo e sia n > 1 un intero positivo. La K-
algebra di Leavitt di tipo (1, n) è la K-algebra

LK(1, n) = K⟨X1, ..., Xn, Y1, ...Yn⟩/⟨
n∑

i=1

XiYi − 1, YiXj − δi,j1|1 ≤ i, j ≤ n⟩

4.3.2 Algebre di Bergman

Le algebre di Leavitt di tipo LK(1, n) rappresentarono una delle "naturali"
motivazioni nei confronti della ricerca più approfondita che portò in seguito alla
deőnizione delle più generali algebre dei cammini di Leavitt. Tuttavia ci furono
altri percorsi, per lo più paralleli, che nonostante la loro apparente diversità
portarono alla őne alla comune necessità di deőnire questi nuovi oggetti. Quello
descritto in forma riassunta in questo paragrafo conduce attraverso gli studi di
G.Bergman, un matematico statunitense, e la sua costruzione di un’algebra in
relazione ad un particolare monoide.

Deőnizione 4.3.10. Sia R un anello unitario. Sia V(R) il semigruppo i cui
elementi sono le classi di isomorősmo di R-moduli sinistri proiettivi őnitamente
generati, con operazione binaria ⊕ deőnita in modo naturale come [P ]⊕ [Q] =
[P ⊕Q]. (V(R),⊕) è un monoide commutativo con elemento neutro [{0}].

Osservazione 4.3.11. Se R è un anello con divisione, allora un R-modulo sinistro
è uno spazio vettoriale sinistro su R. Dunque in questo caso la proprietà di
essere proiettivo őnitamente generato è equivalente a quella di avere dimensione
őnita su R, di conseguenza la classiőcazione degli R-spazi vettoriali sinistri a
dimensione őnita si può ottenere proprio tramite la funzione dimensione, che
permette di stabilire una corrispondenza biunivoca tra classi di spazi vettoriali
con stessa dimensione e interi positivi. Si ha quindi V(R) ∼= Z+. Anche nel
caso in cui R = Z il monoide V(R) è isomorfo a Z+, infatti poiché Z è un
PID, uno Z-modulo è proiettivo se e solo se è libero ([3] Teorema 7.7), dunque
gli Z-moduli proiettivi őnitamente generati possono essere classiőcati anch’essi
tramite il loro rango, che stabilisce un isomorősmo (dal momento che Z è un
anello IBN) tra V(R) e gli interi positivi. Per un arbitrario anello R, invece, è
in genere difficile ottenere una descrizione esplicita di V(R).

Alcune proprietà di V(R) sono ad esempio:

■ ∀ idempotente e ∈ R, [Re] ∈ V(R), poiché Re è un modulo proiettivo. In
particolare [R] ∈ V(R);
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■ se R e S sono anelli isomorő, allora esiste un isomorősmo di monoidi
ϕ : V(R) → V(S) per cui ϕ([R]) = [S], e si può scrivere (V(R), [R]) ∼=
(V(S), [S])

■ V(R) è conico: se x, y ∈ V(R) sono tali che x ⊕ y = [{0}], allora x =
y = [{0}]. Infatti per come è stata deőnita l’operazione ⊕ nella Deőnizio-
ne 4.3.10, si ha che x⊕ y = [P ⊕Q] con P,Q moduli proiettivi rappresen-
tanti rispettivamente delle classi x, y, e affinché tale somma diretta possa
essere isomorfa al modulo nullo, entrambi gli addendi devono esserlo a loro
volta;

■ V(R) contiene un elemento distinto d : ∀x ∈ V(R) ∃y ∈ V(R) e n ∈ N tali
che x ⊕ y = nd (nello speciőco, d = [R]). Infatti un R-modulo proiettivo
őnitamente generato è isomorfo a un addendo diretto di RR

n per qualche
n ≥ 0, inoltre essendo R unitario, [R] ∈ V(R), come visto poco sopra.

Nel 1974 Bergman formulò il seguente importante teorema:

Teorema 4.3.12. Sia M un monoide commutativo conico e őnitamente ge-
nerato con un elemento distinto d ̸= 0, e sia K un campo. Allora esiste una
K-algebra B = B(M,d) per cui (V(B), [B]) ∼= (M,d). Inoltre B può essere
scelta in modo tale che B = B(M,d) sia universale, cioè data una qualsiasi
K-algebra unitaria C per cui (V(C), [C]) ∼= (M,d), esiste un omomorősmo (non
necessariamente unico) di K-algebre Ψ : B → C che induce un morősmo di
monoidi V(Ψ) : V(B) → V(C) con ⟨BA⟩ 7→ ⟨C ⊗B A⟩.
Per una tale B, inoltre, si ha che:

1. ogni ideale destro o sinistro di B è proiettivo.

2. la costruzione di B(M,d) dipende dalla rappresentazione speciőca di M
come F/⟨R⟩ dove F è un monoide abeliano libero őnitamente generato,
mentre R è un dato insieme őnito di relazioni su F . Con F e R inter-
pretati come dati iniziali, l’algebra B = B(M,d) = B(F/⟨R⟩, d) è costrui-
ta esplicitamente tramite una sequenza őnita di passi, in cui ogni passo
consiste nell’associare elementi soddisfacenti esplicite relazioni speciőcate
(fornite da R) ad un’algebra esplicitamente descritta.

Osservazione 4.3.13. La deőnizione del morősmo di monoidi indotto V(Ψ) :
V(B) → V(C) come mappa che manda ⟨BA⟩ 7→ ⟨C ⊗B A⟩ ha senso poiché C
viene inteso come modulo destro su B (CB) con moltiplicazione per scalare ∗
deőnita in questo modo:

c ∗ b = cΨ(b) con c ∈ C, b ∈ B

L’enunciato del teorema corrisponde graőcamente alla commutatività del se-
guente diagramma:

(M,d)

∼=

��

∼= // (V(C), [C])

(V(B), [B])

77
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Deőnizione 4.3.14. L’algebra B = B(M,d) = B(F/⟨R⟩, d) descritta nel
Teorema 4.3.12 si deőnisce algebra di Bergman associata a (F/⟨R⟩, d).

Esempio 4.3.15. Consideriamo K campo e (M,d) = (Z+, 1). Se scegliamo di
rappresentare Z+ come monoide abeliano libero con insieme di generatori dato
da {1}, modulo un insieme vuoto di relazioni, (Z+, 1) = (Z+/⟨∅⟩, 1), allora si ha
che B(Z+/⟨∅⟩, 1) = K. Ciò non appare sorprendente, poiché K risulta essere
l’algebra più semplice tale che i suoi moduli proiettivi őnitamente generati siano
spazi vettoriali di dimensione őnita, dunque effettivamente in corrispondenza
biunivoca con Z+.

Esempio 4.3.16. Interpretando ora il monoide Z+ come Z+/⟨1 = 1⟩, si ha
che alla stessa coppia (Z+, 1) verrà associata l’algebra B(Z+/⟨1 = 1⟩, 1) =
K[x, x−1], ovvero l’algebra dei polinomi di Laurent a coefficienti in K (che in
seguito vedremo essere uno tra gli esempi fondamentali di Algebra dei cammini
di Leavitt).

Esempio 4.3.17. Sia n ≥ 2 intero positivo. Sia Vn il monoide abeliano li-
bero avente un singolo generatore x, soggetto alla relazione nx = x. Allora
Vn = {0, x, 2x, ..., (n − 1)x}, |Vn| = n e la coppia (Vn, x) soddisfa le ipotesi
del Teorema 4.3.12. In questo caso la costruzione esplicita di Bergman porta a
B(Vn, x) = K⟨x1, ..., xn, y1, ...yn⟩ con le stesse relazioni

yixj = δi,j1R e
n∑

i=1

xiyi = 1R

già comparse nel Lemma 4.3.8. Di conseguenza l’algebra di Bergman B(Vn, x)
risulta essere proprio l’algebra di Leavitt LK(1, n).

4.3.3 C∗-Algebre su graő

Un altro esempio di percorso di ricerca che si è rivelato fondamentale nella co-
struzione, in seguito, del concetto di Algebra dei cammini di Leavitt, è quello
che conduce attraverso lo studio delle C∗-algebre su graő (in realtà l’argomento
assume ancora oggi un ruolo centrale nello sviluppo ulteriore della ricerca in-
torno alle algebre dei cammini di Leavitt). In questo paragrafo, in cui verranno
mostrate in modo riassuntivo le proprietà delle C∗-algebre su graő che permet-
tono poi di comprendere la loro connessione con il nuovo oggetto di studio, si
assumerà che ogni algebra presa in considerazione sia unitaria sul campo dei
numeri complessi C.

Deőnizione 4.3.18. 1. L’algebra A è una ∗-algebra se esiste una mappa
∗ : A→ A tale che:

• (x+ y)∗ = x∗ + y∗ ∀x, y ∈ A;

• (xy)∗ = y∗x∗ ∀x, y ∈ A;

• 1∗ = 1;
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• (x∗)∗ = x ∀x ∈ A;

• (αx)∗ = ᾱx∗ ∀x, y ∈ A e ∀α ∈ C (ᾱ indica il complesso coniugato
di α);

2. Una C∗-norma su una ∗-algebra A è una funzione ∥ · ∥ : A→ R+ per cui:

• ∥ab∥ ≤ ∥a∥ · ∥b∥ ∀a, b ∈ A

• ∥a+ b∥ ≤ ∥a∥+ ∥b∥ ∀a, b ∈ A

• ∥aa∗∥ = ∥a∥2 = ∥a∗∥2 ∀a ∈ A

• ∥a∥ = 0 ⇔ a = 0 ∀a ∈ A

• ∥λa∥ = |λ|∥a∥ ∀a ∈ A, ∀λ ∈ C

Deőnizione 4.3.19. Una C∗-norma su una ∗-algebra A induce una topologia
su A nel modo usuale, deőnendo la palla di raggio ϵ intorno ad a ∈ A come
{b ∈ A|∥b − a∥ < ϵ}. Si dice C∗-algebra una ∗-algebra A dotata di una C∗-
norma ∥ · ∥ tale che A risulti completa rispetto alla topologia indotta da ∥ · ∥.
Inoltre:

• Una C∗-algebra si dice semplice se non contiene ideali bilateri chiusi
non-triviali;

• Una C∗-algebra si dice infinita se contiene un elemento x tale che xx∗ =
1 e x∗x ̸= 1;

• Una C∗-algebra A è semplice puramente infinita se A non è isomorfa
a C e ∀0 ̸= x ∈ A esistono a, b ∈ A tali che axb = 1;

• Una isometria parziale è un elemento x nella C∗-algebra A tale che
y = x∗x è un idempotente autoaggiunto, cioè y∗ = y e y2 = y. Tali
elementi si possono anche caratterizzare come quelli per cui xx∗x = x.

Esempio 4.3.20. Esempi standard di ∗-algebre sono l’anello delle matrici Mn(C)
(in cui ∗ è il trasposto coniugato), e l’anello C(T) delle funzioni continue dalla
circonferenza unitaria T = {z ∈ C||z| = 1} in C (in cui ∗ si deőnisce come
f∗(z) = f(z) per z ∈ T). Una C∗-norma su Mn(C) è data dalla norma opera-
toriale, per cui vediamo gli elementi di Mn(C) come operatori Cn → Cn (con
norma euclidea su Cn), e assegniamo ad M ∈ Mn(C) la radice del più grande
autovalore di M∗M . Anche su C(T) si può deőnire una C∗-norma che sia una
norma operatoriale. Un esempio di isometria parziale (e anche di proiezione)
in Mn(C) è qualsiasi elemento che sia somma di matrici distinte del tipo ei,i
con 1 ≤ i ≤ n (ovvero le matrici aventi 1 nell’entrata i, i).
Invece in C(T) gli unici idempotenti sono le funzioni costanti 0 e 1, infatti:

f(z) ∈ C ∀z ∈ T, dunque se f2(z) = f(z)f(z) = f(z) ⇒ f(z) ∈ {0, 1}

⇒ f ≡ 0 oppure f ≡ 1 per la continuità di f e la connessione di T

Di conseguenza l’insieme di tutte le isometrie parziali in C(T) è J = {0}∪{f ∈
C(T)|f(T) ⊆ T}. Infatti, denotando con la lettera I l’insieme {x ∈ C(T)|y =
xx∗ ⇒ y = y∗, y2 = y} delle isometrie parziali, si ha che:
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• J ⊆ I: Sia f ∈ J\{0}. Allora f(T) ⊆ T. Posto g = ff∗, si ha f(t) = 1
f(t)

per ogni t ∈ T. Dunque g(t) = f(t)f∗(t) = f(t) 1
f(t) = 1 per ogni t ∈ T.

Dunque g è la funzione costante 1 che soddisfa le condizioni g = g∗ e
g2 = g. Perciò f ∈ I.

• I ⊆ J : Sia x ∈ I\{0} e sia y = xx∗. Dato che y = y2, si ha che
y(t) ∈ {0, 1} per ogni t ∈ T e che y(a) = 1 per qualche a ∈ T. Dato che x
e y sono funzioni continue e che T è connesso, si ottiene y(t) = 1 per ogni
t ∈ T. Così y è la funzione costante 1 e vale x(T) ⊆ T. Dunque x ∈ J .

Lo studio delle C∗-algebre nacque in relazione ai primi sviluppi della mec-
canica quantistica, per rispondere all’esigenza di dare forma alle algebre degli
osservabili ősici. Nel corso degli anni, poi, i ricercatori si posero diverse do-
mande riguardo la loro struttura. Una di queste, riguardante la descrizione
esplicita di una C∗-algebra semplice, inőnita e separabile, fu analizzata e risolta
dal matematico tedesco J.Cuntz nel 1977:

Teorema 4.3.21. Sia n ∈ N. Si consideri uno spazio di Hilbert H e un insieme
di isometrie {Si}

n
i=1 (cioè S∗

i Si = 1) su H. Si assuma che
∑n

i=1 SiS
∗
i = 1. Si

indichi con On = C∗(S1, ..., Sn) la C∗-algebra generata da {Si}
n
i=1. Allora la

C∗-algebra inőnita e separabile On è semplice.

Deőnizione 4.3.22. L’algebra On che compare nel Teorema 4.3.21 si deőnisce
C∗-algebra di Cuntz.

Osservazione 4.3.23. Una delle conseguenze più interessanti del Teorema 4.3.21
è che permette ad esempio di collegare le C∗-algebre On con le algebre di Leavitt:
è possibile dimostrare che On si può interpretare come il C∗-completamento di
una C-algebra isomorfa a LC(1, n).

Dopo la comparsa delle algebre di Cuntz, molti ricercatori approfondirono
l’argomento tentando di stabilirne naturali generalizzazioni. Allo stesso tempo,
però, all’inizio degli anni ottanta molti si dedicarono allo studio di costruzioni
di C∗-algebre corrispondenti a graő diretti. Questa nuova prospettiva, ovvero la
possibilità di costruire e studiare le C∗-algebre a partire da graő diretti, riscontrò
molto successo e favorì ulteriori scoperte. Tramite questo approccio, ad esempio,
fu possibile stabilire che l’algebra di Cuntz On poteva essere realizzata come la
C∗-algebra associata a Rn, un particolare tipo di grafo che verrà trattato nei
paragraő successivi. Secondo questa nuova tendenza, dunque:

Deőnizione 4.3.24. Sia E = (E0, E1, r, s) un grafo diretto őnito. Una E-
famiglia di Cuntz-Krieger in una C∗-algebra A consiste in un insieme di proie-
zioni mutuamente ortogonali {pv|v ∈ E0} e in un insieme di isometrie parziali
{se|e ∈ E1} che soddisfa le relazioni di Cuntz-Krieger:

(CK1) s∗ese = pr(e) ∀e ∈ E1

(CK2) pv =
∑

{e|s(e)=v} ses
∗
e ∀v ∈ Reg(E)
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Si indica con il simbolo C∗(E) la C∗-algebra generata da una E-famiglia uni-
versale di Cuntz-Krieger {se, pv}, cioè tale che per ogni E-famiglia di Cuntz-
Krieger {te, qv} nella C∗-algebra A, c’è un omomorősmo ϕ : C∗(E) → A per
cui ϕ(se) = te e ϕ(pv) = qv ∀e ∈ E1 e ∀v ∈ E0.

Gli studi in questa direzione portarono a risultati sempre più speciőci ed
interessanti riguardo la connessione tra algebra e grafo, e su come alcune pro-
prietà dell’una fossero direttamente riconducibili ad alcune proprietà dell’altro,
ad esempio:

Teorema 4.3.25. Sia E un grafo őnito. Allora C∗(E) è semplice se e solo se
gli unici sottoinsiemi di E ereditari e saturi sono banali, ed ogni ciclo di E ha
un’uscita. Inoltre C∗(E) è semplice puramente inőnita se e solo se C∗(E) è
semplice e E contiene almeno un ciclo.

4.3.4 La conŕuenza dei percorsi e la nuova deőnizione

Concluso il breve sopralluogo sulle algebre di Leavitt, sulle algebre di Bergman
e sulle C∗-algebre, non è ancora del tutto chiara la connessione tra esse e la
descrizione dell’algebra dei cammini di Leavitt fornita nella Deőnizione 4.1.2.
Cerchiamo di far luce su questo punto, mostrando come essenzialmente due
differenti tragitti storici sono conŕuiti in un’unica deőnizione.

Primo percorso: algebre di Bergman e C∗-algebre Si può dire che i pro-
tagonisti qui furono gli spagnoli P.Ara, E.Pardo, e l’americano K.R.Goodearl,
matematici con una grande esperienza sia in teoria degli anelli che nelle C∗-
algebre. Nella loro comune ricerca, inizialmente estesero la nozione di C∗-
algebra semplice puramente inőnita al contesto più generale degli anelli uni-
tari, studiandone le proprietà. Grazie a questo studio notarono ad esempio che
l’algebra di Cuntz On è interpretabile come C∗-completamento dell’algebra di
Leavitt LC(1, n) sul campo dei numeri complessi, collegamento che appunto non
fu per nulla scontato őno ai primi anni 2000. Dopo aver introdotto così la no-
zione di anelli semplici puramente inőniti, i tre ricercatori (a cui si aggiunse
lo spagnolo Gonzàles-Barroso) si concentrarono sull’analisi di esempi espliciti.
Mantenendo come primo riferimento la nozione di C∗-algebra semplice pura-
mente inőnita, arrivarono a modellare un nuovo tipo di algebre, che chiamarono
algebraic Cuntz-Krieger algebras (algebre (CK)). E’ interessante notare che,
retrospettivamente, tali algebre corrisponderebbero alle algebre dei cammini di
Leavitt associate a graő őniti senza vertici source nè sink, e che non siano unioni
distinte di cicli. Le stesse domande che avevano stimolato i ricercatori nell’ap-
profondire le proprietà delle C∗-algebre puramente inőnite, furono riformulate
allora anche per le nuove algebre (CK), e ci si chiese in un secondo momento
anche come potesse risultare la struttura del monoide V(A) per tali algebre.
Dopo aver approfondito diversi esempi nello speciőco, Ara e Pardo capirono in
particolare che molte informazioni riguardo al monoide V(A), con A una (CK)
algebra, potevano essere viste direttamente in termini di relazioni tra vertici e
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frecce in un preciso grafo associato E, perchè effettivamente tali informazioni
potevano essere usate per generare un monoide in modo naturale:

Deőnizione 4.3.26. Sia E un grafo őnito, con E0 = {v0, ..., vn}. Si deőni-
sce ME il monoide associato al grafo E come il monoide abeliano libero su un
insieme di generatori {av1

, ..., avn
} modulo le relazioni

avi =
∑

{e∈E1|s(e)=vi}

ar(e) ∀vi ∈ Reg(E)

Da uno scritto dello stesso E.Pardo indirizzato al matematico Gene Abrams
possiamo leggere:

"...at some moment [early in 2004] one of us suggested that probably
Bergman’s coproduct construction would be a good manner of solving the

computation and prove that both monoids coincide."

Fu così che Ara, Pardo e un altro collega Moreno-Frìas arrivarono a stabilire la
seguente deőnizione e il successivo teorema:

Deőnizione 4.3.27. Sia E un grafo őnito, K un campo. Si deőnisce la K-
algebra LK(E) associata ad E come la K-algebra generata dagli insiemi
{pv|v ∈ E0} e {xe, ye|e ∈ E1} soddisfacente le seguenti relazioni:

1. pvpv′ = δv,v′pv per ogni v, v′ ∈ E0

2. ps(e)xe = xepr(e) = xe per ogni e ∈ E1

3. pr(e)ye = yeps(e) = ye per ogni e ∈ E1

4. yexe′ = δe,e′pr(e) per ogni e, e′ ∈ E1

5. pv =
∑

{e∈E1|s(e)=v} xeye per ogni e ∈ E0 che emetta frecce

Sicuramente si può notare come sia stata utilizzata volontariamente una
notazione e una terminologia molto simili a quelle delle C∗-algebre su graő.

Teorema 4.3.28. Sia E un grafo őnito, K un campo. Allora esiste un isomor-
ősmo naturale di monoidi V(LK(E)) ∼=ME.

E’ possibile riformulare questo importante teorema sfruttando il Teorema 4.3.12
di Bergman:

Teorema 4.3.29. Sia E un grafo őnito, K un campo. Sia ME il monoide con
l’insieme di generatori e di relazioni speciőcati nella Deőnizione 4.3.26. Sia
d l’elemento

∑
{v∈E0}

av di ME. Allora LK(E) ∼= B(ME , d). Di conseguenza
V(LK(E)) ∼=ME. Inoltre LK(E) è ereditaria.

Insieme al Teorema 4.3.28 Ara, Pardo e Moreno riuscirono anche a stabilire
una connessione tra i V-monoidi di LK(E) e di C∗(E):

Teorema 4.3.30. Sia E un grafo őnito. Allora esiste un isomorősmo naturale
di monoidi V(LC(E)) ∼= V(C∗(E)).
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Secondo percorso: quozienti di algebre di quiver Questo sviluppo al-
ternativo inizia con l’interesse del matematico americano Gene Abrams nei con-
fronti delle algebre di Leavitt, nello speciőco di quelle del tipo LK(1, n). Queste
ultime, infatti, potevano essere usate per produrre anelli non-IBN, come visto
nella discussione del Lemma 4.3.8, ma trovavano anche altre applicazioni, come
ad esempio la soluzione di alcuni quesiti riguardo gli anelli graduati. Il potenzia-
le di queste algebre incuriosì e motivò maggiormente la ricerca nei loro confronti,
őnchè in una conferenza del 2004 tenuta all’Università dell’Iowa diversi algebristi
tra cui Muhly, Ánh e Abrams cominciarono a realizzare che quando si consi-
derava il "pre-completamento" delle C∗-algebre su graő, la struttura algebrica
rimanente somigliava a una sorta di modiőca della ben nota nozione di alge-
bra di quiver o algebra dei cammini (Deőnizione 4.1.1). Il lavoro congiunto di
Abrams con il collega Gonzalo Aranda Pino nei mesi successivi alla conferenza,
portò esattamente alla Deőnizione 3.0.5 di grafo esteso, e alla Deőnizione 4.1.2
di algebra dei cammini di Leavitt (sempre nel 2004). Anche in questo caso vale
la pena notare come alcune notazioni sviluppate nel contesto delle C∗-algebre
siano state riprese e introdotte nel mondo delle algebre dei cammini di Leavitt,
ad esempio l’uso delle sigle (CK1) e (CK2) a designare le relazioni chiave, che
richiamano le relazioni di Cuntz-Krieger esposte nella Deőnizione 4.3.24.
Dopo aver deőnito i nuovi oggetti, tenendo presenti il Teorema 4.3.6 di Leavitt e
il Teorema 4.3.25 di semplicità per le C∗-algebre su graő, Abrams e Aranda Pino
si chiesero inizialmente per quali graő E l’algebra LK(E) risultasse semplice.
Fu stabilito il seguente teorema:

Teorema 4.3.31. Sia E un grafo őnito e K un campo. Allora LK(E) è semplice
se e solo se gli unici sottoinsiemi ereditari e saturi di E sono banali, e ogni ciclo
in E ha un’uscita.

L’unione dei percorsi Applicando le ovvie corrispondenze v ↔ pv, e ↔ xe,
e∗ ↔ ye, si vide che:

Per un grafo őnito E e un campo K, la K-algebra dei graő descritta nella
Deőnizione 4.3.27 è la stessa algebra descritta nella Deőnizione 4.1.2 di algebra

dei cammini di Leavitt.

Le pubblicazioni in cui principalmente si esprimono i fondamenti del nuovo
soggetto sono da considerarsi i due articoli:

1. Abrams G., Aranda Pino G.: The Leavitt path algebra of a graph. J.
Algebra 293, 319ś334 (2005)

2. Ara P., Moreno M.A., Pardo E.: Nonstable K-theory for graph algebras.
Algebras Represent. Theory 10(2), 157ś178 (2007)

È interessante notare gli sviluppi cronologici di entrambi questi lavori paral-
leli: per quanto riguarda 1. il lavoro iniziò nel Luglio 2004, fu inviato per la
pubblicazione nel Settembre 2004, accettato nel Giugno 2005, comparve onli-
ne nel Settembre 2005 e fu stampato a Novembre 2005. Il lavoro sull’articolo
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2., invece, iniziò all’inizio del 2004, fu inviato per la pubblicazione alla őne del
2004, accettato all’inizio del 2005, ma non comparve in stampa őno ad Aprile
del 2007. Quindi, anche se 1. apparve in stampa otto mesi prima di 2., in realtà
la maggior parte del lavoro matematico fatto per produrre 2. precedette quello
impiegato per produrre 1.

4.4 Esempi fondamentali

Un aspetto forse sorprendente delle algebre di Leavitt è che comprendono classi
di algebre notevoli e apparentemente molto diverse fra loro.

Deőnizione 4.4.1. Per ogni n ∈ N si deőnisce rosa con n petali e si indica
con il simbolo Rn il grafo caratterizzato da un solo vertice e n loop:

Rn = •v e1
ffQQDD
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Deőnizione 4.4.2. Per ogni n ∈ N si deőnisce grafo orientato n-lineare e
si indica con il simbolo An il grafo caratterizzato da n vertici e n− 1 frecce:

An = •v1
e1 // •v2

e2 // •v3
e3 // · · ·

en−2
// •vn−1

en−1
// •vn

Deőnizione 4.4.3. Si deőnisce grafo di Toeplitz e si indica con T il grafo
őnito caratterizzato da due vertici e due frecce disposti nel seguente modo:

T = •ve
'' f

// •w

4.4.1 LK(Rn): algebra dei cammini di Leavitt associata a Rn

In base alla Proposizione 4.2.4, possiamo dire che si tratta di un’algebra unitaria
in cui l’identità coincide con l’unico vertice v (1LK(Rn) = v). Per n ≥ 2 è non-
commutativa (e1e2 ̸= e2e1 ad esempio) e come spazio vettoriale ha dimensione
inőnita, contiene infatti cammini di lunghezza k per ogni k ∈ N.

Proposizione 4.4.4. Sia n ≥ 2 un intero positivo, K un campo e Rn la rosa
con n petali. Allora LK(1, n) ∼= LK(Rn).

Dimostrazione. Ricordando la Deőnizione 4.3.9 e il Lemma 4.3.8 riguardo la
costruzione dell’algebra di Leavitt di tipo (1, n) come quoziente di un’algebra
libera su 2n variabili (x1, ...xn, y1, ...yn) modulo un insieme di relazioni, un iso-
morősmo tra essa e l’algebra dei cammini di Leavitt associata al grafo Rn si può
deőnire in questo modo:

LK(Rn) −→ LK(1, n)

v 7−→ 1

ei 7−→ yi

e∗i 7−→ xi.
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In questo modo, le relazioni (CK1) e (CK2) nella Deőnizione 4.1.2 corrispon-
dono a quelle esplicitate nel Lemma 4.3.8:

e∗i ej = δi,jv xiyj = δi,j1

e1e
∗
1 + e2e

∗
2 + · · ·+ ene

∗
n = v y1x1 + y2x2 + · · ·+ ynxn = 1

4.4.2 LK(R1): algebra dei cammini di Leavitt associata a R1

Poiché il grafo ha una sola freccia, in questo caso si tratta di un’algebra unitaria
e commutativa.

Deőnizione 4.4.5. Dato un campo K si deőnisce K-algebra dei polinomi
di Laurent e si indica con il simbolo K[x, x−1] la K-algebra libera generata dai
due simboli x e y con la seguente relazione:

xy = yx = 1

Un generico elemento di K[x, x−1] può essere scritto come
∑n

i=m kix
i (con ki ∈

K e m ≤ n ∈ Z), dunque in particolare gli esponenti possono essere anche interi
negativi.

Proposizione 4.4.6. Sia K un campo. Allora si ha che K[x, x−1] ∼= LK(R1)

Dimostrazione. L’isomorősmo tra K[x, x−1] e LK(R1) si può deőnire in questo
modo:

LK(R1) −→ K[x, x−1]

v 7−→ 1

e 7−→ x

e∗ 7−→ x−1.

In particolare, analizzando più nel dettaglio la struttura di LK(R1):

R1 = •v e
ff R̂1 = •v e

ffe∗
''

Grazie alla relazione (CK1) si ha che e∗e = v, grazie a (CK2) si ha che
ee∗ = v, e grazie alla Proposizione 4.2.4 si ha che v = 1LK(E). Queste relazioni
corrispondono esattamente ai requisiti dell’algebra di Laurent: xy = yx = 1.

4.4.3 LK(An): algebra dei cammini di Leavitt associata ad An

Poiché il grafo ha un numero őnito n di vertici, l’algebra associata è unitaria
(1LK(An) =

∑
v∈E0

v), e per n ≥ 2 non è commutativa.

Proposizione 4.4.7. Sia K un campo e n ≥ 1 un intero positivo. Allora si ha
che Mn(K) ∼= LK(An).
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Dimostrazione. Denotando con Ei,j per 1 ≤ i, j ≤ n le matrici n × n aven-
ti tutte le entrate nulle tranne quella in posizione i, j, occupata dal valore 1,
l’isomorősmo tra Mn(K) e LK(An) si può deőnire in questo modo:

LK(An) −→Mn(K)

vi 7−→ Ei,i

ei 7−→ Ei,i+1

e∗i 7−→ Ei+1,i.

Nel caso in cui, ad esempio, n = 3 si avrà:

A3 = •v1
e1 // •v2

e2 // •v3 Â3 = •v1

e1
**
•v2

e2
**

e∗1

jj •v3

e∗2

jj

e l’isomorősmo cercato sarà:

LK(A3) −→M3(K)

vi 7−→ Ei,i

ei 7−→ Ei,i+1

e∗i 7−→ Ei+1,i

e1e2 7−→ E1,2E2,3 = E1,3

e∗2e
∗
1 7−→ E3,2E2,1 = E3,1.



∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗




4.4.4 LK(T ): algebra dei cammini di Leavitt associata a T

Poiché il grafo soggiacente è őnito,

T = •ve
'' f

// •w

l’algebra associata è unitaria, con 1LK(T ) = v + w. Come spazio vettoriale, ha
dimensione inőnita sul campo K, e non è commutativa (ad esempio, ef ̸= fe).

Proposizione 4.4.8. Sia K un campo. Allora l’algebra di Leavitt LK(T ) (ge-
neralmente indicata con il simbolo TK) è isomorfa alla K-algebra libera K⟨x, y⟩
generata dalle variabili x, y modulo la relazione xy = 1.

Dimostrazione. Sia S = {yx, 1 − yx} ∪ {y2x, y − y2x} ∪ {yx2, x − yx2}. S
costituisce una T -famiglia di Leavitt in A = K⟨x, y|xy = 1⟩, dunque grazie al
Teorema 4.2.3 si può affermare che esiste un unico omomorősmo di K-algebre
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ϕ : LK(T ) → A tale che:

LK(T ) −→ A

v 7−→ yx

w 7−→ 1− yx

e 7−→ y2x

f 7−→ y − y2x

e∗ 7−→ yx2

f∗ 7−→ x− yx2.

S è una T -famiglia di Leavitt in A perché ricordando i punti elencati nella
Deőnizione 4.2.2 si ha:

1. avav = (yx)(yx) = y(xy)x = yx; avaw = yx(1− yx) = yx− yxyx = yx−
yx = 0; awaw = (1−yx)(1−yx) = 1−yx−yx+yxyx = 1−yx−yx+yx =
1− yx; awav = (1− yx)yx = yx− yxyx = yx− yx = 0.

2. avbe = (yx)(y2x) = yxyyx = yyx = y2x; beav = (y2x)(yx) = y2xyx =
y2x; avbf = (yx)(y−y2x) = yxy−yxyyx = y−y2x; bfaw = (y−y2x)(1−
yx) = y − y2x− y2x+ y2xyx = y − y2x.

3. avce = (yx)(yx2) = yxyx2 = yx2; ceav = (yx2)(yx) = yx2yx = yx2;
awcf = (1 − yx)(x − yx2) = x − yx2 − yx2 + yxyx2 = x − yx2; cfav =
(x− yx2)(yx) = xyx− yx2yx = x− yx2.

4. cebe = (yx2)(y2x)(y2x) = yx2y2x = yx; cebf = (yx2)(y − y2x) = yx2y −
yx2y2x = yx− yx = 0; cfbf = (x− yx2)(y − y2x) = xy − xy2x− yx2y +
yx2y2x = xy− yx− yx+ yx = xy− yx = 1− yx; cfbe = (x− yx2)(y2x) =
xy2x− yx2y2x = yx− yx = 0.

5. av = bece+bfcf = (y2x)(yx2)+(y−y2x)(x−yx2) = y2xyx2+yx−y2x2−
y2x2 + y2xyx2 = y2x2 + yx− y2x2 − y2x2 + y2x2 = yx.

Viceversa, si vede che deőnendo X = e∗ + f∗ e Y = e+ f in A si ha

XY = (e∗ + f∗)(e+ f) = e∗e+ e∗f + f∗e+ f∗f = v + w = 1

Questo signiőca che è possibile deőnire un omomorősmo ψ tra K-algebre come
l’unica estensione della mappa che agisca sui generatori nel seguente modo:

A −→ LK(T )

x 7−→ e∗ + f∗

y 7−→ e+ f.

ϕ e ψ sono uno l’inverso dell’altro, infatti:

ϕ ◦ ψ(x) = ϕ(e∗ + f∗) = ϕ(e∗) + ϕ(f∗) = yx2 + x− yx2 = x
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ϕ ◦ ψ(y) = ϕ(e+ f) = ϕ(e) + ϕ(f) = y2x+ y − y2x = y

ψ◦ϕ(v) = ψ(yx) = ψ(y)ψ(x) = (e+f)(e∗+f∗) = ee∗+ef∗+fe∗+ff∗ = v

ψ◦ϕ(w) = ψ(1−yx) = ψ(1)−ψ(yx) = 1−ψ(y)ψ(x) = 1−(e+f)(e∗+f∗) =
1− v = w

ψ ◦ϕ(e) = ψ(y2x) = ψ(y)ψ(y)ψ(x) = (e+ f)(e+ f)(e∗ + f∗) = (e+ f)v =
ev + fv = e

ψ ◦ϕ(f) = ψ(y−y2x) = ψ(y)−ψ(y)ψ(y)ψ(x) = e+f− (e+f)(e+f)(e∗+
f∗) = e+ f − e = f

ψ ◦ ϕ(e∗) = ψ(yx2) = ψ(y)ψ(x)ψ(x) = (e+ f)(e∗ + f∗)(e∗ + f∗) = v(e∗ +
f∗) = ve∗ + vf∗ = e∗

ψ ◦ ϕ(f∗) = ψ(x− yx2) = ψ(x)− ψ(y)ψ(x)ψ(x) = e∗ + f∗ − (e+ f)(e∗ +
f∗)(e∗ + f∗) = e∗ + f∗ − e∗ = f∗.

Quindi possiamo concludere che LK(T ) ∼= A

Da questo punto in poi del lavoro di tesi, per tutti i capitoli successivi, si
assumerà sempre che i graő E presi in considerazione siano tali che E0 sia un
insieme őnito, e che dunque tutte le algebre dei cammini di Leavitt introdotte
siano unitarie.

5 Classi di moduli semplici su algebre dei cam-

mini di Leavitt

In questo capitolo verranno presentate alcune tipologie di rappresentazioni irri-
ducibili delle algebre dei cammini di Leavitt, ovvero classi di moduli semplici che
si possono costruire sulle suddette algebre. In particolare si farà riferimento a
strutture introdotte e studiate dal matematico cinese Xiao-Wu Chen circa dieci
anni fa, conosciute per l’appunto con il nome di moduli di Chen.

5.1 Moduli V[p]

Per deőnire questa particolare classe di moduli, Chen si è servito di un metodo
basato sull’utilizzo delle classi di equivalenza di cammini inőniti sul grafo E, e
la relazione di equivalenza in questione è deőnita tail-equivalence.

Deőnizione 5.1.1. Dato un grafo diretto E, sia p ∈ E∞ un cammino inőnito
su E. Con i simboli τ≤n(p) = e1e2 . . . en ∈ En e τ>n(p) = en+1en+2 · · · ∈ E∞

si indichino i due troncamenti del cammino inőnito. Ora, siano p, q ∈ E∞ due
cammini inőniti su E. Si dice che p e q sono tail-equivalent, e si scrive p ∼ q,
se ∃n,m ∈ N tali che

τ>n(p) = τ>m(q)
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Deőnizione 5.1.2. Se il cammino inőnito p è tail-equivalent al cammino c∞,
dove c è un ciclo in E, allora si dice che p termina in un ciclo.

Osservazione 5.1.3. La relazione tail-equivalence è una relazione di equivalenza
su E∞, infatti è riŕessiva (in questo caso n = m = 0), simmetrica (si deduce
direttamente dalla deőnizione) e transitiva, infatti se p ∼ q e q ∼ t, allora
signiőca che:

∃n,m, r, s ∈ N tali che τ>n(p) = τ>m(q) e τ>r(q) = τ>s(t)

Ora, se r < m allora:

τ>n(p) = τ>m(q) = τ>m−r(τ>r(q)) = τ>m−r(τ>s(t)) = τ>m−r+s(t) ⇒ p ∼ t

Se invece r > m allora:

τ>s(t) = τ>r(q) = τ>r−m(τ>m(q)) = τ>r−m(τ>n(p)) = τ>r−m+n(p) ⇒ t ∼ p

Si può dunque indicare con Ẽ∞ l’insieme delle classi di equivalenza, e con [p] la
classe di equivalenza corrispondente al cammino p.

Deőnizione 5.1.4. Dato un grafo diretto E, per ogni v ∈ E0 si deőniscano i
seguenti insiemi:

M(v) = {w ∈ E0|w ≥ v} H(v) = E0\M(v)

Similmente, se p è un cammino inőnito su E, deőniamo:

M(p) = {w ∈ E0|w ≥ v per qualche v ∈ p0} H(p) = E0\M(p)

Osservazione 5.1.5. Gli insiemi M(v) e M(p) sono entrambi diretti verso il
basso, infatti ∀w, x ∈M(v) si ha che w ≥ v e x ≥ v per deőnizione, e v ∈M(v)
poiché esiste il cammino di lunghezza nulla che lo collega a se stesso. Similmente,
∀w, x ∈ M(p) devono esistere v1, v2 ∈ p0 tali che w ≥ v1 e x ≥ v2, e non
è restrittivo supporre che v1 ≥ v2. Ma allora si avrà che ad esempio anche
w ≥ v2, infatti basta completare il cammino da w a v1 con la porzione di p
che collega v1 a v2. Inoltre v2 ∈M(p) perché tutti i vertici raggiunti da p sono
considerabili collegati ai vertici di p0 da cammini di lunghezza nulla. Si osservi,
poi, che per ogni vertice v e per ogni cammino inőnito p gli insiemi H(v) ed
H(p) sono sottoinsiemi ereditari di E0, infatti:

∀v1 ∈ H(v) tale che v1 ≥ v2 ⇒ v2 ∈ H(v)

perché se invece v2 /∈ H(v), si avrebbe v2 ∈ M(v), dunque v2 ≥ v e v1 ≥ v2 ≥
v ⇒ v1 ≥ v ⇒ v1 ∈M(v), ma ciò è assurdo poiché M(v) ∩H(v) = ∅. Lo stesso
vale per H(p):

∀v1 ∈ H(p) tale che v1 ≥ v2 ⇒ v2 ∈ H(p)
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perché se invece v2 /∈ H(p), si avrebbe v2 ∈M(p), dunque v2 ≥ v con v ∈ p0, e
v1 ≥ v2 ≥ v ⇒ v1 ≥ v ⇒ v1 ∈M(p), ma ciò è assurdo poiché M(p) ∩H(p) = ∅.
L’insieme H(p) è anche saturo per ogni cammino inőnito p:

Se w ∈ E0 è regolare e tale che r(s−1(w)) ⊆ H(p) ⇒ w ∈ H(p)

Infatti chiamato R l’insieme
r(s−1(w)) =

= {v1, ..., vn|∃ei ∈ E1 t.c. s(ei) = w e r(ei) = vi con 1 ≤ i ≤ n = |r(s−1(w))|}

e supponendo che R ⊆ H(p) e che w /∈ H(p), si ha che w ∈ M(p), e dunque
w è collegato a v per qualche v ∈ p0 da un cammino q di lunghezza ≥ 0. In
particolare, se ℓ(q) = 0 allora signiőca che w = v ∈ p0, quindi esiste una freccia
ei ∈ R, emessa da w, che fa parte del cammino p, e tale freccia avrà r(ei) ∈ p0,
dunque r(ei) ∈ M(p). Ma ciò costituisce una contraddizione, perché M(p) e
H(p) sono disgiunti. Se invece ℓ(q) > 0, allora q = e1e2...em con s(e1) = w e
r(em) = v, dunque il cammino e2...em collega r(e1) ∈ R a v, ma ciò signiőca
che r(e1) ∈M(p), e non è possibile perché H(p) e M(p) sono disgiunti.
Nel caso dell’insiemeH(v), al contrario, la proprietà di essere saturo si manifesta
soltanto nell’eventualità che v sia un sink oppure un emittente inőnito. Infatti
se v è un emittente őnito, potrebbe anche emettere soltanto nell’insieme H(v)
pur restando in M(v), cioè potrebbe appartenere alla saturazione di H(v). Ad
esempio, nel caso del grafo:

•v
e // •u

si ha che M(v) = {v} e H(v) = {u}, ma la chiusura satura di H(v) è {v, u}.
Vale la pena notare, inőne, che H(p) = H([p]), cioè che H(p) non dipende
dalla scelta del rappresentante della classe di equivalenza (dunque dipende solo
dalla coda del cammino). Infatti, dato il cammino inőnito q tale che q ∼ p,
si ha che p = p̄τ e q = q̄τ con q̄, p̄ cammini őniti e τ coda inőnita, quindi
H(q) = H(q̄) ∪ H(τ) e H(p) = H(p̄) ∪ H(τ). Ora, se ad esempio in H(q) ci
fossero dei vertici che non stanno in H(p), allora sarebbero vertici non-connessi
a q̄ che però sono connessi a p̄, ma allora sarebbero anche connessi a τ , dunque
non potrebbero stare in H(q).

Sia K un campo e E un grafo diretto. Si indichi con V lo spazio vettoriale
su K che ha per base l’insieme E∞, e per ogni classe di equivalenza [p] in Ẽ∞,
sia V[p] il sottospazio di V generato dall’insieme {q ∈ E∞|q ∈ [p]}. Allora si ha
che

V = ⊕
[p]∈Ẽ∞

V[p]

L’obiettivo ora è costruire una rappresentazione dell’algebra dei cammini di
Leavitt LK(E) su V . Si deőniscano le seguenti mappe:

• ∀v ∈ E0 sia Pv : V → V la mappa lineare tale che Pv(p) = δv,s(p)p,
∀p ∈ E∞;

• ∀e ∈ E1 sia Se : V → V la mappa lineare tale che Se(p) = δr(e),s(p)ep,
∀p ∈ E∞;
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• ∀e ∈ E1 sia S∗
e : V → V la mappa lineare tale che S∗

e (p) = δe,e1τ>1(p) per
p = e1e2 · · · ∈ E∞

Proposizione 5.1.6. Esiste un omomorősmo di algebre ρ : LK(E) → EndK(V )
tale che ρ(v) = Pv, ρ(e) = Se, ρ(e∗) = S∗

e per ogni v ∈ E0 ed e ∈ E1.

Dimostrazione. Avendo deőnito le immagini dei generatori dell’algebra, rimane
solamente la dimostrazione del fatto che le mappe lineari Pv, Se, S

∗
e soddisfano

le relazioni costitutive delle algebre dei cammini di Leavitt. Per ogni v, v′ ∈ E0,
e, f ∈ E1 e p = e1e2 · · · ∈ E∞:

(V) ρ(vv′)(p) = ρ(v)ρ(v′)(p) = Pv◦Pv′(p) = Pv(δv′,s(p)p) = δv,s(p)δv′,s(p)p =
δv,v′δv,s(p)p = δv,v′Pv(p) = ρ(δv,v′v)(p);

(E1) ρ(s(e)e)(p) = ρ(s(e))ρ(e)(p) = Ps(e) ◦ Se(p) = Ps(e)(δr(e),s(p)ep) =
δs(e),s(ep)δr(e),s(p)ep = δs(e),s(e)δr(e),s(p)ep = δr(e),s(p)ep = Se(p) = ρ(e)(p);

(E2) ρ(er(e))(p) = ρ(e)ρ(r(e))(p) = Se ◦ Pr(e)(p) = Se(δr(e),s(p)p) =
δr(e),s(p)δr(e),s(p)ep = δr(e),s(p)ep = Se(p) = ρ(e)(p);

(CK1) ρ(e∗f)(p) = ρ(e∗)ρ(f)(p) = S∗
e◦Sf (p) = S∗

e (δr(f),s(p)fp) = δe,fδr(f),s(p)p =
δe,fPr(e)(p) = δe,fρ(r(e))(p) = ρ(δe,fr(e))(p);

(CK2) ρ(
∑

s(e)=v ee
∗)(p) =

∑
s(e)=v ρ(ee

∗)(p) =
∑

s(e)=v ρ(e)ρ(e
∗)(p) =∑

s(e)=v Se◦S
∗
e (p) =

∑
s(e)=v Se(δe,e1τ>1(p)) =

∑
s(e)=v δr(e),s(e2)δe,e1eτ>1(p) =

δr(e1),s(e2)e1τ>1(p) = p = δs(p),s(p)p = δs(e1),s(p)p = δs(e),s(p)p = Ps(e)(p) =
ρ(v)(p).

Per concludere la costruzione della rappresentazione V dell’algebra, si deőni-
sce l’azione di LK(E) su V con il simbolo ”.” nel seguente modo: α.p = ρ(α)(p)
per α ∈ LK(E) e p ∈ V . Dunque in particolare i generatori dell’algebra risultano
agire su V secondo le relazioni:

• v.p = ρ(v)(p) = Pv(p) = δv,s(p)p

• e.p = ρ(e)(p) = Se(p) = δr(e),s(p)ep

• e∗.p = ρ(e∗)(p) = S∗
e (p) = δe,e1τ>1(p) se p = e1e2 . . .

Lemma 5.1.7. Sia p ∈ V e siano γ = γ1γ2 . . . γn, η = η1η2 . . . ηm cammini őniti
di lunghezza rispettivamente n,m su E. Allora valgono le seguenti relazioni:

1. η.p ̸= 0 se e solo se s(p) = r(η), e in tal caso η.p = ηp

2. γ∗.p ̸= 0 se e solo se γ = τ≤n(p). In particolare τ≤n(p)
∗.p = τ>n(p)

3. Se r(γ) = r(η) allora (ηγ∗).p ̸= 0 se e solo se γ = τ≤n(p), e in tal caso
(ηγ∗).p = ητ>n(p)

39



Dimostrazione. 1. Per come è stata deőnita l’azione dell’algebra, data una
freccia e ∈ E1 si ha che e.p = δr(e),s(p)ep, dunque la concatenazione dei
cammini dà risultato non nullo soltanto se s(p) = r(η);

2. l’algebra agisce tramite le frecce fantasma nel seguente modo: e∗.p =
δe,e1τ>1(p). Dunque si ha che γ∗.p = γ∗n . . . γ

∗
2γ

∗
1 .e1e2 · · · = en+1en+2 solo

se γ = τ≤n(p) (cioè se γ∗ = e∗n . . . e
∗
2e

∗
1);

3. ηγ∗.p = η1 . . . ηmγ
∗
n . . . γ

∗
2γ

∗
1e1e2 · · · = ητ>n(p) solo se r(γ) = r(η) e γ =

τ≤n(p), come mostrato nel punto precedente.

Un elemento q ∈ V si dice in forma normale se espresso come q =
∑l

i=1 λipi
dove λi ∈ K,λi ̸= 0 e i cammini inőniti pi sono distinti a due a due. Il seguente
risultato mostra che V è una somma diretta di rappresentazioni irriducibili del-
l’algebra di Leavitt (in particolare, quando V risulta essere una somma diretta
di moduli semplici, si dice che è completamente riducibile):

Teorema 5.1.8. Si consideri un grafo diretto E, un campo K e la rappresen-
tazione V di LK(E). Allora si ha che:

1. Per ogni [p] ∈ Ẽ∞, il sottospazio V[p] ⊆ V è una sottorappresentazione
irriducibile, che in particolare soddisfa EndLK(E)(V[p]) ∼= K;

2. Due rappresentazioni V[p] e V[q] sono isomorfe se e solo se [p] = [q].

Dimostrazione. 1. V[p] è un sottomodulo di V poiché p ∼ p dunque p ∈ V[p] ̸=
∅, e per ogni freccia α ∈ LK(E) tale che r(α) = s(p) si ha che p ∼ αp,
altrimenti αp = 0. Dunque αp ∈ V[p]. Per dimostrare, poi, che V[p] è
irriducibile, si supponga che U ⊆ V[p] sia un sottomodulo non nullo , e sia

u =
∑l

i=1 λipi ∈ U un elemento non nullo, espresso in forma normale. Si
scelga n grande abbastanza tale che tutti i troncamenti τ≤n(pi) siano a
due a due distinti. Allora grazie al Lemma 5.1.7 si ha che

τ≤n(p1)
∗.u = τ≤n(p1)

∗.
l∑

i=1

λipi =

λ1τ≤n(p1)
∗.p1 +

l∑

i=2

λiτ≤n(p1)
∗.pi = λ1τ>n(p1)

Dunque poiché U è un modulo, τ>n(p1) ∈ U . A questo punto si dimostra
che ogni p′ ∈ [p] sta in U , e dunque di conseguenza U = V[p]: alla luce di
quanto appena provato, si osserva che p′ ∼ τ>n(p1); dunque assumendo
che siano r, s tali che τ>r(p

′) = τ>s(τ>n(p1)), si hanno le uguaglianze:

τ>s(τ>n(p1)) = τ≤s(τ>n(p1))
∗.τ>n(p1)

p′ = τ≤r(p
′).τ>r(p

′)

da cui si vede che p′ ∈ U . La biiezione tra l’anello degli endomorősmi e il
campo K segue inőne dal prossimo punto.
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2. Si consideri un omomorősmo ψ non nullo tra i moduli semplici V[p] e
V[q]. Esso sarà necessariamente iniettivo grazie alla semplicità di V[p],
e necessariamente suriettivo grazie alla semplicità di V[q], dunque è un
isomorősmo. Sia p′ ∈ [p] e la sua immagine in forma normale ψ(p′) =∑l

i=1 λiqi. L’obiettivo ora è mostrare che in realtà l = 1 e q1 = p′. Si
supponga allora per assurdo che q1 ̸= p′. Si scelga n abbastanza grande
in modo tale che tutti i troncamenti τ≤n(qi) siano a due a due distinti e
che x = τ≤n(q1) ̸= τ≤n(p

′) (è possibile perchè stiamo assumendo q1 ̸= p′).
Allora grazie al Lemma 5.1.7 si ha che

x∗.p′ = τ≤n(q1)
∗.p′ = 0

Ma allo stesso tempo

x∗.ψ(p′) = x∗.
l∑

i=1

λiqi = λ1x
∗.q1+

l∑

i=2

λix
∗.qi = λ1x

∗.q1 = λ1τ>n(q1) ̸= 0

Ciò costituisce un assurdo, poiché ψ è un omomorősmo di moduli, e deve
necessariamente accadere che ψ(0) = ψ(x∗.p′) = x∗.ψ(p′) = 0. Dunque
ψ(p′) = λ1p

′ e p ∼ p′ = q1 ∼ q. Si noti che è stato anche appena
provato che un endomorősmo non nullo ψ : V[p] → V[p] è in realtà una
moltiplicazione per scalare a sinistra, agisce come ψ(p′) = λp′p′ con λp′ ∈
K e ∀p′ ∈ [p]. Per mostrare che EndLK(E)(V[p]) ∼= K basta solo far
vedere che tutti i λp′ sono lo stesso. Siano p′, p′′ ∈ [p] e siano r, s tali che
τ>r(p

′) = τ>s(p
′′). Allora valgono le uguaglianze:

τ>s(p
′′) = τ≤s(p

′′)∗.p′′

p′ = τ≤r(p
′).τ>r(p

′)

Inoltre per quanto visto poco sopra, esistono λ′, λ′′ ∈ K tali che ψ(p′) =
λ′p′ e ψ(p′′) = λ′′p′′. Ma allora:

λ′p′ = ψ(p′) = ψ(τ≤r(p
′).τ>r(p

′)) = τ≤r(p
′).ψ(τ>r(p

′)) =

τ≤r(p
′).ψ(τ>s(p

′′)) = τ≤r(p
′).ψ(τ≤s(p

′′)∗.p′′) = τ≤r(p
′).[τ≤s(p

′′)∗.ψ(p′′)]

= τ≤r(p
′).[τ≤s(p

′′)∗.λ′′p′′] = τ≤r(p
′).[λ′′τ≤s(p

′′)∗.p′′] = τ≤r(p
′).λ′′τ>s(p

′′)

= τ≤r(p
′).λ′′τ>r(p

′) = λ′′τ≤r(p
′).τ>r(p

′) = λ′′.p′

Dunque λ′ = λ′′.

Osservazione 5.1.9. Nel secondo punto della precedente dimostrazione è stata
utilizzata la proprietà per cui, dato M un modulo sinistro sull’algebra di Leavitt
A = LK(E), vale:

α.λp = λα.p con λ ∈ K e p ∈M

Infatti nella deőnizione di K-algebra A si ha che:

(λa)b = a(λb) = (ab)λ1A ∀λ ∈ K ∀a, b ∈ A
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Esempio 5.1.10. Si consideri il grafo R1. E’ stato già visto che l’algebra
dei cammini di Leavitt LK(R1) è isomorfa all’algebra dei polinomi di Laurent
K[x, x−1]. Qui l’insieme E∞ consiste di un solo elemento (ovvero il cammino
che ripete inőnite volte l’unico loop eee . . . ) e dunque la rappresentazione V è
irriducibile. In particolare V ha dimensione 1.

Esempio 5.1.11. Si consideri il grafo R2. In questo caso si ha che l’insieme
Ẽ∞ delle classi di equivalenza di cammini tail-equivalent risulta essere più che
numerabile

•v bff
a

''

Infatti si consideri un generico cammino inőnito su R2, p = e1e2 . . . ei . . . :
poiché ei ∈ {a, b} ∀i, l’insieme dei cammini p come sopra ha cardinalità 2ℵ0 .
Ora, si noti che per ogni j ≥ 2, il cammino q = ejej+1ej+2 . . . è tail-equivalent
al cammino p, dunque in questo modo si ottiene un numero őnito o un’inőnità
numerabile di cammini equivalenti a p. Ad esempio:

Se p = (aba)(aba) . . . ⇒ se ne ottengono 3

Se p = (aba)(ab2a)(ab3a) . . . ⇒ se ne ottengono inőniti

Similmente, per ogni r ≥ 1 e ogni cammino d1 . . . dr con ds ∈ {a, b} per ogni
1 ≤ s ≤ r, anche il cammino d1 . . . dre1e2 . . . è equivalente a p. Anche in
questo modo si ottiene al più un’inőnità numerabile di cammini equivalenti a
p. Dato che ogni cammino tail-equivalent a p si ottiene da p in uno dei due
modi visti sopra, si conclude che gli elementi di [p] formano un insieme al più
numerabile. Dunque l’insieme quoziente formato da tutte le classi di equivalenza
Ẽ∞ = {[p] | p = e1e2 . . . , ei ∈ {a, b}} è inőnito ma non numerabile.

Lemma 5.1.12. Sia p un cammino inőnito. Allora:

1. Se p non termina in un ciclo esclusivo, allora l’annullatore di V[p] è

I(H(p), BH(p))

2. Se p termina in un ciclo esclusivo c basato su un vertice v, allora l’annul-
latore di V[p] è

I(H(p), BH(p), (c− v))

Dimostrazione. 1. Sia J l’annullatore di V[p]. Per provare che

I(H(p), BH(p)) ⊆ J

poiché J è un ideale, è sufficiente mostrare (ricordando la Deőnizione 4.1.7)
che H(p) e {vH(p)|v ∈ BH(p)} annullano V[p]. Se v ∈ H(p) allora v non è
connesso in nessun modo ai vertici del cammino p, dunque vq = 0 ∀q ∈ V[p].
Se v ∈ BH(p) ⊂ E0\H(p) = M(p), allora v è connesso a qualche vertice
di p, ed emette alcune frecce in M(p), che terminano quindi in vertici
connessi a vertici di p. Allora esiste almeno un cammino equivalente a p
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con sorgente in v. Sia q ∈ V[p] tale che s(q) = v, e sia e la freccia iniziale,
cosicché si possa scrivere q = eq1. r(e) /∈ H(p), poiché r(e) è connessa a
p, dunque si ha:

vH(p)q = (v −
∑

s(f)=v,r(f)/∈H(p)

ff∗)eq1 = (ve−
∑

s(f)=v,r(f)/∈H(p)

ff∗e)q1

= (e− e)q1 = 0

Quando invece q ∈ V[p] e s(q) ̸= v in generale, si vede che:

vH(p)q = (v −
∑

s(f)=v,r(f)/∈H(p)

ff∗)q = 0− 0 = 0

Dunque in generale gli elementi dell’insieme {vH(p)|v ∈ BH(p)} annullano
V[p]. Ciò dimostra l’inclusione

I(H(p), BH(p)) ⊆ J

Ora, si consideri il grafo quoziente F = E/(H(p), BH(p)). Sapendo che vale
la relazione LK(E)/I(H(p), BH(p)) ∼= LK(F ) (vedi Osservazione 4.1.12), è
possibile interpretare V[p] come modulo semplice su LK(F ). Se si mostra
che esso è anche un modulo fedele, si conclude la dimostrazione. Sia
dunque J̄ l’annullatore di V[p] visto come modulo sinistro su LK(F ). Si
ha che J̄ ∩ F0 = ∅ perché F0 = E0\H(p) = M(p), dunque ogni vertice di
F è connesso a p (e quindi un qualunque v ∈ F0 darebbe risultato non
nullo se testato ad esempio contro il cammino qτ ∈ V[p] tale che q sia il
cammino che connette v a un vertice w ∈ p0, e τ sia la coda di p con
sorgente w). Inoltre dal momento che ogni vertice in F è connesso a p, e
per ipotesi p non termina in un ciclo esclusivo, F soddisfa la condizione
(L). Il Corollario 4.2.10 permette di affermare che se il grafo F soddisfa
la condizione (L), allora ogni ideale non nullo dell’algebra LK(F ) contiene
un vertice, ma allora J̄ = 0 necessariamente. Questo prova che

I(H(p), BH(p)) ⊇ J

2. Per mostrare l’inclusione I(H(p), BH(p), (c− v)) ⊆ J si procede come nel
punto 1, mostrando in più che anche l’elemento (c− v) annulla V[p]. Dato
q ∈ V[p], infatti, si ha che q ∼ p e che dunque sarà un cammino della forma
q = γc∞ con γ cammino őnito tale che r(γ) = v. Quindi si avrà:

(c− v)q = cq − vq = cγc∞ − vγc∞

Ora, se s(γ) ̸= v, allora per le proprietà computazionali dell’algebra si ha:

cγc∞ − vγc∞ = 0− 0 = 0

Se, invece, s(γ) = v, considerando che r(γ) = v = s(γ) e che v non può
essere base di cicli differenti da c, allora si ha che necessariamente γ = c:

cγc∞ − vγc∞ = ccc∞ − cc∞ = c∞ − c∞ = 0
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Per quanto riguarda l’inclusione opposta, V[p] si può interpretare come
modulo semplice su LK(F ), e F (in cui tutti i vertici sono connessi a p)
ha un unico ciclo senza uscite, che è proprio c. Chiamato J̄ l’annullatore
di V[p] in LK(F ), si ha che F0∩ J̄ = ∅ (poiché ogni vertice in F è connesso
a p), e J̄ è ideale primitivo (perché annullatore di un modulo semplice su
LK(F )), dunque in particolare è primo. Grazie al [4] Teorema 3.12(iii),
sotto queste ipotesi si può affermare che J̄ è un ideale della forma:

J̄ = ⟨H, {vH |v ∈ BH}, f(c)⟩

dove H = J̄ ∩ F0 = ∅, c è ciclo esclusivo in F con base in un vertice v, e
f(x) ∈ K[x, x−1] polinomio irriducibile. Allora in particolare si ha che:

J̄ = ⟨∅, {v∅|v ∈ B∅}, f(c)⟩ = ⟨f(c)⟩

poiché B∅ = ∅. Dal momento che l’elemento (c− v) annulla V[p], il polino-
mio f(x) cercato sarà proprio f(x) = x− 1. Questo garantisce la validità
dell’inclusione opposta.

5.2 Moduli Nw

La deőnizione di questa seconda classe di moduli, attribuita ancora al matema-
tico Chen, richiama fondamentalmente gli stessi passaggi utilizzati nel paragrafo
precedente, con la differenza che qui si prendono in considerazione cammini őniti
che terminano in un vertice sink piuttosto che cammini inőniti. In riferimento
ad un cammino generico p = e1e2 . . . en con r(en) = w e w ∈ E0 vertice sink,
restano valide le notazioni introdotte in precedenza per indicare i troncamenti.
Dunque se 1 ≤ r ≤ n, si hanno:

τ≤r(p) = e1e2 . . . er

τ>r(p) = er+1er+2 . . . en

Sia K un campo ed E un grafo diretto. Si indichi con Es
0 l’insieme di tutti i

vertici sink contenuti in E. Sia ora N lo spazio vettoriale su K che ha per base
tutti i cammini őniti su E che terminano in un sink. Per ogni sink w si indichi
con Nw il sottospazio vettoriale di N generato dai cammini p tali che r(p) = w.
Allora si ha che

N = ⊕w∈Es
0
Nw

Per costruire una rappresentazione di LK(E) su N , ora, è necessario stabilire
l’azione dell’algebra sugli elementi di N . Analogamente a quanto visto per i
moduli V[p] si inizia deőnendo le tre mappe:

• ∀v ∈ E0 sia Pv : V → V la mappa lineare tale che Pv(p) = δv,s(p)p,
∀p ∈ V ;

• ∀e ∈ E1 sia Se : V → V la mappa lineare tale che Se(p) = δr(e),s(p)ep,
∀p ∈ V ;
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• ∀e ∈ E1 sia S∗
e : V → V la mappa lineare tale che S∗

e (p) = 0 se ℓ(p) = 0,
e S∗

e (p) = δe,e1τ>1(p) altrimenti, con p = e1e2 . . . en ∈ V

La Proposizione 5.1.6, con relativa dimostrazione, rimane valida anche in
questo caso, e consente di arrivare similmente a quanto visto a deőnire l’azione
di LK(E) su N con il simbolo "." tramite le relazioni:

• v.p = Pv(p) = δv,s(p)p

• e.p = Se(p) = δr(e),s(p)ep

• e∗.p = S∗
e (p) = 0 se ℓ(p) = 0 (cioè se p = w), altrimenti e∗.p = δe,e1τ>1(p)

se p = e1e2 . . . en con r(en) = w

Prestando attenzione al leggero cambiamento di signiőcato nella notazione
dei troncamenti dei cammini, rimane valido anche in questo contesto il Lem-
ma 5.1.7 con relativa dimostrazione, permettendo di arrivare al risultato che
stabilisce deőnitivamente come N costituisca una seconda classe di rappresen-
tazioni irriducibili dell’algebra dei cammini di Leavitt, e in particolare come la
rappresentazione N sia completamente riducibile:

Teorema 5.2.1. Si consideri un grafo diretto E, un campo K e la rappresen-
tazione N di LK(E). Allora si ha che:

1. ∀w ∈ Es
0 il sottospazio Nw ⊆ N è una sottorappresentazione irriducibile,

che in particolare soddisfa EndLK(E)(Nw) ∼= K.

2. Due rappresentazioni Nw e Nz sono isomorfe se e solo se w = z.

3. ∀[p] ∈ Ẽ∞ e ∀w ∈ Es
0, V[p] non è isomorfo a Nw.

Dimostrazione. 1. Nw ⊆ N è un sottomodulo di N , infatti Nw ̸= ∅ poiché
w ∈ Nw (w si può interpretare come un cammino di lunghezza 0 che
termina in w), ∀q, p ∈ Nw si ha che q − p ∈ Nw poiché Nw è spazio
vettoriale, chiuso per combinazioni lineari, e inőne ∀α ∈ LK(E) e ∀q ∈ Nw

si ha che αq potrebbe essere 0 oppure un cammino che termina ancora in w,
dunque sta anch’esso in Nw. In particolare, Nw è proprio un sottomodulo
generato dal cammino banale w. Per quanto riguarda l’irriducibilità, si
consideri U ⊆ Nw sottomodulo non nullo, e un elemento

0 ̸= u =
l∑

j=1

λjpj ∈ U

in forma normale, cioè tale che ogni λj ∈ K sia non nullo, i cammini pj
siano a due a due distinti e r(pj) = w. Si scelga in particolare la forma
normale tale che p1 sia il più lungo tra tutti i pj (tale p1 può non essere
unico). Ora, per com’è stata deőnita l’azione dell’algebra (e dunque grazie
al Lemma 5.1.7) si ha che

p∗1.u = p∗1.

l∑

j=1

λjpj = λ1p
∗
1.p1 +

l∑

j=2

λjp
∗
1.pj = λ1p

∗
1.p1 = λ1w
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infatti p∗1.pj ̸= 0 solo se p1 = pj , ovvero, essendo i cammini distinti, solo
se j = 1. Questo conto mostra dunque che w ∈ U necessariamente, per
proprietà del modulo U , e che quindi U = Nw, essendo w il generatore del
modulo Nw. Inőne, la biiezione tra l’anello degli endomorősmi e il campo
K segue dal punto successivo.

2. Sia ψ : Nw → Nz un omomorősmo di moduli non nullo. Esso sarà in
particolare iniettivo per via della semplicità di Nw, e suriettivo per via
della semplicità di Nz, dunque necessariamente un isomorősmo. Più in
particolare, sia ψ(w) =

∑l
r=1 λrpr l’immagine di w in forma normale

(si noti che ogni pr termina in z). Si vuole far vedere che l = 1 e che
p1 = w, cosicché si abbia di conseguenza w = z e EndLK(E)(Nw) ∼= K. Si
supponga allora per assurdo che ciò non valga: si assuma p1 il più lungo
tra i pr, e che ℓ(p1) ≥ 1. Allora si ha:

p∗1.w = 0

ma allo stesso tempo

p∗1.ψ(w) = p∗1.

l∑

r=1

λrpr = λ1p
∗
1.p1 +

l∑

r=2

λrp
∗
1.pr = λ1z ̸= 0

e ciò costituisce un assurdo per deőnizione di omomorősmo tra moduli.
Allora ℓ(pi) = 0 per ogni i, e quindi l = 1 e p1 = z. Essendo 0 ̸= ψ(w) =
wψ(w) = wz si ha che w = z. Ogni endomorősmo di Nw è in realtà una
moltiplicazione sinistra per uno scalare del campo.

3. Per provare questo punto è sufficiente mostrare che ogni omomorősmo
ψ : Nw → V[p] soddisfa ψ(w) = 0, da cui si conclude che ψ = 0. Si scriva
allora ψ(w) in forma normale:

ψ(w) =

l∑

j=1

λjpj con pj ∈ [p]

Poiché ψ(w) = wψ(w) = w
(∑l

j=1 λjpj
)

e wpj = 0 per ogni cammino
inőnito pj (dal momento che w è un sink), si ha che ψ(w) = 0.

Lemma 5.2.2. Se w è un sink, allora l’annullatore del modulo semplice Nw è
I(H(w), BH(w)).

Dimostrazione. Sia J l’annullatore di Nw. Bisogna dimostrare che effettivamen-
te I(H(w), BH(w)) = J .

⊆ I(H(w), BH(w)) è l’ideale generato da H(w)∪{vH(w) : v ∈ BH(w)}. Essen-
do J un ideale di LK(E), è sufficiente mostrare che H(w) e {vH(w) : v ∈
BH(w)} annullano Nw. Se v ∈ H(w), allora v è un vertice non connesso a
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w, dunque vp = 0 per ogni cammino p che termini in w. Di conseguenza,
H(w) annulla Nw. Se invece v ∈ BH(w) ⊂ E0\H(w), sia p un cammino in
E tale che s(p) = v e r(p) = w, e sia e la prima freccia di p, in modo tale
che p = ep1. Allora r(e) /∈ H(w) poiché r(e) è connesso a w. Allora si ha
che:

vH(w)p =
(
v−

∑

f∈s−1(v),r(f)/∈H(w)

ff∗
)
ep1 =

(
ve−

∑

f∈s−1(v),r(f)/∈H(w)

ff∗e
)
p1

= (e− ee∗e)p1 = (e− e)p1 = 0

Se invece p ∈ Nw ma s(p) ̸= v, si ha in generale che:

vH(w)p =
(
v −

∑

f∈s−1(v),r(f)/∈H(w)

ff∗
)
p = 0− 0 = 0

Quindi l’insieme {vH(w) : v ∈ BH(w)} annulla Nw. Dunque è stato
mostrato che

I(H(w), BH(w)) ⊆ J

⊇ Si consideri il sottografo quoziente F = E/(H(w), BH(w)) di E, ricor-
dando che LK(E)/I(H(w), BH(w)) ∼= LK(F ) (vedi Osservazione 4.1.12).
Nw può essere visto come modulo semplice su LK(F ): mostrando che
è anche un modulo fedele su LK(F ), si dimostrerebbe l’inclusione cer-
cata. Chiamato, quindi, J̄ l’annullatore di Nw come modulo sinistro su
LK(F ), si ha che J̄ ∩ F0 = ∅ perché ogni vertice in F si connette a w
(F0 = E0\H(w) = M(w)). Inoltre, F soddisfa la condizione (L) (cioè
ogni ciclo in F possiede un’uscita) poiché ogni vertice in F si connette al
sink w. Il Corollario 4.2.10 permette di affermare che se il grafo F soddisfa
la condizione (L), allora ogni ideale non nullo dell’algebra LK(F ) contiene
un vertice, ma allora J̄ = 0 necessariamente. Questo prova che

I(H(w), BH(w)) ⊇ J

Osservazione 5.2.3. In questo paragrafo è stato scelto di trattare i cammini
generatori dei sottospazi Nw, ovvero i p = e1e2 . . . en con r(en) = w, come
cammini őniti, e questo per ragioni di semplicità. Tuttavia, si noti che se p è
un cammino őnito che termina in un sink w, allora p = pw = pw2 = ... = pw∞.
Quindi in un certo senso il cammino p = pw∞ è anch’esso un cammino inőnito,
e dunque in un certo senso anche i moduli Nw (come i moduli V[p]) si possono
considerare deőniti a partire da cammini inőniti.

Esempio 5.2.4. Si consideri il grafo E:

•v5

•v1
)) (∞)

// •v2

OO

��

•v3

mm

[[ •v4

rr

(∞)
oo

��
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Il vertice v5 è un vertice sink in E0. Dunque se si costruisce il modulo su LK(E)
generato da tale vertice, si ottiene il modulo di Chen

Nv5

5.3 Rappresentazioni twisted : moduli V a
[p]

In questo paragrafo verrà descritta un’altra tipologia di moduli semplici co-
struibile a partire dalle rappresentazioni irriducibili presentate in precedenza. Il
processo avviene tramite un’operazione di twist, cioè di riscalamento dell’azione
delle frecce attraverso l’uso di automorősmi. In particolare si otterranno nuove
rappresentazioni irriducibili per le classi di equivalenza di cammini razionali.

Deőnizione 5.3.1. Un cammino inőnito p si dice razionale (e la corrispon-
dente classe [p] si dice classe razionale) se esiste un cammino chiuso (őnito)
g in E tale che p = ggg . . . . Al contrario, un cammino inőnito si deőnisce
irrazionale (e così anche la corrispondente classe) se non è tail-equivalent ad
un cammino razionale.

Osservazione 5.3.2. Si noti che un cammino inőnito p ∈ E∞ è razionale se e
soltanto se ∃n ≥ 1 tale che p = τ>n(p). Infatti se p è razionale, allora p = q∞

per qualche ciclo q, dunque p = τ>ℓ(q)(p). Viceversa, se esiste un n ≥ 1 per cui
p = τ>n(p), allora deőnito q = τ≤n(p) si ha che

τ>n(p) = p⇒ τ>n(p) = qτ>n(p) = qqτ>n(p) = qq . . . qτ>n(p) ⇒ p = q∞

Invece la condizione di irrazionalità implica che

∀ coppia (n,m) di naturali distinti, τ>n(p) ̸= τ>m(p)

Considerando ora gli insiemi delle classi razionali e irrazionali Ẽrat
∞ e Ẽirr

∞ ,
sottoinsiemi di Ẽ∞, si ha dunque l’unione disgiunta

Ẽ∞ = Ẽrat
∞ ∪ Ẽirr

∞

Dato il grafo orientato E e il campo K, sia K× il gruppo moltiplicativo di K,
e sia (K×)E1 il gruppo prodotto i cui elementi siano della forma a = (aα)α∈E1 ,
con aα ∈ K× e la cui moltiplicazione sia deőnita componente per componente.
Si deőnisca ∀a l’automorősmo di algebre γa : LK(E) → LK(E) tale che

γa(v) = v ∀v ∈ E0 e γa(α) = aαα , γa(α
∗) = a−1

α α∗ ∀α ∈ E1

L’omomorősmo di gruppi iniettivo che si genera di conseguenza

γ : (K×)E1 → Aut(LK(E))

si identiőca proprio con l’azione di riscalamento citata all’inizio del paragrafo.
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Deőnizione 5.3.3. Dato un modulo M su un’algebra A e un automorősmo σ
di A, la rappresentazione twisted Mσ di M si costruisce nel seguente modo:

• Mσ =M come spazi vettoriali;

• l’azione dell’algebra sugli elementi del modulo è data da

a.mσ = (σ(a).m)σ

dove a ∈ A, m ∈M e mσ è il corrispondente elemento in Mσ.

Proposizione 5.3.4. La rappresentazione twisted Mσ è irriducibile ⇔ M lo è.

Dimostrazione. Innanzitutto si noti che da Mσ = M segue che i due moduli
hanno gli stessi elementi.

⇐ Sia 0 ̸= t ∈Mσ. Allora ∃m ̸= 0 ∈M tale che t = mσ. Analogamente, sia
s ̸= t un altro elemento non nullo di Mσ: esisterà un elemento non nullo
m̃ ∈ M tale che s = m̃σ. Poiché M è semplice, m̃ = a.m per qualche
0 ̸= a ∈ A. Ma allora s = m̃σ = (a.m)σ = σ−1(a).mσ = σ−1(a).t. Quindi
anche Mσ è semplice, perché il sottomodulo generato da t coincide con
Mσ stesso.

⇒ Siano t, s ∈ M elementi non nulli, e siano tσ, sσ i loro corrispondenti non
nulli in Mσ. Poiché Mσ è semplice, sσ = a.tσ per qualche 0 ̸= a ∈ A.
Ma allora si ha sσ = a.tσ = (σ(a).t)σ e quindi s = σ(a).t. Dunque il
sottomodulo di M generato da t coincide con M stesso, e questo fa di M
un modulo semplice.

Nel caso in cui A sia un’algebra dei cammini di Leavitt, si indicherà diret-
tamente con Ma la rappresentazione twisted Mγa .

Osservazione 5.3.5. Si noti che M1 = M . Infatti nel caso in cui a = 1 (dove 1
è l’identità del campo K) si ha che γ1(v) = v, γ1(α) = 1α = α, γ1(α∗) = 1α∗ =
α∗, dunque γ1 corrisponde all’identità.

Deőnizione 5.3.6. Dato un elemento a = (aα)α∈E1
e un cammino őnito non

banale p = α1α2 . . . αn in E1, sia ap = aα1aα2 . . . aαn
. L’elemento a si deőnisce

p-stabile se ap = 1.

Proposizione 5.3.7. Sia E un grafo orientato, e siano a, b ∈ (K×)E1 . Allora
valgono:

1. Se [p] ∈ Ẽ∞ è una classe irrazionale, le rappresentazioni V a
[p] e V b

[p] sono
isomorfe;

2. Se [q∞] ∈ Ẽ∞ è una classe razionale (con q ciclo), allora le rappresenta-
zioni V a

[q∞] e V b
[q∞] sono isomorfe se e solo se ab−1 è q-stabile;
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Dimostrazione. 1. Se si dimostra che

V[p] ∼= V a
[p]

∀a ∈ (K×)E1 , allora si conclude. Sia dunque p̃ ∈ [p]. Per ogni q ∈ [p]
esistono n,m ∈ N tali che τ>n(q) = τ>m(p̃) dato che q, p̃ appartengono
alla stessa classe di equivalenza. Ora, p̃ è irrazionale, quindi il numero
(n−m) è unico per q. Anche lo scalare

θ(q) = aτ≤m(p̃)(aτ≤n(q))
−1

è indipendente dalla scelta di n e di m, infatti ∀t > 0 si ha che:

τ>n+t(q) = τ>m+t(p̃)

aτ≤m+t(p̃)(aτ≤n+t(q))
−1 = aτ≤m(p̃)(aτ≤n(q))

−1 = θ(q)

Ma allora è possibile deőnire un omomorősmo di moduli ϕ : V[p] → V a
[p]

che mappa q ∈ [p] in θ(q)q. Essendo V[p] e V a
[p] due moduli semplici (vedi

rispettivamente Teorema 5.1.8 e Proposizione 5.3.4), si ha che ϕ deve essere
necessariamente un isomorősmo. Ciò conclude la dimostrazione del primo
punto.

2. Per dimostrare questo punto è sufficiente far vedere che

V[q∞]
∼= V a

[q∞] se e solo se a è q-stabile

per ogni a ∈ (K×)E1 . Per l’implicazione "V[q∞]
∼= V a

[q∞] ⇒ a è q-stabile" si
noti che, analogamente a quanto mostrato nel punto 2 della dimostrazione
del Teorema 5.1.8, ogni isomorősmo ψ : V[q∞] → V a

[q∞] soddisfa ψ(q∞) =
λq∞ per qualche scalare λ ̸= 0. Allora si ha che:

ψ(q∞) = ψ(q.q∞) = q.ψ(q∞) = q.λq∞ = λq.q∞ = λaqq.q
∞ = λaqq

∞

dove si è utilizzato che γa(q) = aqq. Dunque questo implica che aq = 1, e
che a è q-stabile. Per quanto riguarda il viceversa, invece, per ogni p ∈ [q∞]
si consideri il più piccolo numero naturale n0 tale che τ>n0

(p) = q∞, e si
ponga θ(p) = (aτ≤n0

(p))
−1 e θ(q∞) = 1. Si costruisca dunque la mappa

lineare ψ : V[q∞] → V a
[q∞] che manda p in θ(p)p. Essendo i due moduli

V[q∞] e V a
[q∞] semplici, l’omomorősmo sarà iniettivo e suriettivo, dunque

un isomorősmo.

Da questo momento in poi verrà focalizzata l’attenzione su un tipo particola-
re di moduli twisted V a

[p] che rientrano nella categoria dei moduli di Chen, ovvero

verrà considerata una scelta ben speciőca dell’elemento a = (aα)α∈E1 ∈ (K×)E1 :
sia [p] ∈ Ẽrat

∞ una classe razionale con q = α1α2 . . . αn un ciclo tale che p = q∞.
Per ogni λ ∈ K× sia aλ,q = (aα)α∈E1

tale che aα1
= λ e aα = 1 per α ̸= α1.

Per sempliőcare la notazione, invece che V aλ,q

[p] , verrà utilizzato direttamente il
simbolo:

V λ
[p]
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Osservazione 5.3.8. Volendo riassumere le caratteristiche principali di questo
tipo di modulo, si ha che:

• Dato λ ∈ K×, il modulo V λ
[p] è la rappresentazione twisted V σ

[p] di V[p],
dove σ è l’automorősmo di LK(E) tale che:

σ(v) = v se v ∈ E0

σ(α) = α e σ(α∗) = α∗ se α ∈ E1 con α ̸= α1

σ(α1) = λα1 e σ(α∗
1) = λ−1α∗

1

• Denotando con ∗ l’operazione del modulo V λ
[p], si ha che:

q ∗ p = σ(q)q∞ = λqq∞ = λq∞ = λp

E, similmente:

qi ∗ q
∞
i = λq∞i per ogni permutazione ciclica qi di q

• Il modulo V λ
[p] è semplice, grazie alla Proposizione 5.3.4.

Osservazione 5.3.9. Grazie al punto 2 della Proposizione 5.3.7, ∀a ∈ (K×)E1 si
ha che V a

[p]
∼= V

aq

[p] (infatti (aa−1
q )q = aα1

. . . aαn
a−1
q = 1), e che V λ

[p]
∼= V λ̂

[p] se e

solo se λ = λ̂ (infatti (aλ,qa
−1

λ̂,q
)q = λλ̂−111 . . . 1 = λλ̂−1). Si ricordi inoltre che

V 1
[p] = V[p].

5.4 Moduli V f

[p]

La costruzione di questi moduli si ottiene tramite una leggera modiőca rispetto
a quella descritta per i moduli V λ

[p]. In particolare, sia f(x) = 1+a1x+ ...+anx
n

con n ≥ 1 un polinomio irriducibile in K[x, x−1] e sia c = e1e2 . . . em un ciclo
esclusivo. Sia p = c∞. L’anello K̄ = K[x, x−1]/(f(x)) è un campo dal momento
che f(x) è stato scelto irriducibile. Si ponga x̄ = x+(f(x)). È possibile deőnire
un modulo V x̄

[p] sull’algebra LK̄(E). Si noti che effettivamente la deőnizione

acquista signiőcato poiché x̄ è invertibile in K̄, e che di conseguenza V x̄
[p] è

anche un modulo semplice su LK̄(E). Si denoti ora con il simbolo

V f
[p]

il modulo su LK(E) ottenuto restringendo il campo degli scalari su V x̄
[p] da

LK̄(E) a LK(E). Si può dimostrare che anche il modulo V f
[p] è una rappresen-

tazione irriducibile dell’algebra LK(E).

Lemma 5.4.1. Il modulo V f
[p] su LK(E) è semplice.
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Dimostrazione. Si supponga che U sia un sottomodulo non nullo di V f
[p]. Siano

λ, µ ∈ K̄ due scalari diversi da 0 e sia λp ∈ U . Allora anche µp ∈ U , infatti:

c ∗ (λp) = σ(c)(λc∞) = x̄cλp = (x̄λ)p

dunque (x̄λ)p ∈ U , e di conseguenza anche µp. Infatti µ = k′λ con k′ ∈

K̄ e k′ =
∑n−1

i=0 kix̄
i con ki ∈ K. Ora, analogamente a quanto fatto nella

dimostrazione del Teorema 5.1.8, sia u =
∑l

i=1 λiqi un elemento diverso da zero
in U espresso in forma normale, con λi ∈ K̄\{0} e qi cammini inőniti distinti
in [p], e si scelgano i qi in modo tale che qi = q̃ic

∞, con q̃i cammino őnito
(possibilmente di lunghezza 0) che non coinvolga e1 (dove e1 è la freccia iniziale
di c = e1e2 . . . em). Si assuma inoltre che la lunghezza di q̃1 sia maggiore o
uguale al massimo tra le lunghezze di tutti gli altri cammini q̃i, con i ≥ 2.
Dunque, grazie anche al Lemma 5.1.7, si ha:

q̃1
∗ ∗ u = q̃1

∗ ∗
(
λ1q1 +

l∑

i=2

λiqi
)
= q̃1

∗ ∗
(
λ1q̃1c

∞ +
l∑

i=2

λiq̃ic
∞
)
=

λ1q̃1
∗ ∗ q̃1c

∞ = λ1c
∞

infatti q̃1 non coinvolge e1 ed ha lunghezza massima. Si è dunque ottenuto che
λ1c

∞ = λ1p ∈ U . Ora, siano 0 ̸= µ ∈ K̄, e q0 ∈ [p]. In linea con le scelte fatte
poco sopra, si scriva q0 nella forma q0 = q̃0p, con q̃0 cammino őnito che non
coinvolge e1. Grazie a quanto dimostrato poco sopra, si ha che anche µp ∈ U ,
e allora:

µq0 = µq̃0p = q̃0 ∗ (µp) ∈ U

Quindi U = V f
[p].

Lemma 5.4.2. Sia f(x) = 1 + a1x + ... + anx
n, con n ≥ 1, un polinomio

irriducibile in K[x, x−1], e sia c = e1e2 . . . em un ciclo esclusivo. Sia p = c∞.
Allora l’annullatore di V f

[p] è I(H(p), BH(p), f(c)).

Dimostrazione. Si procede esattamente come nella dimostrazione del secondo
punto del Lemma 5.1.12, con la differenza che in questo caso è necessario mo-
strare che l’annullatore J̄ di V f

[p] in LK(F ), dove F = E/(H(p), BH(p)) è il grafo
quoziente, contiene f(c). Questo si ottiene considerando che:

f(c) ∗ c∞ = σ(f(c))c∞ = f(σ(c))c∞ = f(x̄)c∞ = 0

Esempio 5.4.3. Sia E il grafo

•v1

a

��
v2• •v3oo //

b
��

•v4 // •v5

•v6
c // •v7

d

dd

52



Il ciclo s = bcda è un ciclo esclusivo. Dunque ponendo p = s∞ il cammi-
no razionale inőnito ottenuto da s e scegliendo un polinomio f(x) irriducibile
in K[x, x−1], è possibile costruire, seguendo il procedimento descritto sopra, il
modulo di Chen

V f
[p]

5.5 Moduli N
BH(v)
v

Sia E un grafo diretto tale che esista un emittente inőnito v ∈ BH(v). Si
costruisca l’ideale P = I(H(v), BH(v)\{v}) (che grazie al Teorema 3.12(ii) e
al Teorema 4.3(ii) in [4] risulta essere primitivo), e il grafo quoziente F =
E/(H(v), BH(v)\{v}), in cui:

F0 = (E0\H(v))∪{v′} e F1 = {e ∈ E1 : r(e) /∈ H(v)}∪{e′ : e ∈ E1, r(e) = v}

e in cui r, s sono estese a F secondo le relazioni:

s(e′) = s(e) e r(e′) = v′ ∀e ∈ E1 con r(e) = v

Si noti che v′ è un sink in F , e si ricordi che vale la relazione (vedi Osservazio-
ne 4.1.12):

LK(E)/P ∼= LK(F )

Utilizzando la Deőnizione 5.1.4, si indichi rispettivamente con MF (w) e con
ME(w) l’insieme M(w) pensato come sottoinsieme di F0 o di E0. Allora vale il
seguente lemma:

Lemma 5.5.1. Nelle ipotesi espresse nella parte iniziale di questo paragrafo, si
ha che MF (v

′) = F0.

Dimostrazione. Poiché ME(v) = E0\H(v) per deőnizione, per mostrare che
tutti i vertici di F sono connessi a v′ è sufficiente far vedere che v è connesso
a v′. Dal momento che v ∈ BH(v), deve esistere e ∈ E1 tale che s(e) = v
e r(e) ∈ ME(v). Se r(e) = v allora e è un loop e e′ ∈ F1 con s(e′) = v e
r(e′) = v′. Se invece r(e) ̸= v allora, dato che ogni vertice in ME(v) si connette
a v, esisterà un cammino p = f1 . . . fm in E tale che s(p) = r(e) e r(p) = v.
Ora il cammino q = ef1f2 . . . fm−1f

′
m è un cammino in F tale che s(q) = v e

r(q) = v′. Quindi v è connesso a v′ in F .

Poiché, come ricordato poco sopra, v′ è un sink in F , è possibile seguire la
costruzione indicata da Chen per deőnire il modulo Nv′ su LK(F ).

Lemma 5.5.2. Nelle ipotesi espresse nella parte iniziale di questo paragrafo, il
modulo Nv′ su LK(F ) è un modulo semplice e fedele.

Dimostrazione. Il modulo Nv′ è una rappresentazione irriducibile dell’algebra
LK(F ) grazie al Teorema 5.2.1. Inoltre, dal momento che MF (v

′) = F0, grazie
alla seconda metà della dimostrazione del Lemma 5.2.2, si vede che Nv′ è anche
fedele come modulo su LK(F ).
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Utilizzando la mappa quoziente ϕ : LK(E) → LK(F ) é possibile interpretare
Nv′ come un modulo semplice su LK(E) (Osservazione 4.1.12). Si denoti dunque
questo nuovo modulo su LK(E) con il simbolo:

N
BH(v)
v

Lemma 5.5.3. Sia v un emittente inőnito tale che v ∈ BH(v). Allora l’annul-

latore di N
BH(v)
v è I(H(v), BH(v)\{v}).

Dimostrazione. Poiché Nv′ è un modulo semplice e fedele su LK(F ), e LK(F ) ∼=
LK(E)/P , si ha che sull’algebra LK(E) il suo annullatore deve corrispondere
proprio a P = I(H(v), BH(v)\{v}).

Esempio 5.5.4. Sia E il seguente grafo diretto:

•v1

)) (∞)
// •v2

��

•v3
[[ •v4

(∞)
oo

��

Si consideri il vertice v1, emittente inőnito tale che v1 ∈ Bv1
: il grafo quoziente

F = E/(H(v1), BH(v1)\{v1}) allora sarà

•v1
))

// •v
′

Si vede che v′ è un vertice sink in F : costruendo il modulo sinistro su LK(F ),
Nv′ , generato dal vertice v′, e interpretandolo come modulo semplice su LK(E)
si ottiene il modulo di Chen

N
BH(v1)
v1

5.6 Moduli N
H(v)
v

Sia E un grafo diretto, e sia v un emittente inőnito in E0 tale che r(s−1(v)) ⊆
H(v). Allora in questo caso si ha che v è l’unico vertice sink del grafo quoziente
F = E/(H(v), BH(v)), i cui vertici sono infatti dati da F0 = E0\H(v) = M(v).
Sia Nv il corrispondente modulo semplice su LK(F ) creato grazie alla costru-
zione di Chen vista in precedenza. Nv è quindi un modulo semplice e fedele
su LK(F ) per via dei risultati dimostrati. Considerando la mappa quoziente
ϕ : LK(E) → LK(F ), si interpreti ora Nv come un modulo semplice su LK(E),
e si indichi con il simbolo:

NH(v)
v

Lemma 5.6.1. Sia v un emittente inőnito in un grafo diretto E tale che si
abbia r(s−1(v)) ⊆ H(v). Allora l’annullatore del modulo semplice N

H(v)
v è

I(H(v), BH(v)).

Dimostrazione. Poiché vale la relazione LK(E)/I(H(v), BH(v)) ∼= LK(F ) e Nv

è semplice e fedele su LK(F ), segue direttamente la tesi.
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Esempio 5.6.2. Si consideri il seguente grafo E:

•v1
(∞)

//

��

•v2

•v3 •v4

aa

oo •v5oo

(∞)
aa

Il vertice v1 è un emittente inőnito in E0, ed è tale che r(s−1(v1)) ⊆ H(v1). Se
si costruisce il grafo quoziente F = E/(H(v1), BH(v1)) si ottiene:

•v1

•v4

aa

•v5oo

v1 è l’unico vertice sink del grafo quoziente F : se si costruisce il modulo Nv1 su
LK(F ) e si interpreta poi come modulo semplice su LK(E), si ottiene il modulo
di Chen

NH(v1)
v1

5.7 Moduli di Chen

In questo paragrafo verranno riassunti i moduli di Chen presentati őno ad ora,
e dimostrati alcuni risultati generali che li riguardano.

Deőnizione 5.7.1. Sia E un grafo diretto e K un campo arbitrario. Si deőnisce
modulo di Chen un modulo sinistro semplice su LK(E) che rientri in una delle
seguenti cinque categorie:

1. V[p], con p un cammino inőnito su E

2. Nw, con w un vertice sink in E

3. V f
[q], con q = c∞, c un ciclo esclusivo, e f(x) ∈ K[x, x−1] un polinomio

irriducibile con f(x) ̸= x− 1

4. N
BH(v)
v , con v un emittente inőnito tale che v ∈ BH(v)

5. NH(v)
v , con v un emittente inőnito tale che r(s−1(v)) ⊆ H(v)

Proposizione 5.7.2. Tutti i moduli semplici elencati nella Deőnizione 5.7.1
sono a due a due non-isomorő.

Dimostrazione. Due moduli isomorő su LK(E) devono avere lo stesso annulla-
tore, dunque in base ai calcoli fatti nei paragraő precedenti riguardo l’annulla-
tore di ciascuna tipologia di moduli elencati nella deőnizione, e agli enunciati
del Teorema 5.1.8 e del Teorema 5.2.1, i moduli descritti non possono essere
isomorő.
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Teorema 5.7.3. Sia E un grafo diretto, K un campo arbitrario e P un ideale
primitivo di LK(E). Allora esiste un modulo di Chen S semplice, tale che
l’annullatore di S sia proprio P .

Dimostrazione. Se H = P ∩ E0, grazie a [4]Teorema 4.3 si ha che P deve
soddisfare una delle seguenti:

1. P = I(H,BH , f(c)) con c ciclo esclusivo con base in un vertice u, E0\H =
M(u), f(x) ∈ K[x, x−1] polinomio irriducibile;

2. P è un ideale della forma I(H,BH\{u}) con u ∈ BH e M(u) = E0\H;

3. P è un ideale della forma I(H,BH), ed E/(H,BH) è diretto verso il basso,
soddisfa la condizione (L) e la Countable Separation Property.

Si supponga che valga (1). Sia q = c∞. Sia poi H = H(q) = E0\M(u).
Considerando il modulo di Chen V f

[q] si ha, grazie al Lemma 5.4.2, che il suo
annullatore risulta essere proprio I(H,BH , f(c)) = P .
Si supponga ora che valga (2). Si ha che u è un emittente inőnito tale che
u ∈ BH(u) e, dal momento che M(u) = E0\H, necessariamente H(u) = H.

Ma allora considerando il modulo di Chen N
BH(u)
u l’annullatore corrispondente

risulta essere proprio P = I(H,BH\{u}), grazie al Lemma 5.5.3.
Inőne, si supponga che valga (3). Sia S un sottoinsieme numerabile (őnito o
inőnito) di E0\H tale che ogni vertice di E/(H,BH) si connetta a qualche vertice
di S. L’obiettivo ora è quello di dimostrare che o esiste un (unico) vertice sink
in E/(H,BH) a cui si connettono tutti i vertici di E/(H,BH), oppure esiste un
cammino inőnito p su E/(H,BH) tale che ogni vertice in E/(H,BH) si connette
ad un vertice in p0. Sia dunque F = E/(H,BH). Se F ha un vertice sink v, allora
poiché F0 è diretto verso il basso si ha che v è l’unico sink, v ∈ S e F0 =M(v).
Si assuma invece che F non abbia alcun vertice sink: se S è inőnito, si denotino
con i simboli v1, v2, ... i suoi elementi, se altrimenti S = {v1, v2, ..., vk} è őnito, si
consideri la sequenza inőnita v1, v2, ..., vk, v1, v2, ..., vk, v1, v2, ..., vk, ... ottenuta
ripetendo la sequenza őnita v1, v2, ..., vk inőnite volte, così da avere vkr+i = vi.
Ora si vuole deőnire induttivamente una sequenza di cammini λ1, λ2, ... in F
con le seguenti caratteristiche:

1. λi è un segmento (sottocammino) iniziale di λj ogni qual volta i ≤ j

2. vi ≥ r(λi) ∀i

Si procede dunque in questo modo alla deőnizione per induzione:

Sia λ1 = v1

Sia λ1, λ2, ..., λn una sequenza di cammini costruiti con le caratteristiche
di cui sopra per qualche n > 1. Poichè il grafo è diretto verso il basso,
esiste un vertice un+1 in F tale che r(λn) ≥ un+1 e vn+1 ≥ un+1. Sia
dunque qn+1 un cammino da r(λn) a un+1, e si deőnisca λn+1 = λnqn+1.
Allora anche λn+1 risulta avere le caratteristiche sperate.
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A partire dai cammini λi, allora, si ottiene un cammino inőnito p tale che ogni
vertice vj ∈ S sia connesso ad un vertice di p0. E poiché per deőnizione ogni
vertice di F è connesso a qualche vertice di S, si ha che ogni vertice di F è
connesso a qualche vertice in p0. Si noti che nel caso il cammino p costruito sia
un cammino razionale inőnito gggg . . . , con g un cammino chiuso, la condizione
(L) su F , insieme alla proprietà che ogni vertice si connette a g0, permette di
dedurre che g non può essere un ciclo esclusivo.
Se esiste un unico sink v in F a cui si connettono tutti i vertici di F , allora
H = H(v) (perché F0 =M(v) e H deve essere tale che E0\H = F0 per come è
deőnito il grafo quoziente), e in particolare:

• v non può emettere frecce (in numero őnito o inőnito) in M(v), altrimenti
non sarebbe un sink in F ;

• v non può emettere un numero őnito di frecce in E0\M(v) = H(v) perché
H(v) è saturo: se v fosse un vertice regolare ed emettesse un numero di
frecce őnito in H(v) allora dovrebbe appartenere a H(v).

Di conseguenza si possono veriőcare solamente due casi: o v è un sink in E,
oppure v è un emittente inőnito tale che r(s−1(v)) ⊆ H(v). In entrambe le
eventualità, grazie rispettivamente al Lemma 5.2.2 e al Lemma 5.6.1 si ha che
considerando i moduli di Chen Nv e NH(v)

v essi risultano avere proprio P =
I(H(v), BH(v)) come annullatore.
Se invece esiste un cammino inőnito p su F tale che F0 = M(p), si consideri
p come un cammino inőnito sul grafo E. Allora H = H(p) e, poiché F ha
la condizione (L), p non può terminare in un ciclo esclusivo in E. Quindi
grazie al punto (1) del Lemma 5.1.12, si ha che l’annullatore di V[p] è proprio
P = I(H,BH).

6 Moduli semplici őnitamente presentati

In questa sezione si partirà dalle costruzioni dei moduli semplici di Chen per
arrivare a stabilire un legame più generale tra moduli semplici e moduli őnita-
mente presentati costruibili sull’algebra di Leavitt associata a graő őniti. Un
aspetto particolarmente interessante di tale legame è il fatto che esso si mani-
festi in presenza di particolari condizioni sul grafo, e che costituisca dunque un
esempio esplicito di come la conformazione di vertici e frecce inŕuisca in modo
determinante sulle proprietà delle strutture costruite sull’algebra ad essi asso-
ciata. Nel corso di tutto il prossimo capitolo si assumerà sempre di lavorare con
graő diretti E őniti, cioé tali che gli insiemi E0 e E1 siano entrambi őniti.

Deőnizione 6.0.1. Dato un grafo diretto E = (E0, E1, r, s) si deőnisce grafo
inverso di E e si indica con il simbolo Ē il grafo in cui:

Ē0 = E0 e Ē1 = {e∗|e ∈ E1}

Dunque Ē è il grafo diretto ottenuto a partire da E invertendo l’orientamento
di tutte le frecce di E.
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Deőnizione 6.0.2. Un cammino chiuso c si deőnisce primitivo se c ̸= dr

per ogni cammino chiuso d e per ogni r ≥ 2. In tal caso, se c = e1e2 . . . en
è primitivo, allora tutte le permutazioni cicliche che partono dalla freccia in
posizione i, cioè ci = eiei+1 . . . ene1 . . . ei−1, con i = 1, ..., n sono differenti.

La prossima proposizione speciőca in quali casi i moduli di Chen Nw e V[p]
sono o non sono őnitamente presentati. Tale prerogativa sarà deducibile dall’a-
nalisi della risoluzione proiettiva di questi moduli, la quale necessita prima delle
seguenti deőnizioni:

Deőnizione 6.0.3. Sia M un modulo arbitrario. Una risoluzione proiettiva
di M è una sequenza esatta di moduli

...
... // Pn

αn // ...
... // P1

α1 // P0
α0 // M // 0

in cui tutti i moduli Pi sono proiettivi. Può essere una sequenza őnita oppure
inőnita, ma tutti i moduli ne possiedono una.

Deőnizione 6.0.4. Sia E un grafo őnito, e sia µ = e1e2 . . . en un cammino in
E. Per ogni 0 ≤ i ≤ n− 1 sia

Xi(µ) = {f ∈ E1|s(f) = s(ei+1) e f ̸= ei+1}

l’insieme (eventualmente vuoto) delle uscite di µ al vertice s(ei+1). Per ogni
i ≥ 0 sia poi Ji(µ) l’ideale sinistro di LK(E) deőnito da

Ji(µ) =
∑

f∈Xi(µ)

LK(E)f∗τ≤i(µ)
∗

Si noti in particolare che Ji(µ) = {0} esattamente quando Xi(µ) = ∅.
Nel caso di un cammino inőnito p = e1e2 · · · ∈ E∞, si ponga per ogni i ≥ 0:

Xi(p) := Xi(τ≤i+1(p)) e Ji(p) := Ji(τ≤i+1(p))

Deőnizione 6.0.5. Sia c un cammino chiuso primitivo su E, e sia v = s(c).
Si deőniscono con i simboli ρc−v e ρc∞ le mappe che agiscono rispettivamente
come moltiplicazione a destra per (c− v) e per c∞:

ρc−v : LK(E) −→ LK(E)(c− v) ρc∞ : LK(E) −→ V[c∞]

Sia invece p ∈ E∞ un cammino irrazionale. Allora si deőnisce con il simbolo
ρp la mappa che agisce come moltiplicazione a destra per p:

ρp : LK(E)v −→ V[p] tale che r 7−→ rp

Osservazione 6.0.6. Si può dimostrare (vedi [5]) che le mappe ρc−v, ρc∞ e ρp
hanno caratteristiche che le rendono idonee a deőnire le risoluzioni proiettive
dei moduli di Chen. In particolare:

• la mappa ρc−v è un isomorősmo di moduli;
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• la mappa ρc∞ è tale che ker(ρc∞) = LK(E)(c− v);

• la mappa ρp è tale che ker(ρp) = ⊕∞
i=0Ji(p).

È possibile ora deőnire le risoluzioni proiettive cercate dei moduli di Chen
del tipo Nw e V[p], infatti:

1. Sia w un vertice sink in E, e sia Nw il modulo di Chen ad esso associato.
Come già notato in precedenza, Nw corrisponde all’ideale sinistro generato
dal vertice w, cioè LK(E)w. Essendo w un idempotente, tale ideale è anche
proiettivo. Chiamati v1, v2, ..., vn, w i vertici del grafo E, e denominata ρw
la mappa moltiplicazione a destra per w, è possibile deőnire la seguente
risoluzione proiettiva:

0 // LK(E)v1 ⊕ ...⊕ LK(E)vn // LK(E)
ρw // LK(E)w // 0

2. Sia c un cammino chiuso primitivo, e sia v = s(c). Dal momento che v è
un idempotente, il modulo LK(E)v è proiettivo, dunque una risoluzione
proiettiva del modulo semplice V[c∞] è la seguente:

0 // LK(E)v
ρc−v

// LK(E)v
ρc∞ // V[c∞]

// 0

3. Sia p un cammino inőnito irrazionale su E, e sia v = s(p). Poiché è
possibile dimostrare che ogni Ji(p) è proiettivo, una risoluzione proiettiva
del modulo semplice V[p] è data da:

0 // ⊕∞
i=0Ji(p)

// LK(E)v
ρp

// V[p] // 0

Proposizione 6.0.7. Sia E un grafo őnito, K un campo arbitrario, w ∈ E0

un vertice sink e p = e1e2 . . . un cammino inőnito in E. Allora si ha che:

1. Il modulo di Chen Nw è őnitamente presentato;

2. Il modulo di Chen V[p] è őnitamente presentato se e solo se p è un cammino
razionale della forma c∞ con c cammino chiuso primitivo.

Dimostrazione. Ricordando la Deőnizione 2.0.7, e considerando le risoluzioni
proiettive dei moduli Nw e V[c∞], si vede che essi sono őnitamente presenta-
ti, infatti risultano essere entrambi quozienti di moduli proiettivi őnitamente
generati con sottomoduli proiettivi őnitamente generati. Si consideri ora la
risoluzione proiettiva del modulo V[p] nel caso in cui p sia irrazionale: V[p] è ő-
nitamente presentato se gli ideali Ji(p) sono diversi da zero solo per un numero
őnito di i ∈ N (altrimenti la loro somma diretta non costituirebbe un modulo
proiettivo őnitamente generato), cioè, come già osservato, quando gli Xi(p) sono
non vuoti solo per un numero őnito di i ∈ N. Ma nel caso di un grafo őnito
si ha invece che gli ideali Ji(p) sono diversi da zero per un numero inőnito di
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i ∈ N. Si supponga, infatti, per assurdo che ∃N ∈ N per cui Xi(p) = ∅ per tutti
gli i ≥ N . Dal momento che E0 è őnito, esisteranno m,m′ ≥ N , con m < m′,
tali che s(em) = s(em′). Ma poiché Xm(p) = ∅, allora em = em′ . Allo stesso
modo, si ottiene che em+l = em′+l per ogni l ∈ N. Indicato con d il cammino
chiuso emem+1 . . . em′−1, si avrebbe che p ∼ d∞, ma ciò è assurdo poiché p è
irrazionale.

I prossimi due lemmi dimostrano che l’algebra dei cammini di Leavitt asso-
ciata ad un grafo si rivela essere, sotto determinate condizioni, Morita equiva-
lente all’algebra di Leavitt associata ad un nuovo grafo ottenibile da quello di
partenza tramite alcune modiőche. Prima, però, due utili deőnizioni:

Deőnizione 6.0.8. Siano R ed S due anelli idempotenti, cioè tali che R2 = R
e S2 = S (in particolare le algebre di Leavitt, avendo unità locali, sono anche
anelli idempotenti). Siano poi RNS e SMR due bimoduli, ϕ un omomorősmo
R-R-bimodulo, e ψ un omomorősmo S-S-bimodulo dati da:

ϕ : N ⊗S M −→ R e ψ :M ⊗R N −→ S

tali che:

ϕ(n⊗m)n′ = nψ(m⊗ n′) e ψ(m⊗ n)m′ = mϕ(n⊗m′)

per ogni n, n′ ∈ N e m,m′ ∈ M . Un contesto di Morita è una tupla a sei
entrate (R,S,N,M, ϕ, ψ) tale che i suoi elementi soddisőno le proprietà descritte
sopra, e si dice suriettivo se entrambe le mappe ϕ, ψ sono suriettive.

Osservazione 6.0.9. Un risultato molto famoso della Teoria di Morita (vedi [6]),
e che rende i contesti suriettivi di Morita particolarmente interessanti, afferma
che:

Dati R,S due anelli idempotenti, si ha che R è Morita equivalente ad S se e
solo se esiste un contesto di Morita (R,S,N,M, ϕ, ψ) suriettivo.

Deőnizione 6.0.10. Sia E = (E0, E1, r, s) un grafo diretto, e sia v ∈ E0 un
vertice source. Si deőnisce grafo source-elimination, e si indica con E\v, il
grafo in cui:

(E\v)0 = E0\{v} e (E\v)1 = E1\s
−1(v)

e in cui le mappe sE\v e rE\v sono le mappe s e r ristrette al dominio (E\v)1.

Lemma 6.0.11. Sia E un grafo diretto őnito, e sia K un campo. Se v ∈ E0 è un
vertice source ma non è un sink, allora LK(E) è Morita equivalente all’algebra
LK(E\v).

Dimostrazione. Per dimostrare la Morita equivalenza tra le due algebre, si vuole
ricorrere al criterio citato nell’Osservazione 2.0.18. Per prima cosa si osservi che
|E0| ≥ 2 poiché per ipotesi contiene un vertice source e non sink. Per come è
stato deőnito E\v, si vede che esso costituisce un sottografo completo di E (cioé
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per ogni coppia di vertici in E\v, le frecce che li connettono sono esattamente le
frecce presenti tra loro anche in E). Questa proprietà garantisce che la mappa
θ : LK(E\v) → LK(E) tale che

θ(w) = w ∀w ∈ (E\v)0

θ(e) = e , θ(e∗) = e∗ ∀e ∈ (E\v)1

sia un omomorősmo ben deőnito di K-algebre, non nullo e graduato. Dalla
deőnizione della mappa, si evince facilmente che vertici, frecce e generici elementi
non nulli dell’algebra non vengono mandati in zero, e che dunque si tratta di un
monomorősmo. Si consideri ora l’elemento

ϵ = θ(1LK(E\v)) =
∑

w∈E0,w ̸=v

w

Essendo una sommatoria di vertici, esso è un elemento idempotente per le pro-
prietà computazionali dell’algebra di Leavitt, e quindi l’anello ϵLK(E)ϵ è un
corner di LK(E).
Si dimostra che θ(LK(E\v)) = ϵLK(E)ϵ, infatti:

⊆ Ogni cammino µ che genera l’algebra LK(E\v) è un cammino che non
coinvolge il vertice v, e che viene mandato in se stesso dalla mappa θ.
L’elemento ϵ agisce come l’identità nell’immagine e µ può essere scritto
nella forma:

µ = 1µ1 = ϵµϵ

⊇ ϵLK(E)ϵ è generato linearmente da elementi pq∗ ∈ ϵLK(E)ϵ tali che s(p) ̸=
v e s(q) ̸= v. Inoltre, poiché v è una sorgente, né p né q possono passare
per v. Ma allora sia p che q sono cammini su E\v, dunque:

pq∗ = θ(pq∗) ∈ θ(LK(E\v))

Dal momento che θ è un monomorősmo, è stato appena dimostrato che LK(E\v)
è isomorfa al corner ϵLK(E)ϵ. Per completare la dimostrazione della Morita
equivalenza, rimane solo la veriőca che ϵ sia un idempotente full, cioé tale che:

LK(E)ϵLK(E) = LK(E)

L’inclusione LK(E)ϵLK(E) ⊆ LK(E) è ovvia, mentre per far vedere l’inclu-
sione opposta è sufficiente mostrare che v ∈ LK(E)ϵLK(E). Sia dunque ∅ ̸=
s−1(v) = {e1, ..., en}. Poiché per ogni i si ha che r(ei) appartiene all’ideale bila-
tero LK(E)ϵLK(E) (infatti nessuna freccia ei può avere r(ei) = v dal momento
che v è un vertice source), e poiché eir(ei) = ei, si ha necessariamente che anche
ei ∈ LK(E)ϵLK(E). Notando poi che

v =

n∑

i=1

eie
∗
i

si ottiene che necessariamente anche v ∈ LK(E)ϵLK(E).
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Lemma 6.0.12. Sia E un grafo őnito, e sia K un campo arbitrario. Sia c un
ciclo in E senza entrate, ovvero tale che |r−1(v)| = 1 ∀v ∈ c0. Allora è possibile
costruire un grafo őnito F , a partire da E, in cui il ciclo c appaia sostituito da
un loop e tale che LK(F ) sia Morita equivalente a LK(E).

Dimostrazione. Sia c = e1 . . . er e siano vi i vertici coinvolti nel ciclo, cioè tali
che s(ei) = vi. I vertici del nuovo grafo F possono essere deőniti nel seguente
modo:

F0 = (E0\c
0) ∪ {v} dove v è un nuovo vertice

Per quanto riguarda le frecce, invece, si noti innanzitutto che E0\c
0 è un insieme

ereditario, infatti per ipotesi r(e) /∈ c0 per ogni e ∈ E1 tale che s(e) /∈ c0.
Dunque per i vertici w ∈ E0\c

0 si può considerare s−1
F (w) = s−1

E (w). Poi, per
ogni freccia f ∈ E1 con s(f) ∈ c0 e r(f) ∈ E0\c

0, si deőnisca una freccia f ′ ∈ F1

tale che sF (f ′) = v e rF (f ′) = r(f). Inőne si deőnisca un loop e′ su v, tale
che sF (e′) = rF (e

′) = v. Ora si vuole mostrare che l’algebra dei cammini di
Leavitt associata a questo nuovo grafo F è Morita equivalente a quella associata
al grafo E di partenza utilizzando il criterio citato nell’Osservazione 2.0.18. Si
deőnisca dunque l’omomorősmo di K-algebre θ : LK(F ) → LK(E) che agisca
nel seguente modo:

θ(w) = w ∀w ∈ E0\c
0 e θ(v) = v1 dove v1 = s(e1)

θ(e) = e θ(e∗) = e∗ ∀e tali che s(e) ∈ E0\c
0

θ(f ′) = e1 . . . ei−1f , θ(f ′
∗

) = f∗e∗i−1 . . . e
∗
1 ∀f tale che s(f) = vi e r(f) ∈ E0\c

0

θ(e′) = e1 . . . er = c θ(e′
∗

) = e∗r . . . e
∗
1

In particolare θ preserva le relazioni costitutive dell’algebra di Leavitt (CK1) e
(CK2), in quanto:

(CK1): Se s(e) ∈ E0\c
0, allora si ha

θ(e∗e) = θ(e∗)θ(e) = e∗e = r(e) = θ(r(e)) perché r(e) ∈ E0\c
0

Se s(f) ∈ c0 e r(f) ∈ E0\c
0, allora si ha

θ(f ′
∗

f ′) = θ(f ′
∗

)θ(f ′) = f∗e∗i−1 . . . e
∗
1e1 . . . ei−1f = f∗f = r(f)

= θ(r(f)) perché r(f) ∈ E0\c
0

Se invece si considera il loop e′, si ha

θ(e′
∗

e′) = θ(e′
∗

)θ(e′) = e∗r . . . e
∗
1e1 . . . er = e∗rer = r(er) = v1 = θ(v)

(CK2): Se w ∈ F0\{v} allora si ha

θ(
∑

α∈s−1
F

(w)

αα∗) =
∑

α∈s−1
F

(w)

θ(αα∗) =
∑

α∈s−1
F

(w)

θ(α)θ(α∗) =
∑

α∈s−1
F

(w)

αα∗
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=
∑

α∈s−1
E

(w)

αα∗ = w = θ(w) perché w ∈ E0\c
0 e s−1

F (w) = s−1
E (w)

Se invece si considera v, allora si ha

θ(
∑

α∈s−1
F

(v)

αα∗) =
∑

α∈s−1
F

(v)

θ(αα∗) = θ(e′e′
∗

)+
∑

{f ′|s(f)∈c0,r(f)∈E0\c0}

θ(f ′f ′
∗

)

= θ(e′)θ(e′
∗

) +
r∑

i=1

∑

f∈s−1
E

(vi)\{ei}

θ(f ′)θ(f ′
∗

) =

= e1 . . . ere
∗
r . . . e

∗
1 +

r∑

i=1

∑

f∈s−1
E

(vi)\{ei}

e1 . . . ei−1ff
∗e∗i−1 . . . e

∗
1 =

= e1 . . . er−1(ere
∗
r +

∑

f∈s−1
E

(vr)\{er}

ff∗)e∗r−1 . . . e
∗
1+

+

r−1∑

i=1

∑

f∈s−1
E

(vi)\{ei}

e1 . . . ei−1ff
∗e∗i−1 . . . e

∗
1 =

= e1 . . . er−1vre
∗
r−1 . . . e

∗
1 +

r−1∑

i=1

∑

f∈s−1
E

(vi)\{ei}

e1 . . . ei−1ff
∗e∗i−1 . . . e

∗
1 =

= e1 . . . er−1e
∗
r−1 . . . e

∗
1 +

r−1∑

i=1

∑

f∈s−1
E

(vi)\{ei}

e1 . . . ei−1ff
∗e∗i−1 . . . e

∗
1

Reiterando lo stesso procedimento, si arriva inőne ad avere:

= e1e
∗
1 +

∑

f∈s−1
E

(v1)\{e1}

ff∗ = v1 = θ(v)

Ora, per dimostrare che θ è una mappa iniettiva, si vuole far vedere che essa
manda una base di LK(F ) in un sottoinsieme di una base di LK(E). A questo
scopo si deőnisce prima una base particolare BE di LK(E) in questo modo:

1. Si őssi una funzione γ : E0\{sink} → E1 tale che s(γ(x)) = x per ogni
x ∈ E0\{sink}. In particolare, per ogni w ∈ E0\c

0 che non sia un vertice
sink, si scelga una freccia γ(w) in s−1

E (w). Invece per ogni vertice in c0,
cioè per ogni i = 1, ..., r, si ponga γ(vi) = ei ∈ s−1

E (vi). Ci si riferirà a tali
frecce immagini come "speciali".

2. Grazie a quanto affermato in [7]Teorema 1 una base BE di LK(E) è data
da:

• w , con w ∈ E0
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• p, p∗ , con p cammino in E

• pq∗ , con p = α1α2 . . . αn e q = β1β2 . . . βm cammini in E che termi-
nano nello stesso vertice r(αn) = r(βm), n,m ≥ 1, senza restrizioni se
αn ̸= βm, ma con la restrizione che αn non debba essere una freccia
speciale nel caso in cui αn = βm. In altre parole, pq∗ non deve essere
della forma α1α2 . . . αnα

∗
nβ

∗
m−1 . . . β

∗
1 con αn speciale.

Seguendo le stesse indicazioni, si costruisca una corrispondente base BF per
LK(F ) scegliendo come speciali le stesse frecce scelte sopra nel caso in cui
w ∈ E0\c

0, e ponendo poi γ(v) = e′. Ma allora con questa scelta di basi la
mappa θ si restringe ad una mappa iniettiva dalla base di LK(F ) alla base di
LK(E).
Si consideri ora l’elemento idempotente (lo è perché corrisponde ad una som-
matoria di vertici):

ϵ = θ(1LK(F )) dove 1LK(F ) = v +
∑

u∈E0\c0

u , dunque

ϵ = v1 +
∑

u∈E0\c0

u

e il corner di LK(E) con ϵ, ovvero l’anello ϵLK(E)ϵ. Poiché c non ha entrate,
θ(BF ), sottoinsieme della base BE di LK(E), è base per ϵLK(E)ϵ, e allora si ha:

θ(LK(F )) = ϵLK(E)ϵ

Ora rimane solo dimostrare che ϵ è un idempotente full:
l’inclusione LK(E)ϵLK(E) ⊆ LK(E) è ovvia, mentre per dimostrare l’oppo-
sta è sufficiente far vedere che c0 ⊆ LK(E)ϵLK(E). Osservando che v1 ∈
LK(E)ϵLK(E), che LK(E)ϵLK(E) è ideale bilatero, e che ciascun vi, per i =
2, ..., r, si può scrivere come vi = e∗i−1 . . . e

∗
1v1e1 . . . ei−1, si raggiunge lo scopo.

Quindi si ha:
LK(E)ϵLK(E) = LK(E)

Nei risultati che seguono si cercherà di capire come la presenza o meno di
cicli nel grafo E intervenga e inŕuisca sulla prerogativa dei moduli costrui-
ti sull’algebra associata al grafo di essere semplici, di Chen, o őnitamente
presentati.

Deőnizione 6.0.13. Dato un grafo diretto E = (E0, E1, r, s) e un sottoinsieme
ereditario H di E0, si deőnisce grafo ristretto, e si indica con il simbolo EH ,
il grafo in cui:

(EH)0 = H e (EH)1 = {e ∈ E1 : s(e) ∈ H}

e in cui le mappe sEH
e rEH

sono le mappe s e r ristrette al dominio (EH)1.
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Deőnizione 6.0.14. Dato un grafo diretto E, è possibile stabilire un preordine
≤ sull’insieme dei cicli di E in questo modo:

Se c1, c2 sono due cicli in E, c1 ≤ c2 se esiste un cammino da un vertice di c2
ad un vertice di c1.

Un ciclo c in E si dice ciclo massimale se, per ogni ciclo c′ in E, si ha che
c ≤ c′ implica c′ ≤ c.

Osservazione 6.0.15. La relazione binaria ≤ descritta nella Deőnizione 6.0.14 è
effettivamente un preordine perché, dati c1, c2, c3 cicli su E, si ha:

• Riŕessività: c ≤ c perché ad esempio c stesso è un cammino da s(c) a s(c).

• Transitività: Se c1 ≤ c2 e c2 ≤ c3, signiőca che esistono due cammini p, q
tali che s(p) ∈ c02, r(p) ∈ c01 e s(q) ∈ c03, r(q) ∈ c02. Ora, chiamando c̃
la porzione di c2 che connette il vertice r(q) al vertice s(p), si ha che la
composizione di cammini qc̃p è un cammino in E che connette s(q) ∈ c03
con r(p) ∈ c01, dunque c1 ≤ c3.

Teorema 6.0.16. Sia E un grafo őnito, e sia K un campo arbitrario. Allora le
seguenti condizioni sono equivalenti per l’algebra dei cammini di Leavitt LK(E):

1. Ogni modulo sinistro su LK(E) che sia semplice è őnitamente presentato.

2. Ogni modulo semplice di Chen è őnitamente presentato.

3. Ogni vertice v ∈ E0 è la base di al massimo un ciclo in E.

Dimostrazione.1 ⇒ 2 è un’implicazione ovvia

2 ⇒ 3 Si assuma che ogni modulo semplice di Chen su LK(E) sia őnitamente
presentato. Ora, si supponga per assurdo che esista un vertice v ∈ E0 tale
che v sia la base di due cicli differenti g, h. Se si considera il cammino
inőnito p dato dalla composizione

p = gh2gh3 . . . ghnghn+1 . . .

si nota che esso non può essere tail-equivalent al cammino razionale c∞ =
cccc . . . per un qualsiasi cammino chiuso c (infatti la coda di p continua
a modiőcarsi all’inőnito). Ma allora grazie alla Proposizione 6.0.7 il cor-
rispondente modulo di Chen V[p] non può essere őnitamente presentato.
Ciò costituisce un assurdo, poiché contraddice l’assunzione fatta all’inizio.
Dunque ogni vertice in E0 è base di al massimo un ciclo in E.

3 ⇒ 1 Si assuma che ogni vertice in E0 sia base di al massimo un ciclo in E. Si
vuole dimostrare che ogni LK(E)-modulo sinistro semplice è őnitamente
presentato. Sia n il numero totale di cicli distinti in E: si procede alla
dimostrazione della tesi per induzione su n.
Se n = 0, allora il grafo E è aciclico. Ma allora, grazie a [8]Corollario
4.2.13, si ha che LK(E) è un anello semisemplice e artiniano sinistro. Per
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quanto enunciato in [3] (Structure Theorem for semi-primitive artinian
rings), tutti i moduli sinistri su di esso sono proiettivi, dunque őnitamen-
te presentati.
Si supponga ora che n ≥ 1 e che il teorema sia vero per tutti i graő őniti
che abbiano meno di n cicli.
Essendo l’equivalenza di Morita un’equivalenza tra categorie di moduli su
anelli unitari che preserva le proprietà dei moduli di essere semplici e an-
che la proprietà di essere őnitamente presentati, è possibile arrivare alla
tesi lavorando con un’algebra associata ad un grafo più semplice rispetto
a E, ma che rimanga Morita equivalente all’algebra associata a E. Con
questo obiettivo, si applichi un numero őnito di volte il Lemma 6.0.11
ad E per ottenere un grafo F completamente privo di sorgenti e tale che
LK(F ) sia Morita equivalente a LK(E): il nuovo grafo F avrà gli stessi
cammini chiusi di E, perché sottraendo solo le sorgenti non si vanno a
modiőcare i vertici in cui entrano ed escono gli eventuali cammini chiusi,
e non essendoci sorgenti tutti i cammini in E potranno essere visti come
porzioni di cammini provenienti da un ciclo in E.
Ora, si noti che nell’ipotesi in cui valga (2), la relazione di preordine ≤
sui cicli è anche un ordine parziale (infatti vale anche la proprietà anti-
simmetrica: se c1 ̸= c2 e c1 ≤ c2 e c2 ≤ c1, allora componendo le porzioni
dei cammini che collegano i due cicli con c1, sarebbe possibile costruire
un nuovo ciclo che abbia come base il vertice v1, base del ciclo c1. Ciò
contraddirebbe l’ipotesi che ogni vertice del grafo sia base di al massimo
un ciclo. Dunque deve accadere che c1 = c2). Essendo il numero di cicli
n un valore őnito, sarà possibile individuare nel grafo un ciclo c che sia
massimale rispetto alla relazione ≤. Poiché il grafo F non ha sorgenti e
c è massimale, il ciclo c sarà anche privo di entrate. Grazie alle stesse
considerazioni fatte poco sopra riguardo alla possibilità di lavorare equi-
valentemente con un grafo sempliőcato, si noti che F soddisfa le ipotesi
del Lemma 6.0.12: è possibile dunque eliminare il ciclo c dal grafo F e
sostituirlo con un loop la cui origine sia un vertice v. Si assuma quindi di
lavorare con un nuovo grafo E che sia őnito, privo di sorgenti, e in cui il
ciclo massimale c sia un loop attorno al vertice v. L’insieme E0\{v} è un
sottoinsieme di E0 con le seguenti proprietà:

ś è ereditario: basta veriőcare che "∀w1, w2 ∈ E0\{v} tali che w1 ≥ w2

allora w2 ∈ E0\{v}" nel caso in cui w2 = v. Ma gli unici cammini
che terminano in v sono il loop c e il cammino di lunghezza 0 che
parte da v stesso, dunque la proprietà è veriőcata anche in v.

ś è saturo: basta veriőcare che "∀ vertice regolare w ∈ E0, r(s−1(w)) ⊆
E0\{v} implica che w ∈ E0\{v}" nel caso in cui w = v. Ma v emette
almeno una freccia che termina fuori da E0\{v}, ovvero il loop c,
dunque la proprietà è sempre veriőcata.

Sia M l’ideale di LK(E) generato da E0\{v}. Grazie all’Osservazio-
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ne 4.1.12, detto Q il grafo E/E0\{v}, si ha che:

LK(E)/M ∼= LK(Q)

dove Q0 = E0\(E0\{v}) = {v} e Q1 = {e ∈ E1|r(e) = v} = {c}. Ma
allora Q = R1, e dato che LK(R1) ∼= K[x, x−1], si ha che:

LK(E)/M ∼= K[x, x−1]

Si consideri un modulo sinistro arbitrario S su LK(E) che sia semplice.
Si vuole dimostrare che esso è őnitamente presentato. Dal momento che
S è semplice, il sottomodulo MS deve essere banale, di conseguenza si
possono distinguere due casi:

ś Si supponga che MS = S. Sia ϵ =
∑

w∈E0\{v}
w. Essendo una

somma di vertici è un elemento idempotente in M , ma è anche un
idempotente full, infatti:

LK(E)ϵLK(E) =MϵM =M

Ma allora M è Morita equivalente a ϵLK(E)ϵ, e se EH è il grafo
ristretto, ϵLK(E)ϵ = LK(EH) (si veda [9] pagina 3). L’equivalenza
di Morita tra due anelli implica l’esistenza di un contesto suriettivo
di Morita tra essi (vedi Osservazione 6.0.9) costituito in questo caso
dai due moduli LK(E)ϵ, ϵLK(E) e dagli omomorősmi suriettivi:

ϵLK(E)⊗M LK(E)ϵ→ ϵLK(E)ϵ

LK(E)ϵ⊗ϵLK(E)ϵ ϵLK(E) → LK(E)ϵLK(E) =M

Ora, il grafo EH contiene n− 1 cicli (poiché è stato eliminato il loop
c), quindi per ipotesi induttiva tutti i moduli semplici su LK(EH) =
ϵLK(E)ϵ sono őnitamente presentati. Grazie al [9]Lemma 1.2, M
è anch’esso un’algebra di Leavitt, e dunque possiede unità locali.
Quindi è possibile applicare a M e a LK(EH) = ϵLK(E)ϵ (in quanto
anelli con unità locali) il [10]Teorema 2.2, e affermare che i funtori
"ϵLK(E) ⊗M −" e "LK(E)ϵ ⊗ϵLK(E)ϵ −" inducono un’equivalenza
tra le categorie M −Mod e ϵLK(E)ϵ −Mod dei moduli su M e su
ϵLK(E)ϵ. Quindi in corrispondenza con S c’è un modulo semplice S′

su ϵLK(E)ϵ tale che:

S ∼= LK(E)ϵ⊗ϵLK(E)ϵ S
′

Dato che S′ è őnitamente presentato per ipotesi induttiva, allora
anche S lo è, infatti se esiste una sequenza esatta di moduli su
ϵLK(E)ϵ

(ϵLK(E)ϵ)n → (ϵLK(E)ϵ)m → S′ → 0

allora applicando a sinistra, ad ogni termine, il prodotto tensoriale
"LK(E)ϵ⊗ϵLK(E)ϵ" si ottiene:

(LK(E)ϵ)n → (LK(E)ϵ)m → LK(E)ϵ⊗ϵLK(E)ϵ S
′ ∼= S → 0
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e grazie alle proprietà del prodotto tensoriale quest’ultima rimane
una sequenza esatta. Dunque S è őnitamente presentato.

ś Si supponga, invece, che MS = 0. Allora S si può interpretare come
modulo semplice sul quoziente LK(E)/M ∼= K[x, x−1], stabilendo
che ∀a ∈ LK(E) l’azione della classe laterale (a +M) ∈ LK(E)/M
su un elemento s ∈ S corrisponda alla stessa azione che sarebbe
stata determinata dall’elemento a ∈ LK(E). Dunque si avrà che
S ∼= (LK(E)/M)/(U/M) con U/M ideale massimale di LK(E)/M , e
M ⊆ U ⊆ LK(E). Poiché ogni ideale non banale dell’anelloK[x, x−1]
è generato da un unico elemento della forma f(x) = 1+a1x+...+anx

n

con an ̸= 0, è possibile scrivere che S ∼= K[x, x−1]/(K[x, x−1]f(x)).
Di conseguenza:

S ∼= LK(E)/(LK(E)f(c) +M)

L’ideale (LK(E)f(c) +M) è őnitamente generato perché sia M che
LK(E)f(c) sono őnitamente generati, e LK(E) è őnitamente genera-
ta come modulo su se stessa, quindi S è őnitamente presentato.

Lemma 6.0.17. Sia E un grafo őnito aciclico e K un campo arbitrario. Allora i
moduli semplici sinistri su LK(E) sono in corrispondenza biunivoca con i vertici
sink di E.

Dimostrazione. Grazie a [8]Corollario 4.2.13, se E è aciclico allora LK(E) è un
anello semisemplice artiniano. Sia S un modulo semplice su LK(E). Poiché
un modulo semplice è ciclico, sia r =

∑
i λipiq

∗
i ∈ LK(E) un generico elemento

dell’algebra, tale che LK(E)r = S. Ora, l’ideale LK(E)v generato da un vertice
v tale che v = s(pi) per qualche pi con λi ̸= 0, ovvero l’ideale che contiene com-
binazioni lineari di cammini che terminano in v, sarà contenuto propriamente
in S. Ma S è semplice, dunque necessariamente S = LK(E)v. Ciò dimostra che
i moduli semplici sinistri S su LK(E) si possono sempre esprimere nella forma

LK(E)u con u vertice

Grazie a [8]Proposizione 2.6.11, è possibile affermare inoltre che il vertice u deve
essere necessariamente un line point.
Il prossimo obiettivo è dimostrare che ogni modulo semplice LK(E)u, con u line
point, è sempre isomorfo in particolare al modulo semplice LK(E)ū dove ū è un
sink. Si noti che in un grafo őnito un line point è o un sink o un vertice da cui
parte un percorso lineare che termina in un sink. Più precisamente, i line point
in un grafo őnito sono punti dai quali esiste un unico cammino possibile che
conduce ad un sink. Si prenda dunque in considerazione il caso in cui si abbia
un modulo LK(E)u con u line point che non sia un sink: allora esiste un unico
µ = e1e2 . . . en con n ≥ 1, tale che s(µ) = u, r(ei) = vi, e vn vertice sink. Si può
individuare un isomorősmo tra i moduli LK(E)u e LK(E)v1 in questo modo:

ψ : LK(E)u→ LK(E)v1 tale che ru 7→ rue1
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dove r ∈ LK(E). Ma allora iterando lo stesso procedimento si ottiene anche che

LK(E)v1 ∼= LK(E)v2 . . . LK(E)vn−1
∼= LK(E)vn

Quindi è stato dimostrato che effettivamente i moduli semplici su LK(E) sono,
a meno di isomorősmi, moduli del tipo LK(E)ū con ū sink.
Rimane da dimostrare che i moduli generati da sink differenti non sono isomorő:
siano allora S1, S2 due moduli semplici generati rispettivamente dai vertici sink
v1, v2, con v1 ̸= v2. Allora essi sono in particolare moduli di Chen del tipo Nv1

e Nv2
, e grazie al Teorema 5.2.1 non sono isomorő tra loro.

Teorema 6.0.18. Sia E un grafo őnito tale che ogni vertice in E sia la base di al
massimo un ciclo. Allora ogni modulo semplice su LK(E) è un modulo di Chen.
In particolare, per ogni ideale primitivo P di LK(E) esiste un unico modulo
semplice S su LK(E) (che è un modulo di Chen) tale che il suo annullatore sia
proprio P .

Dimostrazione. La dimostrazione di questo teorema ricalca per diversi tratti
quella del Teorema 6.0.16. Si vuole infatti dimostrare per induzione la tesi sul
numero n di cicli distinti presenti in E.
Se n = 0 allora grazie al Lemma 6.0.17 i moduli semplici sono in corrispondenza
biunivoca con i vertici sink di E (e generati da essi). Ma allora sono tutti
della forma Nw con w vertice sink, e Nw è un modulo di Chen. Inoltre, per
quanto visto nel capitolo precedente, moduli del tipo Nw con diversi generatori
w hanno diversi annullatori, di conseguenza considerando quanto affermato nel
Teorema 5.7.3 si giustiőca anche la seconda parte della tesi.
Si assuma ora che n ≥ 1 e che la tesi sia vera per tutti i graő con meno di n
cicli distinti. Dal momento che, grazie al Teorema 5.7.3, ogni ideale primitivo
è l’annullatore di almeno un modulo semplice di Chen, e grazie al fatto che
tra due anelli Morita equivalenti R e S c’è corrispondenza biunivoca tra le
classi di isomorősmo dei moduli semplici su R e le classi di isomorősmo dei
moduli semplici su S, e c’è una corrispondenza biunivoca anche tra gli ideali
primitivi di R e gli ideali primitivi di S compatibile con la prima (nel senso
che rispetta gli annullatori dei moduli semplici), è possibile dimostrare la tesi
riconducendosi a lavorare con l’algebra associata ad un grafo più semplice, a
condizione che essa sia Morita equivalente a quella di partenza. Dunque dopo
aver applicato un numero őnito di volte il Lemma 6.0.11 ci si riconduce ad un
grafo senza sorgenti, e chiamato c un ciclo massimale in E, dopo aver applicato
il Lemma 6.0.12, è possibile assumere che c sia un loop intorno ad un vertice v.
Continuando a seguire quanto fatto nella dimostrazione del teorema precedente,
sia H = E0\{v}, e sia M l’ideale generato da H. Sia S un modulo semplice
arbitrario su LK(E), e si consideri il suo sottomodulo MS. Essendo S semplice,
si avranno due possibili casi:

• Si supponga che MS = S. Gli stessi ragionamenti fatti nella dimostra-
zione del Teorema 6.0.16, che passano attraverso l’equivalenza di Morita,
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portano a poter scrivere S ∼= LK(E)ϵ ⊗ϵLK(E)ϵ S
′ dove S′ è un modulo

semplice su ϵLK(E)ϵ = LK(EH) ottenuto a partire da S tramite l’equi-
valenza tra le categorie M −Mod e ϵLK(E)ϵ −Mod indotta dai funtori
"ϵLK(E)⊗M −" e "LK(E)ϵ⊗ϵLK(E)ϵ −". Grazie all’ipotesi induttiva, S′

è un modulo di Chen su LK(EH) (poiché il grafo EH possiede n−1 cicli).
Ma allora, grazie a [11]Lemma 3.11, S è un modulo di Chen su LK(E).

• Si supponga invece che MS = 0. Ripetendo i ragionamenti fatti nel
Teorema 6.0.16, S si può vedere come modulo semplice sul quoziente
LK(E)/M ∼= K[x, x−1]. Ma allora esiste un polinomio di Laurent irri-
ducibile f(x) tale che S ∼= LK(E)/(LK(E)f(c) +M) e AnnLK(E)(S) =

LK(E)f(c)+M . Si consideri ora il modulo di Chen V f
[q] con q = c∞: è sta-

to dimostrato in precedenza che il suo annullatore è I(H(q), BH(q), f(c)).
Ma H(q) = H(c∞) = H(c), e poiché c è un loop con base v si ha che
H(c) = H(v). Inoltre, essendo il grafo senza sorgenti, c non ha entrate e
dunque H(v) = E0\{v}. Per quanto riguarda poi l’insieme BH(q), esso è

vuoto perché il grafo è őnito. Ma allora, essendo S e V f
[q] moduli semplici,

deve accadere che S ∼= V f
[q]. Quindi S è un modulo semplice di Chen.

Inőne, per dimostrare la seconda parte della tesi, siano S1, S2 due moduli
semplici arbitrari su LK(E), e tali che S1 ̸∼= S2. Allora si distinguono tre
casi:

• Se MS1 = S1 e MS2 = S2, dal momento che S1 ̸∼= S2, allora anche i
corrispondenti S′

1 ̸∼= S′
2, di conseguenza grazie all’ipotesi induttiva si ha

che AnnLK(EH)(S
′
1) ̸= AnnLK(EH)(S

′
2). Grazie all’equivalenza di Morita

tra M e LK(EH), e al fatto che l’annullatore è un ideale bilatero, gli
annullatori AnnM (S1) e AnnM (S2) si possono scrivere nel seguente modo:

AnnM (S1) = LK(E)ϵ⊗ϵLK(E)ϵ AnnLK(EH)(S
′
1)⊗ϵLK(E)ϵ ϵLK(E)

̸= LK(E)ϵ⊗ϵLK(E)ϵ AnnLK(EH)(S
′
2)⊗ϵLK(E)ϵ ϵLK(E) = AnnM (S2)

Di conseguenza anche AnnLK(E)(S1) ̸= AnnLK(E)(S2), quindi anche in
questo caso moduli semplici diversi risultano avere differenti annullatori.

• SeMS1 = S1 eMS2 = 0, alloraM ̸⊆ AnnLK(E)(S1) eM ⊆ AnnLK(E)(S2),
dunque S1 e S2 hanno differenti annullatori anche in questo caso.

• Se MS1 = 0 e MS2 = 0, dal momento che S1 ̸∼= S2 esisteranno due polino-
mi irriducibili f(x), g(x) in K[x, x−1] tali che S1

∼= LK(E)/(LK(E)f(c)+
M) e S2

∼= LK(E)/(LK(E)g(c) +M). Quindi:

AnnLK(E)(S1) =M + LK(E)f(c) ̸=M + LK(E)g(c) = AnnLK(E)(S2)

Dunque moduli semplici distinti hanno distinti annullatori anche in questa
terza circostanza.
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E’ possibile ora arrivare davvero a dimostrare il risultato conclusivo, capa-
ce di connettere le strutture e le proprietà dei moduli di Chen alle proprietà
e strutture di moduli generici costruibili sull’algebra, e di ricondurre questa
connessione ad una ben precisa prerogativa del grafo di partenza.

Osservazione 6.0.19. Nel corso della prossima dimostrazione sarà necessario de-
őnire un modulo semplice M a dimensione őnita su KĒ, e a questo scopo verrà
utilizzato un metodo che ha valenza generale, e che vale la pena di sottolinea-
re. La deőnizione di un modulo su un’algebra dei cammini può infatti avvenire
prima identiőcando una famiglia di sottospazi vettoriali assegnati in corrispon-
denza dei vertici del grafo, che andranno a costituire il supporto del modulo:
la loro somma diretta costituirà lo spazio vettoriale sottostante al modulo, cioè
il modulo stesso pensato come spazio vettoriale sul campo K degli scalari, non
sull’algebra. Una volta deőnito il supporto, è necessario stabilire l’azione dell’al-
gebra sugli elementi del modulo. Per quanto riguarda i vertici, si stabilisce che
la moltiplicazione per essi agisca come l’identità sugli elementi del sottospazio
ad essi corrispondente, e che si annulli invece contro ogni altro elemento. La
moltiplicazione per le frecce, invece, viene descritta mediante l’assegnazione ad
ogni freccia di un’applicazione lineare che vada dal sottospazio associato al suo
vertice di partenza e őnisca nel sottospazio associato al suo vertice di arrivo.

Teorema 6.0.20. Sia E un grafo őnito e K un campo arbitrario. Allora le
seguenti condizioni sono equivalenti:

1. Ogni modulo semplice sinistro su LK(E) è őnitamente presentato;

2. Ogni modulo semplice di Chen è őnitamente presentato;

3. Ogni vertice v ∈ E0 è base di al massimo un ciclo;

4. La mappa L̂K(E) → Prim(LK(E)) è una biiezione;

5. Ogni modulo semplice sinistro su LK(E) è un modulo di Chen.

Dimostrazione. Le prime tre doppie implicazioni 1 ⇔ 2 ⇔ 3 sono provate
direttamente dal Teorema 6.0.16.

3 ⇒ 4 Questa implicazione è provata dal Teorema 6.0.18.

4 ⇒ 5 Sia S un modulo semplice sinistro su LK(E). Allora grazie al Teore-
ma 5.7.3 esisterà un modulo di Chen M tale che

AnnLK(E)(M) = AnnLK(E)(S)

Ora, assumendo che valga 4., si ha che allora M ∼= S. Quindi ogni modulo
semplice su LK(E) è un modulo di Chen.
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5 ⇒ 3 Si supponga che v ∈ E0 sia la base di due cicli differenti g e h. L’obiettivo
sarà quello di costruire un modulo semplice su LK(E) őnitamente pre-
sentato che non sia un modulo di Chen. Il primo passo sarà costruire un
modulo semplice su KĒ, a dimensione őnita.
Volendo esplicitare meglio il ciclo g, si scriva g = α1α2 . . . αn con v = v1 =
s(g) = r(g) e vi = s(αi) = r(αi−1) per i = 2, ..., n. Allo stesso modo per
il ciclo h si utilizzi la notazione h = β1β2 . . . βm con v = w1 = s(h) = r(h)
e wj = s(βj) = r(βj−1) per j = 2, ...,m. Ora si deőnisca una fami-
glia di spazi vettoriali unidimensionali in questo modo: per i = 1, ..., n,
sia Mvi

= ziK uno spazio vettoriale unidimensionale con base zi; per
wj ∈ h0\g0 sia Mwj

= tjK uno spazio vettoriale unidimensionale con ba-
se tj ; per wj = vi ∈ h0 ∩ g0 si ponga tj = zi; per w /∈ g0 ∪ h0 si ponga
Mw = 0. Queste assegnazioni deőniscono dunque una famiglia (Mw)w∈E0

di spazi vettoriali a dimensione őnita, che andranno a costituire lo spazio
vettoriale sottostante del nuovo modulo:

M = ⊕w∈E0
Mw

Ora, per i = 1, ..., n e per j = 1, ...,m si deőniscano le applicazioni lineari:

Φα∗
i
:Mvi+1

→Mvi e Φβ∗
j
:Mwj+1

→Mwj

tali che Φα∗
i
(zi+1) = zi (stabilendo che vn+1 = v1) e Φβ∗

j
(tj+1) = tj . Se

invece α /∈ g1 ∪ h1, si ponga Φα∗ = 0. Queste assegnazioni deőniscono
una famiglia di applicazioni lineari associate ad ogni freccia del grafo, che
serviranno a stabilire l’azione dell’algebra sugli elementi del nuovo modulo.
Alla őne si ha, dunque, la famiglia:

((Mw)w∈E0 , (Φα∗)α∈E1)

che deőnisce un modulo M su KĒ con spazio vettoriale sottostante M =
⊕w∈E0Mw. In particolare, M ha dimensione őnita su K:

dimK(M) = |g0 ∪ h0|

Ora si vuole dimostrare che M è anche un modulo semplice su KĒ, fa-
cendo vedere che dato un elemento arbitrario non nullo a ∈ M , si ha che
(KĒ)a =M .
Sia dunque a ∈M un elemento non nullo. Allora a avrà la seguente forma:

a =

n∑

i=1

λizi +
∑

j∈J

µjtj dove J = {j ∈ {1, ...,m} : wj /∈ g0}

Poiché a è non nullo, almeno uno dei coefficienti λi oppure µj sarà non
nullo. Si supponga ad esempio che λi0 ̸= 0. Ma allora:

α∗
i0−1a = α∗

i0−1

( n∑

i=1

λizi +
∑

j∈J

µjtj
)
= α∗

i0−1(λi0zi0) = λi0α
∗
i0−1(zi0) =
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= λi0zi0−1

infatti α∗
i0−1 agisce in modo non banale solo sul vettore in corrisponden-

za del sottospazio con indice i0, dunque sull’addendo λi0zi0 della prima
sommatoria, mandandolo in λi0zi0−1 (i0−1 è sempre inteso come modulo
n). Allo stesso modo, se invece si suppone che sia µj0 ̸= 0 per qualche
j0 ∈ J , allora grazie agli stessi calcoli si ottiene β∗

j0−1a = µj0wj0−1 ̸= 0. In
entrambi i casi, si capisce che iterando il procedimento di moltiplicazione
a sinistra con frecce fantasma, si può partire dall’elemento a ed arrivare a
ottenere ad ogni iterazione i generatori con indice i0 − 1, i0 − 2, ..., őno
ad arrivare a z1 = t1 ∈ (KĒ)a. Dunque il modulo M è semplice.
L’ultimo passo sarà quello di far vedere che a partire da M è possibile crea-
re un modulo semplice M̃ che non sia però un modulo di Chen, ottenendo
quindi una contraddizione che dimostra la tesi. Sia dunque:

M̃ := LK(E)⊕KĒ M

Grazie a [12]Lemma 5.7 M̃ è un modulo semplice su LK(E) őnitamente
presentato. Il suo annullatore è:

Ann(M̃) = I(H(g∞)) = I(H(h∞))

infatti gli ideali generati dagli insiemi H(g∞) e H(h∞) coincidono perché
i cicli g, h hanno stessa base, dunque tutti i vertici dell’uno sono connessi
a tutti i vertici dell’altro, e dunque tutti i vertici che sono non-connessi a g
devono anche essere non-connessi ad h, e viceversa. Inoltre per giustiőcare
l’uguaglianza Ann(M̃) = I(H(g∞)) si noti che valgono le inclusioni:

⊇ Sia m̃ =
∑

i li ⊗ mi ∈ M̃ , con li ∈ LK(E) e mi ∈ M . Dato w ∈
H(g∞) vertice in E non connesso ai vertici in g0, si ha, per come è
stato deőnito il moduloM , che w agisce come l’identità sui vettori del
sottospazio Mw a lui corrispondente, altrimenti dà 0 contro tutti gli
altri vettori. Ma w ∈ g0∪h0, dunque il suo sottospazio corrispondente
è Mw = 0. Ma allora Ann(M̃) ⊇ I(H(g∞)).

⊆ Sia F = E/H(g∞) il grafo quoziente. Grazie all’Osservazione 4.1.12
si ha che LK(E)/I(H(g∞)) ∼= LK(F ). Si interpreti M̃ come modulo
semplice su LK(F ), e sia J̃ il suo annullatore su LK(F ): J̃ ∩ F0 = ∅
perché F0 = E0\H(g∞) = M(g∞). Inoltre il grafo F soddisfa la
condizione (L): poiché F0 = M(g∞) ogni ciclo in F che non sia g
oppure h deve essere connesso a qualche vertice in g0, dunque in
particolare ha un’uscita; il ciclo g ha un’uscita perché per ipotesi h è
un ciclo differente con stessa base v, e lo stesso vale per h rispetto a
g. Ma allora grazie al Corollario 4.2.10 si ha che J̃ = 0. Il modulo M̃
è fedele su LK(F ), dunque in LK(E) si ha che Ann(M̃) ⊆ I(H(g∞)).

Ora, si supponga per assurdo che M̃ sia un modulo di Chen: confrontando
il suo annullatore con quelli calcolati in precedenza, si vede che l’unica
possibilità è che ∃p cammino inőnito tale che M̃ ∼= V[p]. Ma grazie alla
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Proposizione 6.0.7, p deve essere un cammino razionale della forma q∞

con q cammino chiuso primitivo in E, dunque M̃ ∼= V[q∞]. Esplicitando
q = e1e2 . . . er con ei ∈ E1 e chiamando ∀1 ≤ i ≤ r qi = ei . . . ei−1 la
i-esima permutazione ciclica di q, si deőnisca

N := ⊕r
i=1q

∞
i K

N è un modulo a dimensione őnita e semplice su KĒ, e (KE)N = V[q∞].
Ciò implica cheN è il più piccolo reticolo di V[q∞] (si veda [12] Proposizione
7.2). Ma poiché M è il reticolo minimale di M̃ , e poichè vale M̃ ∼= V[q∞],
deve esistere un isomorősmo ϕ di moduli su KĒ:

ϕ :M −→ N

N ha dimK(N) = r per deőnizione, mentre dimK(M) = |g0∪h0| come già
visto, dunque deve necessariamente accadere che r = dimK(N) = |g0∪h0|.
Inoltre il fatto che dimK(wN) = 1 per ogni w ∈ g0∪h0 implica che q deve
essere un ciclo, perché non può passare attraverso lo stesso vertice due
volte. Sia i il più piccolo intero positivo tale che αi ̸= βi. Allora si ha che
α∗
i q

∞
i = 0 oppure β∗

i q
∞
i = 0. Si supponga ad esempio che α∗

i q
∞
i = 0 (lo

stesso procedimento si applica nell’altro caso): poiché q è un ciclo, anche
α∗
i q

∞
j = 0 per ogni j = 1, ..., n e quindi α∗

iN = 0. Ma allora 0 = α∗
iM ̸= 0,

e ciò è assurdo. Dunque M̃ non può essere un modulo di Chen.

[13] [14] [15] [16] [17] [18] [19] [20] [21]
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