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?�� ������������� ��������� 7� ��%������� ���� ��������� ������� ������ �������

����������������������������������������������	�;�������������������������������

������������"���<�

�� � �� � ��� �			���	�	���� ���
��	�	� (3.1)

��%�� �� � 7� ��� �1��� ����%������� �����%�� ��������%����� �� ��� ������ �6� ����
� � �� � � �	�	� � �� � � �� 6� ��� 7� ��� ������ �����"���� ��� �������� ����%����6� ���� 7� ���
������� �����%�� ����� �������� ����%������6� ��� 7� ��� %������� ��� ��� ����%�������

�����%������������������%����6���7�������������������������������	�
?�� �����"��������� ���������� ������� ��� ����������� (3.1)� ��%������ � � �  �6�

��%�� �� 7� ��� ������ ���������%�� ��  �� ��� �""����� �������� ��� ��� ��������� �	�
?�����������9� ��� ���� ����%����� 7� ������������� ������ ������������� ������""�����

�������� �� ������������ ��� �����  �	�	��&� !�	� ��� :������ ����������� ������ ����
�	�	���� !�	� 2����%��6� ������������� ��� �������9� ��� �� �������� ���� ������
��������6������������������L���������������������%����������������������������

��:������������������������������%�������""��������������������6����������������

"���� ���������� �� ���������6� ���� ������� ���� ��� ������"��������� �� ����� ���

�������������	�?�����2��������,�&&$-���������������������������������B�������

���������� ��� ���������������� "���������� ������ ������������������� �""����� �������6�

�����%��� �������������������6� ����������������������������������������������"6�
����������:����������%����������������������������������8�����6��������������

�������������������������1�������������������	��
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���������������"����������9���������������������������7�������������������
��������.�B����������������������������	�2��������������������������������������

����� ��� ��� �������� ���������� ��� ����� �� ���������� ��� ������ ��"������ ���

�������� ��� ��������� ��� ���%���� ����� ��� "����������9	� >�����6� ��� �������� ���

��������������������������6�7������������������������������������������������
��������������������������������������������������������������6����:��������������

��������������������������������������������������������������������	�

.���� �� ���(������ ,
��'-� ������ �������� ��� ������� :������ ��������

����������� ��� �������� ��� ��������� ,��-� ��� ��� ������������� �� ����� ��� ��
,)������6� 
���6� 
�� -	� 5�� ������6� :�����6� �	�	#��$�&�6� ��%�� $ % .� 7� ���

�������� ��� �������������� ���� ����������� ��� ���������� ������ ������������� ��

����6��������&� 7� ��� ������������������ ���&6� ���7� �������������%������������ ��
����	�5������������������&	�	���&� !&�	��

��� ������� ���������� ����� �������� ��� ������� ��� ���� �� ��	��	� ��� ��� �6�
������������ ��� ��������������� �
	�/0����/	�� ���� ��� ��"������ ��� 5���������

,
�� -<����������	�	#��$�&���:��%����������������
� � '()*+,

-

)./
�			0)	��1� 	23 (3.2)

��%�� 4()5).
N � ����� �� ����� ��� ���������9� ��"������ ��������� ��� �������� �
	�/0

����/	�<� () � 6) 	∏ �
8 69�):
9.
 � ���� � 6)	�	;�"<�
� $�6� �� *O� ������� ��� ������ ���
���������9��������������������=	��

?�� �������������� @�
	�/0����/	�A� ��� ����� �������� ���%�� ���� "����� ���6�

�������������������������������������������������������������9��������6�6
7����
�������� ��� ��������� @��������A� ��� ���������� �� O
6� 6�� 7� ��� �������� ������
��������� ����� 
8 6
� ���������� �� O�� �� ���P� %��� ,��� %���� )����� �	
� �� �������
��������-	�

���%��������$��������������6�6� > ����������������������9�%������������������

����������������6����%����������������$6������������$ � �6����������������������

���������9�7������������������������6����������%��������������$���������������
7�������������������������������9��������������6����P������������������������.	�?��
������� ������� 7� "������ $ � �6� ��� ��������%�� 7� ���������� �����"����� ��� $� ����
������������������������,(��������I���6�
��#-	�



�

�

�	�����&�����������
� 	�����������������
	�/

;������������ ����������������

,5��������6� 
�� -	�

���"������������������%���������"��������������

��� ���������� ������ ���� ����%����� ���������������

���� ?� � @� � �������������� ���������%�����
� � �� � � �6� ��%�� =A∗ � ������� ��� %����� ������""����� �������� ��� ������ �� �
������	@� ,7� ���������
������������ ���� ��������� ��

����������������
	�/

�������
��	��������������

�%���� ��� �������� ���� ���� ����%����� ������ �������

������6������L6������7����������������������������

��� �������� ��� ��"������ ������� ������ ������������ �

���������� ����� �������7�����%���� ��������������� "

���%�� ����%����� ��� ��������� ��� ��������6� ������� ���

	$/�$ � ��6� ���� ���� ���������� ��� ��� ������� ���� ������ ������
��������	�2����%��6���������������9������������������������

���� ������ �������9� ��

�%������ ��� ��������� �������� ����%����� ��� ��� �����

%���������������������

?�� "����������9� ��� ����� ���������

�����6� �����%��� ������ ������

������ ��� ������� �� ��� ���� ������������

!���������B���������������������

��������
� 	�����������������
	�/0����/	��

;������������ ���������������� (3.2)� 7� ���������:��������������������������

� >������ ���� ���� %������� ��� ��� ������ �
���"������������������%���������"������������������������%�����������""�������������7�

��� ���������� ������ ���� ����%����� ����������������������������������	�

�������������� ���������%����� �� ��� ������� @6� ��� ��� ����
������� ��� %����� ������""����� �������� ��� ������ �� �

7� ��������� ������������ ��� ������������ ��� =A∗ 6� ��
�� ���� ��������� ����� ����%����6� �� �=A 6�@1��� ������ ��"������ ������ �����

�
	�/0����/	�-	�

���������������������������%����������������������

�%���� ��� �������� ���� ���� ����%����� ������ ���������� ��� ��� "�������

�����L6������7�����������������������������
	�/0����/	�

��� �������� ��� ��"������ ������� ������ ������������ ���������%�� �� ����� ��� ������

���������� ����� �������7�����%���� ��������������� "����������� ����%����	�
���%�� ����%����� ��� ��������� ��� ��������6� ������� ���� ���������9� ���� �����

���� ���� ���������� ��� ��� ������� ���� ������ ������

2����%��6���������������9����������������������������

��� ��� ����������9� �����������6� ���� ����������

�%������ ��� ��������� �������� ����%����� ��� ��� ������ ��%���� ��� �������� ����

������������������	�

"����������9� ��� ����� ��������� �������� ��� ���� "������ �� ����� ��� ������ ���

������ ������ ��""�����9� ������������������� ���� ��������6� ����L� �

������ ��� ������� �� ��� ���� ������������� %���� ��� ��� ���������� ��������������
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6� ��� ��� ���� �DE � =DE∗ � ���
������� ��� %����� ������""����� �������� ��� ������ �� ��������� ����

6� ��� @1��� �������
������ ��"������ ������ ������

���������������%�������������������������������<�

��� ��� ��� "������� ������ ���

����/	�6� �������������

��������%�� �� ����� ��� ������

����%����	�>���������

� ���������9� ���� �����6�
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� � F���G ��� ���1����� (3.3)

��� �%����� ��� ������� ����"������ ������ ��� �������� ���� ��������������� ,���
%���� ������������� (3.2)-6� �������� ���� ����������������� �������� �� ��
���������������� (3.3)� �� ������������ ��� ������� ���� ��� �Q�B�� ��� .���0D���� ��

���>����� ,
���-	� ��� ���������� ���������� ��
� � � �H�	�	�I�$�&�	� ?��
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J��� � ��
� � � ��:/� ��K/� � � �H��7�
LM��NJ���� $O P Q $$ � � 8 �R�3 � S �$ � � 8 �T'*UEV�WX� (3.4)

�����L� ������ ������ ��������� ���J���� ����� ��9� ���������� ��� ������6� ���������
����%����������������(3.4)������������������<�

LM��NY���� $O P Q $$ � � 8 �R�3 � S �$ � � 8 �T'�����*Z[�E�
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�./
(3.5)
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"�������� �������<� ��� :������ ���������6� ����� ������ ������ ������ ���������� ��������
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��"� � g��"� � ���"��			���"�	�	���� ���	
g�	�	� (3.7)

��%����"�� 7������������������������� "��������g� ���� ������%����� �� ��� ������"6�
� � �� � � �� ,���7� ���� 7� ���������� ����%��� ������������ g� 6� ��� ��� ������ ��
��������������������������������"�����" h i� � M"��� � � "�HEO2�-6����"��7��������
�������������7�������������������������������������"��������j \ &	��

E�������������������� "����������7��������������"����� ��������������������������

���� ��� ������� "�������� ����������� ������ ���������� ��� ����������� ����� ��� "��������

�����"������������	�����������6���������������(3.7)������<�

g��"� � 'k�) )�"�
l
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��%�� n� � �k��� � � k�l�2� ����� ���""�������� ������ ����� �����"���� ��� ��� ��������� �� ��
o � 4 )5).�
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��%����"�� 7������������������������� "��������g� ���� ������%����� �� ��� ������"6�
� � �� � � �6� " h 	i � �"�� � � "t�26� ���"�� 7� ��� ���� ��� ������ ���� ������ ����
�������������+������������p�7�������������������������������������"��������j \ &	�
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*x, 						y)�	p���� qz� (4.2)

��%���������������������9�4L)5).�
1 ��������������������"�����
	�/0����/	����������

(3.2)� ��{ � 4y)5).�
1 � ����� ������ "���������6� ���7� "�������� �������� �������� ��� ���

�������� +��������� ���� ������ �� �� "�������� ��� ��%������	q	� E������� ���� ���
"�����������(4.1)�1�(4.2)��������������������������"�����������������+��������	�

������������ ��� ��:������ �������� ��� ������ i � �"�� � � "t�26� ��� ��� ����
g��i��	�	�t��� q�6� ���7� ��� +�� ���������������������������������������� ���� %�����
����%��������+��������	�

?�� "�������������%�������q� ��������� ��� ���������������� "��������%���	������
�������������������q���������������"�������������%�������������������6������L�
�����������������%����9����"����"���������K� ���"��������������������:�������

��=�"�%�����������%������� "�������� ��������6����������������8� "���������6������ ���

������� ��� "�������� ��� ���L�6� ����� ������������� ��� ��� ������ ���%���� ���

�������	� ��� ��� "�������� ��� ��%������� ���� +�� ���������� :������ ��� ���������

"����������������<�
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s� � |	�				���}~�1��������������̀��������%������������������������	�				�}�������� w�
����� ��� ������ ����������� ������ %�������� �������� 7� ��������� ���������� ���

�������� ������� ������������� ,+?�-� ��� ��� ������������	� ��� ���������6�

���������� ��� s� ���� ������������� ������������ ��� ���� %����� ������� ��=� ������
��%���� ��� ����� ����%����� �� ������������� ��� ���� ����%����� ������	� 5����"�������6�
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(4.3)

��%����L � ���7����%����������������������""��������������������������L � ���7����
%������ ����������� ��� ����%������� �����%�� ����� L� %�������� ���������%�� ���
������%������	������L����������������������������������������"���������@��������A�
���� �������� ��� ��������� ����� ��%������ ���� �������6� ��� ��� ���� �� � <�	� ���������
�����"����� ���� ������������� �� ����� ��� ���""����� ��������<�<�<�	�	��� ����������
��� �� ���� ������������� ������� ������ 7� ���������� ������� ��� ���������
�������������6� ���������� ��� ��� ���� ������������� �� ����� ��� ���� ��� �������
����������������������������������������	�

��� �����������(
�����

���������������� ���������������������� ��������%��� ��� "�������������� "����

���� ��������� "���������6� ����������� ��������������� �� �� s�6� ����%���� ���
�����"����������������������������������������� � 4g�	� <�5<�

�� 	�	2 � 'L)*�,
-

)./
			�) � 4�)	� <)∗ 5	�	23 (4.4)

��%�� �� ����� 4L)5).�
1 � ����� ��"������ ����� ��� (3.2)� �� V)� ��������� ��� "�������� W)�

����������������""�������������<)∗ �	��
?�������� ��� ���������9�2.� 7� ��"������ ����� �����<�2. � 	p���� qz� ���.� �:��K�
������ :������ ����������� V)� 7� �������� ��� ���� ���������� ������������<�
W)�	p���� qz�� �� <)∗ � X���.� �:��	� ?�� �����"��������� �� ����� ��� �� � 76� :�����6� ���
��������<�

�� � Sg�	<�	T	���^2� � � ��� � �	
2	�	#��$23�		
23	�	�tK/ �Q��R � Sqz �� �:/T�	
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	/	�	p<__<�<A� �  A��	
	�	�	p<__<M<A� �  A�O	

�����L� r� �� �� ����� ������������6� ��� %�������������� ���������� ��=� ������
"����������� ����� ��� �������� ������ %�������������� ��� ��� ���� ����������� ����

�������<�
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Ht� ����8 
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(4.5)

���������������! � �!/� � � !A�	��@   ��%��������¡ � �¡)� f � �� � �¢����������
���� ��������� ������ �� ����%����6� ���� !) � �=) � <£)�6� ��� f � ��� � @	� 5�� ���������
�����������������������������������?� � f	������	�1�������%�������������������������
f6� ���7� ���g� � =) � ��<� � <£)	� �������������"����������������������� (4.1)� �� (4.3)� ��=�

:������������������������<�

��]?� � f�	�		��=)� 
:/�		�		�s�]?� � f�	�	;�� ��� �¤£,� � �¤£,�	 (4.6)
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�������� ������ ������ ������ ���������� �����"���� ��� ������6� ������ ��� %��������

��������7�����������������������������.���������������%�����������������������

"�������������������������"����������������	��

!���%����:�����������"��������������������������������������������������������

�����������%��������������������������������	�������������6�"��������"��������

���������������"����6�������������������������������:����������������������������������

�������� ��� ������6� ���� ���������� �� �������� ���� ���������� ���� ��""���� ��

��������������������%���������������6�������������������6�7������������������������

���������������������9��������	��
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����������� ����¥�i� � M!/�i��� � !A�i�O6� ��@   �� %����� ��������� ��� 4���i�� � �
�	� ��"������� ������������ ��� ������������ ���������%����� �� ��� ������� f� ����� �����<�
?� � f� ������i� � !)�i�6� ��	f � ��� � @	� ������6� ����¦ � �?/� � � ?H�u� ��� %������ ����
������� �������������� ��� ������ ��� ����9� ���� ��������	� (���������� ������9� �6� ��� ������
@���   @� %����� ��������� ��� §���i�� � ¨ 	�©� ��������� ���� ¥����i�6� ������� ��� ��� ����
?���� � f	�������i� � !)�i�����f � �� ª ª � @�������¦��� � M?�� � ¨ �Ou	�

�����L� 7� ������������ ������� ����������� ���� ��� ������ ��"������ ��� �������6�
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����� �������������� �������� �� 26� ���� ��������� ���i�6� � � ��� � �6� �����
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���������������������������	����������������������������7������"����������������<�

��"� � g��"� � ���"�� ���"�	�	���� 
:/�
													g� 	�	p� p	�	#��$p��� 										p�	�	p���� q	� ( 6.1)
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� � �� � � �6� " h 	i � �"/� � � "t�u6� ���"�� 7� ��� ���� ��� ������ ���� ������ ����
�������������+������������p�7�������������������������������������"��������j \ &	��
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( 6.2)

��%����L � ���7����%�������������""��������������������	�
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23	�	�tK/ �Q��R � Sqz �� �:/T�
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(6.4)
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�������<�
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�./
g�	�u�r� 8	g�	��

���]��Á� �� �� P �����	s��<� � ��W�� 8 }���� � ����<� � ��W����
H

�./

(6.3)
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��� ��������������������6�7����������� ��������� ���������������������������

�����%�� ����� ��%������ ���� +?�	� !�� ���������� ���� ���""�������� ��� ���������6��6� ���
��������������������������������������� ������������������� ���%�������������6�

:������ ��� ���%���� ���%�������� ��� ������������� �� ��������� ���������	� ���

��������������� ���� �������� �� 7� ���������� ������� ���� �
��� ��������������
���������1C����������������������������������������������������	�

?��*
���������������P�����"�����<�

*
���:5 �8��	�����
����	�������
�	�����
	#	�������	����
��

*
���:�� 8��	�����
������������
�����
!����������������������������������������������������"���������������<�
�]È� �� É	�	Ê������Ë � Ì� � ÍË �

∑ �£ Î�ÏÎ./� ��
*
���:�� 8��	�����
������#�

�����	�������
�	���
!���������� �� ���""�������� ��� ���������� ���� ������������� �������� ������

�������������"�������	
	���<�

L��]� � P�
��� Ð's��u��

H

�./
8'}���� � �����u�� � <���

H

�./
8 �� �� 8 �3�u1�<¹�Â��� 8 �3�Ñ�

�����L� ��� ������������� ���� �������� "���� ������6� ������������ �%%�����

�����������������������������������������1C�������	�



 &� ���������'� �

�
�

*
���:�� �8��	�����
������#�

�����	�������
�	��3�
!���������� �� �������� ���� %������ �3� ��������� ������������� ������
�������������"�������	
	���<�

�3] �	�	�l SQÄ¸l � 1�<¹�Â�R:/ 1�<¹�Â��� QÄ¸l � 1�<¹�Â�R:/T�
*
���:�� 8��	�����
������������
���Ä�

!����������Ä�����������������������������������������"�������	
	���<�
Ä]�	�	p<__<�<Å � L� �  Å � �3W �3� ��

*
���:�� 8��	�����
����	�������
�	�Ã9 �
!��������������������Ã9 ;�Ç � ��� � L�������������������������������������
"�������	
	���<�

Ã9] �	�	p<__< S<Æ � �� �  Æ � �� �Ò9 8 Ò39��T �							Ç � ��� � L�

#� ����
��	
�����
����
����
������
�

���� ��������� ��������� �������� �������� ��� %�������� @��������A� ��� ���������

����9� ���� ��������<� �������� �� ������������� ��"��������� ���������� ��� ������

���""���6� ��������������������������� ��%����� ,������ �� ��������� �������� ���������1

������-� �� ����9� ���� �������	� ?�� ����� ���� %�������� ����� ��� ����� "������ �� �����

��������6�����������������%�����7�����������������������������7������������������

�����%������������	�?���9�7�����%����������������������������%��������
#���##�����6�

���������������������������"���������"�����6�����������:������������������9<��
#1

� �����6��#1� �����6��#1 #�������� #1##�����	�?��)�����'	
�����������������������

��������������������%�������� @��������A��������������������������%���� ���:����������

�������%���	�



� (�����������������������  


�

�

�

�	�����9����	�
�	�� 	���������#��	��	�	�?�
�
	���?��	����������	�$�

	#	����	��

	#�
	%�

��� ������ ��� %�������� ��� ������� ������ ��""������ ������ ������������� ��� �� ����

�����	� ��� ���������� ��� :������ ������� ��� ������� ��� ���������6� �� �������%��

����������� �� ���������� ������������ ������������� ������6����������� ����%�������� ���

�������@��A������������"���������������������	�������6������������������%����������

������������������������9������������%�������8�����������������������%�	�

!������� ��������� ����������� ��� ��&&� ���������6� ����������� ��� ����� �&&�

���������		�?�������������
����0���
��������"���������������������������%�������

�������������	���� ��������������������� ��� %�������� "�����6� �����������������

������%������������������6������������������%�������������"������������������������

��� ����� ��� �%����� �������� ��� ���������������9	� ?�� )����� '	�� ������ ���

������������� �� ��������� ���� �������� ������������� ����� %�������� ����3�

�������������������	�

p1 p2 p3 p4 p5

Attivi

0
.0

0
.1

0
.2

0
.3

0
.4

0
.5

p1 p2 p3 p4 p5

Disattivati

0
.0

0
.1

0
.2

0
.3

0
.4

0
.5

m1 m2 m3

Attivi

0
.0

0
.1

0
.2

0
.3

0
.4

0
.5

m1 m2 m3

Disattivati

0
.0

0
.1

0
.2

0
.3

0
.4

0
.5

15-24 35-45

Attivi

0
.0

0
.1

0
.2

0
.3

0
.4

15-24 35-45

Disattivati

0
.0

0
.1

0
.2

0
.3

0
.4

*�#�

���	�	��+
,
�������
���
��--
���



 �� ���������'� �

�
�

�

�	�����9����	�
�	�� 	��������
��	��	���	����""	�	�
	��	��������	���

?��������������������������������������%���������������������������������

����%������""�����������������������������,���%������)�����'	����)�����#	�-	�

�

�	�����9�&��	�
�	�� 	��������������	������	�	�	#	���
	�����������������

-0.5 0.5 1.5 2.5

0
.0

0
.5

1
.0

1
.5

γp2

-2 -1 0 1 2

0
.0

0
.2

0
.4

0
.6

γp3

0.0 0.5 1.0

0
.0

1
.0

γp4

-0.8 -0.4 0.0 0.4

0
.0

1
.0

2
.0

γp5

0.8 1.2 1.6

0
.0

1
.0

2
.0

3
.0

γm2

-0.8 -0.4 0.0

0
.0

1
.0

2
.0

γm3

-0.4 0.0 0.4 0.8

0
.0

1
.0

2
.0

γe2

-0.5 0.0 0.5

0
.0

1
.0

2
.0

γe3

-0.5 0.0 0.5 1.0

0
.0

0
.5

1
.0

1
.5

γe4

Distribuzione del numero di gruppi

Numero di gruppi

F
re

q
u
e

n
z
a

10 15 20 25

0
1
0
0

2
0
0

3
0
0

4
0
0

5
0
0



� (�����������������������  �

�

!����������������������������������������������������������������������������

���� �����"��  	 6� ���������� ��� ����������� ������������ ��� )����� '	 	�

�

�	�����9�+�������������

��� ����������� ��� ������ ��������� ��� ������ �������� ����������� ��� �������

��������� ���� �����"�� #	�6� ���������� ������� ������	� ?�� )����� '	'������6� ��� ��

��%����������������������9�������������������8����%���6������������������%���6����

������������������������������9�����������������������	��

�

�	�����9�����������
� 	�����	�����
����0@�

0
.0

0
.2

0
.4

0
.6

0
.8

1
.0

Dendrogramma

2 4 6 8

0
4

0
0

8
0
0

1
2
0

0

gruppo 1

0.35

2 4 6 8

0
4

0
0

8
0
0

1
2
0

0

gruppo 2

0.24

2 4 6 8

0
4

0
0

8
0
0

1
2
0

0

gruppo 3

0.23

2 4 6 8

0
4

0
0

8
0
0

1
2

0
0

gruppo 4

0.22

2 4 6 8

0
4

0
0

8
0
0

1
2

0
0

gruppo 5

0.22

2 4 6 8

0
4

0
0

8
0
0

1
2

0
0

gruppo 6

0.22

2 4 6 8

0
4

0
0

8
0

0
1

2
0

0

gruppo 7

0.19

2 4 6 8

0
4

0
0

8
0

0
1

2
0

0

gruppo 8

0.17

2 4 6 8

0
4

0
0

8
0

0
1

2
0

0

gruppo 9

0.17



  � ���������'� �

�
�

?��)�����'	'����������������������������������	��

�

�	�����9�9���������
� 	�����	�����
����.0�9�

!�����:�������������6� ����� ��� ���������6� ������ ��� ����%������ �� ������� ����

������������""����%������������������,������
1 -	�

���"�������� �� ������� ���� :������ ��������� ���� ��� �������� ������ %��������

���������%������+?��,)�����#	�-��������������������������%�����������%����������

�������� ��� �������<� ��� �������6� �� ������ 
� �� �� ����� ������������

�������%������� ��� ������ 
� �� #� ��� )����� #	�	� >������ �����"���� ���� �������� ��

�������� �������� �� �������� ���� ���������� ������� ���� ��""���� ����"������ ��

�����������������������������������������	�

�����L� ����������� ���������� ������������� 7� ��� ��%������� ���� ����6�

���"�������� ����������9������%��������������%��������������:������������������

�������� ���� ��������� #	� ��� %������� ��� �������9� ��� ��%������� ���� �������6� ����

��������������������������������7����"���������	"
�,!����������5����6��&& -<������

"���������������������������������������������������������������%�����������

����� �������� ����� ������"��������� �������� ���� ���������9� ���"���� ���� �����

���������������������������%����������������	��

2 4 6 8

0
4

0
0

8
0

0
1
2

0
0

gruppo 7

0.16

2 4 6 8

0
4

0
0

8
0

0
1
2

0
0

gruppo 8

0.14

2 4 6 8

0
4

0
0

8
0

0
1
2

0
0

gruppo 9

0.14

2 4 6 8

0
4

0
0

8
0

0
1

2
0

0

gruppo 10

0.13

2 4 6 8

0
4

0
0

8
0

0
1

2
0

0

gruppo 11

0.13

2 4 6 8

0
4

0
0

8
0

0
1

2
0

0

gruppo 12

0.11

2 4 6 8

0
4

0
0

8
0
0

1
2
0

0

gruppo 13

0.11



� (�����������������������  #

�

?��)�����'	�� ������� �����%�� �	"
���� �������������6� ��������������������������

�������������������	�

�

�	�����9�A���"��
�����#���	"
��

?�� ���� ��%�� ���������� ��� ���������������� ������6� �����%��6� ����������� ����

�������� ��� %�������� ���������%�� ���� +?�� ��� ��� �������� ������ ��� "������ ���

�������������������������������<��������������������%��������@��������A������

������������������6��������������%���6��������������9������%������������������	�

�

�

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

1
2

3
4

5
6

7

Confronto curve lift

frazione di soggetti previsti

fa
tt

o
re

 d
i 
m

ig
lio

ra
m

e
n
to

modello senza covariate

modello con covariate





�

� ������������

!���%����:��������������������������������������������������"������������

��� �*�� ���� ���� ������9� ��� ����"����� �������� ������ ���� ����%��9<� ��� ��%������� ����

����	�?���������������������������������������6�:���������������������������������

����������� �������������������� ��""��������"�����6� ���������������������������

���������������� ������� ��������������%������ ������������� �����"����� ��"�����������

����� ����� ������������ ���� "�������� �������� ��� ������6� ��� ������ ��������� �����

������� ��� ��� �����������B������� ���� ���������	� !����������������� ��� ��""����

����"������ ����� ��� ����� "���������6� ����%���� ��� �����"��������� ��� ��� ����

���������������� ���� ����	��	����������,������� ����������� ���������������������

+��������	�!���������������%��������������������������+?�������""�������������

��� ����������������������%������	� ��"���6� �������� ��������� ������� ����������� ���

��� ������ �������� ���������� ���� ������������� �� ����� ���������� ��� ���""�����

������������������"���������	�

��� ��������� ��������� ��� ������ �������� ��� ����%�����6� ������������� ���� ��""����

����"������ ������ ������6� ���� ���������� ������6� �� ��������� ���� :����� ��������

�����������������������������������9��������	�!�����������������������������������

��� ���������<���������������"���������������������� ����������� ������"����������������

���� ��%����6� ������������������������������%����� �������	� ���:����������6������

�����������������=�������������������������������%��������������������������������

������""��������"��������������������������6���������������������������������������

���������9�����������8����%���6�������������������"�����������������
�
	�����������

��������������������������6������������������""����������������������������	�

?�����������������������6���������������������������������%��������@��������A�,��9�

�����������6�������������""�������������������������������������-���������������%��

���� +?����� ��� �������6� ��� �������� ������������ ��� �������9� ��� ��%������� ����

�������	�

�





�
�

!���������!<��������*�

*�������������������*��������������������������������������������������������

���������"�� 	�	�

# numero di iterazioni  

NSIM <- 5500 

# alpha 

alpha=1 

dati <- as.matrix(read.table("dati.txt")) 

library(mnormt) 

source("funzioni_algoritmo.R") 

t<-ncol(dati)-1 

n<-nrow(dati) 

# numero iterazioni per l’algoritmo Metropolis-Hastings annidato 

nsim <- 1500 

NUMGR<-rep(NA,NSIM) 

A0 <- array(NA,dim=c(n,2,NSIM)) 

ACC_A <- array(NA,dim=c(NSIM,n/2)) 

PSI <- array(NA,dim=c(n/2,(t+1),NSIM)) 

TAU <- rep(NA,NSIM) 

KAPPA <- array(NA,dim=c(NSIM,2)) 

ACC_K <- array(NA,dim=c(NSIM,2)) 

NI <- rep(NA,NSIM) 

SS<-array(NA,dim=c(NSIM,n)) 

FI<-matrix(0,n,t) 

# mu 

mu<-colMeans(dati[,1:t]);mu 

# Step 0: inizializzazione parametri 

# kappa 

a_k = c(1,1); a_k 

b_k =c(1,1); b_k 

kappa<-c(rgamma(1,a_k[1],b_k[1]),rgamma(1,a_k[2],b_k[2]));kappa 

# Funzione di covarianza C 

Cij<-matrix(0,t,t) 

for (ci in 1:t){ 

     for (cj in 1:t){ 

     Cij[ci,cj] <- abs(ci-cj) 

     } 
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} 

C <- (1/kappa[1])*exp(-(1/kappa[2])*Cij) 

# tau 

a_tau <- 0.055 

b_tau <- 1 

set.seed (1516116);tau<-rgamma(1,a_tau,b_tau);tau 

# ni 

a_ni = b_ni =  0.5 

ni <- rgamma(1,a_ni,b_ni); ni 

# Ciclo per le iterazioni dell’algoritmo Gibbs sampler 

for (w in 1:NSIM){ 

# STEP 1-2: calcolo pesi q_ij e aggiornamento degli indicatori 

            di cluster 

# inizializzazione 

S <- numeric(n) 

S[1] <- 1 

idg <- 1 

Q<-matrix(NA,n,n) 

psi <- matrix(NA,nrow=(n/2),ncol=t+1) 

psi[1,1:t] <- agg_theta0(i=1,dati,tau,C,mu) 

A0[1,1:2,w] <- agg_a0.MH(i=1,nsim,dati,ni,a0=0) 

psi[1,t+1] <- A0[1,1,w] 

for (i in 2:n){ 

qi <- 

c(fqij(i,idg,dati,S,psi,tau),fqi0(i,dati,tau,mu,C,ni,alpha,N=100

0)) 

Q[i,1:length(qi)] <- qi 

S[i]<-sample(1:length(qi),1,T,prob=qi) 

if (S[i]==length(qi)){ 

    psi[S[i],1:t] <- agg_theta0(i,dati,tau,C,mu) 

    A0[S[i],1:2,w] <- agg_a0.MH(i,nsim,dati,ni,a0=0) 

    psi[S[i],t+1] <- A0[S[i],1,w] 

    idg<-1:length(qi) 

   } 

} 

SS[w,]<-S 

# Step 3: aggiornamento delle traiettorie medie di gruppo: 

m<-table(S);m 

k<-length(m) 

NUMGR[w] <- k 

psi[1:k,1:t] <- agg_theta(S,dati,tau,C,mu) 
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# Step 3: aggiornamento degli effetti casuali di gruppo: 

aggiorn_a <- 

sapply(1:k,agg_a.MH,nsim=nsim,dati=dati,S=S,ni=ni,a0=rep(0,k)) 

psi[1:k,t+1] <- aggiorn_a[1,] 

ACC_A[w,1:k] <- aggiorn_a[2,] 

PSI[,,w]<-psi 

# Aggiornamento dei parametri relativi alla traiettoria 

fi <- matrix(0,nrow=n, ncol=t) 

for (i in 1:n) 

fi[i,]<-psi[S[i],1:t] 

FI<-((FI+fi))*(r>1) 

# Step 5: aggiornamento tau 

tau <- agg_tau(dati,fi,a_tau,b_tau) 

TAU[w] <- tau 

# Step 6: aggiornamento kappa e matrice di covarianza del GP 

aggiorn_kappa <- 

agg_kappa(a=rep(1,2),b=rep(1,2),kappa0=kappa,C,fi,mu,a_k,b_k) 

kappa <- aggiorn_kappa$values 

KAPPA[w,] <- kappa 

ACC_K[w,] <- aggiorn_kappa$accepted 

# aggiornamento della matrice di varianza e covarianza C 

C <- (1/kappa[1])*exp(-(1/kappa[2])*Cij) 

# Step 7: aggiornamento ni 

ni <- agg_ni(a_ni,b_ni,a_tilde=psi[1:k,t+1]) 

NI[w] <- ni 

} 

# File "funzioni_algoritmo.R"�

# Step 1 calcolo dei pesi q_i0 

fqi0<-function(i,dati,tau,mu,C,ni,alpha,N) 

{ 

  hi_y<-function(i) 

  { 

  require(mnormt) 

  out<-dmnorm(dati[i,1:t],mu,(1/tau)*diag(t)+C) 

  out 

  } 

    hi_z<-function(i,N) 

    { 

       d_hi_z <- function(a) 
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{dbinom(dati[i,t+1],1,prob=exp(a)/(1+exp(a)))*dnorm(a,0,sqrt(1/n

i))} 

    cp <- rnorm(N,0,sqrt(1/ni)) 

    x=d_hi_z(cp)/dnorm(cp,0,sqrt(1/ni)) 

    out<-mean(x) 

    out 

    }                          

out <- alpha*hi_y(i)*hi_z(i,N) 

out 

} 

# calcolo dei pesi q_ij per j>0 

fqij <- function(i,idg,dati,S,psi,tau) 

{ 

   L_i_psi <- function(i,idg) 

   { 

   p <- exp(psi[idg,t+1])/(1+exp(psi[idg,t+1])) 

   require(mnormt) 

   out<-dmnorm(dati[i,1:t],psi[idg,1:t],(1/tau)*diag(t))* 

        dbinom(dati[i,t+1],1,prob=p) 

   out 

   } 

   fm<-function(i,S,idg) 

   {fs<-function(idg,S) sum(S[-i]==idg) 

   sapply(idg,fs,S=S) 

   } 

   ff<-function(idg,i) (fm(i,S,idg)*L_i_psi(i,idg))

out <- sapply(idg,ff,i=i) 

out 

} 

# Step 2: aggiornamento indicatori di cluster 

# estrazione dei parametri per i nuovi cluster 

agg_theta0<-function(i,dati,tau,C,mu){ 

invC <- solve(C) 

varcov <- solve(tau*diag(t)+invC) 

media <- varcov %*%(tau*diag(t)%*%mu + invC%*%(dati[i,1:t])) 

out<-rmnorm(1,media,varcov) 

out 

} 

agg_a0.MH<-function(i,nsim,dati,ni,a0) 

{ 

   lposterior.j<-function(aj){ 

     out1 <- (-(ni/2)*aj^2) + aj*dati[i,t+1] - log(1+exp(aj)) 

     out1 

   } 

out<-numeric(nsim) 

accepted<-0 

a<-a0 

for (u in 1:nsim) 

{ 

       as<-a+rnorm(1) 
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       alpha=min(1, exp(lposterior.j(as)-lposterior.j(a))) 

       uni <- runif(1) 

       if (uni<alpha){ 

       accepted<-accepted+1 

       a<-as} 

       out[u]<- a 

} 

b <- 1:nsim/10 

asim <- sample(out[-b],1) 

out2<-c(asim,accepted/nsim) 

out2 

} 

# Step 3: aggiornamento della traiettoria media di gruppo 

agg_theta<-function(S,dati,tau,C,mu){ 

k <- length(m) 

theta <- matrix(0,nrow=k,ncol=t) 

invC <- solve(C)  

  fv<-function(v) solve(tau*diag(t)+m[v]*invC) 

  fm<-function(v){ 

      fv(v) %*% (tau*diag(t)%*%mu +  

     m[v]*invC%*%colMeans(array(dati[S==v,1:t],dim=c(m[v],t))))}      

 varcov<-sapply(1:k,fv) 

 media<-sapply(1:k,fm) 

fr <-function(b){ 

#set.seed(123) 

require(mnormt) 

rmnorm(1,media[,b],matrix(varcov[,b],t,t)) 

} 

theta<-t(sapply(1:k,fr)) 

theta 

} 

# Step 4: aggiornamento degli effetti casuali di gruppo 

# Metropolis-Hastings annidato 

agg_a.MH<- function(j,nsim,dati,S,ni,a0) 

  { 

   lposterior.j<-function(aj){ 

     out1 <- (-(ni/2)*aj^2) + sum(aj*dati[S==j,t+1] - 

log(1+exp(aj))) 

     out1 

   } 

out<-numeric(nsim) 

accepted<-0 

a<-a0[j] 

for (u in 1:nsim) 

{ 

       as<-a+rnorm(1) 

       alpha=min(1, exp(lposterior.j(as)-lposterior.j(a))) 

       uni <- runif(1) 

       if (uni<alpha){ 

       accepted<-accepted+1 
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       a<-as} 

       out[u]<- a 

} 

b <- 1:nsim/10 

asim <- sample(out[-b],1) 

out2<-c(asim,accepted/nsim) 

out2 

} 

# Step 5: aggiornamento tau 

 agg_tau <- function(dati,fi,a_tau,b_tau) 

{ 

out<-rgamma(1,a_tau+(n*t/2),b_tau+sum(apply((dati[,1:t]-

fi),1,crossprod)/2)) 

out 

} 

# Step 6:  aggiornamento kappa 

agg_kappa<-function(a,b,kappa0,C,fi,mu,a_k,b_k) 

{ 

lposterior <- function(kappa){ 

              fa<-function(a){ 

              out<-t(a)%*%solve(C)%*%a 

              out} 

              if (kappa[1]<0|kappa[2]<0) return(-Inf) else 

              return( 

              -n/2*log(det(C))-1/2*sum(apply((fi-mu),1,fa))+ 

              sum((a_k-1)*log(kappa)+a_k*log(b_k)-b_k*kappa)) 

} 

out<-numeric(2) 

accepted<-numeric(2) 

kappa<-kappa0 

   for (j in 1:2){ 

       kappas <- kappa 

       kappas[j]<-rgamma(1,a[j],b[j]) 

       al=min(1, exp(lposterior(kappas)-lposterior(kappa))) 

       u <- runif(1) 

       if (u < al) 

         {kappa[j]<-kappas[j] 

         accepted[j]<-1} 

       }  

       out<- kappa 

list(values=out,accepted=accepted) 

}                                                             

# Step 7:  aggiornamento ni 

agg_ni <- function(a_ni,b_ni,a_tilde) 

{ 

rgamma(1,a_ni+(length(a_tilde)/2),b_ni+crossprod(a_tilde)/2) 

} 
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