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Abstract

L’elaborato tratta il problema dell’instabilita in elementi strutturali, nello specifico viene
analizzato il fenomeno nella sua forma locale riguardante strutture in parete sottile.

Nel primo capitolo si trattera il problema generale dell’instabilita analizzando la teoria
classica della trave di Eulero.

Nel secondo capitolo si estendera la trattazione alle piastre sottili analizzando inizialmente
la teoria kirchhoff, per poi introdurre metodologie analitiche ricercate in letteratura per il
calcolo del carico critico in strutture in parete sottili.

Nel capitolo 3 si trattera il problema del buckling in materiali compositi riferendosi in
particolar modo all'instabilita di cilindri compressi.

Nel quarto capitolo verra descritta la macchina per eseguire test a compressione e la
relativa progettazione del setup utilizzato nelle prove sperimentali.

Nel capitolo 5 si simuleranno le prove sperimentali focalizzandosi sul problema
dell'instabilita di una comune lattina per uso alimentare.

Infine nel capitolo 6 si riporteranno i dati ottenuti nella prova a compressione della lattina e

il confronto con le rispettive analisi numeriche.






Capitolo 1: Instabilita primaria

1. Instabilita Primaria

In questo primo capitolo si trattera il concetto stabilita per una struttura, in
particolar modo si analizzera il problema dell’instabilita in travi compresse.

Il problema dellinstabilita in travi compresse € stato ampiamente studiato nel
corso della storia in quanto, una struttura pud cedere o fallire nella sua
funzione a causa di questo fenomeno. Cid ha portato alla definizione di leggi
teoriche che esprimessero un carico limite chiamato carico critico, oltre al
quale la struttura cambia la sua configurazione di equilibrio presentando una
particolare deformazione.

L’instabilita presa in esame riguardera l'intera struttura e non fenomeni

localizzati che, saranno discussi nel secondo capitolo.

1.1 La stabilita

In una struttura si possono evidenziare tre differenti configurazioni di
equilibrio: stabile, instabile ed indifferente.

L’equilibrio & stabile quando a partire da una configurazione iniziale di
equilibrio a seqguito di perturbazioni esterne la struttura tende a ritornare nella
sua configurazione iniziale. L’equilibrio € instabile quando perturbando la
configurazione iniziale la struttura tende ad allontanarsi dalla posizione di
equilibrio iniziale. L’equilibrio & indifferente quando a partire da una
configurazione iniziale di equilibrio a seguito di una perturbazione la struttura
tende a restare nella sua configurazione perturbata.

La stabilita delle possibili configurazioni di equilibrio di una trave compressa,
puod essere studiata tramite la stessa teoria utilizzata per la definizione degli
stati di equilibrio di un corpo rigido.

Prendendo in analisi una sfera (come in Fig. 1.1), si possono definire per

essa i tre stati fondamentali di equilibrio a seconda della concavita del piano
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su cui € posta. Nel caso (a) la sfera & su di un piano concavo realizzando
uno stato di equilibrio stabile, nel caso (b) la sfera posta su di un piano
orizzontale realizza uno stato di equilibrio indifferente mentre nel caso (c)

dove il piano di appoggio & convesso lo stato di equilibrio € instabile.

a)Equilibrio stabile b)Equilibrio indifferente c)Equilibrio instabile

Fig. 1.1 Tipologie di equilibrio [25]

L’asta rettilinea compressa in Fig. 1.2 pud essere considerata analogamente
alla sfera a seconda del carico di compressione applicato. Nella
configurazione (a) l'asta & sottoposta ad un carico di compressione (P)
minore di una certa soglia detta carico critico (P,,.).

Applicando una forza laterale che infletta la trave e rimuovendola si osserva
come la struttura tenda a ritornare alla posizione rettilinea di partenza
realizzando un equilibrio stabile. Viceversa nella configurazione (b) il carico
di compressione (P) € maggiore del carico critico (P.,) e, si osserva che
anche a seguito della rimozione della forza laterale, I'inflessione della trave
aumenta spostandosi sempre piu dalla configurazione rettilinea di partenza e
realizzando un equilibrio instabile. Nel caso (b) invece quando il carico (P)
coincide con il valore del carico critico (P..) si realizza un equilibrio
indifferente ovvero sono possibili variazioni infinitesime dalla posizione

rettilinea iniziale che rispettano 'equilibrio.
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Fig. 1.2 Configurazioni di equilibrio di una trave compressa [25]

1.2 Instabilita per diramazione

Si consideri la trave incastrata ad un estremo e caricata assialmente in Fig.
1.3 in cui si suppone la trave rigida e l'incastro cedevole elasticamente con
una rigidezza di valore K. Pertanto la trave non si deforma mentre I'incastro
permette una rotazione di tipo elastico, proporzionale al momento di

reazione:
My = Ka (1.1)

dove la costante elastica K ha dimensioni [Nm/rad]
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Fig. 1.3 Trave rigida compressa incastrata alla base [25]

La trave é equilibrata se la reazione del vincolo eguaglia il carico P.

Per valutare la tipologia di equilibrio € necessario studiare la struttura in
diverse configurazioni, ottenute a partire dallo stato iniziale imprimendo una
rotazione rigida alla trave. Si prende in esame quindi la trave in Fig 1.4
ottenuta dalla trave precedente tramite una rotazione a e si procede

scrivendo le equazioni di equilibrio per questa nuova configurazione.

T

Fig. 1.4 Trave rigida compressa ruotata [25]

L’equilibrio alla traslazione verticale porge:

R=P

La rotazione a da origine ad un momento attivo:

M, = PLsen(a) (1.2)

e 'equilibrio sussiste se il momento di reazione eguaglia il momento attivo

ovvero:
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che sostituendo i rispettivi valori porta alla condizione di equilibrio:

Ka

e quindi la nuova configurazione €& in equilibrio se P ha il valore dato
dall’'equazione (1.3).

In Fig. 1.5 & diagrammata la funzione P ().

doe

>

Fig. 1.5 Andamento del carico rispetto alla rotazione a [25]

Dal grafico si osserva che per a — 0 il carico assume un valore:

K
P(O):Pcr:_

; (1.4)

per cui, quando P < P il momento di reazione M, € sempre maggiore dal
momento attivo M,. Per un qualsiasi valore di P compreso tra 0 e K/L se si
impone alla trave una rotazione che la porti in una configurazione differente
da quella iniziale e successivamente la si rilasci, la trave ritorna nella
posizione iniziale, ovvero, i carichi P < Py caratterizzano un equilibrio stabile.
Per carichi P > P.. accade che, se una qualsiasi perturbazione sposta la

trave dalla posizione verticale, essa continua a ruotare fino a raggiungere un
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angolo a per cui si instauri una situazione di equilibrio per My = M,. | punti
dellasse P(a) al di sopra di P.., caratterizzano quindi valori di equilibrio
instabile per la trave dritta, mentre sono di equilibrio stabile per la trave
ruotata.

Per P = P.. l'equilibrio & poi indifferente, cioé€ sono possibili variazioni
infinitesime della posizione dritta nel rispetto dell’equilibrio.

Il carico P., che segna, allora, il limite tra posizioni di equilibrio stabile ed
instabile prende il nome di carico critico.

Al valore di P, l'equilibrio si dirama in quanto esiste la possibilita che
sussistano configurazioni diritte instabili e configurazione ruotate stabili
quindi il punto P.. prende anche il nome di punto di biforcazione
dell’equilibrio.

Il passo successivo consiste nell’eliminare I'ipotesi di elasticita concentrata
supponendola distribuita lungo tutto I'asse, ovvero si considera la classica

trave di Eulero.

1.3 Latrave di Eulero

Il problema della trave di Eulero in Fig. 1.6 riguarda lo studio dell’'instabilita
flessionale di una trave elastica perfettamente centrata con condizioni
vincolari di appoggio-carrello caricata assialmente in corrispondenza del
carrello tramite un carico di compressione P.

Si analizza il problema con un metodo statico ossia, scelta una
configurazione deformata si scrivono le equazioni di equilibrio per la trave
relative a questa nuova conformazione.

Tutta la trattazione si svolgera in ipotesi di piccoli spostamenti considerando

la trave perfettamente elastica.
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Fig. 1.6 Trave di Eulero [25]

Inizialmente fin tanto che P < P, la trave & soggetta alla sola pressione

(1.5)

| o

con A sezione della trave.

Incrementando il carico fino a P = P.. si raggiunge una condizione di
equilibrio indifferente, nel quale la reazione elastica & fornita dalla curvatura
assunta dalla trave ovvero la trave € ora nella sua configurazione deformata
(Fig. 1.7).

Fig. 1.7 Trave di Eulero in configurazione deformata [25]



Capitolo 1: Instabilita primaria

Nella nuova configurazione per gli equilibri alla traslazione orizzontale (y) e
alla rotazione le reazioni orizzontali agli appoggi A e B sono nulle.
Sezionando la trave in corrispondenza dell’ascissa x generica, si evidenzia

un momento flettente riequilibrante proporzionale alla curvatura della trave:

2

d°v
Me = Elﬁ (16)

Separando in due la trave come in Fig. 1.8 rispetto al punto A I'equilibrio dei

momenti porge:

2

0°v
E1m+ Pv=0 (1.7)

Fig. 1.8 Trave di Eulero sezionata in mezzeria [25]

Posto:
k= il 1.8
= |5 (1.8)
si ottiene:
OV k=0 19

L’equazione differenziale ottenuta € omogene e quindi ammette la soluzione
banale v = 0.

Si ottiene cosi un problema agli autovalori ed autovettori.
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Gli autovalori sono i carichi critici, determinati imponendo che I'equazione
omogenea ammetta soluzioni per v # 0. Sostituendo poi un valore critico
nell’equazione differenziale si ottengono i modi critici, ovvero gli autovettori
corrispondenti.

L’equazione algebrica associata all’equazione (1.9) risulta:
AP +k?=0 > A1=+ik (1.10)
quindi la soluzione generale sara la seguente:
v(x) = C; sin(kx) + C, cos(kx) (1.11)
occorre aggiungere le condizioni al contorno che definiscono univocamente
C; e C,.
Per la trave in esame doppiamente appoggiata (double-pinned) le condizioni

al contorno sono di sposamento nulloperx =0eperx =1

{U(O) =0 > C,=0
v(L)=0 = C(;sinklL =0

Volendo ottenere delle soluzioni v # 0 occore che C; # 0 per cui risulta:

P
inkL =0 = kL = =2 k= |—
sin nm I

da cui, tenendo conto della definizione di k si trova I'espressione per il carico

critico:

El
Pp=m'n’; (n=123...) (1.12)

Si hanno dunque infiniti carichi critici, uno per ogni valore di n.
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Il carico critico minimo, detto carico di Eulero, si ottiene ponendo n = 1:

El
Po =175 (1.13)

In corrispondenza, poiché n = 1, kL = m e quindi il modo critico risultera:

C.si X
v = Sin—
=

Ponendo poi n = 2, n = 3 e cosi via si hanno i modi critici corrispondenti ai

successivi carichi critici:

_ 2mx
v= ClsmT (n=2)

- 3mx
v= C1SlnT (n=3)

e cosi via.
In Fig. 1.9 sono rappresentati i primi due modi critici (n = 1,2) per la trave

presa in considerazione.

B

n=2

Fig. 1.9 Modi critici corrispondenti della trave di Eulero per n=1,2 [25]

10
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In generale il modo critico risulta:

nmx
V= ClsinT (1.14)

Se la trave € libera di inflettersi in ogni piano e se le cerniere alle due
estremita sono sferiche, la trave potra inflettersi in uno qualunque dei due
piani longitudinali contenenti un’asse principale di inerzia della sezione.

In tal caso il minimo carico critico dell’asta & quello relativo all'inflessione nel
piano di minima rigidita, normale all’asse principale di inerzia di minimo

momento di inerzia:

EImin

Py = m? 12

(1.15)

Nelle condizioni critiche la trave si trova in uno stato di equilibrio indifferente.
| carichi critici successivi al primo crescono rapidamente con n? e sono di
scarso interesse pratico.
Analizzando la formula che esprime il carico critico di Eulero si pud notare
che:

- Non dipende dal carico limite

- Cresce linearmente con il momento di inerzia della sezione

- Cresce linearmente con il modulo di Young

- Decresce quadraticamente con la lunghezza

Una trave generica, caricata a compressione e libera di svellere in
qualunque direzione, si inflettera ortogonalmente alla direzione di minimo
momento di inerzia.

Dalla formulazione del carico critico, si pud calcolare facilmente un valore di
tensione critica che non € legato al cedimento del materiale ma piuttosto alle

sue caratteristiche elastiche:

11
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2
_ Pcr _ n Elmin
Ocr = =77

A 12 A

(1.16)

si definisce il raggio di girazione o curvatura come:

Imin
= 1.17
r= | (1.17)

che sostituito nella (1.16) porta alla seguente espressione per la tensione

critica:

Si definisce poi la snellezza della trave A come il rapporto tra la sua

Iungllezza e la sua curvatura:
A= L 1.19
( " )

che sostituita nell’equazione (1.18) fornisce:

E
Oup = —— (1.20)

In Fig. 1.10 €& rappresentata la curva di Eulero ossia 'andamento della
tensione critica rispetto alla snellezza della trave.

Dal grafico & evidente come per una 1 - 0 la ¢,, tenda ad un valore infinito.
Nella realta questa tendenza & un assurdo e la curva di Eulero viene quindi
limitata alla tensione di flusso plastico o,, del materiale in quanto si € in

ipotizzato un comportamento perfettamente elastico.

12
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/ Eulers curve

A

s

| W ] | ]

Fig. 1.10 Curva di Eulero [25]

In particolare il o, a parita di materiale dipende dal rapporto di snellezza ed
e tanto piu basso quanto piu la trave é snella, mentre & piu elevato per travi

tozze. Un carico di compressione puo quindi comportare il collasso quando:

a. Il carico induce uno stato di sforzo ¢ tale da superare il limite di
proporzionalita ¢* della curva sforzo-deformazione. Superato questo
limite di resistenza del materiale il comportamento non é piu elastico.
In questo caso la trave va quindi progettata a resistenza: 0 < ¢*

b. Il carico € tale da provocare una flessione elastica ovvero instabilita. In

questo caso la trave va quindi progettata a buckling: ¢ < ocr.

1.4 Influenza delle condizioni vincolari

Nella determinazione del carico critico per una trave compressa, come visto
nel paragrafo precedente, € necessario considerare nelle equazioni le
condizioni al contorno date dai vincoli posti sulla trave. Le condizioni vincolari
influenzano dunque il valore del carico critico.

Di seguito vengono riportate le soluzioni per travi con diverse condizioni

vincolari.

13
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e Trave incastrata-libera

In Fig. 1.11 & raffigurata la trave incastrata (mensola) alla base e caricata
all’estremo opposto con un carico P di compressione e, la sua configurazione

deformata rispetto la quale si scrivono le equazioni di equilibrio.

Fig. 1.11 Trave incastrata alla base e compressa [25]

Ad una coordinata generica x il momento di disallineamento risulta essere:

Mp(x) = P(6 —v) (1.21)

L’equazione che esprime I'equilibrio &€ data da:

d0%v

Els+P(@-v)=0 (122)

posto:

si ottiene un’equazione differenziale del secondo ordine a coefficienti costanti

e forzata:

14
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v "
ﬁ-l-k v=k*§ (1.23)

La soluzione dellequazione (1.23) si ottiene sommando alla soluzione
dellequazione omeogena associata (calcolata precedentemente) una
soluzione particolare:

Upart = 6
La soluzione generale € del tipo:

v(x) = § + C;sinkx + C,coskx (1.23)

Per determinare i coefficienti si devono inserire le tre condizioni al contorno:

due perx =0edunaperx =1

v(0)=0 = C,=-6

ov
(=0 = (=0

v(L) =6 = dcoskL =0
Sostituendo le tre condizioni all'equazione (1.23):
v(x) = 6(1 — coskx)

Si ha una soluzione banale per (§ = 0), mentre per ottenere soluzioni per

(6 # 0) si deve soddisfare la condizione:
T
coskL=0 = kL=n—

2

tenendo conto della definizione di k si trova I'espressione del carico critico:

15
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El
P.. = m?n? i n=1.23....) (1.24)

e sostituendo nella soluzione generale si ottiene:
nmx
v(x) =46 (1 — cos T) (1.25)

In Fig. 1.12 sono rappresentate le forme modali per n=1,2,3 con i relativi

valori di carico critico.

Fig. 1.12 Forme modali e carichi critici per n=1,2,3 della trave incastrata alla base [25]

Analizzando le due formule (1.15), (1.24) che esprimono il valore del carico
critico per la trave doppiamente appoggiate e per la trave incastrata a

mensola, & possibile osservare un analogia tra i due casi:

. . X ) Elpmin
Trave pinned-pinned: Poppp=Tm —
. . El
Trave incastrata-libera: P = m? an?

16
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La curvatura della trave incastrata-libera corrisponde esattamente alla

curvatura di una trave pinned-pinned di lunghezza doppia con L., = 2L (Fig.

1.13).

Fig.1.13 Definizione della lunghezza equivalente [25]

Con L., si definisce una lunghezza equivalente che permette di definire una
espressione generale del carico critico valida per le varie configurazioni

vincolari:

e Trave incastrata-incernierata

In Fig. 1.14 é rappresentata la trave incastrata-incernierata caricata con un
carico P di compressione e, la sua configurazione deformata rispetto alla

quale si scrivono le equazioni di equilibrio.

17
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Fig. 1.14 Trave incastrata-incernierata compressa [25]

Le due reazioni vincolari orizzontali R saranno uguali ma di verso opposto.

Il momento di reazione alla base sara:

M, = RL

mentre il momento in una generica coordinata x risultera:

M(x) = My — Pv — Rx

L’equazione di equilibrio per la trave risulta:

Elazv— Pv+R(L—x) 1.27
2= P x (1.27)

posto:

si ottiene un’equazione differenziale del secondo ordine forzata a coefficienti

costanti:

18
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0%V p = Rz 1.28
oxz VT (1.28)

La soluzione generale € del tipo:
) R
v(x) = C;sinkx + C,coskx + 7 (L—x) (1.29)

Per determinare i coefficienti si devono inserire le tre condizioni al contorno:

( RL
v(0) = 0 > G+ =0
! % 0 =0 S ock-220
L dx B ! P
v(L) =96 = (;sinkL + CycoskL =0

si ottiene dalle prime due condizioni:
C, = —C,kL
dalla terza si ricava la condizione:
kL = tankL
la soluzione si ricava per via numerica ottenendo:
kL = 4.4934

Dalla definizione di k si ricava il valore del carico critico per la trave

incastrata-incernierata ovvero:

El
PCT = 71'2 LT (130)
eq

19
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con Lgy = 0.699L = 0.7L.

e Trave incastrata-incastrata

In Fig. 1.15 €& rappresentata la trave incastrata-incastrata caricata con un

carico P di compressione e, la sua configurazione deformata.

Fig. 1.15 Trave incastrata-incastrata, sua deformata e
analogia con la trave a mensola [25]

La simmetria rispetto all’asse orizzontale impone che le reazioni orizzontali
degli incastri siano nulle e che la sezione in mezzeria non ruoti.

Il numero minimo di flessi della configurazione deformata € due e la loro
disposizione & simmetrica rispetto 'asse orizzontale passante per la sezione
centrale della trave. | due flessi e la sezione in mezzeria dividono la luce
della trave in quattro parti equivalenti ad una configurazione deformata ad
una trave incastrata-libera(mensola). Il carico critico della trave deve quindi
coincidere con il carico critico delle quattro mensole di uguale lunghezza

(L/4). Pertanto il carico critico in questa disposizione vincolare risulta pari a:
) El
P, =4m Tz (1.31)

20
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e usando la definizione di lunghezza equivalente:

El
P, =m?— (1.32)
eq

con Lgq =

N |~

In tabella (Tab. 1.1) & rappresentato uno schema riassuntivo che, esprime
per varie configurazioni vincolari della trave compressa i corrispondenti valori

di carico critico e lunghezza equivalente.

Tab. 1.1 Valore dei carichi critici e della lunghezza equivalente per la
trave compressa in differenti condizioni vincolari [25]

1.5 Influenza di imperfezioni iniziali

Nella pratica, risulta impossibile ottenere una trave perfettamente dritta ed
omogenea, e risulta altrettanto complicato caricarla esattamente con un

carico assiale senza decentramenti. Tali imperfezioni influenzano in grande
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misura sul comportamento della trave, che, al contrario della trave perfetta
comincia a piegarsi subito dopo I'applicazione del carico assiale.

Per modellare le imperfezioni si considera una trave, inizialmente gia
deformata, e soggetta ad un carico di compressione P crescente, come
mostrato in Fig. 1.16. In questo caso, il momento flettente in ogni punto e
proporzionale allincremento di curvatura della trave dalla sua posizione

iniziale deformata.

Fig. 1.16 Modello della trave con difetti °*!

L’equazione differenziale di equilibrio per la trave & data da:

d?v d?v,
El— —El—=Pv  (133)
ponendo: A% = P/EI si riscrive come:
dv ~_,  d’v,
ﬁ + 1°v = de (134)

Lo spostamento finale, v lungo y, della trave dipende dallo spostamento

iniziale v, della trave definito dall’espressione:
- nmnz
Vo = z AnsinT (1.35)
n=1

che, sostituita nell’equazione (1.34) porge:
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La soluzione generale dell’equazione é:

_ - n?4,  nnz
v = BcosAz + Dsinlz + Z 5 sin (1.37)
n=1n —-a L

dove B e D sono delle costanti di integrazione e a = A?L? /m2.

Le condizioni al contorno sono date da:

v(z=0)=0 _
{v(z=L)=0 = D,B=0
Per cui la (1.37) diviene:
B i n24,  nnz 138
V= T asm 7 (1.38)
n=1
Una forma alternativa di a € data da:
PL? P
(1.39)

CTTEl T P,

Si osserva come a sia sempre minore di 1 e tendente all’unita per P che
tende al carico critico P, quindi nellequazione (1.38) il primo termine &
quello che domina la serie. Pertanto, quando il carico tende al carico critico,
una buona approssimazione per lo spostamento v (deflessione), risulta

essera:
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che nel punto centrale della trave per z = L/2 & pari a:

Ay

P
1 ——
PCr

V= (1.40)
dove A, indica lo spostamento iniziale del punto centrale.
Se lo spostamento centrale (6§ = v — A;) € misurato dalla posizione iniziale

incurvata della trave, dall’equazione (1.40) si ottiene:

Ay
6 = P _Al
1———
PCr
che arrangiando i termini:
é
6= PCrE -4

1.6 Instabilita elasto-plastica

Fino ad ora nell’analisi del fenomeno dell’instabilita si € considerata l'ipotesi
di travi perfettamente elastiche ovvero composte da materiali sollecitati al di
sotto del loro carico di snervamento. Tuttavia, & stato accertato
sperimentalmente che si possono verificare collassi anche al di sotto della
curva di Eulero in prossimita del punto di intersezione con la retta di
snervamento (punto Q della Fig. 1.22). Quando la snellezza della trave é
prossima a valori vicini a tale punto di intersezione non si dovrebbe

impiegare la teoria di Eulero.
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Fig. 1.22 Curve di stabilita elastica ed elasto-plastica [25]

Un possibile approccio € quello di scegliere un generico punto T (come in
Fig. 1.23 ) sulla curva e impiegare la relazione di Eulero solo nel caso in cui
la snellezza sia superiore a quella corrispondente al punto T.

Quando la snellezza della trave diminuisce si entra dunque in una zona non
rappresentata da un comportamento perfettamente elastico, ma occorre
considerare fenomeni inelastici.

Si determina un valore critico di snellezza, che limita l'utilizzo di Eulero

poiché si supera il carico di snervamento del materiale:

L m2E
Acr = (:) = O'_ (152)
cr

dove oy, indica lo stress limite di proporzionalita ossia lo stress oltre al quale
il materiale non risponde piu linearmente.

Allo stesso modo si determina un valore di stress che rappresenta il collasso
plastico finale (o,;;) hon superabile anche per travi tozze.

Nel grafico di Fig. 1.23 che mostra 'andamento del carico critico unitario in
funzione della snellezza, si evidenzia la curva di Eulero (tratto CD),
rappresentante il limite di stabilita elastica, la curva (tratto BC) che
rappresenta il limite di stabilita inelastica ed infine la curva (tratto AB) che

determina la resistenza limite per travi tozze.
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Fig. 1.23 Curve di stabilita [25]

Esiste dunque una zona intermedia delimitata da un valore di snellezza
critica nella quale non si pud considerare un comportamento lineare del
materiale poiché, si ricade nel punto del grafico tensione-deformazione in cui
la pendenza della curva diminuisce (Fig. 1.24). Di conseguenza il carico

critico dovra risultare minore della previsione di Eulero.

Fig. 1.24 Curva tensione-deformazione [25]

Di sequito si tratteranno tre diverse teorie per determinare l'instabilita qualora
si rientri nel caso inelastico, riferendosi ad una trave compressa pinned-

pinned.
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e Teoria del modulo tangente

Superato il valore della tensione di snervamento, la pendenza della curva
tensione-deformazione per il materiale esaminato diminuisce. Si definisce
dunque un modulo elastico locale tangente alla curva come mostrato in Fig.
1.24.

E,(¢) = 3—2 (1.53)

dove ¢ indica la deformazione e ¢ la tensione.
Per determinare il carico critico, si utilizza direttamente la soluzione di Eulero

ma sostituendo il modulo tangente appena determinato:

2E, 4, ()]
Pran(e) = — 53— (154
analogamente la tensione sara:
P m2E,(¢)]
Otan(€) = ;‘1‘"= Ltz (1.55)
T

Il metodo di calcolo ¢é iterativo, partendo da un E,,, iniziale si calcola P, € si
determina il corrispondente o,,, € quindi un nuovo valore aggiornato di E;,,
da riutilizzare nella successiva iterazione. Si procede fino a che i valori non
convergono.

In Fig. 1.25 & rappresentata la curva di stabilita ottenuta combinando la

teoria di Eulero per una A > 4., e la teoria del modulo tangente per A < 4.,
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i1

=i =

!
tr

Fig. 1.25 Curva di stabilita ottenuta combinando I'instabilita Euleriana con la teoria del modulo
tangente [25]

e Teoria del modulo ridotto

La teoria del modulo tangente appena analizzata risulta essere limitata
poiché non prende in considerazione I'intero fenomeno fisico.

Quando avviene lo sbandamento della trave, la flessione genera un aumento
di tensione nella zona di compressione (boftom) e uno scarico nella parte in
tensione (top). In altri termini la trave si comporta come se fosse realizzata
con due differenti materiali, uno con modulo tangente E,,, (bottom) e l'altro

(top) con il modulo elastico E del materiale non snervato (Fig. 1.26).

Fig. 1.26 Curva tensione deformazione per top e bottom della trave [25]
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Con la teoria del modulo ridotto si considera dunque lo sviluppo della sezione
della trave. Si vuole determina un modulo ridotto E,;; che risultera maggiore
rispetto al modulo tangente E,,,,.

Si prenda in esame una trave a sezione rettangolare sottoposta a flessione, il

diagramma di sollecitazione sara come quello in Fig. 1.27.

Fig. 1.27 Diagramma di sollecitazione per
una trave a sezione rettangolare [25]

Le risultanti di trazione e compressione per I'equilibrio devono essere:
Eh? = E,,,h3 (1.56)

posto:
h=nh;+h,

si ricavano:

h. = h\/Etan h, = h\/E
VIVE+ VB 2 NE+ B

Il momento flettente risultante é:

_Embm2, +Eh2bh22h _Ebhfzh .
T p 2371 p 237% p23 (1.57)

sostituendo il valore di h, calcolato in precedenza:
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bh? AEE, .,

M = .
120 (VE +Fian)’

(1.58)

il secondo termine dell’equazione & pari al modulo ridotto E,;4

AEE;qn

" (VE+ )’

Eria (1.59)

Il modulo di Young ridotto dipende dunque sia dal materiale che dallo
sviluppo geometrico della trave.
Per il calcolo del carico critico si utilizza la formulazione di Eulero ma

sostituendo il modulo E,.;; appena determinato:

T2E,;4()]
Pria(e) = —5— (1.60)
e la tensione risulta:
P T2E,.;4()]
Oria(e) = — 1 = 5 (1.61)
€

In Fig. 1.28 & rappresentata la curva di stabilita ottenuta combinando la
teoria di Eulero per una 4> A, e le due teoria del modulo ridotto e del

modulo tangente per 1 < 1., messe a confronto.
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Fig. 1.28 Curve di stabilita delle teorie del modulo
tangente e del modulo ridotto a confronto [25]

Il grafico evidenzia come la teoria del modulo ridotto fornisca carichi di

instabilita un poco superiori rispetto la teoria del modulo tangente.

e Modello di Johnson

Per tenere conto delle evidenze sperimentali che riportavano collassi anche
per combinazioni di “carico-snellezza” teoricamente sicure, & stata proposta
una modifica empirica alla relazione di Eulero proposta da J.B. Johnson.

Tale formula prevede un andamento parabolico (Fig. 1.29) nella zona a

comportamento elasto-plastico del tipo:
Ocrpl = Osn — kA? (1.62)

con k definito come:
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Fig. 1.29 Confronto tra il modello Johnson ed Eulero [25]

Occorre valutare quale sia la snellezza di transizione per delimitare i campi
di utilizzo tra la formula di Eulero e di Johnson.

Il valore di tale snellezza si ottiene imponendo la condizione:
Ocr e = Ocr (1.64)
dove con o, si intende la tensione critica per Eulero, mentre con o, ; si

intende la tensione critica per Johnson.

Nell’equazione (1.62) si sostituiscono le espressioni (1.63), (1.55) ottenendo:

m’E og\2 1
TR (ﬁ) ZA(165)
t

risolvendo I'equazione di quarto grado per A, si ricava I'espressione della

snellezza di transizione:

(1.66)
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Dunque per valori di A > A, si utilizza la formulazione di Eulero, mentre per
valori di snellezza A1 < A, viene applicata la formulazione parabolica di

Johnson.
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2. Instabilita secondaria

Il fenomeno dell'instabilitd (buckling) locale o secondaria, al contrario
dell’instabilita locale analizzata nel primo capito che non considerava la
sezione delle travi, interessa zone localizzate delle struttura andando a
modificare la sezione stessa della trave.

Lo studio del carico critico secondario risultera quindi piu complicato, non
solo per la bidimensionalita del problema e per la maggiore varieta dei vincoli
al contorno ma anche per la diversita dei tipi di carico: forze nel piano, carichi
distrubuiti, compressione, teglio ecc..

In campo aerospaziale, molti componenti strutturali sono composti da
elementi piastra come ad esempio il rivestimento (skin) della struttura, le
pareti dei longheroni, i pannelli rinforzati, il pavimento ecc...

Gli elementi piastra opportunamente accoppiati possono comporre travi in
parete sottile con molteplici sezioni a seconda dello scopo a cui sono
destinate.

E’ necessario definire I'entita dei carichi per cui tali strutture raggiungano una
condizione di instabilita deformandosi, questo per soddisfare sia i requisiti
imposti di robustezza degli elementi portanti ma, anche per garantire |l
mantenimento della forma.

In questo capitolo si analizzera inizialmente il fenomeno dell'instabilita per i
soli elementi piastra e, successivamente si estendera la trattazione a

strutture con sezioni composte da piastre a formare travi in parete sottile.
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2.1 Instabilita elastica in piastre sottili isotrope

Per una piastra sottile il fenomeno di instabilita € legato a un numero di
variabili piu elevato rispetto all'instabilita di travi quali: dimensioni, geometria,
condizioni vincolari e tipologia di carichi.

Per lo studio dell'instabilita si prenda in esame una piastra sottile rettangolare
(Fig.2.1) semplicemente appoggiata su tutti e quattro i lati e soggetta ad un

carico di compressione N,,.

Fig. 2.1 Piastra rettangolare appoggiata su quattro lati sottoposta a compressione [39]

Tale configurazione risulta essere la piu semplice condizione vincolare e di
carico per lo studio dell'instabilita ed & assimilabile al comportamento di una
trave di Eulero.

Quando il carico supera la soglia critica si raggiunge l'instabilita, la piastra si
deforma nella zona centrale imbozzandosi. Tale deformazione &€ maggiore
nella zona centrale e tende ad annullarsi vicino ai bordi vincolati che
rimangono rettilinei.

Per la determinazione del carico critico si utilizza un approccio energetico
partendo dalle definizioni di energia potenziale e di deformazione della
piastra con ipotesi di piccoli spostamenti rispetto allo spessore.

Lo spostamento della piastra pud essere espresso tramite la serie

trigonometrica:
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oo

= mnx _ nmwy
zz mnsm—smT (2.1)

L’energia totale di deformazione della piastra & :

’w 9w 2wacw [3*w\’ e -
__J f <ax2 —) —2(1-v) |53 ay2_<axy> xdy (2.2)

Dove D indica la rigidita flessionale della piastra definita come:

t
D_F Ezzd_ Et3 23
AT 2 ma—vy @

con t spessore della piastra, E modulo di Young e v modulo di Poissonsn.

L’energia potenziale dei carichi nel piano é:

2

T R e Ry (i) PV E
= 72) ) | \ox ¥\ 9y ox ay)| ¥y @Y

L’energia potenziale totale per la piastra sara data dalla somma delle due

espressioni (2.2)e (2.4) che vale:

62w 92w 2waiw  [(92w\’
U+v=75 f f axz ) —2(=v) 0x? 6y2_<6xy>

_ N, (—::) ‘ dxdy (2.5)
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Integrando I'equazione (2.5) e inserendo la (2.3) si ottiene:

U+V= Z ( ) Nx z Z m2A2. (2.6)
n=1 m=1

m=1 n=1

L’energia potenziale totale della piastra ha un valore stazionario nello stato di
instabilita ovvero quando il carico equivale alla soglia critica:. N, = N, ¢,
Percio, differenziando I'equazione (2.6) rispetto ad ogni valore del

coefficiente incognito A4,,, si ricava la condizione:

a(U+V) w*abD m? n2\*> =% ,
= mn| 5 - Nx,Crm Apn =0 (2.7)

= + J— —_
0An 4 N X 4a

che per una soluzione non banale porge:

,. 1 (m?* n?
Ny ¢, = m? aD— _+b2 (2.8)

L’equazione (2.8) esprime il valore del carico critico per unita di lunghezza
nella configurazione analizzata.

Si osserva come per ognuno degli infiniti valori dei coefficienti legati alla
deformazione corrisponda un determinato carico critico.

Il piu basso valore del carico critico € dato dalla combinazione dei coefficienti
interi m,n che, rappresentano il numero di semionde nelle deformazioni in
direzione x e y della piastra.

Per determinare il carico critico si impone la condizione di minimo per la
deformazione lungo y, ovvero n = 1. Successivamente si analizza poi al
variare di m, a, b 'andamento del carico critico.

Per n = 1 'espressione (2.8) diviene:

L, 1 m? 1\
Nx,CrznaDW ?-l-ﬁ (29)
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Si definisce il coefficiente di instabilita k come :

mb

k= (—+i) (2.10)

a mb

che sostituito nella (2.9) porge:

kn?D
x,Cr = 7

(2.11)

[l problema si riduce a valutare il minimo coefficiente k che determinera il
valore del carico critico minimo.

Dato il valore di a/b che, &€ un parametro geometrico della piastra, per
determinare il k minimo si procede plottando k in funzione di a/b per

differenti valori di m come mostrato in Fig. 2.2.

Bi
6_
k
4_
| |
2 o e ([T | JRS | | FR [ o
0 142 2 W& 3 V2 a4 20 s

a/b

Fig. 2.2 Coefficiente di buckling k rispetto al parametro geometrico a/b
per piastre in semplice appoggio sottoposte a compressione [39]

Dal grafico si osserva come le curve per diversi m tendano ad valore minimo
di k = 4.
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Si noti come il minimo di k si abbia in corrispondenza di m = a/b, inoltre con
'aumentare del rapporto a/b, k tende a 4 percio le piastre strette e lunghe
tendono a deformarsi in una serie di quadrati.

Interpolando le curve per i diversi m, si evidenziano dei punti di massimo che
rappresentano la transizione tra due diversi modi, tali punti si possono
determinare imponendo l'uguaglianza tra I'equazione (2.10) di k per m =1

edm=m+1:

mb+ a _(m+1)b+ a 212
a mb a (m+ b (2.12)

che svolta per a/b porge:

% - /mm+1)  (213)

Sostituendo nella (2.13) gli di m per i diversi modi (m = 1,2,3 ...) si ottengono i

valori del rapporto a/b corrispondnti ai punti di transizione:

° m:l—)%:\/i

e m=2--=+6
b

e m=3-7=v12

Per un dato valore del rapporto a/b, la tensione critica €& dato

dall’espressione:

_ Nx,Cr _ kﬂZD
Ger =70 T Tip2

(2.14)

con t lo spessore della piastra.
Ricordando la definizione di rigidita flessionale della piastra data

dall’'equazione (2.3) e sostituendola nella (2.14) si ottiene:
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%r T 1201 —v2)

kn’E (%)2 (2.15)

In generale la tensione critica, per una piastra uniforme rettangolare, con

varie condizioni di vincolo e caricata da forza nel piano (N, N,) o a taglio

(Nyy), € data dall'equazione (2.15).

Il valore della costante di instabilita k € funzione del rapporto a/b ma dipende

anche dalla tipologia del carico applicato e dai vincoli posti.

Le soluzioni per altre tipologie di carico e vincoli, sono state ottenute usando

il metodo energetico

approssimato di Rayleigh-Ritz ed alcuni esempi sono

mostrati nel grafico in Fig. 2.3 per piastre in compressine (a), in flessione (b)

e caricate a taglio (c).

]
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Fig. 2.3: a)Coefficienti di buckling per piastre in compressione; b)Coefficienti di buckling per piastre in
flessione; c)Coefficiente di buckling per piastre sottoposte a taglio [39]
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In Fig. 2.3(c), dove k rappresenta il coefficiente di instabilita a taglio, il
parametro geometrico b € sempre la dimensione del lato piu corto della
piastra.

Si pud osservare come k divenga circa costante per valori di a/b > 3.

Tale fatto viene sfruttato nelle strutture di aerei dove degli irrigidimenti
longitudinali dividono la pelle “skin” in una serie di pannelli piu stretti (piccoli

valori di b) incrementando cosi la tensione critica di instabilita.

2.2 Instabilita elastoplastica in piastre sottili

Per piastre aventi piccoli valori del rapporto b/t, la tensione critica pud
superare il limite elastico del materiale.

In tale situazione, I'equazione (2.14) non & applicabile poiché, come visto
nella trattazione delle travi, il modulo di elasticita E ed il modulo di Poisson v
dipendono dalla tensione applicata nel tratto plastico.

Per considerare I'effetto della plasticita viene inserito nell’equazione (2.14) un

fattore di correzione plastico n quindi, 'equazione diviene:

2

nkm?E (t) (216)

%r = A -5 \b
La (2.16) pud essere applicata ad ogni livello di tensione sia in campo

elastico (ponendo n = 1) che in campo plastico.

Il fattore di correzione € definito dalla formula empirica:

1
2

_1-v2E 1+1<1+3Et> 217
1= T 2E |27 2\a T 4E, (217)
dove E; e E; sono il modulo tangente e secante (della curva

tensione/deformazione) della piastra nella regione inelastica mentre v, e

v, sono i coefficienti di Poisson in campo elastico e plastico.
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2.3 Determinazione sperimentale del carico critico per una

piastra piana

Il carico critico per una piastra rettangolare pud essere determinato per via
sperimentale con la metodologia qui di seguito riportata.

Si prenda in esame una piastra sottile avente una curvatura iniziale e si
definisca con w,, la deflessione di ogni punto del suo piano medio.

Si assuma cheil valore wy sia piccolo rispetto allo spessore della piastra.

Se si applicano dei carichi trasversali e nel piano, la deflessione della piastra
incrementera di una quantita w; quindi, la deflessione totale risultera essere
w; = w, + w; ovvero la somma delle due.

L’equazione differenziale che governa la piastra é:

0*w, o*w,  0*wy
+2 +
dx* 0x2dy? = dx*
1 0% (wg + wy) 0% (wg + wy)
=5 lq + N, —oxZ + N, —ay2
9% (wg + wy)

dove D indica la rigidita flessionale della piastra, (Ny, Ny, N,,) i carichi nel
piano e q i carichi distribuiti.
L’effetto della curvatura iniziale € equivalente all’applicazione di un carico

trasversale di intensita:

N 07wy +N 0wy + 2N 07wy
* 0x? Y 0y? Y 0x0y

Le azioni nel piano producono flessione, purché ci sia una curvatura iniziale.

(2.19)

Si assume che la deflessione iniziale della piastra sia data dalla formula

trigonometrica:
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SR . mmx _ nmy
w0=zzAmnsm z smT (2.20)

che, sostituita nell’equazione (2.18) considerando agente solo il carico di

compressione lungo N, (N,, Ny, = 0), fornisce :

SR . mmx _ nmwy
W1=ZZansm m sznT (2.19)

dove il coefficiente B,,,, € definito come:

Aman

- 2,2\12
|+ ()| -

(2.20)

mn

mb?

Si osserva che B,,, aumenta con l'incremento dell'intensita del carico di
compressione N, .

Di conseguenza, quando il N, tende al valore critico N, ,, il termine della
serie corrispondente alla deformata della piastra diviene il piu significante.

Ad esempio per una piastra quadrata, il valore critico minimo & dato per

m =1en =1, per cui al centro della piastra la deflessione sara pari a:

Alle

— (2.21)
Nx,Cr - Nx

wp, =
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2.4 Instabilita localizzata

Come analizzato nel capitolo precedente si distinguono per le strutture due
differenti fenomeni di instabilita: primaria e secondaria.

L’instabilita primaria riguarda l'intera struttura, non avviene un cambiamento
della sezione e I'entita della deformata € dello stesso ordine della grandezza
dell’elemento. In generale le travi spesse sono sensibili a questo fenomeno.
L’instabilita secondaria € invece un fenomeno localizzato che provoca
variazione della sezione dell’elemento e la deformata & dello stesso ordine
della sezione. Usualmente travi in parete sottile e le piastre sono soggette a
questa seconda forma di instabilita.

Generalmente se una trave ha snellezza 1 > 80 sara soggetta ad instabilita
primaria mentre se ha 1 < 20 rispondera all’instabilita secondaria. Per valori
di snellezza compresi tra 20 e 30 l'instabilita sara data dalla combinazione
dell’instabilita primaria e secondaria.

In ambito strutturale vengono utilizzate abitualmente travi in parete sottile con
svariate sezioni: ad angolo, a Z, a U, ecc...(Fig. 2.4).

Queste si possono pensare come composte, tramite operazioni di piegatura

o di accoppiamento, a partire da piastre sottili.

U J JL

(e} ld)

Fig. 2.4 Esempi di possibili sezioni per travi in parete sottile: a)Sezione ad angolo retto; b)Sezione a U;
c) Sezione a canale (channel) d) sezione a “top hat” [39]

Gli elementi piastra componenti una sezione di una trave si suddividono in
due categorie: flange (flange), che hanno un lato libero, e nervature, che
sono vincolate a piastre adiacenti o hanno i lati caricati come mostrato
nell’esempio in Fig. 2.6 con una trave a sezione ad |.

| bordi comuni di ogni piastra, si suppone abbiano condizioni di vincolo di

semplice appoggio (nella realta la condizione di vincolo € intermedia tra
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quella di semplice appoggio e quella di un incastro completo) trascurando
cosi la capacita di resistere alle rotazioni.

Nell'instabilita locale o secondaria , le flange e le nervature si deformano
come delle piastre, cid comporta una variazione di sezione nella trave.

La lunghezza d'onda della deformazione & dello stesso ordine della
larghezza dell’elemento piastra e, il carico critico corrispondente &
generalmente indipendente dalla lunghezza della trave che si considera
avere una dimensione di almeno tre volte il lato maggiore dell’elemento
piastra componente la sezione.

L’instabilita insorge quando l'elemento piastra piu debole, solitamente la
flangia, raggiunge il suo carico critico, nonostante in alcuni casi piu elementi
possono raggiungere simultaneamente l'instabilita.

Quando cio si verifica, i vincoli rotazionali dovuti ad elementi adiacenti 'uno
allatro scompaiono e le piastre si comportano come se fossero
semplicemente appoggiate lungo i bordi comuni.

Questo ¢ il caso piu semplice da analizzare e si riscontra in travi con sezione
a T, a croce, o a tubi quadrati con spessore costante.

| valori di tensione critica locale per travi aventi le sezioni appena descritte
viene determinato con I'equazione (2.16) con gli appropriati valori di k.

Per esempio, per una trave a sezione circolare compressa, si pud
considerare una piastra con tre lati semplicemente appoggiati ed uno libero;
Dato il parametro geometrico a/b della piastra dal grafico in Fig. 2.3 si
determina il valore di k che rispetta le condizioni di carico e vincolo, se la
deformazione € in campo elastico si pone il parametro n = 1 e si utilizza per

il calcolo della tensione critica la formula:

2

_ nkn’E (t)
o = 12(0-v) \b

Un ulteriore metodologia € riportata nell’ L’Astronautical Structure Manual
[NASA,1976] e Bruhn [1973] [7], che semplifica la relazione (2.15).
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Questa metodologia €& valida nel caso di piastre o fogli in alluminio
relativamente lunghi (poiché il rapporto dimensionale a/b influenza in modo
significativo il parametro k per piastre corte). La relazione (2.15) si puo

semplificare come:

2

6. = k'E (%) (2.22)

dove k' € una costante che dipende unicamente dalle condizioni di vincolo
dei bordi piastra scarichi. In Fig. 2.5 sono riportati i valori di k' per differenti
condizioni vincolari dei lati scarichi della piastra esaminata.

L’espressione (2.22) € molto accurata per valori di a/b > 1 con i lati caricati
in semplice appoggio e per a/b > 4 con i lati caricati incastrati.

Anche se la (2.22) deriva da approssimazioni risulta fornire tensioni con
errori trascurabili per materiali aventi modulo di Poisson compreso tra
0.27 <v <£0.37.

iy Tty iy 1 i

b
-
o+ 2l B F g
o 3 3
ol (A

tt fHe t4 ttt bt

¥ 0.375 1.18 an 5.04 642

Fig.2.5 Valori della costante k' per diverse condizioni vincolari di una piastra metallica relativamente
lunga sottoposta a compressione [23]

fixed

pinned
pinned
pinned
fixed
fixed

E’ evidente che il calcolo del carico critico € in generale complicato e non
esiste un metodologia universale e, le informazioni riguardo a questo
fenomeno derivano per lo piu da prove sperimentali specifiche su
determinate forme, carichi e condizioni vincolari.

Per le tipologie di sezioni piu comuni si pud determinare il valore della

tensione di instabilita (buckling) con delle espressioni ricercabili in letteratura.
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Di seguito si riportano degli esempi per differenti tipologie di sezione riportati
nell’ L’Astronautical Structure Manual per il calcolo della tensioni di instabilita

elastica locale.

e Sezione a l in compressione:

Considerando una sezione come in Fig. 2.6 la tensione di instabilita

elastica puo essere ricavata dalla relazione:

m2E tw\?
Ocrmin = ky, m (E)

flange

by = Y

T
¢ alle B
w
web — 7 _L
| =
—)J bf rE—

Fig. 2.6 Sezione trave ad | [23]

dove k,, viene ricavato dal grafico sperimentale di Fig. 2.7, che mostra

inoltre quale parte della sezione (web o flange) raggiunge l'instabilita.

\lﬂa‘ebwnucll\es ﬁ‘rst_ ‘
= s
6 / 1 i x_ Flangebucrles first]
| EEEAY T
NN ]
ok QN B
JE
: LANANN
EEERNNNNNNT
: RN '\E\Sﬁé’ ‘
R SSSHIE
) AN,

0.6
byIb,
Fig. 2.7 Coefficiente di instabilita rispetto al rapporto

dimensionale Z—f e tt—‘” per una sezione ad | [23]
w o tf
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e Sezione a Z o a channel

Considerando una sezione come in Fig. 2.8 la tensione di instabilita

elastica puo essere ricavata dalla relazione:

2

m2E tw
g =k —
crmin W12(1 —v?2) ( )

b,

t

L

Fig. 2.8 Sezione trave con
sezione a Z o channel [23]

dove k,, viene ricavato dal grafico sperimentale di Fig. 2.9.

YVDhbucktesHml ~ ;‘ [ |

LY
6 .—]rJ Flange buckles first

| \_f'

Fig. 2.9 Coefficiente di instabilita rispetto al rapporto
. . byt .
dimensionale 5. €7 peruna sezione a channel [23]
w o tr

e Tubo rettangolare in compressione (box section)

Considerando una sezione come in Fig. 2.10 la tensione di instabilita

elastica puo essere ricavata dalla relazione:
7T2E th 2
Ocrmin = k n

¥12(1 - v2)
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T I
h
i

— b —

Fig. 2.10 Sezione trave con
sezione a box [23]

dove k,, viene ricavato dal grafico sperimentale di Fig. 2.11.

.T ﬁ_ﬁ_ﬁ_
6 r’i

5

=

buZIcs;;d:ﬂrstil | ; \\ \:.l -gl

kw 3 ﬂ» ln side buckleé AB\\ :\
| fi

2 1 | \d‘

) ; | !

o o
b/h
Fig. 2.11 Coefficiente di instabilita rispetto al rapporto
dimensionale S—f e tt—W per una sezione a box [23]
w  tf

2.5 Tensione di crippling

Una volta raggiunta la tensione critica di buckling locale nella sezione di

interesse, possono verificarsi due fenomeni:

e La struttura pud raggiungere la tensione critica di buckling primario.
Questo pud avvenire poiché l'instabilita secondaria, variando localmente
la sezione, cambia le caratteristiche inerziali dell'intera struttura.

e Non viene raggiunta la tensione critica di bickling primario. Le piastre
componenti la sezione della struttura sono ancora in grado di supportare

una ulteriore tensione detta: “tensione di crippling”.
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La tensione di crippling rappresenta la tensione media massima che pud
supportare una piastra raggiunta la condizione di instabilita locale ossia la
sua ultima riserva di carico.

Per spiegarne il significato si prenda in esame una piastra rettangolare
compressa lungo i due lati e corti e vincolata lungo gli altri due come in Fig.
212

Stress distribution

p
Fig. 2.12 Piastra vincolata sui due lati scarichi
sottoposta a compressione [23]

Uno dei lati scarichi presenta un vincolo che impedisce gli spostamenti lungo
la direzione z (direzione ortogonale alla superficie superiore della piastra). Ad
un determinato valore del carico di compressione insorgera l'instabilita con
una conseguente deformazione stabile della piastra. In questo
configurazione, le tensioni sulla piastra non avranno un andamento costante
ma, risulteranno maggiori in vicinanza del bordo vincolato. Con I'aumento
progressivo del carico di compressione, il picco di tensioni localizzato in
prossimita del lato vincolato, pud raggiungere il valore limite di resistenza per
il materiale. La tensione media raggiunta prima del superamento del limite di
resistenza del materiale rappresenta la tensione di crippling.

Di seguito sono riportate due metodologie di calcolo approssimato per la
tensione di crippling ipotizzando sempre di essere in campo elastico (le
metodologie per linstabilita locale elasto-plastica non fanno parte degli

obbiettivi posti per questo elaborato):
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1)Metodologia Astronautical Manual:

Presentata appunto nel testo : Astronautical Manual, € utilizzabile per tutti i

materiali in caso di instabilita elastica.
Occ = 10* Osnerv (2-23)

dove o, € la tensione di crippling, os,.r» € la tensione di snervamento del
materiale e x € un parametro che dipende dalle condizioni al contorno.

-Un lato libero ed uno in appoggio:

b\ [o
x = —0.25 — 0.81log K?) | 5’};”’]

-Entrambi i lati in semplice appoggio:

b
x = —0.14 — 0.81log [(?) /US’;’””]

2)Metodologia di Clark & Jombock

Espressione ricavata da Clark e Jombock valida solo per leghe di alluminio e

con la condizione che la snellezza della piastra 1, sia maggiore di una

costante Cp definita empiricamente.

Vo B (2.24)

dove B, & una costante definita empiricamente e k, &€ una costante relativa

agli stati di lavorazione subita dalla legha di alluminio:

- k, = 2.04 stati di lavorazione —H, -T1, -T2, -T3, -T4
- k, = 2.27 stati di lavorazione —T5, -T6, -T7, -T8, -T9
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In base alla sezione si pud quindi determinare quale delle sue parti (flange o
web) raggiunga per prima la condizione di instabilita grazie ai grafici sopra
riportati (Figure grafici sarafin).

Si definisce poi una snellezza relativa alla piastra (flange o web) che

raggiunge il buckling come:

E

Ay =m (2.25)

O-C T

ed una snellezza per le piastre che non raggiungono l'instabilita come:

wen (b () e

con k; parametro funzione delle condizioni al contorno sui lati scarichi della
piastra.

Si calcoleranno poi per ogni piastra le relative tensioni di crippling tramite una
delle due metodologie (Astronautical Manual o Clark & Jombock).

Infine la tensione media di crippling su tutta la sezione sara data da:
Occsez = ; (2.27)

con n numero delle piastre componenti la sezione, b; t; dimensioni della

piastra i-esima e o, ; tensione di crippling per la piastra i-esima.
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2.6 Metodo dello spessore efficace per sezioni a box e

channel

Di seguito si riportera una metodologia per il calcolo della tensione critica
delle sezioni a box e a channel presentate nel manuale BS 5950 ( British
Standard for the design, fabrication and erection of structural steelwork)
valida per profili in alluminio.

Uno vantaggi dei profili in alluminio & la possibilita di una facile formabilita in
differenti forme tramite piegatura o accoppiamenti di piastre o lamine sottili.
L’alluminio ha un valore del modulo elastico ridotto di circa un terzo rispetto
allacciaio comportando valori di tensioni critiche per linstabilita locale
inferiori. Per i profili in alluminio, l'instabilita locale, € il fenomeno dominante
che provoca il fallimento della struttura.

Il metodo di seguito riportato per il calcolo del carico critico, tiene conto degli
effetti dovuti all’accoppiamento di piastre sottili a formare una sezione per un
profilo a box e a channel.

Considerando k, il coefficiente di instabilita di una piastra indipendente e,
con k il coefficiente di instabilita di interazione per piastre assemblate, si

definisce un coefficiente di restrizione:

Y=—  (2.28)

La tensione critica per una piastra considerando I'effetto dell’accoppiamento

sara.

Ykom?E (t)z (2.29)

% T 12(1—v2)\b

Quando insorge l'instabilita, sia le flange che le nervature che compongono il

profilo hanno lo stesso valore di tensione critica per cui:
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oy = 0T E_ (t—w)2=—kfn2E (t—f)z (2.30)
121 -v?) \h 12(1 —v2) \b '

dove t, e tr sono rispettivamente gli spessori di nervatura (web) e flangia
(flange), h e b sono rispettivamente gli spessori di nervatura e flangia. k,, e
k¢ sono i coefficienti di instabilita per la nervatura e la flangia.

Dalla (2.30) si ricava la relazione tra i due coefficienti di instabilita:

w=ir (D) (£) e

Definendo con k,,, € k¢ i coefficienti di instabilita di nervatura (web) e flangia

(flange) senza l'effetto dell’accoppiamento si ottengono i rispettivi coefficienti

di restrizione:

k
Yy = Yy = Efo (2.32)

Si prenda in esempio un tubo a sezione quadrata (box section) in parete
sottile sottoposto a compressione come in Fig.2.13.

Si pud considerare come formato da quattro piastre sottili.

Fig. 2.13 Sezione a tubo quadrato (box) e relativo modello
rappresentante la deformazione [59]

Come da teoria, [linstabilita locale della sezione ha le seguenti

caratteristiche:
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o L’instabilita di tutte e quattro le piastre avviene simultaneamente;

e | bordi di connessione tra piastre adiacenti rimangono rettilinei prima e
dopo l'instabilita

e L’angolo di connessione tra piastre adiacenti rimane rettilineo prima e
dopo l'instabilita

e Le piastre in una sezione hanno la stessa deformata a semionda come in
Fig.2.13.

e Ogni punto nel bordo di connessione tra le piastre adiacenti avra lo

stesso valore di tensione o di rotazione angolare delle due piastre.

Si assume l'asse x della piastra lungo la direzione longitudinale del carico e,
'asse y trasversale alla sezione con l'origine posta al centro.
La deformazione dovuta all'instabilita della flangia e della nervatura €& definita

dall’equazione:

. mmx §
Wi = Sin > Fy¥in () (2.33)
n=1

dove Y;,(y) = A;cosha;y + Cicosf;y

| coefficienti a; e 5; sono definiti come:

=

1
p..|° fp :
a; = (A2, + A, % Bi = |22+ A, g" (2.34)

con A, = mr/L dove m indica il numero di onde di deformazione lungo la

direzione del carico ed L la lunghezza della piastra.
Il carico critico e pari a P.,; = g, t;, dove t; € lo spessore mentre l'indice i

discrimina tra la flangia (i = 1) la nervatura (i = 2).
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D indica la rigidita flessionale della piastra definita precedentemente dalla (),
A; e C; sono coefficienti di integrazione ed FE, & il coefficiente di
amplificazione di deflessione.

Le equazioni (2.33) e (2.34) derivano dalla soluzione di Levy per I'equazione

differenziale di equilibrio per una piastra deformata elasticamente:

0*w o*w  d*w\ ot *w
—0 (235

2 .

dx* * d0x?0y? + dy* D 0x?
Per determinare il carico critico si impongono le condizioni al contorno:
Wily,=—p, =0 = Ajcosha;(—by) + Cicosp;(—=by) =0

Waly,=p, =0 = Ajzcoshay(b,) + CycosP,(by) =0

adw, aw,

a_yl |)’1=—b1 = a_yz |J’2=b2
= Aldlsinh(llbl - Clﬁlsinﬁlbl + Azazsinhazbz - Czﬁzsinﬁzbz
=0

2 2
d°w, 0w,

Mylylz_bl = MY'YZZZ = ayf |3’1=—b1 -

— _ ﬁ
2 IYZ—bz
2y,

A a?cosha; by, — Cf?cosfy by — Ayascoshayby + Cy32c0sB,b,=0

per ottenere una soluzione non banale si deve risolvere il sistema imponendo

uguale a zero il determinate della matrice:

cosha,b; cospib, 0 0
0 0 cosha,b, cosf,b, B
a,sinha;b; —p;isinf,b, a,sinha,b, —p,sinf,b,| T 0 (2.36)
0‘12C05ha1b1 —ﬁfCOSﬁl b, a% cosha,b, —ﬁzz cosB,b,

Dati i parametri geometrici delle piastre I'equazione (2.36) pud essere risolta

numericamente fornendo i valori dei parametri a4, f;, ay, S Uutili per
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determinare il valore del carico critico della flangie e della nervatura. Il carico
di instabilita locale della struttura sara poi il minore tra i due.

In maniera analoga si puo ottenere il valore del carico critico per un profilo a
sezione a C (channel section) come in Fig. 2.14, per brevita per tale sezione

si riporteranno solo i risultati ottenuti.

Fig.2.14 Sezione a canale (channel) e relativo modello
rappresentante la deformazione [59]

Il coefficiente di instabilita “di interazione” e il coefficiente di restrizione

possono essere determinati a partire dal carico critico con le espressioni:

P o 120 -7 (b)z o

— 2.37
m2E t ( )

Analisi sperimentali provano che il coefficiente di interazione di instabilita non
dipende dal modulo elastico e dalla rigidezza del materiale ma, dipende solo
dal rapporto di forma (b/h) e dal rapporto di spessore (tf/t,,) tra flangia e
nervatura della sezione analizzata.

Per una compressione unitaria in travi con sezione a box formate da piastre

dello stesso spessore il coefficiente di instabilita per la nervatura si pud
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quindi derivare dall’espressione alternativa (metodo derivato dal manuale
BS5950):

b
=7- 20O G

0.11 + n
mentre per una sezione a channel .

2 2+48(b/h

k,, = - + ( b/ 3) (2.39)
b o
1+15(E) 1+15(h)

Il coefficiente di interazione per la flangia viene determinato a partire dal

coefficiente relativo alla nervatura tramite la relazione:

ky =k, (%)2 (t—f) (2.40)

Si analizzino due travi sottoposte a compressione assiale con sezione a box

e a channel, con le proprieta riportate in tabella Tab. 2.1.

Section type Web width ~ Web thickness  Stub length  Elastic modulus Poisson's
I () f,, (mm) [ (mm) E (N/mm2) ratio V

Box section 180 4 720 70000 0.3

Channel section 180 1 720 70000 0.3

Tab. 2.1 Dimensioni geometriche e caratteristiche
del materiale per le due sezioni box e channel [59]

In fig 2.15 € rappresentata le relazione tra il coefficiente di restrizione y,, e il
rapporto di forma b/h con t; =t, per le due differenti sezioni dove m
rappresenta il numero di onde di deformazione. Nei due grafici vengono
messi a confronto gli andamenti dal coefficiente di restrizione ricavati a
partire dall’equazione (2.37) (con differenti valori di m) e dall’equazione
modificata (2.38).
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Fig. 2.15 Coefficiente di restrizione in funzione del
parametro geometrico b/h per le due sezioni [59]

Per valori di ¥, =1 si ha una instabilita indipendente dall’iterazione tra le
diverse piastre che compongono la sezione. Si osserva come I'andamento
ottenuto con I'equazione modificata () non si discosti molto per piccoli valori
di m dall’andamento ottenuto con la relazione classica ().

Per sezioni a box con flangia e nervatura dello stesso spessore, una
relazione approssimata che lega il coefficiente di restrizione ¥, con Il

rapporto tra gli spessori t¢/t,, , € data da:

1.16
Y, = 1.34 — e (2.41)
14237 (—f)
tw
mentre per una sezione a channel:
1.41
Y, = 1.45 — — 3 (2.42)
1409 (—f)
tw
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In Fig. 2.16 € mostrata la relazione approssimata tra y,, e t;/t,, , perle due

sezioni, messa a confronto con I'equazione data dalla teoria classica. Risulta

evidente come ci sia un’ottima coincidenza tra il coefficiente approssimato e

quello teorico per piccoli valori di m.

™w

Restraint coefficient W

Al o o o e o R i e IR s
2.00
= ﬂ"wﬂ"‘mﬂ-ﬂ B
1.00 s » 150
0.80 / ﬁﬁ"'-‘
/ 1.00 ol 7
i ) 4
040 /= m=4 |.. os Wi e [
d —m=5 f m=
- ——Eq.(32 i =4
& £ HEM —— Eq.(33),....
0.00 ; : . .
0.00 0.50 1.00 1.50 2.00 0.00 0.50 1.00 1.50 2.00 250

Thickness ratio tJt, Thickness ratio t/t

(a) Box section (b) Channel section

Fig. 2.16 Coefficiente di restrizione in funzione del rapporto
tra gli spessori t;/t,, per le due sezioni [59]

Infine per generiche sezioni a box e a channel con differenti valori di

spessore tra flangia e nervatura, si pud determinare il valore del coefficiente

di restrizione approssimato tramite i grafici in fig. 2.17.

w

Restraint coefficient W

1.80
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(a) Box section

Width ratiec b/h
(b) Channel section

Fig. 2.17 Coefficiente di restrizione in funzione del rapporto tra
gli spessori t¢/t,, e del rapporto b/h per le due sezioni [59]
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| risultati ottenuti dai grafici sono riportati nelle tue tabelle Tab. 2.2, Tab. 2.3

relative alle due sezioni analizzate.

Width ratio  Thickness ratio 5 / i

b/h 050 075 100 125 150 175 200 225

0.10 1519 1519 1519 1519 1519 1519 155 1611
0.20 1411 1416 1417 1418 1418 1418 1440 149
030 1334 1354 1360 1363 1364 1365 1381 1429
0.40 1246 1305 1322 1329 1333 1335 1346 139
050 1108 1252 1290 1305 1313 1317 1324 1364
0.60 0885 1183 1257 1284 1298 1305 1315 1346
0.70 0.658 1084 1217 1264 1285 1297 1307 1335
0.50 0505 0951 1le4 1241 1274 1291 1302 1330
0.90 0400 0807 1092 1212 1261 1285 1299 1330
1.00 0324 0678 1000 1174 1247 1279 1297 1328
1.10 0268 0572 08% 1121 1228 1275 1295 132
1.20 0226 0488 0793 1052 1201 1266 1294 1324
130 0193 0420 0700 0971 1162 1255 1295 1323
1.40 0167 0365 0618 0885 1108 1239 1291 1322
130 0145 0320 0547 0802 1040 1211 1288 1321
1.60 0128 0283 0487 0725 0965 1166 1282 1320
1.70 0114 0251 0436 0656 0890 1107 1266 1320
1.80 0102 0225 039 0595 0818 1039 1227 1319
1.90 0092 0203 0355 054 0751 0969 1172 1318
2.00 0083 0184 0322 0493 0690 0900 1108 1289
210 0076 0167 0294 0452 0635 0835 1042 1236
2.20 0.069 0153 0269 0415 0585 0775 0976 1173
230 0.063 0141 0248 0382 0541 0720 0913 1109
240 0058 0130 0229 0353 0502 0670 0853 1045
250 005 0120 0212 0327 0466 0624 079 0983
2.60 0050 0111 019 0304 0433 0582 0747 0924
2.70 0.047 0103 0183 0284 0405 054 0701 0870
2.50 0044 009 0171 0265 0378 0510 0657 0818
2.90 0.041 0090 0160 0248 0355 0478 0618 0771
3.00 0038 0084 0150 0233 0333 0449 0381 0727

Tab. 2.2 Coefficienti di restrizione per differenti valori dei
rapporti dimensionali t;/t,, e b/h per sezioni a box [59]

Width ratio  Thickness ratio ff/‘f“

b./h 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 175 2.00 235 2,50

0.05 1.041 1060 1.063 1.064¢ 1065 1.065 1.060 1.066 1.077 1104
0.10 0942 1079 1104 1112 1l1le 1119 1120 1121 1129 1152
0.15 0.652 103> 1114 1140 1152 1158 1162 1165 1172 1.19%
0.20 0372 0913 1088 1147 1172 1185 1193 1198 1200 1233
0.25 0239 0731 1023 1132 1478 12001 1214 1322 123 1265
0.30 0169 0552 0915 1095 117F 1208 1228 1240 1255 1281
0.35 0125 0419 0782 1030 1151 1207 1236 1252 1267 1300
0.40 0098 0326 0652 0939 1113 1198 1239 1260 1278 1314
0.45 0.078 0260 0541 0833 1.0 1179 1237 1266 1286 1325
0.50 0.064 0212 0452 0728 0975 1145 1231 1269 1293 1333
0.55 0024 0177 0382 0632 088 1091 1217 1270 1297 1337
0.60 0045 0149 0326 050 079 1.019 1187 1269 1300 1337
0.6 0040 0128 0281 0481 0708 0937 1134 1262 1303 1.339
0.70 0035 0111 0245 0423 0632 0854 1064 1234 1304 1348
0.75 0031 0.097 0216 0374 0566 0775 0987 1179 1306 134
0.80 0027 0.08 0191 0334 0507 0703 0909 1109 128 1346
0.85 0.025 0077 0171 0299 0457 0638 0835 1.035 1223 1347
0.20 0.023 0069 0154 0269 0413 0581 0766 0960 1153 1329
0.95 0020 0.062 0139 0244 0375 0530 0703 0889 1.080 1264
1.00 0018 0.056 0126 0222 0343 0485 0647 0823 1008 119
105 0017 ©0.051 0115 0203 0314 0446 053% 0762 0939 1121
110 0016 0.047 0105 0186 0288 0410 0551 0706 0874 1.051
115 0016 0.043 0.097 0172 0266 0379 0510 0656 0813 0985
1.20 0.016 0.040 009 0150 0246 0351 0473 0610 0761 0922
125 0.016 0037 0083 0147 0228 0326 0440 0569 0711 0.864
1.30 0.016 0034 0077 0137 0213 0304 0411 05332 066> 0.810
135 0016 0.032 0072 0127 0198 0284 0384 0497 0623 0761
140 0016 0.030 0067 0119 018 0266 0360 0466 058 0716
1.45 0016 0.028 0.063 0112 0174 0249 0338 0438 0551 0.674
1.50 0016 0.026 0.059 0105 0163 0234 0317 0412 0518 0.635

Tab. 2.3 Coefficienti di restrizione per differenti valori dei
rapporti dimensionali t;/t,, e b/h per sezioni a channel [59]
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2.7 Esempio: collasso elastico di tubi in parete sottile

Si consideri un tubo omogeneo a spessore sottile come in mostrato in

Fig.2.18 sottoposto ad un carico assiale di compressione.

Fig.2.18 Tubo omogeneo in parete sottile

In Fig. 2.19 a) &€ mostrata la deformazione del tubo ricavata tramite un analisi
ad elementi finiti e, in Fig.2.19 b) una sezione assiale del tubo dove ¢ visibile

la deformazione ad onda sulla parete dovuta all'insorgere dell’instabilita.

Wl gt

Fig. 2.19 Deformazione del tubo in parete sottile sottoposto a compressione assiale

Si definisce con A la lunghezza d’onda della deformazione. Per poter
osservare il fenomeno € necessario che la lunghezza assiale del tubo sia
sufficiente a contenere (almeno 3) lunghezze d’'onda per poter trascurare
I'irrigidimento dovuto agli effetti bordo e, il raggio medio deve essere molto
maggiore dello spessore (almeno 20 volte).

Si vuole determinare la tensione critica del tubo in parete sottile in funzione

dello spessore e del raggio medio.
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La lunghezza d’onda della deformazione per un cilindro di raggio medio r e

spessore s si pud definire come:

p=— T RS (2.43)

Y12(1 —v?)

Un tubo sottile pud pensarsi come formato da una serie di elementi

monodimensionali lateralmente connessi come mostrato in Fig. 2.20.

Fig.2.20 Equilibrio di un elemento infinitesimo di tubo

Se i carichi sono assiali e simmetrici, il comportamento di un singolo
elemento pud caratterizzare lintero tubo e il problema divine
monodimensionale.

Si considera un elemento infinitesimo d6 (in coordinate cilindriche) del tubo
rappresentato in Fig.2.20.

Si scrive I'equilibrio radiale per una lunghezza assiale unitaria:
do
KuRd6 = 20637 (2.44)

dove con g, si considera la tensione circonferenziale definita dal legame

tensione-deformazione come:

2n(R —u) — 2nR B
27R -

u
0.=Ee, =E ~E (2.45)

e con K rappresentante la rigidezza dovuta al trattenimento circonferenziale

del mantello definito dall’equazione:
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S
K=— (2.46)

che considerato per unita di superficie porge il valore della rigidezza

equivalente:

Es
k = 2nRK = 271? (2.47)

La tubazione sottile, caricata in maniera assialsimmetrica, si pud trattare

come una trave su fondazione elastica (Fig.2.1)

Fig.2.21 Trave su fondazione elastica: modello
equivalente al tubo in parete sottile

Si puo studiare ora il comportamento di un concio di trave su fondazione
elastica con rigidezza (per unita di superficie) k soggetto a carico assiale P

come in Fig.2.22. M(z) rappresenta il momento, V(z) il taglio,e w(z) il carico

distribuito.

nfz + 6z)
kuiz) 8z

- oz -|

Fig.2.22 Equilibrio di un concio di trave su fondazione elastica

Per I'equilibrio la variazione del taglio € pari a:
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d =w+k 2.48
Y u (2.48)
la variazione del momento:
am =P du +V 2.49
dz ' dz (2.49)
con M definito come:
M =-E'] d*u 2.50
B dz? (2:50)

I momento di inerzia complessivo del tubo vale:

_ 2mRs?® 251
Nelle sollecitazioni bidimensionali, il rapporto tra tensione e deformazione
relativa assume il valore:
E' = E 2.52

Considerando assente il carico distribuito w(z), combinando le tre equazioni
(2.48),(2.49) e (2.52) si ottiene I'equazione differenziale di equilibrio per il

concio di trave:

d*u P d*u ku

et — = 2.
' tpiaz e =0 @9

La soluzione & del tipo: u = Ae%* e si determina ricavando gli zeri dalla

soluzione algebrica:
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P k 1 P 4k (P)2

Nella soluzione che si ricava, il termine di decadenza esponenziale si annulla

se si annulla la precedente radice, il valore del carico critico risultera:
P, = V4KE'I (2.54)

Il carico critico comporta l'instabilita estesa a tutto lo sviluppo longitudinale
della trave su fondazione elastica, con l'apparire, di numerose piegature in
tutta la sua estensione.

Le due deformazioni assiale e circonferenziale del tubo sono definite come:

py = |4(2nES) g (FRRS Py = |mi—to s (256
0= (”F) 1z ) = Ph= |GiggTyst (256

Passando ora alla tensione critica assiale si ottiene:

O = ol =t (i) (2.57)
2nRs m R

valida purché la lunghezza assiale del tubo sia sufficientemente lunga per
assicurare la formazione di piegature.

Si pu0 infine calcolare, per un tubo in parete sottile, la lunghezza libera di
inflessione che comporta il passaggio tra una instabilita locale elastica ed
una globale elastica. Per fare cio si eguaglia il valore di tensione critica di
una trave a sezione rettangolare di lunghezza L con la tensione critica

ricavata sopra per il tubo in parete sottile ovvero:
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m2E] E S
OcrTrave = OcrTubo = A12 = 30 =7 (E) (2.58)
che svolta per L? porge:
12 TV30 —v) (R + RY(RE + RY) (259)
8 R, —R;

con R, e R; liraggio esterno e interno del tubo.
Per un tubo in alluminio (v = 0.33), raggio esterno R, = 50 mm, R; = 48 mm,

risulta L = 689 mm, a cui corrisponde una tensione critica di 197,5 MPa..
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3. L'instabilita in materiali
compositi

In questo capitolo si trattera brevemente dellinstabilita nei materiali
compositi.

Rispetto a materiali isotropi, nei compositi risulta difficile ricavare teorie
universalmente valide per spiegare e prevedere il fenomeno dell’instabilita.

In letteratura & possibile pero ritrovare studi specifici e mirati a particolari casi

di interesse di cui si riportera qualche esempio.

3.1 Richiami sulla teoria del laminato

Si consideri la piastra in laminato di Fig. 3.1, essa &€ composta da piu lamine
che si assumano essere perfettamente legate tra di loro.

Come da figura il sistema di riferimento xyz ha origine nel piano medio della
piastra. Gli spostamenti dei punto lungo le direzioni x, y, z sono

rispettivamente u, v, w.

Fig. 3.1 Piastra rettangolare in materiale composito,
con relativo sistema di riferimento [13]

Vengono fatte le seguenti assunzioni:

- Lo spessore t della piastra, € molto minore rispetto alle dimensioni dei
due lati a, b, ed é costante

- Gli spostamenti u, v, w sono piccoli rispetto allo spessore della piastra.

69



Capitolo 3: Instabilita in materiali compositi

- Le deformazioni nel piano &,, €, € y,, sono piccole rispetto all'unita.
- Le deformazioni trasversali di taglio y,, e y,,, sono trascurabili

- Gli spostamenti tangenziali u e v sono funzioni lineari della coordinata

Z.

- La deformazione normale ¢, & trascurabile.

- E’valida la legge do Hooke per le deformazioni.

- Le tensioni di taglio 7., e 7,, svaniscono sulla superficie della piastra

definita dalla coordinata z = +t/2.

Date le assunzioni sopra riportate, € come considerare uno stato di tensione
piana su ogni lamina che compone la piastra, e definire l'ipotesi di Kirchhoff

ovvero che le sezioni inizialmente normali al piano medio rimangono piane e

ortogonali ad esso dopo la deflessione.

Gli spostamenti possono esprimersi come:

dove u° e v° sono rispettivamente gli spostamenti lungo x e y del piano.

u=ux,y)+ zF (x,y)
v=vx,y) + zF,(x,y)
w=w(xy) = w(x,y)

Le deformazioni di taglio sono definite come:

e quindi:

Sostituendo la nella relazione deformazione-spostamenti per tensioni piane

si ottiene:
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ex=—x=s,?+ZKx

v (3.4)
= - =& *ZK,y,

du Jv 0
Vxy za_i'a:yxy_i'mcxy

dove con £° si indicano le deformazioni del piano medio:

o ou® o av° 0_6u°+6v° 3c
& T ox gy_ay ”"Y‘ay 0x (3:5)
mentre con k le curvature del piano medio:
0w 92w 02w
K, = _W Ky = —a—yz ny = — % (36)

con k, curvatura del piano medio nel piano xz e k, curvatura del piano
medio nel piano yz. k,, €& la curvatura torsionale fuori dal piano della
superficie media del laminato.

L’equazione (3.) fornisce lo spostamento ad ogni distanza z dalla superficie
media.

La tensione lungo un asse arbitrario xy nella lamina k-esima del laminato
pud essere trovata sostituendo I'equazione (3.5) nella relazione tensione-

deformazione della lamina:

Oy Q_ll 612 616 EJ(C) + ZK
{Gy} =10 Q Q| = £y + 2Ky (3.7)
. e 2

Tyy — 0
Qe Q26 CQoel, Vay F ZHxy

dove lindice k e riferito alla lamina k-esima, e Eij (i,j = 1,2,6) sono gli

elementi della matrice di rigidezza della lamina k-esima
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Le forze per unita di lunghezza sono date da:

t/2 N Zk
N, = f oz = Z { f 1(ax)kdz} (3.8)
. L\,

Zk

con: -t=spessore del laminato
-(0y) = tensione nella lamina k-esima
-z, — 1 = distanza dalla superficie media della superficie interna della
lamina k-esima
-z;, = distanza dalla superficie media della superficie esterna della

lamina k-esima

Le espressioni per N, ed N,, sono le medesime sostituite le direzioni
corrispondenti.

| momenti per unita di lunghezza sono definiti da:

t/2 Zk
M, f 0,zdz = {f (ax)kzdz} (3.9
t/2 = -1

Zk

le espressioni per M, ed M,, sono le medesime sostituite le direzioni
corrisondenti.

In Fig. 3.2 & rappresentato il riferimento usato per le lamine.
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Fig. 3.2 Rappresentazione del sistema di riferimento
per le N lamine del laminato [13]

Sostituendo la relazione tensione-deformazione (3.7) nelle due equazioni
(3.8) (3.9) e riscrivendo in forma matriciale, i carichi e i momenti si esprimono

(esempio solo nella direzione x):

Nx = A11€9(c) + Alze:g + A16)/3?y + B11Kx + B12Ky + B16ny (311)

Mx = 31163 + Blzg_’;/) + 316)/3?3, + D11Kx + D12Ky + D16ny (312)

dove si indica con [A] la matrice di rigidezza estensionale del laminato con

componenti:

¢ N
1= (@) 4= (@) @ (313)

~t/2 k=1

con [B] la matrice di accoppiamento del laminato con elementi:

N
b= [ (@) 2= (@) @ -aed  G1o

~t/2 k=1
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e con [D] la matrice di rigidezza flessionale del laminato con termini:

t/2 1<
Dl-jzf_ (Q. Zdz_§Z a,) @ = 7) (3.15)

con gliindici i,j = 1,2,6.
Gli altri carichi risultanti possono scriversi in maniera analoga, e la relazione

tra carichi e deformazioni del laminato si pud scrivere in forma matriciale

come
( Nx A1 Ay A By Biz Bis s,g )
Ny A1z Ay Aze Bip Biz Bas|| &
) ny = Ate Az Ass Big Bas Bes ) Y;?y { (3.16)
M, Ci1 Ciz G Dy D1z Dig ||k,
M, Ciz Cyy Cy6 Dyp Dy Dyg k,
\M, Cie C26 Co6 Dis Das Des Ky )
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3.2 Equazione di equilibrio per la piastra in laminato

Si prende in considerazione un elemento infinitesimo di una piastra in

laminato come in Fig. 3.3.

Fig.3.3 Elemento infinitesimo di piastra in laminato
con le possibili sollecitazioni [13]

In Fig. 3.3(a) sono raffigurati le risultanti dei carichi nel piano, in Fig. 3.3(b)
sono rappresentati i momenti risultanti agenti sull’elemento infinitesimo e in
Fig. 3.3(c) le risultanti dei carichi trasversali di taglio.

In questa trattazione si assume l'ipotesi di piccola deflessione per la piastra,
per cui le componenti fuori dal piano dei carichi risultanti nel piano N,, N, e
N,,, sono trascurabili.

Tuttavia, queste componenti fuori dal piamo verranno considerate nella
prossima sezione per I'analisi dell'instabilita.

Le risultanti dei carichi trasversali di taglio Q,, € @, sono definiti come:

t/2
Q, =f T, dZ (3.16)

—t/2

t/2

Qy = f T,,dzZ (3.17)
—t/2

Con q(x,y) siindica il carico distribuito trasversale.

Per I'equilibrio statico, la somma delle forze lungo la direzione x é:
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ON, ON,y,
N,dy + dedy + Nyydx + 3y dxdy — Nydy — Ny,dx =0 (3.18)

L’equazione (318) puo essere semplificata come:

ON, 0N,
—+——=0 3.19
0x * ady ( )

Analogamente la somma delle forze lungo y porge:

ON, ON.

y xy
2+ == 2
3y + Ep 0 (3.20)
Mentre lungo la direzione z:
d d
O + 20y +q(,y)=0 (3.21)

dx dy

La somma dei momenti attorno allasse x e y, trascurando i prodotti

differenziali, € rispettivamente:

oM, , M OM, | My,

Xy __

dy 0x QO 0x dy

=0Qx (322)

Sostituendo le equazioni (3.22) nella (3.21) si ottiene:

azM"+2621\4"y+62M"+ (x,y) =0 3.23
dx2 axay | ayz TIWOY) = (323)

Le equazioni (3.19), (3.20) e (3.23) sono le tre equazioni differenziali di
equilibrio per la piastra in termini di tensioni € momenti risultanti. La

corrispondente equazione di equilibrio in termine di spostamenti pud essere
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derivata sostituendo la relazioni deformazione-forza. (), tensione-
deformazione () e curvatura-spostamenti () nelle tre equazioni sopra.

L’equazione risultante sara:

(3.24)
Si noti che gli spostamenti nel piano u° e v° sono accoppiati con gli

spostamenti trasversali w, quando la matrice di accoppiamento [B] & diversa

da zero.
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3.3 Instabilita del laminato

Nella trattazione precedente I'accoppiamento tra le forze nel piano N,, N,

e N,, e la deflessione fuori dal piano, w, & stata ignorata per I'assunzione di
piccoli spostamenti.

Per sviluppare le equazioni di instabilita per carichi nel piano, tuttavia, questo
accoppiamento deve essere considerato.

Si consideri I'elemento infinitesimo di Fig. 3.3(a) orientato in una arbitraria

posizione fuori dal piano come in Fig. 3.4.

Fig. 3.4 Elemento infinitesimo di lamina

L’equilibrio delle forze in direzione z in questa nuova configurazione é:

9Q, 0Q, 0w 02w d%w
— +—= Ny —=—— + 2N N =
ax T dy Tabny) + N, axz TNy 0xdy % dy?

0 (3.25)

Sostituendo le equazioni di equilibrio per i momenti (3.22) ricavate

precedentemente si ottiene:
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62Mx+202Mxy+62Mx+N 62W+2N 9%w Y 62W+ 6)
dx2 dxdy  0y? * 0x2 Voxoy Y dy? ey
-0 (3.23)

Si sostituiscono poi le equazioni (7.141), (7.29) e (7.30) nella (3.23)
ottenendo:

o*w d*w *w *w o*w
Doz T 4D 5557 33y +2(D12 +2De6) 5553 x20y? + 16W+ 2257

a3u® a3u® a3u® 23u®
— B 93 —Bie 35 %20y — (B2 + 2Be6) 55— ax0y? sta—yg
23v° 03v° a3v° 93v°

— Bys e (Biz + 2Bee) FIor v 3B oxdy? B3, g

0°w 2°w 0°w

= q(x y) + Nx 92 Znym + Nya—yz (324)

Si considera ora il problema dell'instabilita per una piastra rettangolare
ortotropa semplicemente appoggiata, sottoposta ad un carico assiale di

compressione, N, = —N , come mostrato in Fig.3.5.

Fig. 3.5 Piastra rettangolare ortotropa semplicemente
appoggiata in compressione [13]

In questa configurazione i carichi N q(x,y) saranno nulli e la matrice di

xy'
rigidezza che esprime il legame tra tensione e deformazione della piastra

ortotropa avra i termini B; ;, A1, A26 D16, D26 Uguali a zero.

i,jr
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L’equazione differenziale caratteristica della piastra deformata data dalla
(7.143) diventera:

0w o*w o*w 0w
Dll W + Z(Dlz + 2D66)W + D22 W = _NW (325)

Per le condizioni vincolari di semplice appoggio, si assume che la soluzione

sia data dalla serie trigonometrica:

mnx _ nmy
smT (3.26)

w(x,y) = Wp,sin

che descrive la deformata della piastra, dove m ed n indicano
rispettivamente i numeri di semionde in direzione x e y.

Sostituendo I'equazione (3.26) nella (3.25) si ottiene I'espressione:
Wynt?[(D1ym* + 2(Dy, + 2Dgg) (mnR)? + Doy (bR)Y)] = Wy, Na?b? (3.27)

con R =a/b.
Questa equazione ha una soluzione banale per W,,, =0 che non & di
interesse pratico, per ottenere una soluzione non banale il carico critico deve

essere:

2

T
Ney = 2 [(Dy1m* + 2(Dy5 + 2Dg6) (MnR)? + Dyp (bR)Y)] (3.28)

come per il caso della piastra isotropa, il carico critico sara dato dal minimo
valore ottenuto da questa relazione.

Il piu piccolo carico di instabilita si verifica per n =1, €& necessario perd
ricavare il valore minimo di m.

Dati i parametri geometrici a, b della piastra e la configurazione del laminato

(D;;) si procede come nel caso della piastra isotropa analizzando il grafico in
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Fig. 3.6 dove & rappresentato 'andamento del carico critico in funzione di

a/b. Sono valide le stesse considerazioni fatte per il caso isotropo.

Fig. 3.6 Grafico del’andamento del carico critico in
funzione del rapporto geometrico a/b [13]

Nel grafico di Fig. 3.6 sono mostrati, con punti triangolari, i valori sperimentali
ottenuti da Hatcher and Tuttle per la medesima configurazione di vincolo e
carico per una piastra a fibre di carbonio in ,matrice epossidica.

Si osserva come nel caso studiato ci sia una buona corrispondenza tra i dati
sperimentali e quelli teorici ma, prove sperimentali su ulteriori laminati con
differenti configurazioni, non sono state altrettanto congrue con la teoria.

Tale difficolta di corrispondenza & da attribuirsi alle inevitabili imperfezioni
delle piastre ortotrope dovute alla difficolta e alla tecnologia di fabbricazione.
Inoltre si e studiato un caso di carico e vincolo molto semplice, variando
queste condizioni & difficile ottenere una teoria generale che possa
prevedere il fenomeno dell’instabilita.

Lo studio dell’instabilita dei materiali compositi € quindi circoscritto a casi
mirati e specifici adottando prove sperimentali ad Hoc o utilizzando
simulazioni ad elementi finiti.

Di seguito si riportera brevemente in maniera qualitativa i risultati ottenuti da

studi e ricerche disponibili in letteratura.
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3.4 Prove sperimentali di un cilindro in materiale

composito sottoposto a compressione assiale [>1]

Il cilindro compresso assialmente & uno dei problemi ricorrenti nella
meccanica strutturale ed & difficile ottenere risultati compatibili tra le prove
sperimentali e le previsioni ottenute con analisi numeriche e teorie analitiche.
Per un cilindro isotropo in parete sottile posto a compressione assiale, la
tensione critica per la quale si ottiene instabilita per la teoria classica lineare

€ data dalla relazione:

E ¢
=——— - (329)

T BT

con E, v rispettivamente modulo di Young e di Poissons del materiale, t
spessore e r raggio medio del cilindro.

L’equazione (3.29) & stata ottenuta indipendentemente da Lorenz,
Timoshenko e Southwell ed € conosciuta come tensione elastica di
instabilita.

In accordo con la teoria lineare, la tensione critica per un cilindro perfetto

anisotropo in parete sottile &:

O = B Bt (3.29)
cr »\/3(1 _V1V2) Elr .

dove con E; ed E, si indicano i moduli elastici del materiale lungo la direzione
parallela e perpendicolare al carico e, ¢ v; e v, i rispettivi moduli di Poissons.
Il carico critico per un cilindro perfetto isotropo caricato assialmente a

compressione € invece:

P, = 2mrtog, = 2mt? (3.30)

E
V31 —v?)
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si osserva come non dipenda ne dalla lunghezza del cilindro ne dal raggio.
Queste relazioni forniscono previsioni spesso non compatibili con i dati
sperimentali.

E’ stato ampiamente accettato, a seguito di differenti studi, che tale
discrepanza tra risultati teorici e sperimentali & fortemente legata alla
presenza di difetti.

Le imperfezioni sono dipendenti dal processo di produzione ed & pertanto
impossibile ottenere un cilindro che ne sia privo.

Rispetto al cilindro ideale, quello reale presenta infatti difetti geometrici,
tensioni residue interne e le applicazioni prevedono eccentricita dei carichi e
condizioni vincolari non ideai.

Sono stati effettuati molti studi per valutare la sensibilita dell’instabilita
rispetto ai difetti ed imperfezioni.

Negli anni settanta ed ottanta, I'lstituto per gli Studi Aerospaziali (Institute for
Aerospace Studies) dell'universita di Toronto ha condotto degli studi
sperimentali ed analitici su cilindri compositi in fibra di carbonio. Particolare
attenzione € stata rivolta agli effetti dovuti alle imperfezioni geometriche
iniziali sul cilindro, determinate tramite uno speciale strumento dotato di
trasduttori sensibili alle deformazioni sul cilindro.

Le imperfezioni rilevate sono state analizzate statisticamente in modo da
poter creare un modello per poterle rappresentare.

Le imperfezioni geometriche rilevate erano dell’ordine dello spessore del
cilindro e, eseguendo prove a compressione si € evidenziato un calo drastico
del valore del carico critico con il loro aumento.

Un ulteriore studio su un cilindro composito sottoposto a compressione si &
svolto piu recentemente presso il Dipartimento di Ingegneria Aerospaziale
del politecnico di Milano.

Sono stati analizzati cilindri di lunghezza pari a 700 [mm] in materiale
composito con differenti layup: Cross-ply (0/90)s, angle-ply (+45), ed eight-

ply ovvero un layup quasi isotropo.
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La prova sperimentale prevedeva la compressione dei provini tramite un
macchinario che applicava il carico a spostamento controllato con un’ottima
accuratezza.

Le superfici del cilindro venivano analizzate tramite trasduttori ottici che
registravano le imperfezioni dei provini e il loro sviluppo durante il corso del
test.

| risultati ottenuti, hanno evidenziato una sovrastima dei valori di carico critico
dati dalla formula lineare dell’ 86% per i cilindri angle-ply e dell’88% per
cilindri cross-ply.

Di seguito verra descritto un ulteriore studio svolto da E. Eglitis, Kalnins,
Ozolins che tratta I'analisi numerica e sperimentale di un cilindro in parete
sottile in compressione assiale.

Per lo studio, sono stati fabbricati differenti tubi con spessore di 1.1 mm in

materiale composito con fibre di vetro E e resina in Poliestere con densita
pari a 290 [-7].

Ogni cilindro & stato realizzato avvolgendo 4 layers di laminato fino al
raggiungimento dello spessore.

| provini sono stati suddivisi per diametro (D): 300 mm e 500 mm e per

lunghezza (L): 400 mm, 560 mm, 660mm come mostrato in tab. 3.1.

LUNGHEZZA DIAMETRO
300 mm 500 mm
400 mm #6 #12 #13 #16 | -
560 mm #3 #4 #5 #7 | -
660 mm # #10 #11 #1.1 #1.2 #1.3 #1.4
#1.5 #1.6 #1.7

Tab 3.1 Configurazione geometrica e nomenclatura dei provini
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Sono state determinate le proprieta del materiale usato tramite prove a

trazione che hanno fornito valori di:

E°® = 18.28 GPa
E% = 18.66 GPa
004 = 219 MPa
020 =296 MPa

Per le prove a compressione € stata utilizzata una particolare macchina
rappresentata in Fig. 3.7 con le sue componenti principali. Il carico viene
trasmesso tramite due piastre: quella superiore fissata all’attuatore idraulico,
e quella inferiore fissata ad un supporto sferico per permettere la
distribuzione del carico nel caso in cui il provino da testare e le piastre non
fossero state strettamente parallele.

Per misurare il carico la macchina era dotata di una cella di carico sotto |l
supporto sferico.

Pe poter verificare la deformazione all’instabilita ogni provino €& stato
verniciato con uno spray acrilico bianco ed & stato creato un setup

interferometrico applicando in fronte al provino una “pellicola “ con line
rettilinee di spessore 1 mm e distanziate tra loro di 1mm per sfruttare I'effetto

Moiré.
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Fig. 3.7 Dispositivo per le prove sperimentali
a compressione assiale [51]

Tutti i provini sono stati ripetutamente caricati fino al raggiungimento
dellinstabilita in modo da verificare il valore del carico critico e le
corrispondenti deformazioni.

In Fig.3.8 e Fig, 3.9 sono rappresentati i valori dei carchi critici ottenuti

rispettivamente per i provini con diametro di 300 e 500 mm.

&0
0 4 - |
% = . # |=400
= 40 é o ® #12 [ =400
= - ; B B & & 8 v #13 =400
o s B g ° A £16 =400
= e ® = #3 L=560
E a0 T m #4 =560
o & #5 | =560
& o 3 @ #7 L=560
B g A #0 1 =560
@ v #10 =560
e #11 =660
10
o

Fig. 3.8 Valore dei carichi critici ottenuti per prove ripetute
sui cilindri test con diametro D=300mm [51]

86



Capitolo 3: Instabilita in materiali compositi
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Fig. 3.9 Valore dei carichi critici ottenuti per prove ripetute
sui cilindri test con diametro D=300mm [51]

Si pud notare, in accordo alle teoria lineare elastica, che il carico critico per
un cilindro assile non dipenda in maniera significativa dalla sua lunghezza.
Confrontando i risultati per cilindri aventi lo stesso diametro, si verifica uno
scarto massimo del valore del carico critico del 60% per provini con diametro
di 300 mm mentre del 40% per i provini con diametro di 500 mm.
Analizzando invece i risultati ottenuti per ogni singolo provino con successive
misurazioni lo scarto tende a essere minore. In particolare cio si verifica per i
cilindri #1.5, #7, #12, #13, #16 mentre per i cilindri #3, #5 e #7 il carico critico
varia significativamente anche se non sono stati osservati danneggiamenti
nel materiale.

Non solo il carico critico varia a parita di configurazione e geometria, ma
anche la deformazione dovuta all’instabilita. In Fig.3.10 e in Fig. 3.11 sono
rappresentate rispettivamente le deformazioni ottenute per i provini di
diametro di 300 mm e 500 mm. Risulta evidente che le deformazioni sono

differenti tra i vari provini anche se idealmente sono geometricamente uguali.
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RTU #@ RTuU #10 RTU #11

Fig. 3.10 Deformazioni ottenute sui provini con diametro D=300
mm durante le prove sperimentali [51]
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RTU #1-2 RTU #1-3 RTU 14

RTU #1-5 RTU #1-8 RTU #1-7

Fig. 3.11 Deformazioni ottenute sui provini con diametro D=500
mm durante le prove sperimentali [51]

Oltre all’analisi sperimentale, lo studio prevedeva la creazione di un modello
ad elementi finiti (FEM) in modo da poter confrontare i dati sperimentali con
quelli ottenuti tramite simulazione numerica.

I modelli per I'analisi FEM sono stati realizzati tramite due software ANSYS e
ABAQUS., con l'utilizzo di elementi piastra a 4 nodi (S4R) con un rapporto tra
la dimensione dell’elemento e il raggio di elemento pari a 1/20.

Il modello & stato vincolato tramite una configurazione creata ad hoc per
rappresentare piu realisticamente la prova sperimentale. |l bordo inferiore del
cilindro & stato collegato rigidamente con un punto di riferimento posizionato
al centro del supporto sferico mentre, il bordo superiore € stato vincolato con
un semplice appoggio. E’ stata inoltre inserita un’eccentricita sul punto di
riferimento pari a 10 mm per modellizzare I'eccentricita random presente nel
test sperimentale. La condizione di vincolo utilizzata €& rappresentata
Fig.3.12.
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Fig. 3.12 Rappresentazione delle condizioni
di vincolo utilizzate nel modello FEM [51]

Inizialmente é stata svolta un’analisi lineare (senza considerare I'eccentricita)
su tutte le forme dei provini ottenendo i relativi modi di vibrare (qualche
esempio in Fig.3.13) che, sono risultati molto differenti rispetto alle
deformazioni ottenute nel test sperimentale. Questo a dimostrazione che
un’analisi lineare agli autovalori e ai modi di vibrare della struttura non é
comparabile con i test. Tuttavia I'analisi lineare €& stata utilizzata poi per

modellizzare le imperfezioni sul cilindro.

a

Fig.3.13 Modi di vibrare e deformate di instabilita per cilindri con
diametro D=300mm: a) Primo modo di vibrare (P;, = 69.9 kN);
b)50t" modo di vibrare P, = 72.5 kN) [51]

Per ogni forma dei provini, &€ stato considerato uno tra i primi dieci modi di
vibrare ottenuti dall’analisi lineare e, la deformata corrispondente & stata

usata come modellizzazione delle imperfezioni iniziali considerando delle
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ampiezze di deformata massima differenti rapportate allo spessore del
cilindro per cui: t/8, t/4, ....t.

Successivamente é stata svolta un’analisi non lineare dei modi di vibrare sui
modelli vincolati e realizzati come sopra descritto.

In Fig.3.14 sono presentate le deformazioni ottenute tramite I'analisi non
lineare al variare dellampiezza delle imperfezioni per il provino di diametro

300 mm e lunghezza di 560 mm.

no imperfacion impesfeciion facior 5 Imperieciion factor 04 imperfection factor 2 Imperfection fachor ¢

Fig. 3.14 Deformazioni ottenute con analisi numerica non lineare, per diversi gradi di imperfezione, sul
cilindro con diametro D=300mm e lunghezza L=560mm [51]

Lo spessore di tutti i provini analizzati &€ costante, la formulazione lineare
elastica data dall’equazione (3.29) fornisce dunque il medesimo valore di
carico critico per tutti i provini ovvero: 84.09 KN.

In Tab. 3.2 sono riportati i carichi critici ottenuti dall’analisi non lineare per

differenti valori di imperfezioni si alcuni dei provini.

D=300mm D=300mm D=300mm D=500mm
L=400mm L=600mm L=660mm L=660mm
Formula 84.09 kN 84.09 kN 84.09 kN 84.09 kN
analitica : ) ’ )
No imperfezioni | 63.14 kN 64.36 kN 64.52 kN 66.94 kN
Fattore di
imperfezione 44 .39 kN 44 .99 kN 45.27 kKN 48.46 kN
t/8
Fattore di
imperfezione 37.09 kN 37.15 kN 36.90 kN 39.54 kN
t/4
Fattore di
imperfezione 34.12 kN 31.82 kN 32.47 kN 34.80 kN
t/2
Fattore di
imperfezions ¢ 33.31 kN 28.59 kN 28.18 kN 31.97 kN

Tab. 3.2 Carichi critici ottenuti tramite analisi numerica non lineare per diversi gradi di imperfezioni
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Analizzando i risultati si € osservato come il raggio del cilindro e la sua
lunghezza influenzino in maniera modesta il valore del carico critico,
variandolo al massimo del 5%.

Inoltre €& evidente la differenza del valore calcolato con analisi numerica non
lineare che, fornisce valori piu bassi del 18% rispetto alla teoria analitica
lineare.

Le deformate e i differenti modi di instabilita, ottenuti dall’analisi non lineare,
sono comparabili con quelli ottenuti nel test sperimentale anche se non le
medesime poiché nel modello numerico sono state modellizzate delle
imperfezioni random e non quelle reali presenti sui provini (Fig. 3.13).

Per quanto riguarda il valore del carico critico, nell’analisi non lineare , se non
si considerano le imperfezioni, si ottengono delle sovrastime. Inserendo
invece le imperfezioni il valore del carico critico decade avvicinandosi a
quello ottenuto sperimentalmente.

In Tab. 3.3 sono riportati i valori del carico critico medio ottenuto nei test
sperimentali, confrontati con i valori piu congruenti ottenuti dall’analisi

numerica con il relativo fattore di imperfezione.

CONFIGURAZIO EISULTATI gEVIAZIONE RISULTAE:TI FATTORE DI

NI PROVINO PERIMENTALI TANDARD NUMERICI IMPERFEZIONE
Py [kN] [kN] P [kN]

D=300mm

L=400mm 36.99 2.84 37.09 t/4

D=300mm

L=560mm 39.73 3.90 37.15 t/4

D=300mm

L=660mm 28.15 6.00 28.18 t

D=500mm

L=660mm 28.87 3.93 31.97 t

Tab. 3.3 Valori del carico critico ottenuti sperimentalmente e con analisi numerica

In questo studio sono stati sottoposti

diametri di 300 e 500 mm e lunghezze di 400, 660 mm.
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Ognuno di essi € stato ripetutamente a compresso fino al raggiungimento
dell'instabilita.

E’ stato inoltre realizzato un modello ad elementi finiti che potesse simulare
la prova sperimentale tenendo conto delle imperfezioni intrinseche presenti
Sui provino.

Dallanalisi dei dati si evidenzia come la teoria lineare sovrastimi
eccessivamente il valore del carico critico, si va infatti da una sovrastima del
25% del provino #10 fino ad una del 58% per il provino #3.

Con un analisi lineare del modello ad elementi finiti, i valori di carico critico
sono ridotti rispetto a quelli forniti dalla teorica lineare ma in ogni caso si
sovrastimano i dati sperimentali ed inoltre la deformazione risultante non &
comparabile con quella rilevata sperimentalmente.

L’analisi numerica non lineare del modello FEM presenta valori e forme di
deformazioni simili a quelle visibili nelle prove sperimentali ma, il valore del
carico critico & sovrastimato. Infine applicando al modello delle imperfezioni
iniziali di differente entita, si ottengono valori di carico critico compatibili con
quelli sperimentali. Le deformazioni ottenute in quest'ultimo caso sono
comparabili con quelle reali a livello di modulo ma non sono le stesse
ottenute sperimentalmente in quanto la modellizzazione delle imperfezioni

non ¢ stata basata sui provini reali ma si € considerata come random.
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4. Setup sperimentale per
test a compressione su
provini in parete sottile

In questa sezione verra descritta 'attivita di progettazione utile a realizzare
una prova sperimentale di instabilita locale su provini in parete sottile con
differenti geometrie e composizione.

Lo strumento principale per la realizzazione dei test € la macchina a
compressione in Fig. 4.1 che permette grazie ad un attuatore di comprimere
tra due piastre rigide un provino.

Inizialmente l'attivita di progettazione ha riguardato uno studio preliminare
per la scelta della geometria e composizione dei provini da realizzare, in
modo da poter osservare il fenomeno dell’instabilita con carichi compatibili
con la portata della macchina.

Successivamente, sono stati ricercati e definiti gli strumenti di misura
necessari per la raccolta dati durante il test e, sono stati progettati i relativi
supporti cercando di soddisfare i requisiti di precisione e ripetibilita della
misura.

Infine, scelte le varie tipologie di provino, si sono progettati dei vincoli da
apporre sulle piastre originali della macchina a compressione per garantire la

stabilita durante la prova dei provini da testare
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4.1 Descrizione della macchina per il test di compressione

In Fig. 4.1 €& presentata la macchina Dyno a compressione prodotta dalla
Easydur®.

La macchina nasce per applicazioni industriali per il test di molle per
ammortizzatori. E’ in grado di condurre sia a prove a trazione che a
compressione con una portata massima del carico di 10[kN] con
un’incertezza di misura dello 0.5% sulla portata massima (£5N).
Principalmente € composta da una piastra fissa inferiore, una piastra mobile
superiore inserite all'interno di un box protettivo, una struttura metallica che
sostiene il corpo centrale e da un Pc che funge da controllore tramite un
software proprietario.

La macchina € inoltre provvista di tasti fisici di arresto ed emergenza in modo

da soddisfare gli adeguati requisiti di sicurezza.

Box protettivo

Piastra

Pc di controllo

Piastra Tasti fisici di
arresto e

mavimento

Struttura di supporo

Fig. 4.1 Macchina Dyno a compressione
della Easydur
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La piastra superiore € vincolata ad una trave mobile collegata ad un attuatore
che ne premette il movimento in direzione verticale (Fig. 4.2), a seconda del
verso del movimento si possono realizzare quindi prove a trazione o a

compressione.

Fig. 4.2 Particolare delle due piastre
della macchina a compressione

Il macchinario € dotato di una cella di carico posta sulla piastra superiore e di
sensori di posizione in modo da rilevare la forza applicata e lo spostamento
relativo tra le due piastre durante i test, si pud quindi controllare sia in forza
che in spostamento.

Gli input e gli output della macchina sono controllati dal Pc tramite un
software che permette una facile programmazione a step delle funzioni da

svolgere tramite comandi prestabiliti (esempio Fig. 4.3).

Fig. 4.3 Esempio di un programma per la macchina a compressione
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4.2 Scelta dei sensori e configurazione della catena di

misura

Per una maggiore accuratezza dei test e per misurare le variabili in gioco nel
fenomeno dell’instabilita sui provini, &€ stato necessario elaborare una catena
di misura che completasse, tramite sensori aggiuntivi, quella prevista dalla
macchina a compressione dotata di cella di carico e sensori di posizione.

Si €& scelto quindi di aggiungere un sensore laser, un LVDT e una riga
metrica digitale.

| sensori sono stati accoppiati ad una schede di acquisizione della National
Instruments® NICDAQ 9171 (Fig. 4.4) che, collegate ad un Pc tramite USB
consente di convertire il segnale da analogico a digitale per una successiva

rielaborazione dei dati.

Prodotti cDAQSIT1
Formato USB . CompadiDAQ
Tipo di pradotto Chassis

Codice Prodotio 78142501

Sistema operativofTarget  Resl-Time . Windows

Operating Relative 10 parcent - 80 percent
Humidity

Humero di slot 1

Alimentazione totale
disponibile

Intervallo di tensione di 475V -535V
input

Trigger incluso No
Counter/Timers

Numero di ContatoriTimer 4
Risoluzione 22 bits

Input Anslegico . Output digitale , Input Contatore/Temporizzatore ,
Input digitale , Output analogico

Specifiche fisiche

Lunghezza 121em

Ampiezza 8.36 cm
Altezza 233 om

Temperatura di -20°C
funzionamento

Fig. 4.4 Modulo di acquisizione USB National Instruments NI cDaq con relative caratteristiche

E’ stata fatta una breve ricerca di mercato per selezionare i sensori che
soddisfacessero al meglio i requisiti di accuratezza necessari per i test in
rapporto al prezzo.

Di seguito i sensori scelti con i relativi datasheet:
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e Sensore laser:

Sensore laser OPTONCDT 1302-20 della MICROEPSILON® (fig.4.5),

dotato di un range di misura di circa [50 mm].

Fig. 4.5 Sensore laser OPTONCDT 1302-50

NI 9234

Fig. 4.6 Modulo di acquisizione

Il sensore é stato alimentato grazie ad un alimentatore esterno, ed e stato

accoppiato al modulo di acquisizione NI 9234 Fig. 4.6 per convertire il

segnale in tensione in uscita dal sensore in digitale.

In Fig. 4.7 & presentato il relativo date sheet con le relative caratteristiche

metrologiche.
Type wo1302-| 20 50 100 200
Measuring principle Laseroptical triangulation
Measuring range mm nches)| 200 | S0ew | 100ps | 20009
fﬁ;‘f' ORI mm (nches)| %002 | 450 | S0eo | 60es
Midrange mm (nches)| 400 | 70es | 100as | 18083
End of measuring range mm (inches)| 50en | S5pn 15009 | 26000
am (mils)| 40018 | 1008y | 2007 | 400 nar
Lineartty
% FSD_ 0.2
Averaged over D4 values| 4118 | 10w | 20079 | 4008
%rs0| ) 0.02 )
e dynamic at 750 Hz ym (mils) | 10 (am | 2598 S0eo 100 (.9
% FSO 0.05
Measuring rate | 750 Hz

Light source

Laser class

SMR, m (mis) | 210 8.27 | 1100 4330) | 1400 5512 | 2300 w0 55
MMA, pm (mits) | 530 2087
EMR, pm (mils) | 830 2.66 | 1100 359) | 1400 5512 | 2100 mamy

Spot dlameter

| Protection class
Vibration

Shock

Weight

Temperature stability % FSO/'C

Fig. 4.7 Caratteristiche metrologiche e dimensionali del sensore OPTONCDT 1302-20

Semiconductor laser < 1 mW, 670 nm (red)

2 (DIN EN 80825-1 2007)

1105y | 130312
IP 67

15 g/ 10 HZ...1 KHz
15 g/ 8 ms (IEC 68-2.29)

approximately 63 g, without cable

0.03 0.08

2200 85.61)

48 (1.68)

12 (A7)

20 (.78)
TALEE

=
i
]
.

65 (2.56)
TR/ I

T

04.3/5.8

2 Mounting holes

A\

g
o= 4 :
Laser beam | _l__i
|18 (3 16)
57 (2.24) — ki0s
5 (2.56)
B3 (3.15)

) ]

— Possible
! connector
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Il sensore laser € necessario per una misura accurata delle deformazioni

localizzate che si formano sulle parete dei provini all'insorgere dell’'instabilita.
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e LVDT
Sensore di spostamento DTA-10G8 della MICROEPSILON® (Fig. 4.8)

della MICROEPSILON con la relativa elettronica di controllo (Fig. 4.9)

|

Al

.

||
Fig. 4.8 Sensore di spostamento Fig. 4.9 Elettronica di controllo del sensore
DTA-10G
Il sensore e stato alimentato con un sensore esterno e collegato ed é stato
accoppiato al modulo di acquisizione NI 9234 (Fig.4.6), per convertire il
segnale in tensione in uscita dall’elettronica di controllo.
In Fig. 410 & presentato il datasheet del sensore con le relative

caratteristiche metrologiche (si faccia riferimento al DTA 10G8).

Sensor Dimensions

(0.24)

Cable diameter approx. 3.1 mm
Cable length 3 m (open ends) Crimp

1

Fig. 4.10 Caratteristiche metrologiche del sensore DTA-10G8
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Durante i test il sensore viene utilizzato per misurare l'effettiva posizione
della piastra superiore del macchinario in modo da correggere eventuali

errori commessi dal sensore di posizione presente nella macchina.

¢ Riga metrica digitale
Riga metrica Digimatic 572-202-20 della Mitutoyo® (Fig. 4.11).

e

ST2-NL

Fig. 4.11 Riga metrica digital Digimatic 572-202-20

Il sensore & provvisto di una uscita digitale USB che permette la diretta
connessione al Pc fornendo direttamente i valori dello spostamento in
scala millimetrica.

In Fig. 412 ¢é& presentato il data sheet dello strumento con le

caratteristiche metrologiche (si faccia riferimento al modello 572-202-20.

S72-200-20 ~ 572-202-20
Fig. 4.12 Caratteristiche metrologiche e dimensioni della
riga metrica digital Digimatic 572-202-20
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La riga metrica € necessaria per avere un riferimento di posizione
lungo la direzione verticale del provino, per stabilire accuratamente la
locazione della formazione di onde e imbozzamenti all'insorgere

dell’instabilita.

4.3 Progettazione dei supporti per i sensori e delle piastre

vincolari

L’utilizzo dei sensori acquistati per la prova sperimentale, ha richiesto la
progettazione di adeguati supporti che ne permettessero un impiego agevole.
In questo caso i requisiti di progettazioni sono stati quelli di garantire
un’ottima stabilita ai trasduttori in modo da non incidere sulla misura, ed una
elevata flessibilita con la possibilita di posizionare i sensori in differenti punti il
tutto cercando di minimizzare i costi.

Sono stati progettati due supporti tramite l'utilizzo del software CAD Solid
Works®: uno per il sensore di spostamento LVDT ed uno per sostenere la
barra metrica Mitutoyo ed il sensore laser.

Sono state inoltre progettate due ulteriori piastre da applicare sopra le due
piastre di compressione della macchina in modo da allargare le superfici di

appoggio per gli eventuali provini garantendo le corrette condizioni vincolari.

e Supporto per barra metrica e sensore laser

La prova sperimentale richiede un’accurata misurazione, lungo l'asse
provino, della posizione in cui si verifica limbozzamento durante la
compressione e, il relativo spostamento ortogonale della superficie.

Si & pensato quindi di creare un supporto che permettesse di misurare
contemporaneamente lo spostamento normale alla superficie, dovuto
allimbozzamento e, la relativa posizione assiale accoppiando la barra

metrica al sensore laser.

102



Capitolo 4: Setup sperimentala per test a compressione su provini in parete
sottile

Cosi facendo €& possibile determinare con la barra metrica la posizione
assiale del punto di interesse sulla superficie del provino e, con il sensore
laser il relativo spostamento normale.

In Fig. 4.13 &€ mostrato I'assieme del supporto che consta di componenti
reperibili in commercio come: i carrelli, la trave con doppia guida e il profilato
di supporto piu dei componenti fatti realizzare su misura da un’officina
meccanica per vincolare tra loro i lo due sensori e permetterne lo

spostamento relativo.

Doppia
rotaia WS
20
M etra
profilato
leggero
Carrello
Drylin W
Barra
metrica Sen=ore
laser
Sguadretta
M A 1354
Base di
appoaggio

Fig. 4.13 Assieme del supporto per il sensore laser e per la barra metrica

La struttura & composta da una base in acciaio alla quale & vincolato tramite
due sqaudrette MA1351 un profilato di altezza 600 [mm] reperibile nel
catalogo METRA® (sezione in Fig. 4.14).
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Fig. 4.14 Sezione del profilato leggero Metra R 7163

Al profilato in acciaio viene calettata tramite dei cursori Metra® MA 1336 e MA
1344 (Fig. 4.15) una trave della (Igus® Double Rail WS 20 in Fig. 4.16)

provvista di una doppia rotaia di altezza [600 mm] .

a) b) c)

Fig. 4.15 Componenti presi dal catalogo Metra: a)Squadretta MA 1351;
b)Cursore MA 1344; c)Cursore doppio MA 1351

Fig. 4.17 Trave a doppia rotaia Igus Double Rail WS 20
di lunghezza L=600 [mm]
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Le due rotaie presenti sulla trave fungono da guida per i carrelli Drylin W20
(Fig. 4.18) compatibili costruiti sempre dalla Igus® che, sono provvisti di un
sistema di serraggio che consente di fissarli lungo la guida alla posizione

desiderata.

Fig. 4.18 Carrello Drylin W20 Igus

Come mostrato in Fig. 4.19, la barra metrica Mitutoyo & collegata ai suoi
estremi a due carrelli Drylin grazie agli appositi fori di aggancio, cid consente
un movimento verticale della barra che permette un posizionamento ottimale

rispetto al provino da misurare.

Fig. 4.19 Particolare del sistema vincolare tra barra metrica e sensore laser

Il sensore laser viene collegato al cursore mobile della barra metrica tramite
una struttura ad “L” in alluminio disegnata appositamente, in questo modo &
possibile posizionarlo alla quota desiderata con precisione millimetrica.

Per garantire la corretta distanza tra il sensore laser e la superficie da
misurare, la piastra di vincolo del sensore laser € dotata di un braccio mobile

estensibile.
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La struttura di collegamento tra il cursore della barra metrica e il sensore
laser & sostenuta da un ulteriore carrello Drylin posto sulla seconda rotaia
per evitare che il peso del sensore laser incida sulla misura flettendo il
supporto.

In Fig. 4.20 & presentato il disegno tridimensionale della struttura realizzata

con semplici piastre in alluminio commissionata a una officina meccanica.

Mumero bolla Disegno Nome Quantita
m Dis=gnolll 111_Angolare
112 Disegriol12 112_Blocco, Piastra

114 Disegnolls 114_Piastra_loser

1
1
13 Disegnol13 113_PFiostra_collegamento 1
1
1

115 Dis=gnol15 115_Braccio

Fig. 4.20 Disegno 3D dei componenti della struttura
di vincolo tra sensore laser e barra metrica

e Supporto per LVDT

Il supporto per LVDT é stato progettato con gli stessi criteri utilizzati per il
supporto del sensore laser e della barra metrica, in questo caso perd &
sufficiente un solo grado di liberta ovvero lo spostamento verticale del
sensore in modo da raggiungere la quota del provino.

In Fig. 4.21 &€ mostrato I'assieme del supporto composto, come nel caso
precedente, di componenti reperibili in commercio: trave a doppia rotaia,
carrelli Drylin, profilato in acciaio ed una struttura composta in piastre di

alluminio fatta realizzare su specifiche.
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Doppia
rotaia WS

Carrello

Dirylin W

Sensore
LVDT
W etra
profilato
leggero
Struttura in
alluminio per
supportare il Hase di
SENS0TE ;
appoggio

Fig. 4.21 Assieme del supporto per il sensore LVDT

La struttura € composta da una base in acciaio alla quale € vincolato tramite
due squadre MA1351 un profilato di altezza 600 [mm].

Al profilato in acciaio viene calettata tramite dei cursori Metra® MA 1336 e
MA1344 (Fig. 4.15) una trave della (Igus® Double Rail WS 20 in Fig. 4.16)
provvista di una doppia rotaia di altezza [600 mm] .

Le due rotaie fungono da guida per due carrelli Drylin W20 (Fig. 4.18) ai
quali é collegata la struttura in alluminio progettata per vincolare il sensore di
movimento LVDT.

Come mostrato in (Fig.4.22) questo supporto permette la sola traslazione
verticale del sensore in modo da poterlo posizionare in linea con la piastra

della macchina che comprime il provino.
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Fig. 4.22 Particolare del supporto per il sensore LVDT

Infine in Fig. 4.23 & presentato il disegno tridimensionale della struttura in
alluminio progetta che vincola il sensore LVDT ai due carrelli mobili.

Humero Bolla Disegno Nome Guanfita

n Disegroll 11_Piastra_Lvdt

12 Disegnol2 |12 _semoggiolvDi_)

13 Diegnol3 |13 SemoggiolvDT 2

S8 I N

14 Disegnol4 |14 SemoggiolvDT 3

Fig. 4.23 Struttura in alluminio per il supporto
al sensore LVDT con le differenti piastre
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e Piastre vincolari

Le piastre presenti sulla macchina a compressione si sono dimostrate di
dimensioni troppo ridotte per poter fungere da vincoli stabili per i provini
descritti nei capitolo successivi. Si sono quindi progettate due ulteriori
piastre maggiorate da collegare, tramite una vite M8 passante, al foro
preesistente sui supporti della macchina.

La due piastre hanno dimensioni analoghe ma, quella superiore é
provvista di una spianatura con due fori M3 per I'eventuale fissaggio di
ulteriori sensori.

In Fig. 4.24 sono rappresentate le due piastre e I'assieme visto con uno

dei provini da utilizzare per i test.

b)

Fig. 4.24 Piastre maggiorate: a) Assieme con un provino b)Piastra superiore
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4.4 Scelta dei provini da testare

Prima di effettuare i test sperimentali, si & effettuato un pre-dimensionamento
tramite analisi numerica ad elementi finiti per scegliere geometrie, spessori e
materiali per i provini da far realizzare.

Sono stati selezionati per i test: un provino a sezione quadrata alettato, una
comune lattina per uso alimentare e in tubo in composito.

Per quanto concerna le scelta e il dimensionamento del provino alettato, si fa
riferimento al lavoro di svolto da Casarin Francesco nel suo elaborato di tesi
riportando, in Fig.4. 25, la sezione selezionata con la relativa deformata

ricavata dalle analisi FEM.

N

Fig. 4.25 Sezione e deformata di instabilita per il provino alettato selezionato [70]

E’ stata cosi commissionata all’'officina meccanica gia contatta per i supporti
dei sensori una serie di provini in lega AA 2024-T3 con dimensioni di:
t=0.5[mm], a=80[mm], b=15[mm] L =350 [mm] con sezione
quadrata alettata ai vertici.

Oltre ai provini a trave alettata, si &€ pensato ad altre strutture in parete sottile
che potessero essere sottoposte al test a compressione.

Un ottimo esempio di struttura in parete sottile, assimilabile ad un cilindro

isotropo, € la lattina di alluminio per contenere bibite (Fig. 4.26).
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Fig. 4.25 Lattina utilizzata
come provino

La lattina ha spessori molto ridotti che permettono I'osservazione dl
fenomeno di instabilita per valori di carico di compressione relativamente
bassi inoltre, & facilmente reperibile a basso costo, anche se & molto
soggetta alla presenza di difetti e deformazioni localizzate.

Nel capitolo 6 varra analizzato un modello ad elementi finiti della lattina per la
valutazione dei carichi di instabilita e delle deformazioni che saranno poi
confrontati nel capitolo 7 con i valori ottenuti per via sperimentale grazie alla
macchina a compressione sopra descritta.

La problematica principale nell’utilizzo delle lattine in qualita di provino € la
grande presenza di difetti dovuti alla tecnologia produttiva ed ai cicli di stress
subiti che, hanno portato ad una bassa ripetibilita e congruenza delle prove.
Infine I'ultimo provino preso in considerazione & stato un cilindro in materiale
composito in Fig. 4.27 fornito dall’azienda SITA COMPOSITI®, realizzato da
tre starti di tessuto in fibra di carbonio 0/90 in matrice epossidica piu un

ulteriore strato prepreg 0/90° di fibre di vetro.

&, =42 [mm]
b, = 43.7 [mm]

L =400 [mm]

Fig. 4.27 Tubo in materiale composito
realizzato da SITA COMPOSITI
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[l tubo ha un diametro interno di 42 [mm], un diametro esterno di 43.7 [mm]
ed una lunghezza di 400 [mm].

Per garantire una migliore condizione vincolare per evitare che durante il test
a compressione il cilindro uscisse fuori sede a causa delle grandi forze in
gioco, sono stati progettati due cilindri in alluminio del diametro interno del
tubo avvitabili sulle due piastre della macchina a compressione.

Cosi facendo, il tubo si inserisce superiormente ed inferiormente nei due
cilindri garantendo cosi maggiore stabilita.

In Fig. 4.28 sono rappresentati i due supporti in alluminio fatti realizzare.

' Fig. 4.28 Supporti vincolari
per il tubo composito

Nel capitolo 5 sono descritte le analisi ad elementi finiti svolte sul cilindro in
composito che, si € dimostrato eccessivamente resistente con un carico
critico fuori dalla portata della macchina a compressione. Si & dovuto
pensare quindi ad una strategia per la diminuzione del carico di instabilita

dello stesso in modo da poter effettuare la prova a compressione.
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5. Analisi FEM

Scelte le tipologie di provini da testare sulla macchina a compressione, si €
svolta su ognuno di essi una simulazione numerica agli elementi finiti per
simulare e prevedere il comportamento di buckling e post-buckling in modo
tale da poter poi confrontare i risultati con quelli ottenuti sperimentalmente.
Per ogni tipologia di provino: trave alettata, lattina e tubo in composito si e
creato un modello corrispondente agli elementi finiti tramite I'utilizzo del
software Patran di MSC®.

Per tutti i modello si sono eseguite analisi di buckling con il solutore non
lineare Marc (Sol 600) per ottenere un valore predittivo del carico critico.
Successivamente si sono poi svolte delle analisi statiche non lineari che
riproducessero la prova a compressione dei test in modo da valutare le
deformazioni e I'andamento carico/spostamento nel comportamento post-
buckling dei provini.

Di seguito si descriveranno i modelli e le analisi FEM svolte sulle differenti

tipologie di provino.

5.1 Analisi FEM della trave alettata

La geometria della trave aletta (Fig. 5.1) €& stata create tramite
I'accoppiamento di 8 superfici: 4 a comporre la sezione quadrata piu ulteriori
quattro a formare le alette laterali.

Si & poi definito un materiale isotropo elasto-plastico con le caratteristiche
della lega d’ alluminio 2024-T3 elencate in tabella Tab. 5.1.

Il tratto plastico é stato inserito grazie ad una funzione campo nel quale si é

inserita la legge di Hollomon per la lega usata.
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'
Fig. 5.1 Geometria della trave alettata creata
con le funzioni Geometry interne a Patran

LEGA |E[GPa] | plkg/m’] | v Osnertupar | OursIMPal
AA-2024 | 73.1 2780 0.33 345 483

Tab 5.1 Caratteristiche della lega utilizzata

Alle piastre & stata associata una proprieta Shell nella quale si & potuto
definire lo spessore.

Alle 4 piaste che compongono la sezione quadrata & stato assegnato uno
spessore di 0.5 [mm] mentre alle 4 piastre rappresentanti le alette uno
spessore paria 1.0 [mm] .

Il modello €& stato discretizzato con elementi QUAD4 a quattro nodi che si
sono dimostrati piu accurati rispetto agli elementi TRIA a 3 nodi per un totale
di 5320 elementi. Una mesh piu raffinata con piu elementi non ha dato
risultati piu accurati ma, ha solamente elevando il tempo necessario al
calcolo.

La base della trave e stata vincolata tramite un incastro che bloccasse tutte
le rotazioni e gli spostamenti mentre sulla sezione superiore é stato creato un
elemento rigido MPC (Multi Point Constrain) che, collegasse tutti i nodi
dipendenti della sezione ad un nodo centrale indipendente (Fig. 5.2-5.3).

| nodi dipendenti del’lMPC hanno tutti i gradi di liberta liberi, mentre il nodo
centrale indipendente é stato vincolato alle traslazioni lungo il piano della

sezione.
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by

Infine & stato applicato un carico unitario di compressione sul nodo
indipendente dellMPC.

Utilizzare un elemento MPC anziché caricare e vincolare i nodi della sezione
e del tutto analogo, ma permette di avere un nodo su cui valutare la forza

totale e lo spostamento subito dall'intera sezione.

Fig. 5.2 Particolare della condizione Fig. 5.3 Particolare del’lMPC
vincolare applicata alla base

Terminato il modello, si & lanciata una analisi tramite la subroutine di buckling
presente nel solutore MARC.

In Fig. 5.4 € rappresentata la soluzione ottenuta in termini di deformata della
trave in condizioni di instabilita, mentre il valore del carico critico & risultato
P = 3300 N.

2.96-003]

2.76-003

2.57-003

2.37-003

2.17-003

1.97-003

1.78-003

168-003

1.38-003

1.18-003

9.87-004

7.90-004

5.92-004]

3.95-004)

1.97-004

0
default_Fringe

Max 2. 96-003 @Nd 607

Min 0. @HNd 71

default_Deformation
Max 2 96-003 @Nd 607

Fig. 5.4 Deformata in condizioni di instabilita risultante dall’analisi numerica
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Come ultimo step, si & lanciata un’analisi statica con il solutore non lineare
MARC (Sol600) per verificare il comportamento della trave al raggiungimento
della condizione critica.

Per meglio confrontare questa simulazione con i test sperimentali, anziché
applicare un carico di compressione al nodo dipendente dellMPC, si &
deciso di imporre uno spostamento negativo lungo l'asse della trave in
quanto, la macchina a compressione per i test € stata controllata in termini di
spostamento e non di forza.

Lo spostamento imposto lungo I'asse verticale del provino & stato imposto
pari a 10 [mm], come previsto dal setup sperimentale.

Il solutore non lineare procede suddividendo lo spostamento in piu
incrementi, calcolando per ognuno le deformazione e i carichi applicati fino al
raggiungimento dello spostamento obbiettivo.

Dopo varie prove di configurazione per controllo degli incrementi, si & scelto
di adottare un algoritmo adattivo piu stabile dell’algoritmo a step fissati che
ha piu difficolta a raggiungere la convergenza.

| fini dell’analisi sono stati quelli di verificare che 'andamento del carico
applicato rispetto allo spostamento verticale fossero congrui con quelli
ottenibili dall’analisi sperimentale.

In Fig. 5.5 & rappresentato il grafico che mostra 'andamento della forza di
reazione del nodo dipendente del’lMPC, ovvero la forza applicata alla

sezione, rispetto allo spostamento verticale dello stesso.
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354004 —
3.24004
2.6+004 —

2154004 b
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1.7+4004 ™ ™

7.574005 o

0o T T T T
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o 47
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Fig. 5.5 Grafico che mostra 'andamento della forza di reazione del nodo
indipendente dellMPC rispetto allo spostamento verticale della sezione

Dalla lettura del grafico (si legga da sinistra a destra), si osserva un iniziale
tratto lineare che, rappresenta il comportamento lineare del materiale prima
che avvenga linstabilita, successivamente si osserva un crollo repentino
della forza in corrispondenza del valore del carico critico che si attesta ad un
valore di 3300 [N] .

Successivamente la struttura riprende a caricarsi con valori di forza inferiori
in quanto risulta essere deformata con caratteristiche geometriche ed

inerziali differenti.

5.2 Analisi FEM della lattina

E’ stato pensato di utilizzare come provino per i test a compressione una
tipica lattina di alluminio per contenere bibite poiché, &€ un ottimo esempio di
struttura in parete sottile e consente, grazie agli spessori molto ridotti di
raggiungere valori modesti di carico critico mostrando in maniera evidente la
formazione di imbozzamenti superficiali.

La lattina € inoltre un provino a basso costo e facilmente reperibile.

Si & scelti di utilizzare per i test sperimentali delle lattine di birra BAVARIA®
(Fig. 5.6).

117



Capitolo 5: Analisi FEM

Fig. 5.6 Lattina Bavaria utilizzata per i test a compressione

In base alle dimensioni della lattina reale, tramite I'utilizzo del software CAD

Solid Works si & realizzato il modello geometrico tridimensionale in Fig. 5.7.

Fig. 5.7 Modello Cad 3d
della lattina

Il modello geometrico & stato poi importato in Patran e tramite la funzione
Break Solid, & stato scomposto in modo da avere solo superfici a
rappresentare il pezzo.

La lattina & costituita di una lega di alluminio serie 3000 nello specifico la
AA3004, & stato cosi definito un materiale elasto-plastico con le

caratteristiche in Tab.5.3. |l tratto plastico & stato definito con la legge di

Hollomon.
LEGA | E[GPa] | p[kg/m®] | v Osner[MPa] | oyrs[MPa]
AA-
3004 73.1 2700 0.33 170 215

Tab 5.3 Caratteristiche della lega AA 3004

Alle superfici sono state associate delle proprieta Shell in modo da poter
ricreare lo spessore: alle superfici del fondo e del bordo superiore € stato
assegnato uno spessore di 0.2 [mm], mentre per le restanti un valore di 0.1

[mm].
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La lattina é stata discretizzata con elementi quad4 che si sono dimostrati piu
efficaci e stabili rispetto agli elementi Tria.
In Fig. 5.8 & rappresentata la mesh della lattina che conta un totale di 6228

elementi.

Fig. 5.8 Mesh lattina ed elemento MPC

Come per le analisi svolte sulla trave si & adottato un elemento MPC che
collegasse i nodi dipendenti della sezione ad un nodo indipendente sul quale
e posto un vincolo che blocchi le traslazioni lungo il piano ortogonale alla
lattina.

Anche in questo caso per meglio confrontare i dati sperimentali con quelli
delle analisi FEM si & deciso di imporre uno spostamento al nodo dipendente
dellMPC pari a 20 [mm] in direzione verticale analogamente a quanto fatto
nei test sperimentali dove, la discesa della piastra di compressione & stata
impostata a 20 [mm].

La base della lattina & stata vincolata in modo da bloccare tutte i gradi di
liberta.

Come per le altre prove, si & imposto uno spostamento verticale al nodo
indipendente dellMPC in modo da poter confrontare i risultati sperimentali
dove la macchina a compressione viene controllata in termini di
spostamento.

L’analisi ha portato alla determinazione di un carico critico pari a 1500 N ed

una deformata di instabilita visibile in Fig.5.9.
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Fig. 5.9 Deformata data dall’analisi di Buckling
svolta con il solutore SOL102

Dallimmagine risulta evidente come questa deformata non rispecchi la
realta, si & quindi effettuata con gli stessi parametri un’analisi statica di post-
buckling, dove il solutore suddivide lo spostamento imposto in differenti step
incrementali calcolando per ognuno le deformazioni e i carichi in gioco.

In Fig. 5.10 € mostrato 'andamento del carico (visto dal nodo indipendente

dellMPC rispetto allo spostamento verticale risultante dalle analisi.

150+003 7
1.26+003
1.00+003
7h0+002

500+002

Force, Nodal Reaction

2B0+002

0.
-1.50-003 —1.25‘—003 l DDI—DDS —?.EDI—DD4 —S.DDI—DM -2 SDI—DD4 0
Displacernent. Translation
Fig. 5.10 Grafico delle forza in funzione dello spostamento

Osservando il grafico, che si legge da destra a sinistra, si nota un primo tratto
lineare fino ad un punto di massimo ove avviene il fenomeno dell’instabilita

con un repentino calo della forza.
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Successivamente la lattina prende a ricaricarsi aumentando la sua
deformazione.

L’andamento ottenuto & in accordo con i dati sperimentali rilevati con la
macchina a compressione che, sono riportati nel capitolo successivo.

Il valore di forza in corrispondenza del massimo della curva rappresenta il
carico critico che risulta di 1305 [N].

Il carico critico ottenuto con I'analisi statica non lineare risulta minore rispetto
al carico ottenuto con una piu semplice analisi di buckling (1500 N) poiché,
quest’'ultima € meno veritiera e accurata anche se richiede tempi di calcolo
molto inferiori.

Cio & confermato dai test sperimentali che hanno portato a valori di carico
critico inferiori, mediamente si € infatti verificato un carico di circa 1000 N.
Inoltre le deformazioni ottenute tramite I'analisi non lineare statica risultano
molto piu congrue con quelle ottenute sperimentalmente.

In Fig. 5.11 sono rappresentate due viste della lattina deformata ottenuta
tramite I'analisi non lineare, si notano i tipici imbozzamenti caratteristici

dell’instabilita secondaria.

a) b)

Fig. 5.11 Deformazioni ottenute tramite un’analisi non lineare statica:
a)Fronte della lattine b)Retro della lattina

L’analisi non lineare porta in ogni caso ad una sovrastima del carico critico
del 36% rispetto ai test sperimentali (Cap. 6), tale condizione non é

accettabile in quanto la stima non & a favore di sicurezza.
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A seguito delle prove sperimentali effettuate sulla lattina, si & identificata una
possibile causa della differenza tra il valore di carico critico atteso e quello
rilevato.

E’ stato osservato come, le lattine che presentavano difetti superficiali visibili
come imbozzamenti o deformazioni prima dell’effettuazione dei test,
dimostrassero una resistenza al molto inferiore alle lattine perfettamente
integre raggiungendo l'instabilita per bassi valori di carico.

Si € pensato quindi di inserire dei difetti all'interno del modello FEM per

verificarne l'influenza nell’instabilita.

¢ |Influenza di difetti nel valore del carico critico

Si sono considerati due tipologie di difetto: un difetto di tipo geometrico
ovvero eventuali imbozzamenti superficiali ed uno legato alle proprieta del
materiale e allo spessore.

L’errore geometrico si € ottenuto creando un offset di alcuni nodi nella zona
della lattina evidenziata in rosso (Fig. 5.12).

L’offset realizzato € dell'ordine dello spessore della lattina quindi di circa

0.1[mm] in direzione ortogonale alla superficie di verso entrante.

Fig. 5.12 Nodi della mesh ai quali
€ stato associato un offset

E’ stata quindi lanciata I'analisi statica non lineare sul modello con difetti e si
€ cosi ottenuto un valore di carico critico di 1090 [N], piu congruo al valore

sperimentale.
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In Fig. 5.13 é riportato il grafico forza spostamento del modello numerico in

presenza del difetti di Offset.

Fig. 5.13 Grafico forza spostamento del nodo
indipendente dellMPC nel modello con difetto di offset

Il difetto simulato, anche se di lieve entita, ha dimostrato un’importante
influenza nel valore del carico critico, riducendolo del 27%.

Inoltre le deformazioni della lattina risultano essere piu vicine a quelle reali
con la creazione di 4 onde di imbozzamento principali distribuite sulla
superficie della lattina in posizioni non simmetriche.

In Fig. 5.13 sono mostrati dei frame estratti dall’analisi non lineare che

mostra la deformazione incrementale della lattina.
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5)

7)R 8)R

10)R 12)R

Fig. 5.13 Deformazioni incrementali del modello FEM con presenza di difetto,
le immagini con la lettera (R) si riferiscono alla vista del retro della lattina

Nellimmagine di Fig. 5.13 si osserva come Iimbozzamento parta
esattamente dalla posizione del difetto di offset (1) e, successivamente si
propaghi espandendosi. All’avanzare della compressione (4) iniziano a
formarsi altre due onde principali ai due lati della lattina (6) mentre la zona
opposta al difetto rimane quasi indeformata (7).

Successivamente con l'aumento del carico & visibile la formazione di
un’ulteriore onda anche nel retro della lattina (9-10).

Il difetto funge quindi da innesco per il fenomeno dellinstabilita riducendo
drasticamente il valore che la struttura puo supportare senza imbozzarsi.

Un ulteriore difetto preso in considerazione riguarda le caratteristiche del
materiale e di spessore localizzate nella struttura.

Si sono quindi cambiate le proprieta di alcuni elementi.

Nello specifico si & ridotto il modulo di elasticita di un 10% e lo spessore del

20%, la nuova proprieta é stata inserita in maniera random all’interno della
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Mesh, creando due regioni piu dense piu altri difetti puntuali localizzati e

dislocati sull'intera superficie(Fig. 5.14).

Fig. 5.14 Localizzazione dei difetti del materiale
inseriiti nel modello FEM

Si €& svolta quindi I'analisi statica non lineare e si € ottenuto un valori del
carico critico di 890 [N].

Anche in questo caso il carico critico & calato drasticamente di circa il 40%.

In Fig. 5.15 e riportato il grafico forza/spostamento, che risulta essere molto
frastagliato a causa della grande quantita di difetti inseriti nel modello.

Come verra presentato nel capitolo seguente, si sono ottenuti grafici con
andamento simile per lattine che hanno dimostrato valori di resistenza molto
inferiori rispetto alla media dei campioni.

Questo comportamento si potrebbe quindi assimilare ad una grande

presenza di difetti.

Fig. 5.15 Grafico forza spostamento del nodo
indipendente del’MPC nel modello con difetto di offset
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In figura 5.15 & invece raffigurata la deformazione ottenuta, sono visibili due
onde principali nella parte frontale corrispondenti alle due regioni con
maggiori difetti. Nel retro della lattina invece sono visibili pit onde di entita

minore causate dalla dispersione dei difetti puntuali.

a)

Fig. 5.15 Deformazione ottenuta nel modello
con difetti nello spessore e caratteristiche del materiale disposti
casualmente sulla superficie: a)Vista frontale; b)Vista del retro

Come verra descritto nel capito seguente, linfluenza dei difetti €& stata
riscontrata anche nei test sperimentali poiché, le lattine, a causa della loro
tecnologia produttiva, della loro composizione e dei cicli di stress subiti sono
molte soggette alla presenza di difetti.

In Fig. 5.16 & presentato il grafico forza/spostamento dei tre casi ovvero:
modello senza difetti, modello con difetto di offset localizzato e modello con

difetti nello spessore e nel modulo elastico dislocati.
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Fig. 5.16 Grafico forza/spostamento dei tre casi analizzati:
a)Modello privo di difetti; b)Modello con difetto di offset localizzato;
c)Modello con difetti di spessore e modulo inseriti random nell'intero modello
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Dal grafico si evidenzia come linfluenza maggiore sia data dai difetti

dislocati, poiché sono stati inseriti in grande quantita.

5.3 Analisi FEM del tubo in composito

L’ultimo provino preso in considerazione €& stato un tubo in materiale
composito fornito dalla SITA® compositi..

Il tubo ha una lunghezza di 400 [mm], un diametro interno di 42[mm] ed uno
spessore di circa 1.5 [mm].

Il tubo & stato realizzato tramite I'applicazione di 3 fogli di tessuto 0-90° di
fibre di carbonio T300 prepreg in matrice epossidica piu un sottile strato di un
tessuto prepreg di fibre di vetro.

Il tubo & raffigurato in Fig. 5.17 con le relative dimensioni geometriche.

@, =42 [mm]
¢, =43.7 [mm]

|

Fig. 5.17 Modello del tubo in composito con
relative dimensioni: a)Foto del tubo; b)Modello CAD del tubo

_ b)

La geometria del tubo & stata realizzata direttamente in Patran, con un'unica
superficie del diametro medio del tubo.

Sono stati definiti due materiali ortotropi corrispondenti al prepreg di fibre di
carbonio vetro, i valori delle caratteristiche meccaniche sono presentati nella
tabella Tab. 5.4.
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Materiale | Eq; [GPa] | E,; [GPa] | p [kg/m’] Vi Tz [Sn}iif]sore
yeePred | 16 16 1800 0.13 45648 | 0.07

etro
Prepreg | 4, 55 1475 0.05 5.36+9 0.26
carbonio

Tab 5.4 Caratteristiche dei due prepreg usati per la fabbricazione del tubo

Definiti i materiali ortotropi, si € creato con 'apposita funzione un materiale

composito inserendo tre lamine di prepreg di carbonio e 1 lamina di prepreg

di vetro.

Alla superficie & stata assegnata una proprieta shell in modo da definire uno

spessore € il materiale nel modello FEM.

Il cilindro € stato poi discretizzato con un totale di 4320 elementi QUAD4

come mostrato in Fig. 5.18.

Fig. 5.18 Mesh del cilindro in composito

Come visibile nella figura Fig. 5.18, anche per il cilindro si € adottato un MPC

che, collega i nodi dipendenti della sezione superiore (con tutti i gradi di

liberta) ad un nodo indipendente centrale, il quale &€ sede dei carichi

vincolato nelle traslazioni nel piano ortogonale del cilindro.

é

La base del cilindro € stata vincolata con un incastro in modo da impedire

tutti i gradi di liberta.

Inizialmente & stata svolta un analisi di buckling caricando il

nodo

indipendente del’MPC con una forza di compressione unitaria, la deformata
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by

risultante & presentata in figura Fig. 5.19 e il valore del carico critico &
risultato di 65000 [N].

Fig. 5.19 Deformata data dall’analisi di buckling

In Fig. 5.20 é riportato il grafico tensione/deformazione ottenuta dall’analisi,

rispetto al nodo indipendente dellMPC. Il grafico presenta il tipico punto di

snap ovvero il massimo della curva dopo il tratto lineare che rappresenta il

valore del carico critico, oltre al quale il carico cala bruscamente.
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Fig. 5.20 Grafico forza/spostamento relativo al
nodo indipendente dellMPC
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Il valore del carico critico, si € dimostrata troppo elevato per essere applicato
dalla macchina a compressione che, ha una portata massima di 10 [kN],
rendendo cosi impossibile un test sperimentale.

Si & pensato quindi ad una strategia che potesse abbattere il valore del
carico critico.

La soluzione adottata & stata quella di simulare una foratura superficiale del
tubo e procedere nuovamente alle analisi FEM su differenti configurazioni di
foro in modo da capire la posizione e I'entita del foro o dei fori da far eseguire
sul provino.

La geometria del tubo forato & stata ricreata grazie a Solid Works, in quando
essendo parametrico, risulta semplice un’ eventuale modifica.

| modelli CAD sono stati poi importati in Patran dove si & configurata
un’analisi di buckling del tutto analoga alla precedente.

In Fig.5.21 sono raffigurate le varie configurazioni di foratura.

a) b) c)

Fig. 5.21 Differenti condizioni di foratura considerata: a)Singolo foro centrale
b)Foro passante c)Doppio foro passante
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Mentre in Tab. 5.5 sono riportati i valori dei carichi critici ottenuti.

Configurazione P.. [N]
Modello perfetto 65463
Unico foro @ = 10 [mm] 39278
Unico foro @ = 20 [mm] 32732

Unico foro passante ® = 20 [mm] 18457

Unico foro passante ® = 30 [mm] 13718

Doppio foro passante ® = 20 [mm] | 9563

Doppio foro passante ® = 30 [mm] | 7834

Tab. 5.5 Valori del carico critico

Osservando i valori tabulati si verifica una drastica diminuzione del carico
critico allaumentare dell’'entita della foratura.

Essendo la macchina a compressione certificata per un carico massimo di
10[kN] le uniche configurazioni utili risultano le ultime due.

Si ritiene quindi opportuno eseguire una foratura passante di diametro
30 [mm] sul tubo da testare in modo, da poter osservare linsorgere

dell’instabilita per carichi applicabili dalla macchina.
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6. Prova sperimentale di
compressione di una
lattina

Nel capitolo seguente si descriveranno dei test sperimentali di compressione
di una lattina, effettuati con la macchina DYNO della EASYDOUR®.
L’obbiettivo della prova di laboratorio & stato quello di osservare e rilevare
dati utili sul fenomeno del buckling in strutture con sezioni in parete sottile,
considerando come provino la lattina gia descritta nel capitolo precedente.

| dati ottenuti sperimentalmente sono stati confrontati con quelli risultanti
dalle analisi numeriche descritte nel capito 6 in modo da verificarne la bonta
e 'accuratezza predittiva.

Di seguito varra descritto il setup sperimentale, i risultati dei test ed il

confronto con i modelli FEM del capito6.

6.1 Configurazione della prova sperimentale

Per la prova é stata utilizzata la macchina Easydur gia descritta nel capitolo
5.

Grazie al software di controllo & stato compilato un programma utile alla
prova da realizzare.

Si & deciso di controllare la compressione in termini di spostamento e non di
forza in quanto non si era sicuri del carico critico da applicare alla lattina per
I'insorgere dell’instabilita.

La macchina é stata configurata in modo da far scendere la piastra superiore
di compressione di una quota pari a 2 [mm] con una velocita impostata di
0.02 mm/s.
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Al termine della prova lo strumento fornisce i parametri di forza spostamento
rilevati durante la compressione.

Di seguito si riportano i comandi inseriti nel programma compilato per i test:

FO0: comando che azzera la lettura della cella di carico

LO: comando che permette di definire una forza minima di contatto (nel
nostro caso 3 [N])

P0: comando che azzera la posizione

MO: comando che azzera la forza massima

EO: comando che azzera la lettura dell’estensimetro integrato

Chr.C: comando che permette un reset del grafico

F(P): comando che definisce lo spostamento relativo da imporre alla piastra
mobile (per il test 2 [mm]) insieme ad altri parametri addizionali quali la
velocita (0.02 [mm/s])

Peak: Lettura del picco massimo registrato dalla cella di carico

Stop: arresto del moto della piastra mobile e conclusione del test

Si é scelto di utilizzare le lattine di birra BAVARIA ® (Fig. 6.6) in quanto di
facile reperibilita e basso costo. Tramite un controllo visivo sono state
scartate le lattine che presentavano troppi difetti e, si sono numerate quelle
selezionate in base alla configurazione della prova da effettuare.

la procedura sperimentale, prevede l'inserimento della lattina tra le due
piastre di compressione e, dopo aver chiuso il box protettivo della macchina,
I'avvio del programma.

A termine di ogni test sono stati salvati tramite un dispositivo di massa USB i
dati relativi alla forza e allo spostamento.

Nel paragrafo successivo si riporteranno i risultati ottenuti dalle prove
sperimentali che, verranno confrontati con le analisi FEM trattate nel capitolo
5.
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6.2 Risultati sperimentali e confronto con le analisi FEM

Sono state eseguite diverse prove con le stesse condizioni nominali e
parametri della prova per cercare di attenuare la dispersione dei dati dalle
molteplici imperfezioni rilevate sulle lattine.

In Fig. 6.1 & riportata la foto della deformazione ottenuta per un
abbassamento di 2 [mm], affiancata alla deformata ottenuta dall’analisi

numerica.

Fig. 6.1 Deformazioni della lattina a seguito della compressione
assiale nel caso di eccentricita nulla EOa) Foto del test;
b)Vista frontale dell’analisi FEM; c)Vista posteriore dell’analisi FEM

Come ¢ visibile nelle immagini sopra, la tipologia e forma di deformazione del

modello FEM risulta compatibile con quella ottenuta sperimentalmente, con
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una dislocazione di imbozzamenti lungo la superficie. Il numero dello onde
che si formano e la loro forma é circa il medesimo.
| grafici forza/spostamento sono invece riportati nelle Fig. 6.2-6.3

rispettivamente per il test sperimentale e per il modello FEM.
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Fig. 6.2 Grafico spostamento(verticale)/forza nel caso di eccentricita nulla EO

Fig. 6.3 Grafico delle forza in funzione dello spostamento nel modello FEM

Considerando che la lattina non & costruita e pensata come provino, ed ha
quindi una qualita di produzione molto variabile, 'andamento del grafico dato
dall'analisi FEM sembra assimilabile e comparabile a quello reale.

Si ritrova infatti un primo tratto lineare che termina in un massimo che

rappresenta il valore del carico critico.
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A seguito di questo punto si vede un crollo repentino della forza (snap), la
parte successiva rappresenta poi il comportamento post-buckling molto
difficile da rappresentare in quanto intervengono anche fenomeni di
deformazioni plastiche.

Osservando il valore del carico critico ottenuto dalle analisi numeriche, si
osserva pero come risulti significativamente piu alto (di circa il 25%).

Infatti i due valori ottenuti dalle analisi e dalle simulazioni sono

rispettivamente di:

Pcr,FEM = 1305 [N]

Pcr,TEST =980 [N]

dove per i test si € considerata la media ottenuta per tutte le prove.
Osservando le lattine testate, si & potuto constatare come fossero soggette
ad una grande presenza di difetti (esempio Fig. 6.4) causati dal processo
produttivo, trasporto e cicli di stress.

Si € quindi ipotizzato che la minor resistenza reale fosse dovuta alla grande
presenza di difetti mentre, il modello FEM & stato costituito considerando
geometrie e proprieta meccaniche perfette.

Come descritto nel capitolo 5 si sono inseriti dei difetti puntuali allinterno del
modello FEM.

Sono stati considerati due tipologie di difetti, uno geometrico ottenuto
traslando dell’ordine dello spessore della lattina (offset) qualche nodo
superficiale e, uno legato alle caratteristiche del materiale e allo spessore

riducendo in qualche del 10% il modulo di elasticita e del 20% lo spessore.

Fig. 6.4 Particolare del difetto sul provino
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| risultati sono stati mostrati nel capitolo 5, e vengono qui di seguito riassunti.
Per il modello con l'inserimento del difetto di offset il valore del carico critico
ottenuto & stato di P, = 1090 [N], mostrando un calo del 30% rispetto al
modello perfetto.

Mentre per il difetto ottenuto variando lo spessore e il modulo elastico in zone
differenti della superficie (vedi capitolo 5) si & ottenuto un valore del carico
pari a P, = 870 [N], ovvero il 40% inferiore al modello reale.

In Fig. 6.5 & mostrato il grafico in cui sono sovrapposte le curve

forza/spostamento ottenute nei modelli FEM senza difetti e con difetti.
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Fig. 6.5 Grafico forza/spostamento dei tre casi analizzati:

a)Modello privo di difetti; b)Modello con difetto di offset localizzato;
c)Modello con difetti di spessore e modulo dislocati

E’ evidente dal grafico come l'inserimento di difetti sia localizzati (difetto di
offset) sia distribuiti lungo l'intera superficie (difetto di materiale e spessore)
influenzino negativamente in maniera importante il valore del carico di
instabilita.

Il difetto di materiale e spessore sembra incidere maggiormente in quanto &
stato inserito in grande quantita.

Con l'inserimento dei difetti nei modelli FEM , si riesce dunque a ottenere un
carico critico predittivo che si discosta di circa il 10-11% dal valore medio

rilevato sperimentalmente.
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In termini di progettazione & sicuramente piu adatto considerare il modello
con difetti di spessore e materiale in quanto fornisce un valore in sicurezza.
Una ulteriore prova € stata quella di testare una lattina visivamente ricca di
difetti per osservare come influenzino ’instabilita.

In Fig. 6.6 & riportato il grafico forza/spostamento ottenuto dalla prova di

compressione di una lattina difettosa.
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Fig. 6.6 Grafico spostamento(verticale)/forza
nel test sperimentale di un provino difettoso

Si osserva dal grafico come I'andamento non sia piu continuo e ben definito
come quello ottenuto con un provino visivamente perfetto, ma presenti
diversi punti di picco. Si ¢ rilevato durante I'esperimento come questi picchi
corrispondano ha delle imbozzature localizzate (avvertite sonoramente e
visivamente) che trovano I'innesco nei punti di difetto.

Il valore del carico critico si & dimostrato inferiore all’atteso fornendo un
valore di carico di P.. = 745 [N].

Nel modello FEM con errori di spessore e materiale, si € voluto ricreare tale
comportamento estendendo il difetto su tutta la superficie in maniera

Random, il grafico forza spostamento & mostrato in Fig. 6.7.
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Fig. 6.7 Grafico delle forza in funzione dello spostamento nel
modello FEM con difetti nel materiale e nello spessore

Anche nel modello FEM , si riscontra un calo del valore del carico rispetto al
modello perfetto e, un andamento piu frastagliato con un punto di snap non
ben definito.

Anche le deformazioni risultano essere mediamente differenti con la
formazione di molteplici imbozzamenti sulla superficie indotti dai difetti inseriti
(Fig. 6.8).

a)
Fig. 6.8 Deformazione ottenuta nel modello con difetti nellospessore

ecaratteristiche del materiale disposti casualmente sulla superficie:
a)Vista frontale; b)Vista del retro

Si riporta infine in Fig 6.9 il grafico di dispersione che mostra i valori di carico

critico ottenuti per le prove sperimentali effettuate con una incertezza di +5N.
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1400

1200 {—4 +

1000 * ¥ +
800 L

600

400

Carico critico [N]

200

Provini

Fig. 6.9 Grafico raffigurante il valore del carico critico nei test sperimentali
con un’incertezza di misura di +5N

Dall’'osservazione del grafico si evince che i dati sperimentali hanno una
notevole dispersione a causa della grande quantita di difetti presenti nei
campioni testati.

Per effettuare dei test piu significativi sarebbe necessario analizzare un

numero maggiore di provini in modo da abbattere statisticamente il valore di
dispersione.
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Conclusioni

Conclusioni

In questo elaborato si € trattato il problema del fenomeno dell’instabilita in
elementi strutturali.

Il fenomeno € stato analizzato nella sua forma locale riguardante strutture in
parete sottile.

La tesi ha previsto inizialmente un’attivita di ricerca in letteratura per lo studio
delle principali teorie riguardanti il comportamento all’'instabilita.
Successivamente € stata intrapresa un’attivita di progettazione per poter
realizzare un setup di prove sperimentali sull'instabilita secondaria per
validare le teorie analizzate. E’ stata inoltre effettuata un’intensa analisi
numerica per simulare i test di laboratorio realizzati in modo, da poter
confrontare e verificare le possibilita predittive di simulazioni FEM per

'instabilita.

L’attivita di tesi € nata grazie alla possibilita di utilizzare una speciale
macchina a compressione messa a disposizione presso il laboratorio di
misure del Dipartimento di Ingegneria Meccanica.

Si & studiato un setup sperimentale per realizzare prove a compressione su
provini in parete sottile.

Per la rilevazione dei dati sperimentali & stata necessaria la progettazione di
una catena di misura adeguata, integrando i sensori gia presenti nella
macchina a compressione Easydur con dei trasduttori esterni quali un laser
sensor ed un LVDT.

L’utilizzo di questi sensori ha richiesto la progettazione di adeguati supporti
che ne permettessero un impiego agevole.

E’ stato poi effettuato uno studio preliminare tramite analisi numeriche per
selezionare la tipologia di provino in parete sottile che meglio potesse
realizzare il fenomeno dell’instabilita locale con le caratteristiche di carico

della macchina.
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Conclusioni

Si é cosi selezionata, a seguito delle analisi effettuate da Casrin Francesco
nel suo elaborato di tesi, un trave a sezione rettangolare alettata ai vertici
che, € sembrata il migliore compromesso tra facilita di realizzazione e
visibilita del fenomeno di instabilita.

La prova sperimentale € stata poi modellizzata agli elementi finiti.

| risultati ottenuti dall’analisi numerica si sono dimostrati coerenti con la teoria
Anche in questo caso saranno necessari futuri test sperimentali per validare i

risultati ottenuti dalle simulazioni Fem.

Come provino da testare per l'instabilita secondaria si & poi presa in esame
una tipica lattina utilizzata in ambito alimentare per contenere bibite.

Grazie agli spessori molto ridotti, alla scarsa resistenza e alla facile
reperibilita & sembrato, almeno inizialmente, un ottimo provino per la verifica
del fenomeno di instabilita.

Anche in questo caso € stata svolta un’intensa simulazione numerica,
ricreando il set up utilizzato poi nei test sperimentali.

Le simulazioni numeriche non sono risultate attendibili in quanto hanno
sovrastimato i valori del carico critico del 36%.

Questo comportamento si pensa sia dovuto alla grande quantita di difetti
presenti sulle lattine, molti dei quali visibili a occhio nudo.

Si & quindi analizzata l'influenza di difetti geometrici localizzati e caratteristici
del materiale, sul valore del carico critico inserendoli nel modello ad elementi
finiti.

Le analisi dei modelli numerici cosi modificati hanno dimostrato valori del
carico di instabilita piu congrui ai dati sperimentali ottenuti, sottolineando
come l'inserimento di qualche difetto influenzi drasticamente sulla soluzione
rendendola piu attendibile.

Le lattine non essendo concepite per funzioni strutturali, si sono dimostrate
ricche di imperfezioni probabilmente causate dalla tecnologia produttiva e
dalle scarse proprieta dei materiali costituenti determinando una difficile

ripetibilita delle prove sperimentali.
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Conclusioni

Le analisi FEM hanno comunque fornito un risultato attendibile per quanto
concerne il comportamento all’instabilita  registrando deformazioni di
tipologia simile a quelle reali.

Il problema della scarsa ripetibilita della prova potrebbe essere risolto
svolgendo un numero maggiore di prove mantenendo inalterato il setup
sperimentale.

Infine & stato considerato come provino per i test un tubo in materiale
composito fornito dall'azienda SITA COMPOSITI.

E’ stata svolta, sulle specifiche del tubo, un’analisi numerica per determinare
il carico critico che € risultato maggiore rispetto alla portata dello strumento.
Si & quindi svolto uno studio di fattibilita tramite analisi FEM per determinare
intensita e tipo di difetto da inserire nel tubo in modo da abbatterne la
resistenza. Si sono quindi realizzate differenti configurazioni di difetti nel tubo

fino a determinare quella utile da realizzare per svolgere i test sperimentali.

In questo lavoro di tesi si sono quindi analizzate e realizzate possibili
configurazioni di prove sperimentali per realizzare il fenomeno di instabilita
in strutture in parete sottile sfruttabili in un futuro.

Si é valutata la grande incidenza che hanno i difetti sui valori critici di
instabilita, cercando di implementarli in un modello FEM.

| risultati sperimentali ottenuti sulla lattina non sono stati soddisfacenti a
causa della scarsa ripetibilita della prova ma, si € evidenziato come un’analisi
FEM mirata, che consideri i difetti del provino, possa avvicinarsi alla
descrizione della realta.

Le analisi numeriche svolte, anche se non sono state sufficienti a predire in
maniera accura l'instabilita si spera possono fungere da spunto per sviluppi
futuri di una modellizzazione FEM che consideri in maniera ottimale

'interazione tra i difetti e l'instabilita strutturale.
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