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1 Introduzione

Lo scopo della tesi é lo studio della Teoria Secolare, conosciuta come Teoria di Lagrange-Laplace, inclu-
dendo gli effetti della Relativita Generale per un sistema a due pianeti con orbite a bassa eccentricita e
inclinazione. In primo luogo si effettuerd uno studio della teoria, dal punto di vista puramente classico,
con i conseguenti risultati dal punto di vista fisico delle variazioni temporali di inclinazione e eccentricita
dell’orbita del pianeta perturbato. La seconda parte sara dedicata allo sviluppo di un sistema Hamilto-
niano consistente che permetta di studiare i moti del sistema dal punto di vista relativistico attraverso
I'approssimazione dell’ordine di O(1/c*) delle equazioni di campo di Einstein, ovvero la Post Newtonian
Approximation. Vi sara inoltre uno studio delle stabilita del potenziale perturbativo, prodotto dai ter-
mini relativi alla Relativita Generale, per poter capire a priori come pud evolvere il sistema secolare in
condizioni di campo debole. Infine, saranno esplicitate le correzione relativistiche all’interno della Teoria
Secolare con un conseguente confronto con il caso puramente classico.

La Teoria di Laplace-Lagrange riesce a spiegare, con un ottimo grado di predittivita, le osservazioni di nu-
merosi corpi di grande dimensione nelle zone piti interne di sistemi extrasolari con orbite a bassa eccentricita
e a corto raggio.



2 Teoria Secolare Classica

La soluzione secolare di un sistema a due pianeti stabile e compatto & conosciuta come teoria Laplace-
Lagrange. II modello prevede il moto di due pianeti m; e mg sotto 'effetto dell’attrazione gravitazionale
del punto di centro di massa identificato con la stella madre di massa m.. La funzione di disturbo tra i
due pianeti é:

ra —1I; r2

R =Gmo|[——— — 2.1

2[|I‘1 —I'2|3 7‘23] ( )
dove il primo addendo dicesi termine diretto e il secondo addendo termine indiretto. L’espansione in serie
di Fourier di R in funzione degli elementi orbitali a (semiasse maggiore), e (eccentricita), I (inclinazione),

A =M+ w, Q (pulsazione), prende la forma
oo
R(ai,az,e1,ez,11,12) = Z S(ay2,e1.2,112) cos(jiA + j2A2 + mywy + maws + N1l + n2ls)

(41,2,n1,2,m1,2)=0

(2.2)
In primo luogo si media sugli angoli \;, poiché tali angoli variano velocemente sul lungo periodo di tempo,

1 27

(R),.= o, Rdudk (2.3)

Ora, definendo i coefficienti di Laplace come

w 1 2 cos (k1))
b = T /0 (1 — 2accos(y)) + a2)s ay (24)

si arriva ad una forma molto semplificata della funzione di disturbo, ovvero, per j = 1,2 e j # k, si ha
1 1
Rj = njajz[iAjjejz + Ajkeleg Cos(w1 — WQ) + iBjjIjz + Bjkflfg COS(Ql — Qg)] (2.5)

ove gli elementi di matrice che sono presenti nella funzione di disturbo hanno la forma:

_n; mg ~ (1)
Ajj = 4 m; +mca12a12b3/2(a12)
n; my _ (2)
Agp=——2— "% b
ik 4 m, +mca12012 3/2(a12)
T, mi _ (1)
Bjj=—-1—"7— b
1 4 mj + mcama12 3/2(a12)
o nj mi _ (1)
Bjk = 4 mj; + mca12a12b3/2(a12) (26)

con g = Qg = Z—; se j = 1, mentre ayo = 1 se j = 2. Siamo giunti a definire due matrici differenti
che hanno come elementi interni solo i valori costanti delle masse del sistema stella madre-pianeta-pianeta
e dal semiasse maggiore dei due corpi. Inoltre si nota che det(B) = 0, questo fatto sara fisicamente
interpretabile in seguito.
Ora soffermandoci sugli spazi cartesiani £ e Z ove giacciono rispettivamente i vettori con componenti le
eccentricita e; e le inclinazioni I;. Ponendo che gli angoli polari di tali spazi siano rispettivamente gli
angoli @ e (), si definiscono le componenti verticali e orizzontali dell’eccentricita e inclinazione dei due
corpi come: in &£ si ha

hj = e;sinw; kj = ejcosw; (2.7)

mentre in Z si ha
pj = I;sin§); q; = ejcos§); (2.8)



Facendo tale cambio di variabili nell’equazione ([2.5]) si puo riscrivere nella forma

1 1
2[S A5 (RS + K2) + Aji(ksky + hihe) + §Bjj(p? +3) + Bj(pjpk + 4ax)] (2.9)

Rj = njaj 9

In tali variabili possiamo scrivere le equazioni di Lagrange planetarie che ci descrivono la variazione degli
elementi orbitali dovuta a una perturbazione. Prendendo a titolo d’esempio h;, poiché il calcolo per le
restanti tre variabili & del tutto analogo, si ricava derivando rispetto al tempo:

() (%)
() = ()= (3)

Chiamando ora h; = w1 e ho = ws si puo riscrivere 'equazione del second’ordine precedente come
un’equazione al prim’ordine equivalente, ovvero:

e derivando ulteriormente si ha

h Qy Iy \ | ho hy

— = A 2.1
U1 <—A2 @2> v1 v (2.10)
i}g V9 ()

Innanzi tutto, vedendo che gli autovalori {\;};=12 di A? non sono che il quadrato degli di autovalori di
A, si puo dimostrare che la matrice A ha autovalori {\/—\;};j=12. Chiamando {g;};=12 gli autovalori
della matrice A (e {fj}j=12 quelli della matrice B) , si hanno i seguenti autovalori per A:

T1,2 = Eig1 T34 = Eigo

Si ha dunque che le equazioni hanno la forma di un problema alle piccole oscillazioni e la soluzione generale
per ognuna delle quattro variabli introdotte é:

2 2
hj = Z eji sin(git + ;) kj = Z eji cos(git + i) (2.11)
i=1 =1
2 2
pj = Z Iji Sin(fit + 772') Z €45 COS fzt + 772) (2‘12)
=1 i=1
unque {g;}i=12 sono le frequenze fondamentali del sistema nello spazio £. Esse sono facilmente rica-
Dunque {g;}i=1, le freq fond tali del sist llo spazio €. E facilmente ri
o
vabili risolvendo l'equazione agli autovalori per la matrice A; si denominano i parametri ?{fiam) = 0,
3/2 a2
nimiadybl) (a12) o . . oo
——af—— = 0, ¢ = A11. Inoltre, per il sistema considerato si ha a < 1, percio si possono sem-
plificare i coefficienti di Laplace b(l/) b§2/)2 1502/4. Ora date queste sostituzioni, si ricavano le

autofrequenze dall’equazione agli autovalorl Ay; = g;yi, ovvero

gi :—*0q+\fi\/q— )2 + 4qv/a 3] (2.13)
Le costanti moltiplicative per gli autovettori invece sono:

q—fﬂF\/qQ—qﬁ )2+ 4gv/a 5 (2.14)

Wi =

Allora utilizzando le equazioni (2.7)) e e;(t) = ,/hjz + k:j2 si ricava la variazione dell’eccentricita dei due
corpi nel tempo

e;(t) = e?l + ej2.2 + 2ej1€ej2 cos|(g1 — g2)t + 71 — 2] (2.15)



ove in quest’ultima equazione le componenti degli autovettori sono gid riscalate con la relativa costante
moltiplicativa, la quale viene esplicitata nella (2.14).

Concentrando lo sguardo sulle inclinazioni si osserva che il determinante di B é nullo, cio significa
che uno degli f; deve essere nullo, ovvero vi é un’unica autofrequenza fondamentale. Questo ¢ fisicamente
interpretabile come il fatto che le inclinazioni orbitali dei due pianeti non sono indipendenti, bensi devono
variare vincolate dalla conservazione del momento angolare orbitale totale del sistema.

Le soluzioni e implicano che il moto risultante per le due masse ¢ stabile per tutti i tempi. E’
perd doveroso ricordare che tale teoria é valida per piccoli valori di inclinazione e eccentricita, abbastanza
piccoli da permettere un’espansione al second’ordine della funzione di disturbo perturbativo.

2.1 Applicazione teorica per Giove e Saturno

Un esempio notevole é 'applicazione della teoria perturbativa ai pianeti Giove e Saturno. Risolvendo
I’equazione agli autovalori e trovando le frequenze fondamentali del sistema possiamo plottare, attraverso
I’equazione , i grafici per le eccentricita e inclinazioni, in un range di 5-10° anni, come riportato in
Figura 1 e in Figura 2. Il risultato é di particolare interesse poiché, all’interno delle equazioni di e(t); e
di I(t);, si ritrovano i segni del termine periodico invertiti, percio si traduce fisicamente col fatto che un
massimo di inclinazione e eccentricita per Giove equivale a un minimo di tali elementi orbitali per Saturno
e viceversa. Questo é un risultato generale dovuto alla conservazione del momento angolare del sistema
tra i due pianeti. Ovviamente, nei grafici non si sono tenuti in considerazione altri termini perturbativi
importanti dovuti a Urano e Nettuno che esulano dagli obiettivi di questo studio.
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Figura 1: Rappresentazione dell’evoluzione secolare di e;(¢) per il caso di Giove (in rosso) e Saturno (in blu)



0,048

0.04

o o

0,03

tF

0,024

0,01

i

0,008

A,

110P
2.40f
31P

A0
=]
-
=

Time [vears]

Figura 2: Rappresentazione dell’evoluzione secolare di I;(t) per il caso di Giove (in rosso) e Saturno (in blu)
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3 Post Newtonian Approximation

Ora spostiamo lo sguardo alla Teoria della Relativita Generale. In tale visuale la metrica e le equazioni
del moto dei corpi sono le entita primarie della teoria. La difficolta delle Equazioni di Campo di Einstein,
dovuta alla non linearita, comporta il bisogno di un’espansione del tensore metrico g, in termini di
O(1/c™), con n = 4 nel caso della Post Newtonian Approximation. Successivamente sard posta ¢ = 1 e
simbolicamente 'ordine di espansione sara indicato con O(n). Sapendo che il potenziale Newtoniano ¢

e (3.1)

¢ facile vedere che in termini di densita-energia é dell’ordine di O(2). Partendo dall’azione del sistema di
una particella massiva

¢ = —myg / VG EHEr dt = —myg / \/goo — QQOjUj — gjkvjvk dt (3.2)
se ne puo prendere I'integrando per avere la Lagrangiana di una particella massiva in campo gravitazionale

nel limite newtoniano:
L=+1-2U -2 (3.3)

Troviamo dunque che la Lagrangiana newtoniana non ¢ altro che la Lagrangiana generale approssimata
all’'ordine O(2). Nel limite Post Newtoniano si apportano correzioni dell’ordine di O(4), percio avremo

Loy = /12U =02 — go[O(4)] - 200;|0(3)] — g;¢[O(2)] (34)

Questa ¢ fisicamente giustificata nel nostro sistema poiché si € in una situazione di moto lento a lungo
raggio e campo debole.

Ora ricaviamo i vari termini di espansione di g,,. Per prima cosa si scrive il tensore metrico come
somma della metrica piatta Minkowskiana g,(B,) e di un termine perturbativo h,,, dove i termini ulteriori
dell’espansione di quest’ultima hanno valori bassi. Si ha

Juv = g,(},)/) + hp,l/ (35)

L’obiettivo & scrivere ’espansione della metrica attraverso Potenziali Post Newtoniani dipendenti dalla
distanza |X —x/ ‘} ove x’ ¢ il punto associato alla distribuzione di massa. Due restrizioni fondamentali
per trovare tali potenziali sono che i termini della metrica siano adimensionali e che le correzioni delle
componenti perturbative debbano trasformare rispettivamente come uno scalare, un vettore e un tensore.
Definiamo IT come ’energia interna del corpo sull’unita di massa a riposo e p come la densitd di massa-
energia a riposo.

e g, all'ordine O(2) deve trasformare come un tensore invariante per rotazioni, percio deve dipendere
solamente da Ud;;, ove U ¢ il potenziale gravitazionale Newtoniano e dal potenziale

0y = [ AL =l =2

x — x|

d3a’ (3.6)

e goj all’ordine O(3) deve trasformare come un vettore invariante per rotazioni, avremo quindi due

possibili potenziali:
x|, t)v}
Vij E//Md3m' (3.7)

[x = x|

= I By (3.8)

w~ﬂ/MﬂJWﬂ@—ﬂ@_f>

x — x|’



e goo all’ordine O(4) ha numerosi possibili potenziali dei quali prenderemo solamente quelli dominanti
per il sistema della Teoria Secolare, che sono di principale interesse:

X/ ’t ,U/2
o, = /Md%’ (3.9)
X —X
/ 7t H/ 2
By = / p(‘x)/”d%’ (3.10)
X —X

Gli ordini di espansione del termine perturbativo saranno dunque in PNA
hoo ~ O(2) + O(4) ho; ~ O(3) hij ~ O(2)
Facendo tendere hgy — 0 si ottiene la sua espansione all’ordine O(2), ossia ponendo G = 1,
iy = 2u (3.11)

Per i termini successivi & necessario espandere le componenti del tensore stress-energia poichée entrano in
gioco le parti non lineari dell’equazione di campo. I termini di 7}, sono

Ty = (p+ pIL + puyuy + pguw (3.12)

Questa modalita di scrivere il tensore stress-energia é di particolare interesse poiché associa la metrica e la
curvatura dello spazio tempo alle grandezze di un fluido perfetto. Si ha che p ¢ la pressione isotropica dello
spazio e II é la densita specifica di energia cinetica e termica interna dell’elemento del fluido relativistico.
Mentre il tensore metrico all’ordine Newtoniano ha componenti:

goo=—-1+2U  go; =0  gij =0 (3.13)
inserite quest’ultime in (3.12)) si hanno le componenti in PNA di 7),,.

Prendiamo ora le Equazioni di Campo di Einstein, ponendo per semplicita ¢ = 1

1
Ry, =87G (T — §gWT) (3.14)
Per trovare una soluzione del termine perturbativo, ed essere consistenti con tali Equazioni di Campo,
dobbiamo espandere le componenti del tensore di curvatura R, agli stessi ordini di espansione del tensore
stress-energia. Dalla definizione del tensore di Riemann e contraendo ai due indici si ottiene il tensore di
Ricci, che ha componenti in termini del tensore perturbayivo h,:

1 1 . 1 . 1 1 1. .
&m:—§v%my-ﬁaamm—2@&mﬂy+;%m%mmk—§@h%y—jvmm2+§mﬁyﬁm0

1
Roj = —5(V2ho; — 0,04k + 000k — Oodhhf)

1
Rij = —§(V2hij — 8¢6jh00 + 818]h]£ - akﬁjhf - 6k63h§) (3.15)
A questo punto si ricava h;; ~ O(2). Imponendo la condizione di gauge:
1
8uhf — §8¢hﬁ =0 (3.16)
I'equazione (3.14) per R;; e Tj; diventa
V2hij = *87Tp(5ij, hZ(JZ) == 2U5U (317)

Mentre imponendo 1'ulteriore condizione di gauge

1
ot = ~Bohoo (3.18)

uht — ;

N



I’Equazione di Campo diventa

1
VZhoj — U0 = —8mpv; (3.19)

percio risolvendo si ottiene ’espansione all’ordine O(3), utilizzando i potenziali (3.7)) e (3.8)), si ottiene

5 7 1
WY = —Tv, o (3.20)

Infine, rimanendo nella gauge precedente, si ricava, utilizzando i potenziali ®; e ®o,
hig) = =207 + 28, + @3 (3.21)

Quest’ultimo risultato di espansione puo essere semplificato ulteriormente nel sistema particolare pianeta-
pianeta-stella madre. Ponendo che, a una distanza apprezzabile dalla stella madre, ’energia termica e
cinetica interna al corpo perturbato siano ininfluenti, dunque 'unico contributo all’energia interna del
corpo é solo la quantita di massa-energia a riposo, ovvero, in visuale fluidodinamica, che sia pari al volume
del fluido relativistico. Allora poniamo il parametro II' ~ 1 e avendo i potenziali ®; ~ ®3 si pud dunque
ottenere

i) ~ —2U2 + 3%, (3.22)

Riassumendo, abbiamo ricavato i termini di espansione di g, fino all’ordine O(4) aggiungendo il tensore
perturbativo h,, alla metrica di Minkowski, arrivando cosi alla forma dei termini della metrica in Post
Newtonian Approximation.



4 Hamiltoniana del sistema pianeta-stella madre in
Post Newtonian Approximation

Iniziamo considerando il moto di una particella test di massa mo — 0 in un campo gravitazionale Post-
Newtoniano generato dal corpo di massa mq. La Lagrangiana Lo & ottenuta dal principio variazionale

espresso in questo modo:
5(2)
0 / ds =0 (4.1)

S(1)
ove ds ¢ l'intervallo spazio-temporale invariante ds = /g, ,dx#dz”. Siccome l'integrale ¢ I'azione del
sistema si ha

0
5/x(2) dx* dxv d
=2 den =
20 I G0 g0 0
(1)
arrivando alla forma, con t parametro temporale,
to

1) Lodt=0 con

t1

dx’ i da® da?
Lo = (goo + Ui Ty g% —)
c dt ¢ dt dt
Scegliamo il seguente segno per i termini di g,.: goo = 1 + hoo, goi = hoi, gij = —0ij + hij. Dunque, in
Post Newtonian Approssimation, sostituendo i termini appena scritti in (2.12)) e reinserendo i coefficienti

di ¢ ad ogni termine d’espansione perturbativa di h,,, si ha
hoi dx’ 1 dx* dzt n hi; dzt da?
dt 2 dt dt 2 dt dt

(4.2)

Lo=(1 +h00+2

| 1. 2 1 i i 1
- —2{c +5<—m F R+ b+ S b )} - I+ ()R - 2n B+ O( )
L. 9 1 | 1 (2 1.2 . pi 1
= 5é B — 5 S[hsy) + 28 it + nY il —z(xx) Z(h( 22 4 ihg(ﬁx |+ 0(5)

(4.3)

ove negli ultimi due passaggi si denota la derivata temporale con la simbologia ‘. Assumiamo che rq
abbia componenti {(z — 2’);} e ry abbia componenti {(z — 2”);}, i quali si riferiscono rispettivamente al
corpo (1) e al corpo (2). Assumiamo inoltre che r = ro —r;. Ora, sostituendo all’interno della Lagrangiana
L5 1 termini di espansione in PNA (3.11)), (3.22), (3.17), (3.20), si ottiene

1 .9 Gm1 1.1 1 Gm1 )2 + 3Gm1( + 2) 7Gm1 . . Gm1
5 ry

Ly = 51‘2 + — [8r2 2( " o 5, 11 f2— o3 (f1-r)(f2-1)] (4.4)

L’espressione appena trovata € la Lagrangiana che descrive il moto di una particella test nel campo gravita-
zionale creato dal corpo my. Notiamo che invertendo (1) <+ (2) si ottiene la Lagrangiana per una particella
test nel campo creato dalla massa ms, dunque si ha una simmetria tra i moti d’interazione relativistica
tra i due corpi. Ma la Lagrangiana £ che descrive il sistema di due particelle massive interagenti non puod
essere la semplice sovrapposizione di £1 e L9 poiché, all’interno delle due espressioni, vi sono dei termini
non lineari. In particolare £ deve essere invariante rispetto alla trasformazione mir; <> meors. Un punto
d’appoggio per trovare £ ¢ considerare le singole £ o in questo modo:

C2

Lo= lim —
mz2—0 M9
In via del tutto analoga abbiamo il limite
L1 = lim £
m1—0 M
Ignorando le singolarita, Il risultato finale sara
1 Gmim 1
L= (mﬂ’l + mgr%) + 7; 2 + 3¢ 9.2 (ml7“1 + mgré‘)
Gmims . . .. 1. . G
Tz BOT+83) = Thy by — g (b1 x)(Fyox) = (4 my)] (4.5)



Siamo dunque arrivati a definire la Lagrangiana di interazione tra due particelle massive.
Notiamo innanzi tutto che

oL oL _
87‘1 87”2 -

percio, per il Teorema di Noether, il momento nelle direzioni ry e ro é una quantita conservata, ovvero

oL oL
P=—-mn+_-—n =K, ove K = cost.
8r1 67‘2

0

Dalle equazioni di Eulero-Lagrange

d oL, or
dt 87"1' 67’@ -
& facile mostrare che
d 2 Gmg 3 Gmy
= — 14+ = - —= 1+ = - —— 4.6
P=a e (1 + 2c2 2rc? )+ marz(l+ 2c2 2rc? ) (46)

Notiamo innanzi tutto una simmetria tra i due addendi di p secondo la trasformazione mir; <> mors come
si richiedeva all’inizio, percid continuamo in questa strada. Integrando rispetto al tempo quest’ultima
equazione, giungiamo cosi ad avere la legge del moto nel sistema del centro di massa

MEry + MSry — pt = Ky (4.7)
.2 .
ove si é definita MZG = m;(1+ 2% — ;TZQJ) con i # j la massa gravitazionale dei due corpi. Stabiliamo

innanzi tutto la conservazione nel tempo della massa gravitazionale del sistema in accordo con il fatto che
la densita di massa a riposo p fosse di valore costante. Percio

d
(M + M) =0

L’equazione (4.7 ci mostra che il centro di massa gravitazionale si muove di moto uniforme. Allora
cambiando sistema di riferimento nel sistema di riferimento inerziale del centro di massa abbiamo

MEr + MSry =0 (4.8)

Ora basta solo cambire sistema di riferimento nella Lagrangiana £. Dalla definizione di r si ricava I =
o — 1. Allora questa ultima equazione diventa derivando rispetto al tempo

. . -G - G
MEi + MSiy = M{ri + Myry =T (4.9)

L’appena definito vettore T' ¢ dell’ordine di 1/c? come si evince dalla definizione data sopra di massa
gravitazionale. Mettendo a sistema le equazioni (4.8) e (4.9) si esplicitano

. —mor + T
rH=—"-
m1 + ma
mir + T
rg= ———
mi + mg
Sostituendo questi ultimi due risultati nell’equazione (4.5) e riscalando per o = % otteniamo la

Lagrangiana per il moto relativo del corpo (2).

1-3 1
p T LH

2 r 8c? 2c2

ove pp = G(M; + Ms).

2 G+ o)+ G0+ 0() (4.10)

r 2rc?

10



Per ottenere I’Hamiltoniana H del moto relativo del sistema a due corpi applichiamo una trasformazione
di Legendre alla Lagrangiana £. Tale trasformazione sara del tipo:

] oL
AL . (I',I') = (I‘, Enr)

Innanzitutto il momento coniugato sara

oL
— 9=,
p a5
.1 0. 262, 284, ...
_ 46,72 252 S5 4.11
r+c2[§1rr—|— 7qr—i— r3(r )1 ( )
Con questo si ricava infine I’Hamiltoniana
2
_ D Y N U N S B YN G Yo
H=Hy+Von=" 2 Jtapt+ 2p2 4 &1 S pp o) (1.12)
ove i parametri all’interno dell’Hamiltoniana sono:
_1-30 (3 +0) —u? o
&= 5 §2= 5 §3= 5 54—2

Abbiamo appena ricavato I’Hamiltoniana del sistema del moto relativo tra due corpi che interagiscono tra
loro in campo gravitazionale Post-Newtoniano con un’accuratezza di 1/¢2.

4.1 Studio delle stabilita secondo Lyapunov del’Hamiltoniana Relativistica

L’Hamiltoniana H trovata nell’equazione ha un potenziale dipendente dalle velocita, il che ci
rende difficile darne un’interpretazione fisica. Il nostro obiettivo & avere una combinazione lineare del
tipo H = %2 + VN + Vgr con una visualizzazione del ritratto in fase dell’hamiltoniana perturbativa
(Hgr = % + Vgr) facendo uso del teorema di stabilita di Lyapunov. Innanzitutto 'indipendenza da
variabili angolari ci dice subito che il momento angolare del sistema € una quantita conservata. Applichiamo
una trasformazione di coordinate per trovare un potenziale indipendente dalle velocita.

Tale trasformazione puo essere il set di coordinate di Delaunay (1, g, h, L, G, H) ove gli elementi sono definiti

mentre i momenti coniugati sono

1 1

L=(—+—)"'Yua G=+pa(l—e2) H=+/pa(l —e?)cosT

myp M2

ove si ¢ indicato con a il semiasse maggiore, M la massa della stella madre, M = nt ¢ 'anomalia media. Si
noti innanzi tutto che G rappresenta lo pseudo-momento angolare orbitale, e H é la sua proiezione lungo
I’asse z. Scriviamo la parte dell’Hamiltoniana Newtoniana in variabili di Delunay

2 2

p H K
Hy =2 B _ B 4.13
N7 T T ar2 (4.13)
Tenendo conto delle equazioni del problema di Keplero a due corpi, ovvero:
a(l —e?)
=— =qa(l - U
r Tt ccosf a(l —ecosU)
L2
a=—
1
g?
e =1- Tz (4.14)
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dove U ¢ I'anomalia eccentrica. Per cui inserendo tali relazioni nell’equazione (4.13)) si ha

2 292
p2 — N U V| (4.15)

r L? r a

Inoltre si dimostra che essendo ’anomalia eccentrica e vera delle funzioni di I, L e G si ha

r-p:ﬂsinf (4.16)
g
Sostituendo in (4.12)) e isolando solamente le componenti perturbative si ha
2 2
p P ©1 , O O3
GR 2+GR 2+(0+T+r2+T3) (4.17)
dove
2
p*(1—30)
Opy=—"—""F55—"
0 8a?c?
2
p(4—o)
O =———+
! 2ac?
2
p(6+ o)
Oy = ——-—"—
2 2c2
pgo
O3 = —-
57 92

Con cio siamo giunti ad avere un potenziale indipendente dalle velocita, come si voleva. Studiando il
potenziale per r > 0 si ricava un estremo locale che prende il valore

GR_ ~92t v g% — 3010 (4.18)
1

Per le condizioni di campo debole su cui é basata la teoria il valore ¢ ~ 0 e percid asintoticamente si
avra per r — 0 Vgr — —oo, mentre per r — +oo si avra Vgr — g, ove a causa dei valori delle masse
di valori di ordine inferiore rispetto alla corpo centrale si pud approssimare Oy ~ 0. Per il teorema di
stabilita di Lyapunov 7@ & equilibrio asintoticamente instabile dato che & un punto di massimo assoluto
nel range prefissato. Una simulazione dello del ritratto in fase di Hgpr con condizioni di campo debole
é rappresentato in Figura 3. Tale potenziale & analogo al potenziale di Schwarzschild per una particella
priva di massa, infatti notiamo che, sostituendo o = 0 all’equazione , otteniamo esattamente la
Lagrangiana di Schwarzschild per una test particle priva di massa.

Riassumendo il potenziale perturbativo Vgr(r) é centrale ma, essendoci termini superiori dell’ordine r~2,
ne risultera un campo centrale totale V(1) che produrra orbite limitate in cui la direzione del pericentro del
pianeta non sara piu costante ma variera nel tempo. Questo é in completo accordo con la nota precessione

del pericentro prevista dalla Teoria della Relativita Generale.
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Figura 3: Ritratto in fase dell’Hamiltoniana Hgr per il pianeta perturbato di massa pari a quella di Giove (1.898 - 10°7 kg)
orbitante attorno ad un corpo centrale di massa solare (1.99 - 103°Kg), con il semiasse maggiore per il corpo perturbato pari
a quello di Mercurio (0.387 U.A) e un’eccentricita di e=0.5.

5 Moti stabili di H;i e confronto con il caso classico

La nostra ricerca dunque sara nel cercare la precessione relativistica del pericentro a partire dal potenziale
Var per poter applicare tale correzione al termine hj nell’equazione ([2.7)).

Iniziamo ponendo come corpo perturbato il pianeta pit interno, ove per convenzione avremo che il corpo
pitt esterno non sia soggetto apprezzabilmente da effetti dovuti alla Relativitd Generale. Useremo come
riferimento il potenziale perturbativo nelle coordinate dell’equazione . A partire dalla relazione
si pone, con accuratezza di O(1/c?) il momento coniugato p = = v. Mediamo come segue Vgr

2

N+ (9(014) (5.1)

La media sara attuata sull’anomalia media M dato che varia velocemente rispetto alle altre variabili in
gioco. Per una generica componente ¥, la media assumera la forma generale:

(Von)= s ler (v )+ ()6 e (B

1 2w 1 2
UH= — VM= — vQ)d 5.2
(=g [ vam= o [Twou (5.2
ove si é definita la funzione scalare, con f anomalia vera,
dM
== 5.3
o- (53)

Per trovare tale funzione utilizziamo due forme per lo pseudo-momento angolare noto dal problema a due
corpi di Keplero, uno in funzione dell’anomalia vera e dal raggio e uno in funzione dei parametri orbitali:

nr ) =S ha,e) = Vil — ) (5.4)
Attuando una semplice integrazione si ottiene la formula per la (5.3))
1 — 2)3/2
Q= ( ) (5.5)

(1+ecos f)?

A questo punto si possono calcolare i vari valori medi all’interno di <VG R>. Definiamo prima di tutto due
valori scalari utili nei calcoli:

b= L /2” sin* f if — 32— e —2V1—e?)
"“or )y (tecosf)2 2et ’
1 /2 sin®f 1—+1—¢2
b= | T df =
mJo (1+ecosf) e
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Ora scriviamo esplicitamente i singoli valori medi :

4 ntat 3e*

<V >_ m[l"i_ 92 +e (bl]a
2 2

()= = 1+,
1 1

N

(r-v)? an?
( 3 ) = me%ﬁ

Infine sostituendo i vari termini alla (4.12)) si ottiene

3 P15 —0)  3u'p°
c2a2y/1 — e2 8a?c? 213G

(Var)= + cost. (5.6)

ove § = (n%1 + W%)*l é la massa ridotta. L’ultima uguaglianza é data dal fatto che 'hamiltoniana totale
H non dipende dall’anomalia media M percio il momento coniugato L é una quantitd conservata del
sistema, dunque l'ultimo addendo di <VGR> puo essere considerato costante dato che non contribuisce
nella dinamica del sistema sul lungo periodo.

Ora possiamo trovare la variazione nel tempo dell’argomento del pericentro facendo uso dell’equazione di
Hamilton:

. OH 0Vgr  3u?
Wor = G ~ 9G  2ad2(1— e?)
Questa ¢ la famosa formula che descrive la precessione del pericentro in Relativita Generale, in pieno
accordo con le osservazioni fatte dal ritratto in fase di Hgg sottoparagrafo 5.1.

(5.7)

5.1 Correzione relativistica nell’evoluzione secolare
Partendo dai risultati appena raggiunti e la formula (2.7)) per h; possiamo riscrivere
3M3/2

) + k2 A; 5.8
a5/262(1—62))+ 2482 (5-8)

hj = ki(Ain +
Il secondo termine dell’equazione non ha correzione dovuta alla Relativita Generale poiché si é stimato che
solamente il primo pianeta & perturbato da effetti relativistici di ordine superiore dovuti alla stella madre.
Definiamo allora una nuova matrice che comprende il termine correttivo relativistico, si avra

X q+k —qp
A=o¢ 5.9
(ﬁﬁ va (5:9)
3H3/2
a5/202(1—62) :
Ora il nostro obiettivo ¢é il calcolo esplicito dell’eccentricita in funzione del tempo del corpo perturbato,
e studiarne la differenza con il caso senza correzione relativistica. Innanzitutto troviamo le autofrequenze

relativistiche risolvendo '’equazione agli autovalori:

ove si € posto k =

1
g% = (g b+ Vat/(a+k+Va)? - A(Vak+q—q?) (5.10)
Mentre i parametri degli autovettori con 'aggiunta della correzione relativistica sono:

Jor _ bt a—vaF Vot Vot b2+ 4va(k+q— g5%)p
L 2qp

Ove infine possiamo scrivere ’equazione dell’eccentricita in funzione del tempo del corpo perturbato

(5.11)

efR = \/w%efl + w%e%Z + 2wiwaeriern cos((g?R — gQGR)t + v - 72) (5.12)
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Questo ¢ il punto finale che ci eravamo prefissati.

Osserviamo che le autofrequenze gl-GR assumono valori maggiori rispetto al caso classico a causa del-
I’aggiunta dei termini correttivi. Un altro fenomeno puramente relativistico ¢ la diminuzione dell’ampiezza
di oscillazione; ci si aspetta che un incremento di|e;;| porti ad una decrescita di |ej2|; a fissate condizioni
iniziali il valore €%, + €3, rimane costante dunque, un incremento di e1; porta ad una decrescita del valore
ler1e12]. Quindi nel caso relativistico avremo un’ampiezza d’oscillazione minore e una frequenza maggiore
in confronto al caso non relativistico. Un esempio di tale fenomeno é riportato in Figura 4 ove si é preso
come coppia di pianeti, perturbante e perturbato, due corpi di massa gioviana orbitanti attorno ad una
stella con 10 volte la massa solare. Il pianeta perturbato si & considerato con una bassa eccentricita, pari
ae=0.3.

0,302% &

0,301% E

0,3008 k!

0,200% -

0,2984 1

0,297 ' . P
=]

T [T ]

510f
11
15100
20
2510
a1
a5
a1
4510

Time [ yer;:rs ]

Figura 4: Simulazione numerica dell’eccentricita in funzione del tempo di un pianeta perturbato di massa gioviana con
eccentricitd media di e; = 0.3 e semiasse maggiore a; = 0.01 au, mentre il pianeta pill esterno con eccentricita media di
ez = 0.25 e semiasse maggiore a2 = 1 au. L’oscillazione dell’eccentricita con ’aggiunta dei termini relativistici ¢ indicata in
blu, mentre 1'oscillazione classica € indicata in nero

Il sistema diventa pitt complesso dal momento in cui aumentiamo il valore dell’eccentricita, dato che
lo sviluppo dei termini A, in Post Newtonian Approximation non ¢ sufficiente per la loro descrizione. Ci
si limitera ad osservare il trend di simulazioni di fenomeni ad alta eccentricita per trarne conclusioni sul
comportamento complessivo del sistema.

Consideriamo il sistema precedente con un’eccentricita del pianeta pitt interno pari ad € = 0.85. Un

incremento dell’eccentricitd porta ad un incremento di k = #ZQ—&)’
discostamento sensibile di e?; + €%, tra il caso relativistico e classico, dunque a un innalzamento della
curva d’oscillazione. Questo si puod vedere chiaramente in Figura 6. Tale innalzamento porta, a priscindere
dai volori della frequenza di oscillazione, ad un aumento dell’eccentricitd media. Dal punto di vista
sperimentale & un risultato notevole poiché la registrazione di una curva secolare di un pianeta prossimo
alla sua stella madre con alta eccentricita, senza 'aggiunta dei contributi dovuti alla Relativita Generale,
porterebbe ad una sottostima della sua eccentricitd media.

Considerando 'interazione mareale tra stella madre e corpo perturbato, ovvero

15 ko R + ko RS

2 admpms

che ha come conseguenza un

n(m? +m?2) (5.13)

wT p

(ove kgp ¢ il numero di Love per il pianeta e kgs per la stella), e aggiungendo questo agli elementi di

matrice di A1 e Asq, ricaviamo una curva di eccentricitd oscillante attorno ad un andamento decrescente
nel tempo e dunque ad una circolarizzazione dell’orbita del pianeta. Aggiungendo i termini relativistici per
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Figura 5: Simulazione numerica del semiasse maggiore in funzione del tempo del tempo del sistema considerato in figura 4.
L’oscillazione del semiasse maggiore con ’aggiunta dei termini relativistici ¢ indicata in blu, mentre ’oscillazione classica ¢
indicata in nero

un corpo ad alta eccentricita si osserva un fenomeno notevole. Vi sara nel caso relativistco una diminuzione
dell’ampiezza di oscillazione, un aumento della frequenza e un innalzamento della curva e(t). Questo porta
ad un abbassamento della curva di oscillazione del semiasse maggiore a(t) che, per lo smorzamento mareale,
portera il corpo ad una maggiore velocita di drift interno al sistema planetario e ad una circolarizzazione
delle orbite con una stima maggiorata della variazione di eccentricitd media. Un esempio di abbassamento
dell’oscillazione temporale del semiasse maggiore per un corpo ad alta eccentricita é dato in Figura 7.
Riassumendo, i termini relativistici per corpi massivi prossimi alla stella madre sono fondamentali per
comprendere 1’evoluzione del sistema planetario, i quali spiegano 1’osservazione di numerosi pianeti detti
"Hot Jupiter", ovvero corpi celesti di massa gioviana con orbite circa-circolari a corto raggio rispetto alla
stella; dunque portano all’esplicazione della migrazione verso i punti pitt interni del sistema teorizzandone
la passata alta eccentricita.
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Figura 6: Simulazione numerica dell’eccentricita in funzione del tempo del sistema considerato in Figura 4 con un eccentricita
del corpo piti interno di e = 0.85. L’oscillazione dell’eccentricita con ’aggiunta dei termini relativistici & indicata in blu mentre
I'oscillazione classica € indicata in nero
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Figura 7: Simulazione numerica del semiasse maggiore in funzione del tempo del sistema considerato in Figura 4 con un
eccentricita del corpo piu interno di e = 0.85. Si pud vedere chiaramente un abbassamento della curva d’oscillazione dovuti
a wagr. L’oscillazione del semiasse maggiore con l'aggiunta dei termini relativistici € indicata in blu, mentre 'oscillazione
classica ¢ indicata in nero

6 Conclusioni

Lo studio della teoria secolare per un sistema a due pianeti ha portato a diversi risultati notevoli:

e [’aggiunta dei termini di variazione del pericentro del pianeta perturbato, dovuti alla Post Newtonian
Approximation, portano ad una rottura di simmetria dell’eccentricita in funzione del tempo rispetto
al pianeta pit esterno. Questo ¢ dovuto ad un aumento della frequenza di oscillazione e ad una
diminuzione dell’ampiezza d’onda. Tale fenomeno si pud vedere come una perturbazione al potenziale
centrale Newtoniano, dovuta al potenziale relativistico, la quale rompe la simmetria del sistema
portando alla precessione del pericentro (si veda sezione 4.1).

e Considerando il sistema per alte eccentricita si pud vedere come le correzioni relativistiche da una
parte alzino la curva di oscillazione dell’eccentricita, dall’altra abbassino quella del semiasse maggiore.
Dunque i valori medi di eccentricita e semiasse maggiore senza termini relativistici assumerebbero
rispettivamente una sottostima e una sovrastima.

e Focalizzandoci solamente sul trend di eccentricita e semiasse maggiore, aggiungendo i termini di va-
riazione temporale dell’argomento del pericentro dovuti all’interazione mareale con il corpo centrale,
possiamo vedere una decrescita temporale dell’eccentricita e del semiasse maggiore. Questi sono fisi-
camente interpretabili come uno spostamento interno al sistema planetario e ad una circolarizzazione
dell’orbita.

La teoria secolare dunque spiega, almeno parzialmente, la ricorrente osservazione di pianeti vicini alla
stella centrale (Hot Jupiters) attraverso il decadimento interno dell’orbita dovuto a eccentricita non nulle.
Il futuro per una Teoria Secolare completa & la comprensione dei sistemi compatti che possano ammettere
alte eccentricita, e che dunque possano permettere una conoscenza accurata dell’evoluzione temporale dei
sistemi extrasolari.
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