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Corso di Laurea in Ingegneria … 2

INTRODUZIONE E OBIETTIVI DEL LAVORO

Perché esplorare il sistema solare e l’universo:
• Studio dell’origine dell’evoluzione del sistema solare e delle 

interazioni tra Sole e pianeti.
• Ricerca della presenza di vita su altri pianeti per capire come 

essa può apparire ed evolvere.
• Studio della formazione e dell’evoluzione dei pianeti e dei 

sistemi planetari.
• Ricerca di esopianeti e comprensione più estesa del significato 

di «zona abitabile».

Obiettivi del lavoro:
• Introdurre le leggi che governano il moto dei corpi sotto l’effetto della gravità e, in questo senso, le interazioni tra 

pianeta-navicella.
• Descrivere le orbite nello spazio e le grandezze con le quali si può univocamente determinare la traiettoria 

orbitale.
• Trattare la teoria dei trasferimenti interplanetari.
• Presentare un algoritmo che calcoli la traiettoria di un generico trasferimento interplanetario.
• Confrontare i risultati ottenuti in relazione alla missione NASA – Mars2020 Perseverance.

Figura: traiettorie delle principali missioni spaziali che hanno 
avuto successo dal 1959 al 2016. [3]
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Corso di Laurea in Ingegneria … 3

IL MODELLO DEI DUE CORPI

Si ricava la dinamica tra le due masse:

➢ Attrazione gravitazionale:   𝑭21 = −
𝐺𝑚1𝑚2

𝑟2
ෝ𝒖𝒓

➢ Seconda equazione della dinamica:   𝑭21 = 𝑚2
ሷ𝑹2

➢ Principio di azione e reazione: 𝑭12= − 𝑭21

Operando algebricamente si ottiene:   ሷ𝒓 = −
𝐺 𝑚1+𝑚2

𝑟2
ෞ𝒖𝑟

➢ Equazione del moto nel modello dei due corpi: ሷ𝒓 = −
µ

𝑟3
𝒓

Figura: Modello dei due corpi. [1]

Durante un trasferimento interplanetario uno spacecraft interagisce gravitazionalmente con qualsiasi corpo 
dotato di massa, ma le varie interazioni saranno considerate individualmente mediante questo modello.
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Corso di Laurea in Ingegneria … 4

L’EQUAZIONE GENERALE DELL’ORBITA

➢ Momento angolare specifico: 𝒉 = 𝒓 × 𝒗 , è una costante del 
moto. 

Figura: Tipologie di orbite con fuoco F e 
pericentro P in comune, al variare 

dell’eccentricità. [1]

Figura: Piano orbitale. [1]

Moltiplicando vettorialmente il momento angolare specifico e 
l’accelerazione relativa tra i due corpi si ottiene:

➢ L’equazione generale dell’orbita è data da: 𝑟 =
ℎ2

𝜇

1

1+𝑒 cos 𝜗
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Corso di Laurea in Ingegneria … 5

I CLASSICI ELEMENTI ORBITALI

Figura: Classici elementi orbitali nel sistema di riferimento geocentrico inerziale. [1]

I. Eccentricità e: definisce la forma della sezione conica, 
che può essere circolare, ellittica, parabolica e 
iperbolica.

II. Semiasse maggiore a: è la distanza tra il pericentro e 
l’apocentro dell’orbita, ovvero i punti nei quali lo 
spacecraft si trova rispettivamente più vicino e più 
lontano dal pianeta.

III. Anomalia vera 𝜗: è la distanza angolare percorsa a 
partire dal pericentro dell’orbita come riferimento. 

IV. Inclinazione i: misura l’angolo che sussite tra il piano 
equatoriale e il piano dell’orbita. Definisce se l’orbita è 
prograda o retrograda, ovvero se è percorsa seguendo la 
rivoluzione del pianeta o meno.

V. Longitudine del nodo ascendente Ω: misura l’angolo, nel 
piano equatoriale, che sussite tra la direzione del punto 
dell’Ariete 𝛾 il nodo ascendente.

VI. Argomento di pericentro 𝜔: misura l’angolo, nel piano 
orbitale, tra il nodo ascendente e il vettore eccentricità, 
fornendo informazioni riguardo il pericentro dell’orbita.

Questi sei parametri descrivono
univocamente una qualsiasi orbita
nello spazio tridimensionale
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Corso di Laurea in Ingegneria … 6

I VETTORI DI STATO E I COEFFICIENTI DI LAGRANGE

Noti i vettori di stato orbitali ad un certo istante 𝑡0, allora 
anche la posizione e la velocità ad un tempo successivo 𝑡
risultano essere determinate.

➢ Posizione iniziale:   𝒓𝟎 = 𝑥0ෝ𝒑 + 𝑦0ෝ𝒒
➢ Velocità iniziale:   𝒗𝟎 = ሶ𝑥0ෝ𝒑 + ሶ𝑦0ෝ𝒒

➢ Funzioni di Lagrange:   𝑓 =
𝑥 ሶ𝑦0−𝑦 ሶ𝑥0

ℎ
e   𝑔 =

−𝑥𝑦0+𝑦𝑥0

ℎ

➢ Posizione finale:   𝒓 = 𝑓𝒓𝟎 + 𝑔𝒗𝟎
➢ Velocità finale:   𝒗 = ሶ𝑓𝒓𝒐 + ሶ𝑔𝒗𝟎

I vettori di stato orbitali sono:
➢ Il vettore posizione:    𝒓 = 𝑥𝑰 + 𝑦𝑱 + 𝑧𝑲

➢ Il vettore velocità:    𝒗 = 𝑣𝑥𝑰 + 𝑣𝑦𝑱 + 𝑣𝑧𝑲

Bloccano i sei gradi di libertà e descrivono 
univocamente l’orbita nello spazio tridimensionale. 

Figura: I vettori di stato orbitali nel piano perifocale. [1]
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IL PROBLEMA DI LAMBERT

Teorema di Lambert: "il tempo di trasferimento Δt dal punto 𝑃1 al punto 𝑃2 è indipendente dall'eccentricità 
dell'orbita e dipende solamente dalla somma dei moduli dei vettori posizione 𝒓1 e 𝒓𝟐, dal semiasse maggiore 
dell'orbita e dalla distanza tra i due punti".

Conoscendo il tempo di volo impiegato, il problema di Lambert consiste 
allora nel determinare la traiettoria percorsa durante di esso. 

➢ Noti 𝒓1 e 𝒓𝟐 si calcola:    cos ∆𝜗 =
𝒓𝟏∙𝒓𝟐

𝑟1𝑟2

➢ Si calcolano i coefficienti di Lagrange in funzione dell’anomalia:     

𝑓 = 1 −
𝜇𝑟2

ℎ2
𝑎 − cos∆𝜗 e   𝑔 =

𝑟1𝑟2

ℎ
sin ∆𝜗

➢ Noti 𝑓 e 𝑔 e le loro derivate temporali si possono ottenere le velocità 
e quindi determinare i vettori di stato.

➢ Tramite i vettori di stato è ottenuta univocamente la traiettoria 
percorsa.

Figura: Schema rappresentativo del problema di Lambert. [1]
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Corso di Laurea in Ingegneria … 8

TRASFERIMENTI INTERPLANETARI «ALLA HOHMANN»

Figura: Orbita di trasferimento alla Hohmann [1]

Un generico trasferimento interplanetario comporta un dispendio di 
carburante che permetta il cambio di orbita. Lo scienziato tedesco 
Hohmann ha teorizzato una tipologia di trasferimento che 
comportasse il minor ∆𝑣 possibile.

Caratteristiche del trasferimento alla Hohmann:
➢ Orbita di trasferimento tangente nei punti absidali.
➢ Punto di partenza coincide con il pericentro dell’orbita di 

trasferimento.
➢ Punto di arrivo coincide con l’apocentro del punto di 

trasferimento.

Si determinano il ∆𝑣 totale richiesto dal trasferimento sommando i contributi di partenza e di arrivo:

➢ ∆𝑉𝐷 = 𝑉𝐷 − 𝑉1 =
ℎ

𝑅1
−

𝜇𝑠𝑢𝑛

𝑅1
=

𝜇𝑠𝑢𝑛

𝑅1

2𝑅2

𝑅1+𝑅2
− 1

➢ ∆𝑉𝐴 = 𝑉2 − 𝑉𝐴 =
ℎ

𝑅1
−

𝜇𝑠𝑢𝑛

𝑅1
=

𝜇𝑠𝑢𝑛

𝑅1
1 −

2𝑅1

𝑅1+𝑅2

∆𝑉𝑡𝑜𝑡 = ∆𝑉𝐷 + ∆𝑉𝐴
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Corso di Laurea in Ingegneria … 9

IL METODO DELLE PATCHED CONICS

La sfera di influenza di un corpo determina la distanza dal suo centro di 
massa entro la quale è possibile trascurare l’effetto gravitazionale di altri 
corpi.

Il metodo delle patched conics sfrutta il concetto di sfera di influenza per 
separare il trasferimento in tre fasi:
1. Fase di partenza: orbita iperbolica di allontanamento dal primo 

pianeta, fino alla sua sfera di influenza.
2. Fase di crociera eliocentrica: orbita kepleriana alla hohmann che 

intercetta i pianeti nelle loro orbite, considerando le loro sfere di 
influenza come puntiformi.

3. Fase di arrivo: orbita iperbolica di entrata nella sfera di influenza del 
pianeta di arrivo.

➢ Velocità di eccesso iperbolico in partenza: 𝑉∞=
𝜇𝑠𝑢𝑛

𝑅1

2𝑅2

𝑅1+𝑅2
− 1

➢ Velocità di eccesso iperbolico all’arrivo: 𝑉∞ =
𝜇𝑠𝑢𝑛

𝑅1
1 −

2𝑅1

𝑅1+𝑅2

Figura: Orbita iperbolica di partenza. [1]

Figura: Orbita iperbolica di arrivo. [1]



w
w

w
.d

ii.
u

n
ip

d
.it

Corso di Laurea in Ingegneria … 10

SIMULAZIONE NUMERICA DELLA TRAIETTORIA ORBITALE

Obiettivo della simulazione:
Implementazione sistematica del metodo delle patched conics per la determinazione della traiettoria orbitale di 
un generico trasferimento interplanetario.

I tre step principali della strategia di implementazione: 
1. Ottenere i vettori di stato 𝑹1 e 𝑽1 al tempo 𝑡1 e analogamente quelli relativi al secondo pianeta al tempo    

𝑡2 = 𝑡1 + 𝑡𝑣𝑜𝑙𝑜.
2. Assumere il modello delle patched conics per le posizioni dello spacecraft in partenza e all’arrivo. Usare il 

problema di Lambert per trovare le velocità 𝑽𝐷 e 𝑽𝐴. Trovati i vettori di stato l’orbita è univocamente 
determinata ed è possibile calcolare i classici elementi orbitali.

3. Calcolare le velocità di eccesso iperbolico. 

GRANDEZZE NOTE: 
➢ Orbite dei due pianeti e rispettivi elementi orbitali.
➢ Posizioni dei pianeti alla partenza.
➢ Tempo di volo.

GRANDEZZE INCOGNITE:
➢ Vettori velocità dei pianeti.
➢ Velocità dello spacecraft alla partenza e all’arrivo.
➢ Elementi orbitali e velocità di eccesso iperbolico.
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Corso di Laurea in Ingegneria … 11

OUTPUT

Figura a.                                                                Figura b.

Figura c. Figura d.

• Figura a: input relativi alla partenza e velocità di eccesso 
iperbolico[2]).

• Figura b: input relativi all’arrivo e velocità di eccesso 
iperbolico[2]).

• Figura c: elementi orbitali (relativi alle date ufficiali di lancio 
e atterraggio [2]).

• Figura d: elementi orbitali relativi alla data ufficiale di lancio 
e a 45 giorni prima dell’entrata in atmosfera [4]).
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Corso di Laurea in Ingegneria … 12

CONCLUSIONI

Gli elementi orbitali trovati in precedenza si ricorda 
essere frutto delle seguenti approssimazioni:

➢ Modello dei due corpi.
➢ Sistema di riferimento geocentrico e inerziale 

J2000.
➢ Trasferimento interplanetario su orbite 

complanari.
➢ Sfera di influenza.
➢ Modello delle patched conics.

Figura: Traiettoria eliocentrica seguita dalla sonda nella missione NASA-
Mars2020 Perseverance. [2]
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