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Introduzione

L'esistenza di una particella neutra molto leggera di spin 1
2 fu ipotizzata da Pauli nel 1930 per

spiegare la continuità dello spettro energetico dell'elettrone nel decadimento beta e fu battezzata
neutrino da Fermi negli anni successivi. La particella, dotata di massa molto piccola e dunque
dalla velocità prossima a quella della luce, interagisce raramente con la materia ed è dunque
di�cilmente rivelabile. Per riuscire a osservare il neutrino, o meglio l'antineutrino, fu necessario
aspettare il 1956 quando Cowan e Reines portarono a termine il loro esperimento. Si trattava
di un rivelatore a layer, formato da recipienti contenenti acqua con cloruro di cadmio alternati
a recipienti pieni di liquido scintillatore, posto vicino al reattore nucleare a �ssione di Savannah
River e circondato da fotomoltiplicatori. I reattori nucleari infatti emettono una gran quantità
di antineutrini elettronici che, sfruttando la reazione ν̄e+p→ n+e+, venivano rivelati attraverso
i due fotoni simultanei emessi quando il positrone si annichila con un elettrone seguiti da un
fotone molto più energetico emesso dal cadmio per decadimento γ in seguito all'assorbimento
del neutrone.
Nel 1957 Pontecorvo propose un meccanismo di mescolamento tra il neutrino noto e un neutrino
detto sterile (dal momento che non prende parte all'interazione debole) simile a quanto osservato
per i caoni. La sua proposta rimase sconosciuta ai più �no a che nel 1968 l'esperimento di Davis
all'Homestake Gold Mine, che puntava a misurare il �usso di neutrini di alta energia provenienti
dal Sole e verrà descritto in seguito, rivelò circa un terzo dei neutrini elettronici previsti dal
Modello Solare Standard. Questa discrepanza, nota come "il problema dei neutrini solari", fece
inizialmente pensare a un errore nei calcoli teorici oppure nell'esperimento, vista la di�coltà di
rivelazione dei neutrini. In seguito al perfezionamento dello SSM da parte di Bahcall e a miglio-
rie all'esperimento di Davis, si prese in considerazione la proposta, ampliata e rivista nel 1969
da Pontecorvo e Gribov dopo la scoperta del neutrino muonico, che i neutrini si comportassero
in maniera diversa da quanto previsto dal Modello Standard. La teoria che diede il via alla
risoluzione del "problema dei neutrini solari" è nota come oscillazione dei neutrini. Il fenomeno,
che consiste nella trasformazione del sapore dei neutrini lungo il loro percorso, fu osservato per
i neutrini solari dagli esperimenti Gallex, Sage, Kamiokande (poi Super-Kamiokande), SNO e
Borexino. In particolare SNO permise di osservare il �usso di neutrini elettronici, muonici e ta-
uonici e dunque di confermare che i neutrini mancanti avevano cambiato sapore. Nel frattempo
la teoria fu perfezionata introducendo gli e�etti dovuti alla presenza di materia e furono ricavati
i parametri necessari dai dati sperimentali: tale analisi ha portato a individuare, come soluzione
de�nitiva al problema, il meccanismo MSW nella regione LMA (grande angolo di mescolamen-
to). In seguito furono e�ettuati altri esperimenti (KamLand, T2K, K2K, MINOS e OPERA) per
veri�care che le oscillazioni fossero presenti anche per neutrini atmosferici, da reattore nucleare
e da acceleratore di particelle.

In questa tesi a�ronterò lo studio del fenomeno di oscillazione dei neutrini. Nel primo capi-
tolo tratterò il caso del vuoto in cui le oscillazioni sono causate dal fatto che i neutrini siano
dotati di massa e che gli autostati dell'hamiltoniano non siano gli autostati di sapore, ovvero
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quelli dell'interazione debole, ma loro combinazioni lineari, dette autostati di massa. Possiamo
pensare a questi, per semplicità, come a onde piane che si propagano a frequenza diversa e dan-
no luogo a un processo di interferenza per il quale il neutrino sarà, quando viene rivelato, una
combinazione degli stati di massa diversa rispetto a quella iniziale. Introdurrò poi, nel secondo
capitolo, gli e�etti dovuti all'interazione con la materia che, attraverso processi di scattering,
modi�ca la transizione tra un sapore e l'altro. In particolare, nel caso di densità elettronica
variabile che sarà esposto nel terzo capitolo, ci sarà una regione sul cammino dei neutrini in
cui la probabilità di mescolamento è massimale grazie a una situazione di risonanza. Per �nire
applicherò la teoria sviluppata al caso del Sole, modellizzato come una sfera di materia densa
che emette neutrini elettronici nel suo centro, immersa in 150 milioni di km di vuoto �no alla
Terra. 1

1in tutta la trattazione verranno utilizzate le unità naturali c = } = 1
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Capitolo 1

Oscillazioni nel vuoto

1.1 Probabilità di oscillazione

I neutrini prodotti nelle interazioni deboli hanno sapore de�nito dal leptone carico con cui si
accompagnano e si presentano dunque in uno dei tre autostati |να > con α = e, µ, τ . Tuttavia
gli autostati dell'hamiltoniana libera sono gli autostati di massa |νk > con k = 1, 2, 3

H|νk >= Ek|νk > Ek =
√
~p2 +m2

k .

Per quanto riguarda le masse, si hanno due autostati più vicini che sono, per convenzione,
|ν1 > e |ν2 > con masse m1 < m2. Non è ancora noto invece se la massa m3 sia minore
o maggiore delle altre due. Le due con�gurazioni possibili sono dette gerarchie: normale se
m3 > m2 > m1, invertita se m2 > m1 > m3. E' possibile scrivere gli autostati di sapore come
combinazione lineare di quelli di massa

|να >=
∑
k

U∗αk|νk > (1.1)

e viceversa

|νk >=
∑
α

Uαk|να > (1.2)

con U matrice di mescolamento unitaria UU∗ = U∗U = I. L'unitarietà della matrice e l'or-
tonormalità degli autostati di massa < νk|νj >= δkj implica anche per gli autostati di sapore
< να|νβ >= δαβ .

Per quanto riguarda l'evoluzione temporale degli autostati avremo

i
d

dt
|νk(t) >= H|νk(t) > (1.3)

e dunque, posto |νk(0) >= |νk >,

|νk(t) >= e−iHt|νk(0) >= e−iEkt|νk > . (1.4)

L'evoluzione temporale degli autostati di sapore si ottiene utilizzando l'equazione 1.1 in 1.4

|να(t) >=
∑
k

U∗αke
−iEkt|νk > (1.5)
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e, sostituendo la 1.2, giungiamo a scrivere

|να(t) >=
∑
β

(∑
k

U∗αke
−iEktUβk

)
|νβ > . (1.6)

Il risultato 1.6, ovvero la presenza di una sovrapposizione dei diversi autostati di sapore nell'e-
voluto temporale di uno stato con sapore de�nito, è il meccanismo alla base dell'oscillazione nel
vuoto. Possiamo calcolare le probabilità di transizione come

Pνα→νβ (t) = | < νβ|να(t) > |2 =
∑
k,j

U∗αkUβkUαjU
∗
βje
−i(Ek−Ej)t . (1.7)

Dal momento che ci troviamo in regime ultrarelativistico

Ek =
√
~p2 +m2

k = E +
m2
k

2E
+ . . .

Questo implica che

Pνα→νβ (t) =
∑
k,j

U∗αkUβkUαjU
∗
βjexp

(
−i∆m2

kjt

2E

)
. (1.8)

L'ampiezza di oscillazione è dunque determinata dagli elementi della matrice di mescolamento
mentre la fase dipende dalla di�erenza quadratica tra le masse, dall'energia della particella e da
t ovvero, sempre per il fatto che ci troviamo in regime ultrarelativistico, dalla distanza L tra
sorgente e rivelatore.
Si de�nisce lunghezza di oscillazione la distanza tale per cui la fase diventa pari a 2π e dunque
Pνα→να = 1

Losckj =
4πE

∆m2
kj

.

E' spesso utile riscrivere la 1.8 utilizzando la lunghezza di oscillazione

Pνα→νβ (L,E) =
∑
k

|Uαk|2|Uβk|2 + 2<
∑
k>j

U∗αkUβkUαjU
∗
βjexp

(
−2πi

L

Losckj

)
(1.9)

che separa termine costante e termine oscillante. Quest'ultimo dipende dalla di�erenza tra le
masse al quadrato dei neutrini e non dà dunque informazioni sulle masse assolute, a parte un
limite inferiore per il loro valore. Per via dell'unitarietà i termini della matrice di mescolamento
sono invarianti sotto trasformazioni di fase Uαk → eiψαUαke

iφk con ψα, φk arbitrari, proprietà che
ci sarà utile in seguito. Le probabilità di oscillazione devono rispettare le regole di conservazione:

• La somma delle probabilità di transizione da un neutrino να a un neutrino νβ su tutti i β
deve essere uguale a 1 ∑

β

Pνα→νβ (L,E) = 1

• La somma delle probabilità di transizione da un neutrino να a un neutrino νβ su tutti gli
α deve essere uguale a 1 ∑

α

Pνα→νβ (L,E) = 1 .

Se α = β la probabilità è detta di sopravvivenza mentre se α 6= β è detta di transizione. La
probabilità di sopravvivenza, ponendo α = β nella 1.8 e rimaneggiando opportunamente, risulta

Pνα→να(L,E) = 1− 4
∑
k>j

|Uαk|2|Uαj |2 sin2

(
∆m2

kjL

4E

)
. (1.10)
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1.1.1 Assunzioni

Per poter trattare in maniera semplice le oscillazioni dei neutrini è stato necessario fare quattro
assunzioni. La prima consiste nel trattare i neutrini come particelle ultrarelativistiche (e quindi
ponendo t=L) ed è giusti�cata dal fatto che la loro massa è inferiore a 2.2 eV e la loro energia
è molti ordini di grandezza maggiore (per neutrini solari da centinaia di keV a circa 10 MeV).
La seconda è contenuta in 1.1 ed è il fatto che i neutrini prodotti dalle interazioni deboli si pre-
sentino nei tre autostati di sapore. E' possibile dimostrare questa a�ermazione nell'ambito della
teoria quantistica di campo assumendo l'approssimazione ultrarelativistica. La terza assunzione
riguarda il momento dei neutrini ~p: abbiamo trattato gli autostati di massa come se avessero
stesso momento e diverse energie (per via della diversa massa), ipotesi non realistica e senza
alcun fondamento. Una trattazione più formale in teoria di campo permette di abbandonare
questa ipotesi. In�ne abbiamo considerato le particelle come delle onde piane. Tuttavia, per
avere localizzazione spaziale e temporale, è necessario adottare una trattazione basata su pac-
chetti d'onda. Si dimostra, sempre nell'ambito della teoria di campo, che i risultati ottenuti con
i pacchetti d'onda sono analoghi, a meno di correzioni, a quanto ricavato in approssimazione di
onda piana.

1.2 Mescolamento di due neutrini

Consideriamo il caso sempli�cato di due soli neutrini massivi, ad esempio |νe > e |νµ >. Gli
autostati di sapore sono allora combinazione lineare dei due stati |ν1 > e |ν2 > con coe�cienti
dati dalla matrice di mescolamento

U∗ =

(
cos θ sin θ
− sin θ cos θ

)(
1 0
0 eiα

)
(1.11)

dove θ è l'angolo di mescolamento compreso tra 0 e π
2 . La prima matrice è reale dal momento

che l'invarianza per trasformazioni di fase permette di sempli�care 2N − 1 fasi della matrice
di mescolamento. Una matrice ortogonale ha N(N − 1)/2 parametri che sono N(N + 1)/2 in
meno rispetto agli N2 di una matrice unitaria. Nel caso di mescolamento di due neutrini le
fasi eliminabili equivalgono dunque al numero di parametri di di�erenza e si ha una matrice
ortogonale. La matrice di destra contiene invece le fasi di Majorana. Queste scompaiono nel
calcolo delle probabilità di oscillazione e verranno pertanto ignorate nel resto della trattazione.
Per stabilire se i neutrini siano particelle di Majorana (ovvero coincidano con la loro antiparti-
cella) o di Dirac è necessario studiare fenomeni diversi dalle oscillazioni (ad esempio l'esistenza
del doppio decadimento beta senza neutrini). Per convenzione si considera |ν1 > il neutrino con
massa minore e si pone ∆m2 = m2

2 −m2
1.

Se al tempo t = 0 abbiamo |ν(0) >= |νe > allora al tempo t avremo

|ν(t) >= cos θe−iE1t|ν1 > + sin θe−iE2t|ν2 >

con

Ei =
√
~p2 +m2

i ' E +
m2
i

2E
.

A questo punto è facile ricavare la probabilità di transizione calcolando | < νµ|ν(t) > |2 o
introducendo gli elementi di U∗ in 1.8

Pνe→νµ(L,E) =
1

2
sin2 2θ

[
1− cos

(
∆m2L

2E

)]
. (1.12)
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Tale relazione, utilizzando cosx = 1− 2 sin2 x
2 , può essere riscritta nella forma

Pνe→νµ(L,E) = sin2 2θ sin2

(
∆m2L

4E

)
. (1.13)

In quest'equazione si legge che la probabilità di transizione oscilla tra zero e sin2 2θ a seconda del
setup sperimentale (range energetico dei neutrini che vengono rivelati e distanza dalla sorgente).
La probabilità di sopravvivenza si ricava in maniera banale come

Pνe→νe(L,E) = 1− Pνe→νµ(L,E) = 1− sin2 2θ sin2

(
∆m2L

4E

)
. (1.14)

La lunghezza di oscillazione è de�nita come

Losc =
4πE

∆m2
(1.15)

e permette di riscrivere

Pνe→νµ(L,E) = sin2 2θ sin2

(
πL

Losc

)
.

Utilizzando questa forma si vede immediatamente che la probabilità di transizione è piccola se
L << Losc, si annulla per L = Losc e oscilla molto rapidamente per L >> Losc. In quest'ultimo
caso è possibile scrivere sin2

(
πL
Losc

)
' 1

2 ovvero approssimare il sin2 con il suo valor medio. Si
ha dunque

Pνe→νµ '
1

2
sin22θ

e un esperimento che misuri la probabilità di transizione risulta sensibile al valore di θ. In
generale un esperimento sulle oscillazioni dei neutrini è sensibile ai valori di ∆m2 per i quali
∆m2L

2E è di ordine uno.

1.3 Accenno al caso di tre neutrini

Se andiamo a considerare tre neutrini la trattazione si complica. In questo caso N(N + 1)/2 >
2N − 1 dunque la matrice di mescolamento ha una fase residua ed è complessa, ciò implica la
violazione di CP. La matrice di mescolamento viene parametrizzata come:

U∗ =

 c12c13 s12c13 s13e
−iδ

−s12c23 − c12s23s13e
iδ c12c23 − s12s23s13e

iδ s23c13

s12s23 − c12c23s13e
iδ −c12s23 − s12c23s13e

iδ c23c13

 1 0 0
0 eiα 0
0 0 eiβ


dove abbiamo abbreviamo cij = cos θij e sij = sin θij e, come nel caso dei due neutrini, la
matrice di destra contiene le fasi di Majorana che si sempli�cano fra loro nel calcolo delle
probabilità di oscillazione. Il mescolamento di tre neutrini viene dunque a dipendere dai tre
angoli di mescolamento θ12, θ23, θ13 e dalla fase δ che descrive la violazione di CP. La trattazione
successiva è del tutto analoga a quanto fatto nel paragrafo generale e nel caso di due neutrini a
meno di di�coltà di calcolo.
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Capitolo 2

Oscillazioni nella materia

2.1 Probabilità di oscillazione

Andiamo ad analizzare gli e�etti prodotti dalla presenza di materia ordinaria sulle oscillazioni
dei neutrini. Essa è costituita da elettroni, protoni e neutroni le cui densità verranno denotate
con Ne, Np e Nn. La teoria del campo elettrodebole porta alla scrittura di un hamiltoniano
totale nella materia, somma di un hamiltoniano nel vuoto e di una perturbazione causata dai
fenomeni di scattering coerente (per basse energie lo scattering incoerente può essere trascurato).
Queste interazioni tra neutrini e materia sono dovute a processi di corrente neutra e di corrente
carica. Le ampiezze di scattering di corrente neutra sono le stesse ma con segno opposto su
elettroni e protoni per ogni sapore di neutrino e dunque hanno un e�etto totale nullo, mentre
quelle sui neutroni non si annullano ma sono le stesse per i tre neutrini. Per quanto riguarda le
interazioni di corrente carica, queste sono assenti per νµ e ντ , mentre intervengono nel caso di
νe su elettrone. Avremo dunque

H = H0 +H1

H0|νk >= Ek|νk > Ek =
√
~p2 +m2

k (2.1)

H1|να >= Vα|να > Vα = VCCδαe + VNC =
√

2GF

(
Neδαe −

1

2
Nn

)
(2.2)

dove GF è la costante di Fermi.

Applichiamo ora l'equazione di Schrödinger al nuovo hamiltoniano

i
d

dt
|να(t) >= H|να(t) > con |να(0) >= |να > . (2.3)

De�niamo ψαβ(t) =< νβ|να(t) > e andiamo a riscrivere la 2.3 per ψαβ(t) sostituendo la 1.1 e
l'hamiltoniano completo al suo interno. Otteniamo dunque

i
d

dt
ψαβ(t) =

∑
k

Uβk < νk|H0|να(t) > + < νβ|H1|να(t) >=

∑
k

UβkEk < νk|να(t) > +Vβψαβ(t) =
∑
k

UβkEk
∑
η

U∗ηkψαη(t) + Vβψαβ(t)

ovvero

i
d

dt
ψαβ(t) =

∑
η

(∑
k

UβkEkU
∗
ηk + δβηVβ

)
ψαη(t) . (2.4)
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Il fatto che i neutrini si comportino in maniera ultrarelativistica, ipotesi giusti�cata in 1.1.1,
permette di considerare

Ek ' E +
m2
k

2E
p ' E t ' x

e quindi di giungere all'equazione

i
d

dx
ψαβ(x) =

(
p+

m2
1

2E
+ VNC

)
ψαβ(x) +

∑
η

(∑
k

Uβk
∆m2

k1

2E
U∗ηk + δβeδηeVCC

)
ψαη(x) . (2.5)

Il primo termine è costante e può essere rimosso con il cambiamento di fase

ψαβ(x)→ ψαβ(x)e
−i
(
p+

m2
1

2E

)
x−i

∫ x
0 VNC(x′)dx′

che non modi�ca la probabilità di transizione. Il termine �sico risulta dunque

i
d

dx
ψαβ(x) =

∑
η

(∑
k

Uβk
∆m2

k1

2E
U∗ηk + δβeδηeVCC

)
ψαη(x) . (2.6)

Come abbiamo già visto per le oscillazioni dei neutrini nel vuoto la probabilità di transizione
dipende dalla di�erenza tra le masse al quadrato dei neutrini e non dalle masse assolute.

L'equazione 2.6 può essere scritta in forma matriciale come

i
d

dx
Ψα = HFΨα (2.7)

dove HF è l'hamiltoniana e�cace nella base di sapore

HF =
1

2E

(
UM2U∗ + A

)
(2.8)

che si veri�ca essere hermitiana. Nel caso di tre neutrini si avrà

Ψα =

 ψαe
ψαµ
ψατ

 , M2 =

 0 0 0
0 ∆m2

21 0
0 0 ∆m2

31

 , A =

 ACC 0 0
0 0 0
0 0 0


dove ACC ≡ 2EVCC = 2

√
2EGFNe . Per avere un'idea dell'entità di ACC notiamo che

ACC '

{
1.5× 10−5eV 2

(
E

1MeV

)
nucleo del Sole

2.3× 10−7eV 2
(

ρ
3gcm−3

) (
E

1MeV

)
materiale terrestre

2.2 Mescolamento di due neutrini e e�etto MSW

Andiamo a trattare in maniera più completa il caso di due neutrini nella materia. Prendiamo
in considerazione, in particolare, |νe > e |νµ >. Il caso di |νe > e |ντ > è analogo mentre la
situazione si modi�ca per il neutrino sterile, dal momento che interviene anche la corrente debole
neutra. Tuttavia l'esistenza del neutrino sterile non ha prove sperimentali e non è oggetto di
questa tesi.

6



Supponiamo di avere un neutrino elettronico a t = 0 ovvero

Ψe(0) =

(
ψee(0)
ψeµ(0)

)
=

(
1
0

)
(2.9)

e di voler calcolare la probabilità di trovare un neutrino muonico a distanza L dalla sorgente. Ta-
le problema può essere risolto numericamente con buona approssimazione. Tuttavia può essere
utile cercare una soluzione analitica e poi veri�carne l'accordo con i dati sperimentali assumendo
una semplice distribuzione della densità elettronica.
Scriviamo, per prima cosa, l'hamiltoniano e�cace nel caso di due neutrini. L'evoluzione tempo-
rale in forma matriciale è la 2.7 dove

Ψα = Ψe =

(
ψee
ψeµ

)
, M2 =

(
0 0
0 ∆m2

)
, A =

(
ACC 0

0 0

)
.

Le due matrici si possono riscrivere come

M2 =
1

2

(
∆m2 0

0 ∆m2

)
+

1

2

(
−∆m2 0

0 ∆m2

)

A =
1

2

(
ACC 0

0 ACC

)
+

1

2

(
ACC 0

0 −ACC

)
.

Sempli�cando le prime componenti di A e M2 tramite un cambio di fase, in quanto multiple
dell'identità, e calcolando l'hamiltoniano e�cace tramite la 2.8 otteniamo:

i
d

dx

(
ψee
ψeµ

)
=

1

4E

(
−∆m2 cos 2θ +ACC ∆m2 sin 2θ

∆m2 sin 2θ ∆m2 cos 2θ −ACC

)(
ψee
ψeµ

)
(2.10)

dove θ è l'angolo di mescolamento nel vuoto. Applichiamo poi la teoria dei sistemi a due livelli
dell'Appendice A a HF . Per ottenere le espressioni degli autovalori ±∆m2

M/4E e del cambio di
base1 UM che diagonalizzerà l'hamiltoniano è su�ciente calcolare le espressioni A.1, A.2 e A.3
per la matrice

H = H0+W =
1

4E

[(
∆m2 0

0 −∆m2

)
+

(
−∆m2 −∆m2 cos 2θ +ACC ∆m2 sin 2θ

∆m2 sin 2θ ∆m2 + ∆m2 cos 2θ −ACC

)]
.

Avremo quindi

∆m2
M =

√
(∆m2 cos 2θ −ACC)2 + (∆m2 sin 2θ)2 (2.11)

UM =

(
cos θM sin θM
− sin θM cos θM

)
(2.12)

tan 2θM =
∆m2 sin 2θ

∆m2 cos 2θ −ACC
=

tan 2θ

1− ACC
∆m2 cos 2θ

(2.13)

tale che
UTMHFUM = HM (2.14)

dove

HM =
1

4E

(
−∆m2

M 0
0 ∆m2

M

)
(2.15)

1La matrice UM esprime gli autostati di sapore in funzione di quelli dell'energia, diversamente da quanto accade
nelle sezioni precedenti in cui questo ruolo è ricoperto da U∗. Questa scelta è stata fatta per non appesantire
la notazione. Laddove venissero richiamate equazioni presenti nelle sezioni 1.1-2 e 2.1 è necessario usare UM al
posto di U∗ e la sua trasposta (dal momento che si tratta di una matrice reale) al posto di U.
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detta hamiltoniano e�cace nella base di massa i cui autovettori sono |νM1 > e |νM2 >. Per i
neutrini nella materia la 1.1 si scrive quindi

|νe >= cos θM |νM1 > + sin θM |νM2 > |νµ >= − sin θM |νM1 > + cos θM |νM2 > .

E' importante notare che l'angolo di mescolamento nella materia e i nuovi autostati dipendono
dalla densità elettronica della materia e dall'energia dei neutrini: non sono, in generale, costanti
lungo il percorso.

Questa formulazione del problema permise a Mikheev e Smirnov nel 1985 di scoprire un fe-
nomeno interessante, il cosiddetto e�etto MSW. Si tratta della presenza di una risonanza per
ACC(xR) = ∆m2 cos 2θ. Riprendendo la 2.13 e utilizzando le relazioni trigonometriche si arriva
a scrivere

cos2θM =
∆m2 cos 2θ −ACC

∆m2
M

, sin 2θM =
∆m2 sin 2θ

∆m2
M

. (2.16)

Se introduciamo la lunghezza di rifrazione Le = 2π√
2GFNe

e ricordiamo la de�nizione di Losc in

1.15 possiamo vedere il comportamento risonante facendo un gra�co di R = sin22θM in funzione
di r = Losc

Le
= ACC

∆m2 . Dalla relazione per il seno in 2.16 otteniamo la funzione

R =
sin2 2θ

1 + r2 − 2rcos2θ
.

Notiamo che in risonanza sin2 2θM = 1 e la zona di risonanza è tanto più larga quanto maggiore

Figura 2.1: Andamento risonante di R in funzione di r = Losc/Le per gli angoli di mescolamento
sin2 2θ = 0.825 (in rosso) e tan2θ = 0.08 (in verde), tratto da [13] pagina 3.

è l'angolo di mescolamento (infatti la larghezza a metà altezza della curva di risonanza è pari
a 2sin2θ). Per θ → 0 invece si ha Losc ' Le dal momento che la condizione di risonanza è
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Losc = Le cos 2θ.
Nel punto di risonanza, che si ottiene quando la densità elettronica è pari a

Ne(xR) =
∆m2 cos 2θ

2
√

2EGF
,

si annulla il denominatore della 2.13 e l'angolo di mescolamento e�cace risulta pari a π
4 . Questo

signi�ca che, anche in presenza di piccoli angoli di mescolamento nel vuoto, lo stato nella materia
risulta con uguale probabilità |νe > e |νµ >: è possibile una transizione totale. Il ∆m2

M assume
nella situazione di risonanza il suo valore minimo

∆m2
M |R = ∆m2 sin 2θ .

Nella materia ordinaria ACC > 0 dunque, per avere risonanza, si dovrà avere θ < π
4 (altrimenti

cos 2θ < 0). Per questo motivo il comportamento delle oscillazioni nella materia è diverso dal
comportamento nel vuoto in cui la probabilità di transizione è invariante sotto la trasformazione
θ → π

2 − θ.

Torniamo ora al problema che ci eravamo posti all'inizio di questa sezione: il calcolo della
probabilità di transizione per un neutrino elettronico. Le espressioni in 2.16 permettono di
riscrivere la 2.10 nella forma

i
d

dx

(
ψee
ψeµ

)
=

1

4E

(
−∆m2

M cos 2θM ∆m2
M sin 2θM

∆m2
M sin 2θM ∆m2

M cos 2θM

)(
ψee
ψeµ

)
. (2.17)

Applicando ora la trasformazione Ψe = UMΦe, con Ψe =

(
ψee
ψeµ

)
, Φe =

(
φe1
φe2

)
a

i ddxΨe = HFΨe si ottiene

i
d

dx
(UMΦe) = UMU

T
MHFUMΦe

i

(
d

dx
UM

)
Φe + iUM

d

dx
Φe = UMHMΦe

e, portando il primo termine a destra dell'uguale e moltiplicando il tutto per UTM ,

i
d

dx
Φe = HMΦe − iUTM

(
d

dx
UM

)
Φe

ovvero

i
d

dx

(
φe1
φe2

)
=

1

4E

(
−∆m2

M −4EidθMdx
4EidθMdx ∆m2

M

)(
φe1
φe2

)
. (2.18)

Riscriviamo le condizioni iniziali 2.9 per Φe(
φe1(0)
φe2(0)

)
=

(
cos θ

(i)
M − sin θ

(i)
M

sin θ
(i)
M cos θ

(i)
M

)(
1
0

)
=

(
cos θ

(i)
M

sin θ
(i)
M

)

dove θ
(i)
M è l'angolo di mescolamento e�cace nel punto in cui il neutrino elettronico viene pro-

dotto.

Per proseguire è necessario fare un'ipotesi sull'andamento di θM : tratteremo in questo capi-
tolo il caso in cui la densità elettronica del mezzo sia costante mentre vedremo nel prossimo la
densità variabile.
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2.2.1 Materia a densità elettronica costante

Se dθM
dx = 0 è possibile risolvere la 2.18 che dà come risultato

(
φe1
φe2

)
=

 ei
∆m2

Mx

4E cos θ
(i)
M

e−i
∆m2

Mx

4E sin θ
(i)
M


e quindi (

ψee
ψeµ

)
=

(
cos θM sin θM
− sin θM cos θM

) ei
∆m2

Mx

4E cos θ
(i)
M

e−i
∆m2

Mx

4E sin θ
(i)
M

 (2.19)

e, dal momento che θ
(i)
M ≡ θM , si ottiene la probabilità di transizione

Pνe→νµ(x) = |ψeµ|2 = sin2 2θM sin2

(
∆m2

Mx

4E

)
. (2.20)

L'evoluzione dei neutrini ottenuta nel caso di angolo di mescolamento costante è del tutto si-
mile a quella nel vuoto, a meno del fatto che i parametri di oscillazione sono modi�cati dalla
presenza di materia. Perchè il contributo di questi e�etti sia importante è necessario che la
densità elettronica sia alta oppure un L grande. Mostriamo nel gra�co 2.2 l'andamento della
probabilità di sopravvivenza Pνe→νe in funzione di r = Losc/Le. Questa ha un comportamento
oscillatorio determinato dalla fase ∆m2

Mx/4E inscritto in una curva di risonanza. In risonanza
si ha la massima ampiezza delle oscillazioni (è dunque possibile un mescolamento massimale)
mentre per Losc >> Le cos 2θ (E >> ER) le oscillazioni sono soppresse. Se andiamo a studiare

Figura 2.2: Il gra�co mostra l'andamento di Pνe→νe in funzione di r = Losc

Le
. A sinistra per un

fascio di neutrini che attraversano uno strato di materia pari a Le
π , a destra per uno strato 10

volte maggiore. Da [12] pagina 11.

l'andamento delle oscillazioni in funzione del valore di Ne vedremo che, per Ne << NR
e θM ' θ

e Losc ' Le mentre per Ne >> NR
e θM ' π

2 e dunque la probabilità di transizione è fortemente
soppressa. Le oscillazioni in un mezzo a densità praticamente costante sono applicabili ai neu-
trini che attraversano il mantello terrestre.
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Capitolo 3

Neutrini solari

Il Sole produce neutrini elettronici attraverso due processi principali: la catena protone-protone
e il ciclo CNO. Questi hanno un range energetico che va da zero a poco più di 10 MeV a seconda
della reazione coinvolta. Un neutrino prodotto al centro del Sole attraversa per prima cosa il
plasma solare, poi viaggia nello spazio approssimativamente vuoto per 150 milioni di chilometri
per essere in�ne rivelato sulla Terra.

3.1 Esperimenti

Prima di procedere con la teoria andiamo ad esaminare gli esperimenti che hanno rivelato i
neutrini solari e ne hanno studiato il comportamento. Questi sono sostanzialmente di due
tipi: esperimenti radiochimici ed esperimenti in tempo reale. I primi si basano su reazioni
innescate dal neutrino e vanno a misurare il �usso integrato di queste particelle attraverso
l'analisi dei prodotti di reazione. Sono caratterizzati, inoltre, da basse energie di soglia che
permettono di misurare anche il �usso di neutrini con energia minore di 1 MeV. Gli esperimenti
in tempo reale sono grandi vasche di acqua o materiale scintillatore che rivelano le tracce di
leptoni carichi che hanno interagito con neutrini con energia di almeno qualche MeV e dunque
permettono di studiare anche direzione ed energia delle particelle. Entrambi necessitano di
metodi di schermatura per evitare il rumore causato dai raggi cosmici.
Descriviamo i principali esperimenti:

1. Homestake experiment (1968-1990): fu il primo esperimento a rivelare i neutrini solari.
Si trattava di un serbatoio contenente 615 tonnellate di tetracloroetilene (C2Cl4) posto a
1500 metri di profondità nella miniera di Homestake nel South Dakota. Al suo interno i
neutrini innescavano la reazione νe + 37Cl→ e−+ 37Ar e una volta al mese l'argon veniva
raccolto con procedimenti chimici. In�ne si utilizzava la reazione 37Ar → 37Cl + e− + ν̄e,
il cui tempo di dimezzamento è di 35 giorni, per contare gli atomi di argon attraverso il
numero di elettroni prodotti dal decadimento. La soglia energetica della reazione è di 813
keV (che non permette la rivelazione dei neutrini provenienti dalla catena pp) e il �usso
calcolato risultò pari a 1

3 di quanto previsto;

2. Gallex/GNO (1991-2003): era anch'esso un esperimento di tipo radiochimico situato nei
laboratori sotterranei del Gran Sasso. Era costituito da una tanica riempita con 101
tonnellate di cloruro di gallio in soluzione di acido cloridrico (GaCl3−HCl) contenente 30.3
tonnellate di gallio. I neutrini reagiscono con il gallio attraverso la reazione νe + 71Ga→
71Ge + e− che ha una soglia energetica di 233 keV. Veniva dunque raccolto il germanio
presente nella soluzione e se ne contavano gli atomi attraverso i raggi x e gli elettroni
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emessi durante il decadimento. Questo esperimento permise di rivelare anche parte dei
neutrini provenienti dalla catena pp: si trovò circa metà del �usso previsto;

3. Sage(1990-2004): era molto simile a Gallex per quanto riguarda le reazioni utilizzate per
rivelare i neutrini. Si trattava di un rivelatore contenente 50 tonnellate di gallio metallico
liquido posto nel laboratorio sotterraneo vicino a Baksan in Russia. Come in Gallex il
�usso ottenuto risultò circa metà di quanto previsto;

4. Kamiokande (1988-1995) e Super-Kamiokande (1996-2001): furono i primi esperimenti in
tempo reale. Kamiokande era inizialmente destinato a rivelare il decadimento del protone
e fu convertito nel 1988 alla rivelazione di neutrini. Era costituito da una vasca cilindrica
riempita con 2000 tonnellate di acqua e ricoperta da 1000 tubi fotomoltiplicatori. Super-
Kamiokande, che ne fu l'ampliamento, conteneva 50000 tonnellate di acqua ed era rivestito
da 11000 tubi fotomoltiplicatori. Il metodo di rivelazione era lo stesso nei due esperimenti:
si sfruttava la luce Cherenkov emessa dagli elettroni che subiscono Electron Scattering
νx + e− → νx + e− con x = e, µ, τ (le sezioni d'urto sono diverse per i tre tipi di neutrini).
Era inoltre possibile misurare la traiettoria e l'energia dell'elettrone che sono correlate a
quelle del neutrino. La soglia, per ridurre il fondo, era di circa 7.5 MeV per Kamiokande
e 5 MeV per Super-Kamiokande: ciò rendeva possibile rivelare solamente i neutrini dal
ciclo del 8B. Il �usso misurato risultò circa metà di quello previsto e si veri�cò, per la
prima volta, che la direzione da cui provenivano i neutrini era e�ettivamente quella del
Sole. Si misurò anche una di�erenza tra il �usso di neutrini rivelati di giorno e di notte e
una variazione del �usso nei vari mesi dell'anno per via della diversa distanza Terra-Sole;

5. SNO (1999-2003): fu un esperimento in tempo reale situato nella miniera di Creighton in
Canada a più di 2000 m di profondità. Era costituito da un serbatoio contenente 1000
tonnellate di acqua pesante (D2O) circondato da 10000 tubi fotomoltiplicatori. Permetteva
di osservare le tre reazioni

νe + d→ p+ p+ e− CC

νx + d→ p+ n+ νx NC

νx + e− → νx + e− ES

attraverso la rivelazione della luce Cherenkov dell'elettrone per CC e ES e attraverso la
rivelazione del neutrone nel caso di NC. Il neutrone veniva inizialmente rivelato utilizzando
la reazione n+d→ 3H+γ e raccogliendo il fotone nei fototubi. In seguito vennero aggiunte
2 tonnellate di cloruro di sodio (NaCl) e si contarono i neutroni attraverso la reazione
n + 35Cl → 36Cl + γ. In�ne si rimosse il cloruro di sodio e vennero aggiunti contatori
all'elio che contavano i neutroni che partecipavano alla reazione 3He + n → 3H + p.
Queste variazioni permisero di migliorare sempre più l'e�cienza dello strumento. SNO
rivelò 1

3 dei neutrini elettronici previsti e permise di veri�care che le particelle restanti
si erano convertite al sapore muonico e tauonico: il �usso totale di neutrini risultava in
accordo con lo SSM. Anch'esso rivelò inoltre l'asimmetria tra neutrini rivelati di giorno e
di notte e la stagionalità del �usso;

6. Borexino (2007-oggi): è un esperimento in tempo reale situato ai laboratori del Gran Sasso
che ha come obiettivo l'osservazione della linea monocromatica a 863 keV dei neutrini
prodotti dal ciclo del 7Be. Inoltre si occupa di neutrini atmosferici, raggi cosmici ed
è in grado di rivelare neutrini provenienti da supernove. E' costituito da una sfera di
nylon riempita con 300 tonnellate di scintillatore liquido, a sua volta rivestita da un altro
strato di scintillatore e 2400 tonnellate di acqua inserite in un recipiente di acciaio. Lo
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schermo che separa l'acqua di schermatura dal rivelatore interno è rivestito con 2200 tubi
fotomoltiplicatori che guardano verso l'interno (per rivelare i neutrini) e 200 che guardano
verso l'esterno (per rivelare i muoni). Borexino è stato il primo rivelatore a misurare in
tempo reale neutrini a bassa energia e ha permesso di confermare la soluzione al problema
dei neutrini solari di cui parleremo nell'ultima sezione della tesi.

Riportiamo in �gura 3.1 il �usso di neutrini solari in funzione dell'energia. Sono indicate anche le
regioni energetiche coperte dagli esperimenti precedenti il 2004 (dove Gallium indica sia Gallex
che Sage e Chlorine indica l'esperimento di Homestake). Come già detto Borexino si occupa
invece prevalentemente della linea di più alta energia della catena del 7Be.

Figura 3.1: Flusso dei neutrini solari (in cm−2s−1MeV −1) in funzione della loro energia (MeV). I
neutrini proveniente dal ciclo CNO (più di�cili da rivelare) sono stati omessi per non complicare
il gra�co. Tratto dal sito di J.Bahcall all'indirizzo web http://www.sns.ias.edu/ jnb/ (immagine
scaricata il 30/08/2016)

3.2 Probabilità di sopravvivenza per neutrini solari

Andiamo ora ad occuparci da un punto di vista teorico del mescolamento di due neutrini prove-
nienti dal Sole che saranno denotati con |νe > e |νx >. Quest'ultimo può essere |νµ >, |ντ > o una
loro opportuna sovrapposizione. Denotiamo con PSe1,2 la probabilità di transizione |νe >→ |νM1,2 >
all'interno del materiale solare, con P T1,2e la probabilità di transizione |νM1,2 >→ |νe > nel mate-

riale terrestre e con ASei e A
T
ie le relative ampiezze di oscillazione. Scriviamo allora l'ampiezza di
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sopravvivenza come

Aee =

2∑
i=1

ASeiA
T
ie exp

[
−im2

iL

2E

]
(3.1)

che è prodotto di una prima parte dovuta alla propagazione dal centro alla super�cie del Sole,
di una seconda parte dovuta al percorso dalla super�cie terrestre al punto di rilevazione e una
fase che contiene l'e�etto del cammino nel vuoto dalla super�cie solare a quella terrestre. La
probabilità di sopravvivenza risulta dunque

Pνe→νe = |Aee|2 = PSe1P
T
1e + PSe2P

T
2e + 2

√
PSe1P

T
1eP

S
e2P

T
2e cos

(
∆m2L

2E
+ δm

)
(3.2)

in cui δm è la fase acquisita nella materia solare e terrestre. Dal momento che valgono le pro-
prietà della probabilità PSe1 + PSe2 = 1 e P T1e + P T2e = 1 è su�ciente conoscere due delle quattro
probabilità per determinare completamente la soluzione. Per poter trascurare gli e�etti dovuti
al materiale terrestre prenderemo in considerazione i neutrini rivelati durante il giorno per i
quali P T1e = cos2 θ e P T2e = sin2 θ.

3.2.1 E�etto MSW nella materia a densità variabile

I neutrini solari vengono prodotti nel nucleo del Sole, dove la densità elettronica è dell'ordine di
100NAcm

−3, e percorrono il plasma della stella �no alla super�cie. La densità elettronica viene
modellizzata come un esponenziale decrescente

Ne(r) = Ne(0) exp

(
− r

r0

)
, con Ne(0) = 245NAcm

−3 e r0 =
RS

10.54

dove RS è il raggio solare pari a 6.96× 105 km. Questa approssimazione è buona per 0.1RS <
r < 0.9RS .
In questo caso dθM

dx 6= 0, ovvero la densità elettronica cambia lungo il percorso dei neutrini e
quindi l'hamiltoniano del sistema dipende dal tempo. Questo signi�ca che gli autostati istantanei
dell'hamiltoniano e�cace nella base di massa |νM1 > e |νM2 > non sono più autostati della
propagazione ma si hanno transizioni |νM1 >↔ |νM2 >. Il peso di queste transizioni, come si
vede nella 2.18, è dato da |dθMdx |mentre il gap energetico tra i due livelli è |EM1 −EM2 | = ∆m2

M/2E.
Per questo si introduce il parametro di adiabaticità

γ =
∆E

2|dθMdx |

che quanti�ca l'adattarsi del sistema alle nuove condizioni esterne (densità elettronica).
Riprendendo l'espressione del coseno nella 2.16 e facendone la derivata si può scrivere

dθM
dx

=
1

2

sin 2θM
∆m2

M

dACC
dx

(3.3)

e dunque

γ =
∆m2

M

4E|dθMdx |
=

(∆m2
M )2

2E sin 2θM |dACCdx |
.

Se γ >> 1 su tutta la traiettoria dei neutrini, cioè quando la densità elettronica varia lentamente,
l'evoluzione si dice adiabatica e le transizioni tra |νM1 > e |νM2 > sono trascurabili. Gli evoluti
temporali risultano in tal caso

φe1(x) = exp

(
i

∫ x

0

∆m2
M (x′)

4E
dx′
)
φe1(0)
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φe2(x) = exp

(
−i
∫ x

0

∆m2
M (x′)

4E
dx′
)
φe2(0)

e la probabilità di sopravvivenza è

P adiabaticaνe→νe (x) =
1

2
+

1

2
cos 2θ

(i)
M cos 2θ

(f)
M +

1

2
sin 2θ

(i)
M sin 2θ

(f)
M cos

(∫ x

0

∆m2
M (x′)

2E
dx′
)

(3.4)

che è espressione della 3.2 nel caso adiabatico dove l'indice (i) indica i valori iniziali dell'angolo
e (f) quelli �nali. Questa probabilità è composta da due termini che dipendono solo dall'angolo
di mescolamento e�cace e un ultimo termine oscillante che dipende dalla di�erenza tra le masse
e�caci al quadrato lungo il percorso delle particelle, dalla lunghezza di tale percorso e dall'ener-
gia. I neutrini solari vengono rivelati sulla Terra molto lontano dalla loro sorgente, questo fa in
modo che l'ultimo termine oscilli in maniera abbastanza veloce da rendere pressochè impossibile
osservarlo per via della risoluzione energetica del rivelatore. La probabilità di sopravvivenza

misurabile sarà, se i neutrini vengono rivelati di giorno (θ
(f)
M ' θ),

P̄νe→νe =
1

2
+

1

2
cos 2θ

(i)
M cos 2θ (3.5)

che non dipende dalla distanza tra sorgente e rivelatore. Quest'ultima formulazione è veri�cata
se la di�erenza tra le masse al quadrato è su�cientemente grande.
L'angolo di mescolamento dei neutrini nella materia a densità lentamente variabile risulta pres-
soché uguale a quello del vuoto se Ne << NR

e mentre tende rapidamente a π
4 quando la densità

elettronica passa il punto di risonanza per poi raggiungere π
2 per Ne >> NR

e . Si deve avere,
inoltre,

m2
M1 +m2

M2 = m2
1 +m2

2 +ACC

e dunque

m2
M1,2 =

1

2

(
m2

1 +m2
2 +ACC ±∆m2

M

)
(3.6)

che, come già sottolineato nel caso di densità costante, implica un minimo ∆m2
M nel punto di

risonanza. L'andamento della probabilità 3.5 dipende dal valore della densità elettronica nel
punto in cui il neutrino viene prodotto e dall'angolo di mescolamento nel vuoto.

3.2.2 Violazione dell'adiabaticità

Gli e�etti di non adiabaticità presenti, dovuti al fatto che γ < ∞ nella materia, si possono
introdurre sotto forma di probabilità PC di passare da un autostato di massa |νM1 > a un
autostato |νM2 >. Tale probabilità modi�ca la 3.5 in

P̄nonadνe→νe =
1

2
+

(
1

2
− PC

)
cos 2θ

(i)
M cos 2θ (3.7)

dove PC è data dalla formula standard di Landau-Zener di cui non ci occupiamo ma che
riportiamo per completezza

PC =
exp

(
−π

2γRF
)
− exp

(
−π

2γR
F

sin2 θ

)
1− exp

(
−π

2γR
F

sin2 θ

)
con γR parametro di adiabaticità nel punto di risonanza e F coe�ciente che dipende dal pro�lo
della densità elettronica. E' possibile spiegare in maniera semplice la formula 3.7: il neutrino
evolve in maniera adiabatica �no al punto di risonanza in cui gli autovalori sono abbastanza
vicini da permettere un "salto" tra un autostato e l'altro con probabilità PC .
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3.3 Regioni ottenute dall'analisi dati dei neutrini solari

Figura 3.2: Regioni nel piano tan2θ−∆m2 ottenute dall'analisi dei dati relativi ai neutrini solari.
La linea tratteggiata verticale corrisponde al massimo mescolamento. Immagine riportata da [6]
a pagina 384.

Facendo un gra�co di ∆m2 in funzione di tan2 θ (Figura 3.2) è possibile dividere il piano in
cinque regioni che danno possibili soluzioni per le oscillazioni dei neutrini solari. Queste sono:

1. VAC (vacuum) in cui gli e�etti dovuti alla presenza di materia sono trascurabili e le
oscillazioni nel vuoto sono dominanti;

2. QVO (quasi-vacuum oscillations) in cui è necessario tenere in considerazione sia gli e�etti
dovuti al vuoto che quelli dovuti alla materia e l'adiabaticità viene violata;

3. LOW (low ∆m2) in cui il ∆m2 diventa su�cientemente grande da permettere di mediare
a zero il termine di interferenza nella 3.4;

4. SMA (small mixing angle) in cui si può trascurare il termine di interferenza nella 3.4 e
l'angolo di mescolamento nel vuoto è piccolo;

5. LMA (large mixing angle) in cui si può trascurare il termine di interferenza nella 3.4 e
l'angolo di mescolamento nel vuoto è grande.

Le regioni che risultano più interessanti, in quanto i parametri determinati sperimentalmente
(prima di SNO e Borexino) si collocavano in tali aree, sono LOW, SMA e LMA. In queste regioni
l'andamento dell'angolo di mescolamento nella materia in fuzione della densità elettronica del
mezzo è quello mostrato in �gura 3.3. Vale quanto detto in 3.2.1: per basse densità θM ' θ,
in risonanza θM = π

4 e per alte densità θM ' π
2 . Inoltre, dal momento che, come sottolineato

nella sezione 2.2, la regione di risonanza ha larghezza a metà altezza pari a 2 sin 2θ anche questa
caratteristica dipende dalla regione in cui si trovano i parametri. Nel caso SMA la regione di
risonanza è molto stretta mentre si allarga su più ordini di grandezza nel caso di LMA o LOW.
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Figura 3.3: Angolo di mescolamento nella materia in funzione della densità elettronica Ne/NA

per tre diversi parametri. La riga continua è relativa alla soluzione SMA con ∆m2 = 5×10−6eV 2

e tan2θ = 5× 10−4, la riga tratteggiata è relativa alla soluzione LMA con ∆m2 = 7× 10−5eV 2

e tan2θ = 0.4 e la riga a puntini è relativa alla soluzione LOW con ∆m2 = 8 × 10−8eV 2 e
tan2 θ = 0.7. La �gura è stata presa da [6] pagina 384.

Figura 3.4: Gra�co di m2
1M e m2

2M in funzione di Ne/NA per E = 5MeV in scala bilogarit-
mica. Il fatto che la retta tratteggiata verticale che indica la densità di risonanza non sia in
corrispondenza del minimo ∆m2

M è dovuto alla scala logaritmica. Tratto da [6] pagina 385.
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Anche la distanza tra le masse e�caci nel punto di risonanza dipende dalla regione considerata
come mostrato nel gra�co 3.4. In SMA le masse e�caci nel punto di risonanza sono così vicine
da rendere importanti gli e�etti di non adiabaticità: quando si arriva in tale punto è molto
probabile una transizione |νM1 >↔ |νM2 >. Nel caso di LMA o LOW, invece, le masse e�caci
rimangono piuttosto distanti in risonanza e la soluzione ha un comportamento sempre adiabatico
per LMA e adiabatico per E . 10MeV per LOW.

Studiamo l'andamento delle soluzioni in funzione dell'energia dei neutrini:

• Nella soluzione SMA i neutrini di bassa energia sono prodotti sotto la soglia di risonanza

(θ
(i)
M ' θ) e la loro probabilità di sopravvivenza risulta

P̄νe→νe ' 1− 1

2
sin2 2θ

che, per θ → 0, è circa 1. I neutrini con energia compresa tra 0.3 e 1 MeV sono invece
prodotti sopra la soglia di risonanza e si comportano in maniera adiabatica. Nel punto
iniziale avremo θM → π

2 e quindi |νe >' |νM2 >. Quando si attraversa il punto di risonanza
il mescolamento diventa massimale, entrambi i sapori compaiono in egual misura, e si ha il
minimo ∆m2

M . Se l'evoluzione procede adiabaticamente la particella rimane sull'autostato
|νM2 > e, dal momento che viene poi rivelata nel vuoto, si avrà

P̄νe→νe = |< νe|ν(t) >|2 =
∣∣< νe|νM2 >

∣∣2 = |< νe|ν2 >|2 ' sin2 θ

che si ottiene anche ponendo cos θM ' −1 nella 3.5. Questo signi�ca che, per piccoli angoli
di mescolamento nel vuoto, la transizione sarà totale e verranno rivelati neutrini di tipo
x. Questa è la situazione in cui l'e�etto MSW incide maggiormente sulla probabilità di
sopravvivenza. Neutrini con energia maggiore di 1 MeV si comportano in maniera non
adiabatica. Quando giungono al punto di risonanza compiono il "salto" dall'autostato
|νM2 > all'autostato |νM1 > con probabilità PC e la loro probabilità di sopravvivenza au-
menta con l'energia.

• In caso di regime LMA non c'è risonanza se l'energia dei neutrini è al di sotto di 2 MeV,
dunque θM ' θ e il comportamento è assimilabile a quello nel vuoto

P̄νe→νe ' 1− 1

2
sin2 2θ .

Per E >> 2MeV ACC risulta molto maggiore del valore di risonanza, quindi θM ' π
2 e la

probabilità di sopravvivenza risulta

P̄νe→νe ' sin2 θ .

Tuttavia, poichè l'angolo di mescolamento è grande, questa probabilità avrà un valore mi-
nore di 0.5 (valore di risonanza) ma non nullo.

• Nella soluzione LOW la risonanza viene attraversata sempre in maniera adiabatica, pertan-
to la probabilità di sopravvivenza risulta P̄νe→νe ' sin2 θ per qualsiasi energia, e dunque
praticamente piatta.
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Figura 3.5: Il gra�co rappresenta l'andamento della probabilità di sopravvivenza in funzione di
E: la riga continua è relativa alla soluzione SMA con ∆m2 = 5× 10−6eV 2 e tan2θ = 5× 10−4,
la riga tratteggiata è relativa alla soluzione LMA con ∆m2 = 7 × 10−5eV 2 e tan2θ = 0.4 e la
riga a puntini è relativa alla soluzione LOW con ∆m2 = 8× 10−8eV 2 e tan2 θ = 0.7. Si trova in
[6] a pagina 386.

Le tre probabilità di cui si è parlato sono rappresentate nel gra�co 3.5 in funzione dell'energia.
I dati raccolti da SNO, Borexino e in KamLAND, analizzati insieme a quelli relativi agli esperi-
menti precedenti, supportano l'andamento LMA come soluzione del problema dei neutrini solari
con un CL di 5σ ed escludono tutti gli altri regimi. I dati di best �t ottenuti da un analisi
di tipo numerico dei dati sperimentali, tratti da [3] e pertanto aggiornati al 28 gennaio 2016,
sono ∆m2 = 7.37 × 10−5eV 2 e sin2 θ = 0.297. Mostriamo in �gura 3.6 nella pagina seguente
l'andamento di Pνe→νe in funzione di E secondo la soluzione LMA con i dati di best �t1 e i punti
sperimentali ottenuti a varie energie. L'accordo tra soluzione analitica e dati raccolti è buono,
nonostante la mancanza di riscontri a basse energie e nella regione di risonanza.

1In questo caso i dati di best �t sono tratti da [1] e sono aggiornati al 7 novembre 2012.

19



Figura 3.6: Pνe→νe in funzione di E per LMA MSW con ∆m2 = 7.4× 10−5eV 2 e tan2 θ = 0.45
e punti ottenuti sperimentalmente. Tratto da [1] pagina 35.
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Appendice A

Richiamo ai sistemi a due livelli

Supponiamo di trattare un sistema �sico a due stati in cui l'hamiltoniano H0 è tale che

H0|φ1 >= E1|φ1 >

H0|φ2 >= E2|φ2 >

< φi|φj >= δij i, j = 1, 2 .

Supponiamo inoltre che il sistema sia perturbato e si possa scrivere l'hamiltoniano totale H =
H0 +W dove

W =

(
W11 W12

W21 W22

)
è indipendente dal tempo ed è una matrice hermitiana nella base {|φ1 >, |φ2 >} con W11 e W22

reali e W12 = W ∗21 . Denotiamo i nuovi autovettori con i simboli |ψ± > e i nuovi autovalori con
E±:

H|ψ+ >= E+|ψ+ >

H|ψ− >= E−|ψ− > .

Andiamo a calcolare gli e�etti dell'accoppiamento. Per farlo scriviamo H nella base
{|φ1 >, ‖φ2 >} come

H =

(
E1 +W11 W12

W21 E2 +W22

)
.

Autovalori e autovettori di questa matrice risultano:

E± =
1

2
(E1 +W11 + E2 +W22)± 1

2

√
(E1 +W11 − E2 −W22)2 + 4|W12|2 (A.1)

|ψ+ >= cos
θ

2
e−i

φ
2 |φ1 > + sin

θ

2
ei
φ
2 |φ2 > (A.2)

|ψ− >= − sin
θ

2
e−i

φ
2 |φ1 > + cos

θ

2
ei
φ
2 |φ2 > (A.3)

dove

tan θ =
2|W12|

E1 +W11 − E2 −W22

W21 = |W21|eiφ .
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