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Sommario

L’intento principale di questo elaborato è quello di descrivere ed approfondi-
re il fenomeno dell’espansione dell’Universo, volgendo particolare interesse ai
modelli teorici che esso richiede ed alle conseguenze fisiche che esso compor-
ta, cos̀ı da puntualizzare quelli che sono gli aspetti meno intuitivi, talvolta
sottovalutati o incompresi, dai quali l’osservazione non può prescindere.
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Introduzione

Il fenomeno dell’espansione dell’Universo è all’interno della cosmologia moder-
na uno dei pilastri fondamentali, ed in quanto tale ha ricevuto nel corso del
secolo precedente e di quello attuale una serie di evidenze sperimentali che ne
hanno prima arricchito e poi cementato la descrizione, fornendo via via nuovi
dettagli e nuovi possibili scenari, futuri e passati.

Tuttavia, nonostante l’interpretazione dell’espansione dell’universo attraverso
la relatività generale sia organica e pienamente accettata, alcune delle con-
seguenze dell’espansione sono da sempre oggetto di frequenti dubbi e incom-
prensioni, e tra queste ve ne sono alcune di carattere piuttosto fondamentale.

Si può dire che gran parte della questione ruota attorno alla possibilità (veri-
ficata sperimentalmente come vedremo) per oggetti cosmici distanti (galassie
o clusters di galassie) di muoversi a velocità che superino di gran lunga quella
della luce. Questa apparente violazione dei principi della relatività speciale e
dello stesso principio di causalità assedia costantemente l’osservatore medio, il
quale potrebbe erroneamente ritenere impossibili questi fenomeni, o talvolta
ammetterne l’esistenza, negandone tuttavia la possibilità di osservazione.

Capita inoltre che l’oggetto cosmologico in discussione sia addirittura l’univer-
so stesso in espansione. Il fatto che il rate di espansione possa aver conosciuto
una fase di repentina accelerazione durante il periodo dell’inflazione ha susci-
tato in alcuni l’erronea interpretazione di questa stessa fase come l’unica nella
quale l’espansione oltrepassa la velocità della luce.

Vedremo come questi apparenti paradossi trovino un rigoroso chiarimento gra-
zie ad una accurata comprensione del concetto di orizzonte cosmologico. At-
traverso l’introduzione di un nuovo sistema di coordinate spazio-temporali, la
definizione di concetti fisici come l’universo osservabile o la sfera di Hubble,
la corretta collocazione degli oggetti all’interno dei diagrammi spazio-tempo
mostrerà con una nuova prospettiva i fenomeni in questione.

Naturalmente a sostegno di tutti questi strumenti teorici costruiti ad hoc per
illuminare la comprensione dell’espansione, puntualizzeremo in modo esatto
il ruolo fondamentale del redshift cosmologico, la sua corretta formulazione
all’interno della relatività generale, e le differenze con il più noto effetto Dop-
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viii INTRODUZIONE

pler di matrice relativistica; questo fornirà di fatto la più importante evidenza
sperimentale per gli oggetti con velocità superluminali.
Quello che tuttavia resterà a mio avviso un punto-chiave per una compren-
sione nitida della “storia” spazio-temporale dell’Universo sarà innanzitutto
una corretta prospettiva di analisi da parte dell’osservatore, il quale dovrà
necessariamente tenere conto di concetti come quello di distanza, località, ed
osservabilità. Tutti questi aspetti nascono fondamentalmente dalla finitezza
della velocità della luce.
Al fine di rendere più limpido possibile il contesto nel quale si sviluppa il feno-
meno dell’espansione, il lettore verrà brevemente ma gradualmente introdotto
a quello che è l’attuale il modello cosmologico nei suoi aspetti fondamentali
(Capitolo 1), illustrando anche storicamente quello che è stato il problema
dell’orizzonte (Capitolo 2) e il suo successivo superamento attraverso l’ipotesi
dell’inflazione (Capitolo 3). Solo a questo punto la discussione si addentrerà
nel contesto più intrigante di quei fenomeni prima anticipati, verso la loro
definitiva comprensione.



CAPITOLO 1

Dentro il modello cosmologico

In questo capitolo presentiamo quelle che sono le principali fondamenta a par-
tire dalle quali si costruisce l’attuale modello Cosmologico. Per prima cosa è
necessario uno sguardo d’insieme: come si vede nella sua totalità l’universo?
Quali sembrano essere le sue principali caratteristiche su larga scala? Questo
primo punto di vista risulta imprescindibile e come vedremo sarà in grado di
influenzare la geometria stessa del nostro spazio, a partire dai vincoli sulla
metrica dello spazio-tempo che verrà successivamente descritta.
Un’altro aspetto fondamentale sarà quello di uno dei fenomeni sui quali è
stata costruita la teoria espansionistica dell’universo: il redshift cosmologico.
Interessante sarà fornire anche le somiglianze e le differenze con il più noto e
diffuso Effetto Doppler relativistico, dal momento che una chiarificazione di
questo legame è a mio parere utile a prevenire fraintendimenti e incomprensioni
come quelli che verranno discussi in seguito nel Capitolo 4.
Uno sguardo infine alla composizione stessa dell’universo, la quale influenza
direttamente la velocità di espansione e la futura evoluzione del nostro cosmo.

1.1 Il principio cosmologico

Sicuramente il primo concetto in grado di fornire una visione d’insieme sul-
l’universo è quello del principio cosmologico. Una sua formulazione potrebbe
essere la seguente:

Proposizione. A grandi distanze il nostro universo sembra essere uguale in
ogni suo punto, senza alcuna posizione preferenziale. Dovunque ci si trovi,
l’aspetto di ciò che si vede è pressoché lo stesso.

Come facilmente si può intuire non si tratta di un vero e proprio principio,
quanto piuttosto di un’ottima approssimazione, dal momento che la sua vali-
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2 CAPITOLO 1. DENTRO IL MODELLO COSMOLOGICO

dità viene meno localmente, dove l’universo presenta numerose disomogeneità.
Tuttavia, su larga scala, tipicamente su distanze che congiungono agglomerati
distinti di galassie, l’universo appare davvero molto simile. Questa prospet-
tiva si esplica a sua volta in termini di omogeneità ed isotropia dello spazio
stesso, le quali impongono a loro volta restrizioni non banali sulle grandezze
che verranno introdotte in seguito:

• Omogeneità: caratteristica dello spazio che implica l’uguaglianza di
tutti i suoi punti; tutte le grandezze fisiche in gioco, dalla temperatu-
ra alla densità, dall’energia alla pressione, assumono valori indipenden-
ti dal punto in cui vengono calcolate. Vedremo come, nel caso di un
quadrivettore Aµ, le sue componenti saranno tali da avere ∂iA

µ ≡ 0.

• Isotropia: questa proprietà consiste nel fatto che lo spazio sia uguale in
qualsiasi direzione lo si guardi. Nel caso di una grandezza fisica descritta
da un quadrivettore Aµ si dovrà avere Ai ≡ A ∀i. Da notare la differenza
con la proprietà di omogeneità: ad esempio il campo elettrico generato
da una carica puntiforme è isotropo, dal momento che esso è uguale in
tutte le direzioni; non è tuttavia omogeneo per via della sua dipendenza
radiale. Al contrario un campo magnetico costante e opportunamente
orientato è omogeneo, ma non isotropo, in quando esiste una direzione
preferenziale. In generale richiedere che lo spazio sia isotropo in ogni
punto equivale a richiedere contemporaneamente entrambe le proprietà
di omogeneità e isotropia. Mettendo insieme le condizioni espresse dal-
l’una e dall’altra si ottiene che, per un dato quadrivettore Aµ si abbia
Ai ≡ A ∀i con A indipendente dalle coordinate spaziali e ∂iA

0 ≡ 0.

1.2 Il modello geometrico: l’universo in espansione

Presentiamo ora l’universo in termini puramente geometrici: costruiamo un
apposito sistema di coordinate in grado di controllare l’espansione, quindi
diamo uno sguardo alla metrica che descrive la dinamica dei corpi in uno
spazio che si dilata. A partire da questa saremo in grado di determinare
come l’evoluzione dell’universo influenzi i suoi stessi componenti in termini di
impulso ed energia.

1.2.1 Coordinate fisiche e coordinate comoventi

Un modo per quantificare l’espansione, è pensare che lo spazio stesso e le
distanze fisiche si dilatino e aumentino nel tempo con un certo fattore di scala
a. Per questioni di isotropia questi deve dipendere esclusivamente dal tempo
a = a(t). In questo modo si crea l’esigenza di costruire un sistema di coordinate
fittizio che definisca delle distanze che non risentano dell’espansione, dette
pertanto coordinate comoventi e rappresentate come xi = {x1, x2, x3}. Il
legame con le coordinate fisiche xiph è quindi il seguente: xiph = a(t)xi.
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Figure 3.2 The comoving coordinate system is carried along with the expansion, so that any
objects remain at fixed coordinate values.

equation (3.8) into it, remembering x = 0 by definition as objects are fixed in comoving
coordinates, gives

U = -ma2x2 —Gpa2x2m.
2- o

Multiplying each side by 1/marx and rearranging the terms then gives

(3.9)

8?rG kc
~z~p-^ (3.10)

where kc2 = -2U/mx2. This is the standard form of the Friedmann equation, and it
will appear frequently throughout this book. In this expression k must be independent of a-
since all the other terms in the equation are, otherwise homogeneity will not be maintained.
So in fact we learn that homogeneity requires that the quantity U, while constant for a
given particle, does indeed change if we look at different separations x, with U oc x2.

Finally, since k = —2U/mc2x2 which is time independent (as the total energy U is
conserved, and the comoving separation x is fixed), we learn that k is just a constant, un-
changing with either space or time. It has the units of [length]–2. An expanding Universe
has a unique value of fc, which it retains throughout its evolution. In Chapter 4 we will see
that k tells us about the geometry of the Universe, and it is often called the curvature.

Figura 1.1: Schematica rappresentazione dell’evoluzione del sistema di coordinate comoventi nel
corso dell’espansione dell’universo[5]: lo spazio fisico aumenta all’aumentare del tempo, ma con esso
anche la griglia delle coordinate comoventi. In questo modo due oggetti fermi localmente rimarranno
alla stessa distanza comovente fra loro, nonostante fisicamente si allontaneranno progressivamente.

A questo punto è possibile definire anche le velocità:

viph ≡
dxiph
dt

= ȧxi + aẋi = virec + vipec

= Haxi + vipec = Hxiph + vipec

(1.1)

dove vipec ≡ a(t)ẋi è detta velocità peculiare, mentre virec = ȧ(t)xi è detta
velocità di recessione. Indichiamo con H la quantità ȧ/a che prende il
nome di parametro di Hubble1.

In un modo più figurativo è possibile vedere la velocità di recessione vrec come
Hxph, ed in questa forma essa viene detta flusso di Hubble. Questo nome serve
proprio a dare un’idea di quello che è la velocità di recessione: essa è causata
infatti dall’estensione progressiva dello spazio secondo il fattore di scala. Un
oggetto che non ha velocità peculiare può essere quindi visto come un corpo
che si lascia trasportare dallo spazio stesso, seguendo appunto, il flusso di Hub-
ble. Un tale oggetto, o detto altrimenti, un osservatore solidale all’espansione,
vedrà i corpi intorno a sé muoversi con una velocità detta velocità comovente
(la velocità misurata da un osservatore comovente).

Precisiamo un particolare doveroso riguardo l’espansione dell’Universo. Quan-
do ci riferiamo all’espansione intendiamo che lo spazio stesso di cui è costituito
l’universo va aumentando con il tempo. Questo però avviene solo a grandi di-
stanze: localmente, dove le forze gravitazionali originate da forti disomogeneità
in termini di densità superano di gran lunga la forza repulsiva che caratterizza
l’espansione, le distanze rimangono invariate. È questo l’esempio del nostro
sistema solare, o delle distanze interne alla nostra galassia.

1Spesso H viene detta costante di Hubble, nonostante il termine “costante” sia
inappropriato dal momento che a dipende dal tempo.
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1.2.2 La metrica di Friedmann-Robertson-Walker

La necessità di introdurre una nuova metrica rispetto a quella di Minkow-
ski ds2 = ηµνdx

µdxν nasce dal fatto che nell’universo è necessario tenere in
considerazione gli effetti che la forza di gravità induce sullo spazio stesso; ca-
pire come la presenza della massa-energia influenzi la geometria è abbastanza
complesso, tuttavia, facendo uso del principio cosmologico e delle condizioni di
omogeneità ed isotropia dello spazio quello che si osserva è che sono plausibili
tre modelli di universo, caratterizzati da un diverso valore della curvatura k
(k = 0 curvatura nulla, k > 0 curvatura positiva, k < 0 curvatura negativa). A
seconda del valore della curvatura il modello geometrico dell’universo cambia
notevolmente; per tenerne conto è necessario aggiungere un termine alla parte
spaziale della metrica d`2. Considerando anche il fatto che lo spazio si estende
a causa dell’espansione abbiamo:

d`2 = a2

[
dx2 + k

(x · dx)2

1− kx2

]
≡ a2γijdx

idxj , (1.2)

dove
γij ≡ δij + k

xixj
1− k(xkxk)

. (1.3)

Si ricorda che il fattore di scala è solo funzione del tempo a = a(t).
È comodo esprimere il tutto in coordinate polari sferiche (r, θ, φ), dalle quali
si palesano le simmetrie scaturite dall’omogeneità e l’isotropia dello spazio:

d`2 = a2

[
dr2 + r2(dθ2 + sin2θdφ2) +

kr2dr2

1− kr2

]

= a2

[
dr2

(
1 +

kr2

1− kr2

)
+ r2dΩ2

]

= a2

[
dr2

1− kr2
+ r2dΩ2

]
.

(1.4)

Ridefiniamo ora la coordinata radiale ponendo dχ = dr√
1−kr2 , che a seconda

del valore di k corrisponde alla trasformazione:

χ ≡
{ arcsin(r) k = +1

r k = 0
arcsinh(r) k = −1

Sk(χ) ≡
{ sinχ k = +1

χ k = 0
sinh(χ) k = −1

(1.5)

In questo modo la metrica spaziale si riscrive semplicemente come:

d`2 = a2
[
dχ2 + Sk(χ)2dΩ2

]
. (1.6)

A questo punto ciò che manca è inserire anche il termine temporale dt2,
ottenendo quella che viene chiamata Metrica di Friedmann-Robertson-Walker :

ds2 = dt2 − a(t)2
[
dχ2 + Sk(χ)2dΩ2

]
. (1.7)
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Risulta ora conveniente anche la ridefinizione della coordinata temporale: po-
nendo dτ = dt/a(t) si sostituisce al tempo fisico t il cosiddetto tempo conforme,
ottenendo:

ds2 = a(τ)2
[
dτ2 − (dχ2 + Sk(χ)2dΩ2)

]
. (1.8)

È evidente l’utilità di ridefinire t −→ τ ; in questo infatti modo la metrica FRW
mostra come in analogia alla metrica di Minkowski, la luce percorra geodetiche
nulle (ds2 = 0).

1.2.3 Dinamica: dall’equazione della geodetica all’espansione

Preoccupiamoci ora di comprendere come l’espansione dell’universo influisca
sugli oggetti stessi che lo compongono. Sappiamo che in assenza di forze non
gravitazionali, per un corpo immerso in uno spazio tempo dotato di curva-
tura la sua traiettoria è descritta dalle geodetiche. Lungi dal fare una trat-
tazione completa2, consideriamo allora l’espressione della geodetica stessa in
formalismo relativistico3:

dUµ

ds
+ ΓµαβU

αUβ = 0. (1.9)

Riscrivendo la dUµ

ds si ottiene:

d

ds
Uµ(xα(s)) =

dxα

ds

dUµ

dxα
= Uα

dUµ

dxα
, Uα

(
dUµ

dxα
+ ΓµαβU

β

)
= 0. (1.10)

Ricordando ora il quadrimomento Pµ = mUµ possiamo ancora modificare
l’espressione:

Pα
dPµ

dxα
= −ΓµαβP

αP β = 0. (1.11)

Utilizziamo ora quelle che sono le restrizioni dovute all’omogeneità e all’iso-
tropia dello spazio. Dall’omogeneità si ha ∂iP

µ ≡ 0 e si ha:

P 0dP
µ

dt
= −ΓµαβP

αP β

= −(2Γµ0jP
0 + ΓµijP

i)P j .
(1.12)

2I passaggi completi si trovano nelle Baumann Lectures on Cosmology [3].
3Nell’espressione compaiono alcuni simboli qui non definiti e appartenenti al formalismo

della geometria differenziale[6]. Fra questi è importante menzionare i simboli di Christoffel
Γµαβ di cui riportiamo l’espressione in coordinate locali (valida per la connessione di Levi

Civita): Γµαβ = 1
2
gµλ(∂αgβλ + ∂βgαλ− ∂λgαβ); una cosa utile alla comprensione dei passaggi

omessi in questa sezione è il fatto che questi simboli si annullano quando due dei tre indici
sono nulli. Le restanti espressioni non banali si ricavano a partire dalla metrica in uso, che nel
nostro caso è quella FRW, sostituendola appositamente in gµν . Parte di queste espressioni
sono state ricavate nell’Appendice B (B.9). Un’altra espressione interessante è quella che si
definisce come derivata covariante: ∇XUµ = dUµ

dXα + ΓµαβU
β . Oltre alla semplice derivazione

essa tiene conto anche della curvatura dello spazio.
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Ponendo µ = 0 nella (1.12) si ottiene:

E
dE

dt
= −Γ0

ijP
iP j = − ȧ

a
p2 (1.13)

dove si è definito p2 ≡ −gijP iP j = a2γijP
iP j . Ricordando che gµνP

µP ν =
m2 = E2 − p2 si ha EdE = pdp e quindi la (1.12) diventa:

ṗ

p
= − ȧ

a
−→ p ∝1

a
. (1.14)

Questo è un risultato fondamentale, in quando mostra che sia particelle mas-
sive, che particelle senza massa diminuiscono il loro impulso all’aumentare
dell’espansione dell’universo. In particolare, per le particelle non massive in
cui p = E questa relazione sarà alla base del fenomeno del redshift.

1.3 Il redshift

Abbiamo appena visto che a causa dell’espansione dell’universo le particelle
relativistiche perdono energia in modo direttamente proporzionale al fatto-
re di scale a(t). Questo si può alternativamente esprimere dicendo che nel
corso dell’espansione la lunghezza d’onda della luce subisce un allungamento
proporzionale al fattore di scala:

E = hf =
hc

λ
E ∼ 1

a
−→ λ ∼ a(t) (1.15)

Consideriamo quindi un fascio di luce di lunghezza d’onda λe emesso al tempo
te. Questo viene osservato al tempo to con una lunghezza d’onda:

λo =
a(to)

a(te)
λe (1.16)

e dal momento che a(to) > a(te) segue che λo > λe.

Esiste tuttavia una modalità più rigorosa per ricavare questo risultato: con-
sideriamo un fascio di luce che si propaga nello spazio, ds = 0. Facendo
riferimento alla metrica (1.7) e imponendo la condizione di isotropia (dΩ = 0)
si ottiene:

dt

a(t)
= − dr√

1− kr2
(1.17)

dove il segno − è dovuto al fatto che stiamo considerando un onda elettro-
magnetica che si sta avvicinando a noi. Per ricavare il tempo impiegato dal
fascio di luce a percorrere la distanza tra il punto di emissione r = 0 al tempo
te e quello di osservazione r = ro al tempo to basta integrare l’espressione
precedente: ∫ to

te

dt

a(t)
= −

∫ ro

0

dr√
1− kr2

. (1.18)
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Consideriamo ora un altro fascio di luce (alternativamente si possono conside-
rare due creste successive della stessa onda elettromagnetica) che questa volta
viene emesso al tempo te + δte e ricevuto al tempo to + δto. Ricordando che r
è rappresenta la coordinata comovente, e che quindi la distanza percorsa dai
due fasci (o dalle due creste) resta costante, anche in questo caso il tempo
impiegato dall’onda luminosa è dato da:

∫ tr+δto

te+δte

dt

a(t)
= −

∫ ro

0

dr√
1− kr2

(1.19)

e dal momento che il secondo membro è comune alle due espressioni, si deve
avere:

∫ to

te

dt

a(t)
=

∫ to+δto

te+δte

dt

a(t)
(1.20)

∫ to

te

dt

a(t)
=

∫ to

te

dt

a(t)
+

∫ to+δto

to

dt

a(t)
−
∫ te+δte

te

dt

a(t)
(1.21)

∫ te+δte

te

dt

a(t)
=

∫ to+δto

to

dt

a(t)
. (1.22)

Usiamo ora il fatto che la variazione del fattore di scala è molto lenta ȧ/a� 1;
questo rende lecito considerare costante il fattore di scala, sia nell’intervallo
di emissione che in quello di ricezione. Si ha quindi:

δto
a(to)

=
δte
a(te)

−→ δto
δte

=
a(to)

a(te)
. (1.23)

Ora dal momento che a(te) < a(to) si ha necessariamente δte < δto. Sfruttando
poi il fatto che λ ∝ δt ∝ a(t) segue che

λo =
a(to)

a(te)
λe. (1.24)

come ricavato in precedenza.

Ha senso ora passare a definire propriamente il redshift cosmologico. Det-
to t0 il tempo presente (i.e. il tempo di osservazione, che quindi consideriamo
come costante), si definisce redshift z la quantità:

z ≡ λo − λe
λe

−→ 1 + z =
a(t0)

a(te)
. (1.25)

1.3.1 Redshift cosmologico ed effetto Doppler

Al fine di avere chiara in futuro quale debba essere l’interpretazione del redshift
all’interno del modello cosmologico è utile sottolineare che il suo significato
fisico all’interno della relatività generale è diverso da quello che gli si attribuisce
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solitamente nell’ambito della relatività speciale, nella quale il comportamento
di z viene associato all’effetto Doppler.

Consideriamo allora la (1.25) e differenziamola rispetto al tempo, ottenendo:

dz

dt
= −a0ȧ(t)

a(t)2
−→ dt

a(t)
= −a(z)dz

a0ȧ(z)
= − dz

a0H(z)
(1.26)

dove abbiamo espresso il parametro di Hubble (e in generale il fattore di scala
a(t)) in termini del redshift z. In questo caso H(z) rappresenta il parametro
di Hubble al tempo in cui un oggetto con redshift pari a z ha emesso un fascio
di luce che ora vediamo. A questo punto consideriamo l’espressione della
metrica (1.7) e ricaviamo l’espressione della distanza comovente χ percorsa da
un fascio di luce4 dall’emissione all’osservazione ed esprimiamola in dipendenza
dal redshift.

dχ = − dt

a(t)
χ(t) = −

∫ to

te

dt

a(t)
= χ(z) =

∫ z

0

dz′

a0H(z′)
(1.27)

dove come in precedenza il segno - iniziale è stato posto considerando fasci
di luce che si avvicinano a noi. Per ricavare la velocità di recessione, quella
che nella (1.1) avevamo anche chiamato flusso di Hubble: ȧ~x = H~xphys, è
sufficiente sostituire la (1.27) al posto di ~x 5. Otteniamo quindi

vrec(t, z) =
ȧ(t)

a0

∫ z

0

dz′

H(z′)
. (1.28)

Questa è l’espressione della dipendenza della velocità dal redshift ricavata nel
contesto della relatività generale. Precisiamo che in questo contesto z non co-
munica la velocità a cui sta viaggiando l’oggetto che ha emesso la luce, bens̀ı
in che posizione (comovente) dell’universo si trova in questo momento.

Ricordiamo ora brevemente il contesto nel quale viene introdotto il redshift
in relatività speciale. Consideriamo una sorgente Se che emette radiazione
elettromagnetica e supponiamo che, solidale al suo sistema di riferimento essa
si allontani (ad esempio lungo x)6 con velocità v dal sistema di riferimento
dell’osservatore So. In unità di c i quadrivettori d’onda associati al fascio di
luce, rispettivamente Kµ

e e Kµ
o sono legati dalla trasformazione di Lorentz

4Per ottenere la distanza comovente del fascio di luce occorre ricordare che la luce percorre
una geodetica nulla (i.e ds = 0). Essendo poi interessati alla distanza radiale dobbiamo
inoltre porre dΩ = 0. Questi accorgimenti verranno presi anche successivamente quando
verranno definiti gli orizzonti nel Capitolo 2.

5Fare attenzione alla notazione. Quando avevamo definito le coordinate comoventi le
avevamo indicate semplicemente come xi, mentre ora stiamo usando la coordinata comovente
radiale indicata con χ.

6La direzione di allontanamento non è importante, dal momento che per il confronto con
l’espressione ottenuta in relatività generale è sufficiente considerare la componente radiale;
qui utilizziamo un fascio lungo x solo per praticità di calcolo.
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Kµ
e = ΛµνK

µ
o , dove Λµν è la matrice di Lorentz e il generico Kµ = (ω,~k), con

|~k| = ω. Considerando la prima componente K0 si ha:

K0
e = ωe = Λ0

νK
ν
o = Λ0

0K
0
o + Λ0

1K
1
o

= γ(ωo + βko) =
1√

1− v2

(
ωo + vωo

)

=
1√

1− v2

[
ωo
(
1 + v

)]
= ωo

√
1 + v√
1− v .

(1.29)

Ricordando che ω = 2π/λ la definizione di z data in (1.25) diventa:

z ≡ ωe − ωo
ωo

1 + z =
ωe
ωo

=

√
1 + v√
1− v . (1.30)

Ricavando infine v(z) si ottiene:

v(z) = vpec(z) =
(1 + z)2 − 1

(1 + z)2 + 1
. (1.31)

Teniamo per ora a mente i risultati dati dalla (1.28) e dalla (1.31). Come
vedremo nel Capitolo 4, la differenza sostanziale fra le due formule renderà
chiari gli errori metodologici che spesso si compiono nell’interpretazione del
redshift.

1.3.2 La legge di Hubble

Presentiamo ora brevemente quella che storicamente è stata la prima formu-
lazione matematica del fatto che l’universo fosse in espansione. Questa legge
deve il suo nome all’astrofisico Edwin Hubble, nonostante più o meno in con-
temporanea, sul finire degli anni 20’ anche George Lemâıtre arrivò alle stesse
conclusioni. I due fisici furono i primi ad ipotizzare che lo spazio stesso si
stesse man mano dilatando: dalle misurazioni del redshift fatte dallo stesso
Hubble, essi giunsero, separatamente, a concludere che esistesse una legge di
proporzionalità diretta7 fra la dilatazione delle distanze ~r e la velocità di re-
cessione vrec delle galassie. Nel regime di velocità non relativistiche8 ~v � c la
relazione (1.31) che lega la velocità al redshift si può approssimare a z = v/c.
In questo modo la legge di Hubble si può esprimere indifferentemente in queste
due forme:

~v = H0~r ←→ z =
H0

c
~r , (1.32)

7All’epoca di Hubble le osservazioni astronomiche non erano potenti come quelle moderne
e si limitavano ad oggetti con piccoli valori di redshift, tipicamente compresi fra 0 e 1.
In questa regione i dati acquisiti davano ragione alla dipendenza ipotizzata dai due fisici.
Osservazioni future hanno mostrato un andamento più complesso della velocità di recessione,
che tuttavia discuteremo in seguito, nel Capitolo 4.

8È appunto il caso di quelle considerate dai due fisici.
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dove con H0 indichiamo il valore attuale del parametro di Hubble.
L’importanza di questa legge è stata per certi versi enorme. Come vedremo in
seguito, le osservazioni successive a quelle di Hubble e Lemâıtre hanno aper-
to un dibattito ancora attuale sulla reale proporzionalità fra la velocità delle
galassie e la loro distanza. Senza addentrarci in questi dettagli è sufficien-
te dire che la relazione che le lega è vincolata al modello cosmologico (i.e ai
componenti dell’universo) che si sta considerando. Ciò che invece teniamo a
sottolineare, è che da questa legge discende il fatto che, galassie molto molto
distanti (o con un redshift molto alto), possono viaggiare con velocità di reces-
sione vrec ben maggiori di quelle della luce. Vedremo poi nel Capitolo 4, come
questa possibilità, ben contestualizzata nella relatività generale, non debba
creare alcuno stupore.

1.4 La composizione dell’Universo

Al fine di comprendere l’andamento dell’espansione e il comportamento del
fattore di scala a(t) nelle varie fasi della storia dell’universo, è utile tenere
conto che questi è costituito da diversi componenti, dotati di caratteristiche
diverse specie in merito a pressione e densità. Una rapidissima classificazione
ci permette di isolare tre costituenti fondamentali9:

• Materia: comprende tutte le forme di materia che si muovono a velocità
non relativistiche; ne fanno parte tutta la materia barionica e quella
che si definisce materia oscura. La caratteristica principale di questo
componente (la cui energia è dominata dalla massa) è che tipicamente
esso esercita una pressione P � ρ.

• Radiazione: questo componente include tutta la materia relativistica
con masse m ∼ 0 ed energia in gran parte puramente cinetica; ne fanno
parte i fotoni e i neutrini10. Aspetto fondamentale della radiazione è che
a differenza della materia essa esercita una pressione P = ρ/3.

• Energia oscura: questo è forse il componente più misterioso. La sua
introduzione si deve ad Einstein mediante la costante cosmologica Λ11.
Quel che serve sapere ai fini di questa trattazione è che l’energia oscura
è dotata di una pressione negativa, precisamente P = −ρ.

Consideriamo allora l’equazione di continuità (A.7) e risolviamola consideran-
do separatamente ciascuno dei componenti dell’universo.

9Questa suddivisione non è troppo accurata; volendo essere più rigorosi sarebbe necessario
presentare il tema del vuoto quantistico, l’attuale dibattito sul ruolo dell’energia oscura,
nonché menzionare particelle cui ancora non si è effettuata la scoperta. Questo è in effetti
lontano dagli scopi di questa trattazione.

10In realtà ora con il passare del tempo la massa non nulla dei neutrini si sta rivelando
sempre più importante, al punto che non sarebbe lecito inserire queste particelle in questa
categoria.

11Sarà poi con la Λ stessa che faremo riferimento a questo componente.
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Cominciamo dalla materia. Come già detto questa esercita una pressione
trascurabile; è lecito quindi assumere che nel caso in cui l’universo sia domi-
nato dalla materia la pressione P sia nulla. Si tratta in effetti di una buona
approssimazione: le particelle, una volta raffreddate e sufficientemente lonta-
ne da non subire l’attrazione gravitazionale non interagiscono, proprio come
succede alle galassie.

Risolviamo allora la (A.7) ponendo P = 0:

ρ̇+ 3
ȧ

a
ρ = 0 −→ 1

a3

d

dt
(ρa3) = 0 −→ ρmat ∝

1

a3
(1.33)

Abbiamo quindi trovato che la densità di materia (trattandosi di materia non
relativistica questo è equivalente a dire densità di energia) diminuisce all’au-
mentare del volume dell’universo (in unità comoventi a3). Questo è del resto
sensato se si considera la conservazione della materia/energia.

Passiamo ora alla radiazione. In questo caso la pressione non è trascurabile
ma si ha che P = ρ/3. Sostituendola nella (A.7) si ottiene:

ρ̇+ 4
ȧ

a
ρ = 0 −→ 1

a4

d

dt
(ρa4) = 0 −→ ρrad ∝

1

a4
(1.34)

In questo caso la densità di energia risente sia dell’aumento di volume a3, che
del redshift: il termine a−1 rappresenta il contributo dovuto all’allungamento
della lunghezza d’onda λ, che come visto in precedenza (1.15) è direttamente
proporzionale al fattore di scala dell’espansione.

La diminuzione della ρrad è legata all’espansione anche dal punto di vista
termodinamico. In piena analogia ad un gas in espansione rinchiuso in un
recipiente con un pistone, da dU = −PdV si vede come il fatto che l’universo
abbia una pressione non nulla contribuisca a diminuire l’energia durante l’au-
mento di volume.

Da ultimo consideriamo l’energia oscura. Dal momento che la sua pressione
è negativa, e per la precisione P = −ρ si ha dalla (A.7):

ρ̇Λ = 0 ρΛ ∝ a0 (1.35)

da cui si ha che la densità è indipendente dal fattore di scala.

Questi risultati si possono generalizzare dando alla densità di energia ρ la
forma seguente:

ρ ∝ a−3(1+w) w ≡
{ 0 materia

1/3 radiazione
−1 Λ

(1.36)
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27 1. Geometry and Dynamics

matter

radiation

cosmological constant

Figure 1.11: Evolution of the energy densities in the universe.

Integrating this equation, we obtain the time dependence of the scale factor

a(t) /

8
>>>>><
>>>>>:

t2/3(1+wI) wI 6= �1
t2/3 MD

t1/2 RD

eHt wI = �1 ⇤D

(1.3.137)

or, in conformal time,

a(⌧) /

8
>>>>><
>>>>>:

⌧2/(1+3wI) wI 6= �1
⌧2 MD

⌧ RD

(�⌧)�1 wI = �1 ⇤D

(1.3.138)

Exercise.—Derive eq. (1.3.138) from eq. (1.3.137).

Table 1.1 summarises the solutions for a flat universe during radiation domination (RD), matter

domination (MD) and dark energy domination (⇤D).

w ⇢(a) a(t) a(⌧)

RD 1
3 a�4 t1/2 ⌧

MD 0 a�3 t2/3 ⌧2

⇤D �1 a0 eHt �⌧�1

Table 1.1: FRW solutions for a flat single-component universe.

Figura 1.2: Evoluzione della densità di energia dei vari componenti: all’inizio l’universo era domi-
nato dalla radiazione. Questa tuttavia diminuisce molto più velocemente degli altri componenti, e
ben presto la materia è diventata più importante. Già ora, e in un prossimo futuro tuttavia, il ruolo
centrale nell’universo sarà assorbito dalla costante cosmologica.

1.4.1 Parametro di densità

Dal momento che la maggior parte delle osservazioni riguardanti il modello
cosmologico imporranno tipicamente l’uso di una geometria piatta, è utile
esprimere questa condizione dal punto di vista della densità.
Consideriamo l’equazione di Friedmann (A.3):

H2 =
8πG

3
ρ− k

a2
. (1.37)

Se in questo momento12 avessimo una geometria piatta, k → 0, questo vuol
dire che la densità attuale varrebbe:

ρcrit,0 =
3H2

0

8πG
, (1.38)

detta per questo densità critica. Risulta allora pratico definire una densità
adimensionale chiamata parametro di densità ottenuta riscalando la densità
con il suo valore attuale ρcrit,0:

Ωi,0 ≡
ρi,0
ρcrit,0

(1.39)

dove l’indice i varia a seconda del componente dell’universo considerato. Te-
nendo conto delle densità dei singoli componenti ricavate nella (1.36) e molti-

12Da qui in poi chiameremo sempre il tempo presente t = t0. Tutte le grandezze espresse
al tempo t0 verranno indicate con il pedice 0.
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plicando il tutto per
ρi,0
ρi,0

, l’equazione di Friedmann diventa:

H2 =
8πG

3
ρ− k

a2
=

8πG

3
(ρr + ρm + ρΛ)− k

a2

= H2
0

[
ρr

ρcrit,0
+

ρm
ρcrit,0

+
ρΛ

ρcrit,0

]
− k

a2

= H2
0

[
Ωr,0

(
a0

a

)4

+ Ωm,0

(
a0

a

)3

+ Ωk,0

(
a0

a

)2

+ ΩΛ,0

]
(1.40)

dove abbiamo definito il parametro di densità di curvatura Ωk,0 ≡ − k
(a0H0)2

.

Applicando la convenzione sul fattore di scala al tempo presente a(t0) ≡ 1 e
omettendo il pedice 0 dai parametri di densità si ottiene:

H2

H2
0

= [Ωra
−4 + Ωma

−3 + Ωka
−2 + ΩΛ]. (1.41)

Allo stato attuale le osservazioni mostrano una spiccata dominanza della co-
stante cosmologica, mentre confermano il fatto che la curvatura del nostro
universo è molto vicina ad essere nulla:

|Ωk| ≤ 0,1 Ωr = 9,4 · 10−5 Ωm = 0,32 ΩΛ = 0,68. (1.42)

Tenendo conto delle dipendenze delle densità questo implica che inizialmente
la densità di curvatura fosse ancora più trascurabile di ora. Di particolare
interesse è la dominanza della costante cosmologica. Come vedremo nel Capi-
tolo 3, questo componente sarà fondamentale dal momento che è l’unico per
cui si ha (1 + 3w) < 0.

1.4.2 Soluzione dell’equazione di Friedmann

A questo punto diventa interessante considerare le soluzioni possibili dell’e-
quazione di Friedmann (A.3). Risolviamola immaginando inizialmente la do-
minanza di ogni singolo componente. Questo fatto è sensato: dal momento che
le densità rispettivamente per la radiazione (∼ a−4), per la materia (∼ a−3)
e per il vuoto (∼ a0) hanno dipendenze diverse dal fattore di scala, è verosi-
mile che l’universo abbia subito nel corso del tempo fasi distinte, dove hanno
dominato nell’ordine prima la radiazione, quindi la materia e infine il vuoto
(i.e costante cosmologica Λ). Ipotizzando, non senza ragione, che la curvatura
dell’universo sia nulla (k = 0, i.e geometria piatta) e utilizzando il parametro
di densità Ω sopra definito l’equazione di Friedmann si riscrive:

H =
ȧ

a
= H0

√
Ωia

− 3
2

(1+wi). (1.43)

Integrando l’equazione si ha:

Ho

√
Ωt =

∫
da

a−
3
2

(1+w)+1
=

∫
da

a−
1
2

(1+3w)

=

∫
a

1
2

(1+3w)da =
2

1 + 3w
a

3
2

(1+w).

(1.44)
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La dipendenza temporale del fattore di scala è quindi della forma13 a(t) ∝
t

2
3(1+w) , altrimenti, usando il tempo conforme: a(τ) ∝ τ

2
(1+3w) . Nelle fasi di

dominanza dei singoli contributi (MD, RD, ΛD) questi risultati si riscrivono
come:

a(t) ∝
{ t2/3 w = 0 MD

t1/2 w = 1/3 RD
eHt w = −1 ΛD

a(τ) ∝
{ τ2 w = 0 MD

τ w = 1/3 RD
−1/τ w = −1 ΛD

(1.45)

Un fatto interessante da notare è che sia nella fase di dominanza della radia-
zione H(t) = (1/2t) che in quella della materia H(t) = (2/3t) l’espansione
dell’universo rallenta progressivamente, mentre se a dominare è la costante
cosmologica H è costante.

13Questo vale solamente nei casi in cui w 6= −1, perchè in tal caso l’equazione si semplifica
e banalmente si ha a(t) = eHt.



CAPITOLO 2

Il problema dell’orizzonte

La descrizione iniziale dalla quale siamo partiti è quella di un Universo com-
plessivamente omogeneo e isotropo a grandi distanze. Una delle evidenze di
queste proprietà è ad esempio il fatto che regioni apparentemente disgiunte
fra loro siano caratterizzate dalla stessa densità e dalla stessa temperatura.
Storicamente questa evidenza sperimentale è dovuta alla presenza della Ra-
diazione Cosmica di fondo (CMB), un residuo di radiazione superstite alla fase
di nucleosintesi post Big Bang, e giunta a noi termicamente uniforme da tutte
le direzioni.

Senza una connessione causale fra le regioni emettenti tuttavia, questa omo-
geneità sarebbe del tutto inspiegabile, ed è quello che viene appunto definito
come il problema dell’orizzonte. L’unica ipotesi possibile è che queste due
proprietà dello spazio siano state raggiunte in un momento in cui queste zone
dello spazio, attualmente troppo lontane fra loro, fossero precedentemente in
contatto dal punto di vista causale; detto altrimenti, questa omogeneità non
violerebbe il principio di causalità qualora queste regioni avessero una porzio-
ne di cono luce passato in comune. Come vedremo nel prossimo capitolo, il
modello dell’inflazione farà proprio in modo che ciò avvenga.

Presentiamo allora preliminarmente l’orizzonte, un concetto fondamentale per
avere chiare quelle che dovevano essere nel passato le connessioni causali tra
queste regioni oggi disgiunte. Come vedremo questo oggetto mostrerà parte
della sua utilità anche in futuro.

2.1 Cos’è l’orizzonte

Per studiare la propagazione della luce è utile esprimere la metrica FRW so-
stituendo al tempo fisico il tempo conforme: τ =

∫ t0
0

dt
a(t) ; in questo modo nel

diagramma χ−τ il fotone descriverebbe esattamente la bisettrice dei due assi,

15
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in analogia a quanto già avviene nello spaziotempo di Minkowsi. Sostituen-
dolo nella (1.7) e imponendo la condizione di isotropia dello spazio (dΩ2 = 0)
otteniamo:

ds2 = a(τ)2
[
dτ2 − dχ2

]
. (2.1)

Come già anticipato la luce percorre una geodetica nulla (ds2 = 0) per cui si
avrà: ∆χ(τ) = ±∆τ , dove due segni distinguono rispettivamente fotoni che
si allontanano e fotoni che si avvicinano a noi. Definiamo a questo punto due
orizzonti cosmologici:

• Orizzonte (comovente) delle particelle: massima distanza como-
vente alla quale gli eventi passati, accaduti nel tempo ti possono esse-
re osservati al momento presente. Dalla (2.1) si ottiene in coordinate
comoventi:

χph = τ − τi =

∫ t

ti

dt

a(t)
. (2.2)

Ponendo ti ≡ 0 l’istante della singolarità che ha originato il Big Bang, e
t il tempo nel quale l’osservatore riceve il segnale, si ottiene la massima
distanza entro la quale abbiamo connessione causale.

Visivamente la lunghezza dell’orizzonte delle particelle si ottiene interse-
cando il cono luce del passato dell’osservatore con la superficie spaziale
orizzontale τ = τi (Figura 2.1). L’unico modo per cui un evento, ac-
caduto al tempo ti, possa aver influenzato l’osservatore è che esso si
sia verificato entro questa distanza. Pertanto l’orizzonte delle particelle
per l’osservatore al tempo τ racchiude tutti quegli oggetti la cui linea
di universo ha attraversato il cono luce del passato ad una distanza non
superiore a τ = τi. Al tempo τi, oggetti che si trovavano ad una distanza
superiore a quella dell’orizzonte non sono stati in grado di comunicare
nulla all’osservatore.

• Orizzonte (comovente) degli eventi: massima distanza alla quale
sarà possibile osservare eventi futuri. Espressa in coordinate comoventi,
la massima distanza alla quale un osservatore nel tempo tf riceverà un
segnale emesso all’istante t è definito come:

χeh(τ) = τf − τ =

∫ tf

t

dt

a(t)
. (2.3)

Tipicamente τf rappresenta “l’ultimo istante” del tempo comovente. Dal
momento che quest’ultimo è ottenuto a partire dal tempo fisico attra-
verso il fattore di scala, non deve sembrare strano che τf possa essere un
valore finito quand’anche tf sia infinito (dal momento che vi è il riscala-
mento di a(t)). Appare chiaro che l’orizzonte delle particelle può essere
molto più grande dell’orizzonte degli eventi; mentre infatti è per noi im-
possibile influenzare eventi che accadono oltre l’orizzonte degli eventi,
possiamo comunque ancora percepire oggetti che hanno ormai superato
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l’orizzonte degli eventi e che però avevano emesso radiazione luminosa
molto tempo prima.

30 2. Inflation

particle horizon at p

p

event horizon at p

comoving particle outside 
the particle horizon at p

Figure 2.1: Spacetime diagram illustrating the concept of horizons. Dotted lines show the worldlines of

comoving objects. The event horizon is the maximal distance to which we can send signal. The particle

horizon is the maximal distance from which we can receive signals.

• Particle horizon.—Eq. (2.1.2) tells us that the maximal comoving distance that light can

travel between two times ⌧1 and ⌧2 > ⌧1 is simply �⌧ = ⌧2�⌧1 (recall that c ⌘ 1). Hence, if

the Big Bang ‘started’ with the singularity at ti ⌘ 0,2 then the greatest comoving distance

from which an observer at time t will be able to receive signals travelling at the speed of

light is given by

�ph(⌧) = ⌧ � ⌧i =

Z t

ti

dt

a(t)
. (2.1.3)

This is called the (comoving) particle horizon. The size of the particle horizon at time ⌧

may be visualised by the intersection of the past light cone of an observer p with the

spacelike surface ⌧ = ⌧i (see fig. 2.1). Causal influences have to come from within this

region. Only comoving particles whose worldlines intersect the past light cone of p can

send a signal to an observer at p. The boundary of the region containing such worldlines

is the particle horizon at p. Notice that every observer has his of her own particle horizon.

• Event horizon.—Just as there are past events that we cannot see now, there may be future

events that we will never be able to see (and distant regions that we will never be able to

influence). In comoving coordinates, the greatest distance from which an observer at time

tf will receive signals emitted at any time later than t is given by

�eh(⌧) = ⌧f � ⌧ =

Z tf

t

dt

a(t)
. (2.1.4)

This is called the (comoving) event horizon. It is similar to the event horizon of black

holes. Here, ⌧f denotes the ‘final moment of (conformal) time’. Notice that this may be

finite even if physical time is infinite, tf = +1. Whether this is the case or not depends

on the form of a(t). In particular, ⌧f is finite for our universe, if dark energy is really a

cosmological constant.

2Notice that the Big Bang singularity is a moment in time, but not a point space. Indeed, in figs. 2.1 and 2.2

we describe the singularity by an extended (possibly infinite) spacelike hypersurface.

Figura 2.1: Il diagramma mostra (in coordinate comoventi) i due orizzonti appena definiti. Le linee
verticali a puntini rappresentano le linee di universo di oggetti comoventi. L’oggetto più distante
dal quale possiamo ricevere informazione dal passato o che possiamo influenzare nel futuro, è quello
la cui linea di universo intersecava/intersecherà il cono luce nel tempo τi/τf . Proiettando il punto
di intersezione della linea di universo con il cono luce lungo l’asse orizzontale che segna il tempo
presente τ (percorrendo la linea tratteggiata), siamo in grado di conoscere quali sono le distanze
comoventi oltre le quali il presente perde il contatto causale con il passato o con il futuro.

Esiste tuttavia un altro modo, altrettanto intuitivo per descrivere gli orizzonti
nei diagrammi spazio-tempo. Esso consiste nel vedere l’orizzonte come una
funzione del tempo, e rappresentarne la sua evoluzione istante per istante
individuando per ogni momento l’orizzonte con il punto che lo delimita (vedi
Figura 2.2).

A prima vista questo nuovo modo di rappresentare i due oggetti può sembrare
fuorviante e creare confusione. Ad esempio, se prima in Figura 2.1 vedevamo
l’orizzonte degli eventi aumentare con il tempo (i.e. spostando τf ), in questa
nuova rappresentazione sembra che esso vada diminuendo nel futuro. Il punto
è che nella prima rappresentazione l’orizzonte disegnato si otteneva fissando il
tempo presente τ , e al variare di τf si otteneva la porzione di spazio che nel
futuro, al tempo τf , sarebbe risultata causalmente connessa con noi; in questa
seconda rappresentazione quello che si mantiene fissato è τf (nello specifico
della Figura 2.2 τf = +∞) e si osserva cosa accade al variare di τ , ossia al

variare del momento presente. È logico quindi che, più ci avviciniamo a τf
più il nostro orizzonte degli eventi diminuisce; questo è in perfetta analogia
con il fatto che l’orizzonte delle particelle è molto più piccolo per eventi di un
passato recente, piuttosto che per eventi accaduti molto tempo fa.
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Figura 2.2: Il diagramma mostra (in coordinate comoventi) l’evoluzione dei due orizzonti in funzione
del tempo: in blu l’orizzonte delle particelle e in rosso l’orizzonte degli eventi. In verde il raggio di
Hubble.

Analogamente quanto detto per l’orizzonte degli eventi avviene anche per l’o-
rizzonte delle particelle, che in questa nuova rappresentazione ha la forma di
un cono luce del futuro, e sembra aumentare con lo scorrere del tempo, quando
invece nella rappresentazione precedente sembrava avvenisse il contrario. An-
che qui la differenza sta nel punto di vista con il quale si osserva l’orizzonte: in
Figura 2.1 si teneva fissato τ del tempo presente in modo da capire, a seconda
di quanto indietro nel passato stessimo andando (variando quindi τi) quale
fosse la porzione di spazio a cui eravamo legati causalmente. In Figura 2.2
avviene il contrario: si fissa τi ≡ 0, ossia all’inizio dell’universo14 e si vede
cosa accade al variare di τ . Logicamente quanto più siamo vicini al Big Bang,
quanto più il nostro orizzonte di particelle è piccolo.

Ovviamente, se si considerano gli orizzonti in coordinate fisiche, bisogna fare
attenzione al fatto che l’universo si sta espandendo: noto ad esempio l’oriz-
zonte (comovente) χ al tempo presente t0, per conoscerne il valore al generico
tempo t non è sufficiente moltiplicare χ per a(t), dal momento che lo stesso χ
varia con il tempo.

Fra i due orizzonti, quello necessario a comprendere il problema dell’orizzonte
è sicuramente il primo, quello delle particelle. Con un po’ di manipolazioni è
possibile riscriverlo in modo utile come:

χph =

∫ t

ti

dt

a(t)
=

∫ t

ti

da

aȧ
=

∫ ln(a)

ln(ai)

d lna

aH
. (2.4)

14Come vedremo, il diagramma presentato in Figura 2.2 non tiene conto della fase dell’in-
flazione, che presenteremo nel prossimo capitolo. Ma questo non cambia concettualmente il
significato dell’orizzonte delle particelle in dipendenza dal tempo.
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Questa riscrittura è interessante perché mostra che i collegamenti causali nello
spazio-tempo possono essere studiati a partire dal termine (aH)−1 che defini-
sce, in coordinate comoventi, il raggio di Hubble. Ricordando l’equazione
di stato w = P/ρ e la (1.43) esprimiamo il raggio di Hubble come

(aH)−1 = H−1
0 a

1
2

(1+3w). (2.5)

L’importanza di questo oggetto è notevole e verrà ripresa in seguito.
Dal momento che sia per la radiazione che per la materia non relativistica l’e-
sponente al secondo membro risulta positivo, si assume che il raggio di Hubble
aumenti durante l’espansione. Sviluppando l’espressione (2.4) si ottiene:

χph(a) ≡ τ − τi =

∫ ln(a)

ln(ai)

d lna

aH
= H−1

0

∫ a

a1

da

a
a

1
2

(1+3w)

= H−1
0

∫ a

a1

a
1
2

(3w−1)da =
2H−1

0

(3w − 1)

(
a

1
2

(1+3w) −
�

����
a

1
2

(1+3w)

i

)

=
2H−1

0

(3w − 1)

(
a

1
2

(1+3w)
)

=
2

(3w − 1)
(aH)−1

(2.6)

dove nel penultimo passaggio si è tenuto conto del fatto che il contributo τi è
trascurabile:

τi =
2H−1

0

(1 + 3w)
a

1
2

(1+3w)

i

ai→0, −(1+3w)<0−−−−−−−−−−−−−→ 0. (2.7)

Come vedremo nel Capitolo 3 questo non sarà più vero qualora (1 + 3w) < 0.
Teniamo intanto a mente questo risultato, che mostra come l’orizzonte e il
raggio di Hubble siano apparentemente legati da una semplice relazione di
proporzionalità diretta.

2.2 La CMB e il problema dell’equilibrio termico

Veniamo ora al vero e proprio problema dell’orizzonte. Come già anticipa-
to esso è legato alla quasi totale isotropia della radiazione cosmica di fondo.
Dopo circa 380000 anni dal Big Bang, il nostro universo ha conosciuto un pe-
riodo caratterizzato dall’abbassamento progressivo della temperatura, che ha
quindi favorito la formazione della materia (nucleosintesi e decoupling). Que-
sta informazione è a noi nota proprio grazie alla radiazione di fondo CMB15,
sopravvissuta al raffreddamento.
Ora noi percepiamo questa radiazione sulla terra da tutte le direzioni, ed essa
risulta essere incredibilmente all’equilibrio termico (circa 2.725◦K)16. In altri

15CMB:Cosmic microwave background.
16In realtà è presente una leggera anisotropia nella radiazione, tuttavia questa oscillazione,

che sembra diventare progressivamente sempre più importante, non è importante ai fini del
problema dell’orizzonte qui trattato. Ad ogni modo, per la stessa ragione per cui le regioni
non potevano aver interagito, non trova spiegazione nemmeno l’origine di questa irregolarità.
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termini questo vuol dire che le regioni più distanti dell’Universo sembrano
avere tutte la stessa temperatura.
Il problema tuttavia, è che il tempo conforme trascorso tra l’emissione della
radiazione τem e la ricezione da parte nostra τric non è infinito; l’universo ha
un’età finita, e dal momento che la luce viaggia a una velocità fissata, nel tempo
che intercorre tra l’esplosione del Big Bang e l’emissione della radiazione da
parte di queste regioni distinte, essa non può aver percorso che una distanza
finita.
Questo implica che alcune delle regioni emettenti CMB e dotate della stessa
temperatura non sono mai state in connessione causale fra loro dal momen-
to che i loro coni luce del passato (ossia il tempo prima dell’emissione della
radiazione, quello intercorso a partire dal Big Bang) non si sono mai inter-
secati (vedi Figura 2.3). In che modo allora si spiega questa omogeneità di
temperatura?
L’omogeneità della radiazione che noi percepiamo si estende su scale ben più
grandi di quelle del nostro orizzonte di particella al tempo della formazione del-
la radiazione stessa. Se queste regioni non sono legate fra loro da una connes-
sione causale, come hanno fatto a comunicarsi mutuamente l’informazione? La
soluzione di questo apparente paradosso sarà proprio la teoria dell’inflazione.

32 2. Inflation

coming from p and q “know” that they should be at almost exactly the same temperature? The

same question applies to any two points in the CMB that are separated by more than 1 degree

in the sky. The homogeneity of the CMB spans scales that are much larger than the particle

horizon at the time when the CMB was formed. In fact, in the standard cosmology the CMB is

made of about 104 disconnected patches of space. If there wasn’t enough time for these regions

to communicate, why do they look so similar? This is the horizon problem.
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Figure 2.2: The horizon problem in the conventional Big Bang model. All events that we currently observe

are on our past light cone. The intersection of our past light cone with the spacelike slice labelled CMB

corresponds to two opposite points in the observed CMB. Their past light cones don’t overlap before they

hit the singularity, a = 0, so the points appear never to have been in causal contact. The same applies to

any two points in the CMB that are separated by more than 1 degree on the sky.

2.2 A Shrinking Hubble Sphere

Our description of the horizon problem has highlighted the fundamental role played by the

growing Hubble sphere of the standard Big Bang cosmology. A simple solution to the horizon

problem therefore suggests itself: let us conjecture a phase of decreasing Hubble radius in the

early universe,
d

dt
(aH)�1 < 0 . (2.2.10)

If this lasts long enough, the horizon problem can be avoided. Physically, the shrinking Hubble

sphere requires a SEC-violating fluid, 1 + 3w < 0.

2.2.1 Solution of the Horizon Problem

For a shrinking Hubble sphere, the integral in (2.1.5) is dominated by the lower limit. The Big

Bang singularity is now pushed to negative conformal time,

⌧i =
2H�1

0

(1 + 3w)
a

1
2
(1+3w)

i

ai!0 , w<� 1
3�����������! �1 . (2.2.11)

This implies that there was “much more conformal time between the singularity and decoupling

than we had thought”! Fig. 2.3 shows the new spacetime diagram. The past light cones of

Figura 2.3: Nella figura i due punti p e q rappresentano due regioni distinte dell’universo che hanno
emesso radiazione di fondo all’equilibrio termico. Tuttavia in questo modello cosmologico che ancora
non ha introdotto l’inflazione, a causa della finitezza della luce e del fatto che l’universo ha un età
finita, i coni luce del passato dei due punti non hanno sovrapposizione; questo significa che non
può esserci stato alcun contatto fra i due e pertanto l’omogeneità e l’isotropia della CMB risultano
inspiegate.



CAPITOLO 3

L’inflazione

Nel capitolo precedente abbiamo supposto che il raggio di Hubble si espan-
desse, e questo effettivamente accade dall’emissione della CMB. Tuttavia se
prima di essa l’universo avesse conosciuto una fase diversa, nella quale il rag-
gio di Hubble fosse diminuito progressivamente, sufficientemente a lungo, il
problema dell’orizzonte sarebbe evitato. In questo capitolo quantificheremo
dapprima questa nuova fase dell’universo detta inflazione, dando poi uno
sguardo alle principali conseguenze che essa comporta. Non da ultimo vista
la sua importanza nella descrizione dell’inflazione ma anche nell’interpretazio-
ne dei diagrammi spazio-tempo, uno sguardo più approfondito al concetto di
raggio di Hubble, specie in relazione all’orizzonte delle partcicelle.

3.1 La soluzione al problema dell’orizzonte

Come già detto nel capitolo precedente, il problema dell’orizzonte è legato alla
mancata connessione causale fra le regioni diametralmente opposte del nostro
universo, le quali sembrano caratterizzate da un’omogeneità e un isotropia in
termini di densità e temperatura apparentemente inspiegabili. Giunti davanti
a questo paradosso, storicamente ci si è mossi in questo modo: sappiamo che
l’unico modo in cui queste regioni potessero esser state legate causalmente
prima dell’emissione della CMB, è che i loro coni luce del passato abbiamo
tutti un’intersezione non nulla gli uni con gli altri.

Deve quindi esistere un’ulteriore fase dell’universo, fra il Big Bang e l’emissione
di radiazione da parte di queste regioni, nella quale sia stato possibile per
queste ultime aver comunicato. All’inizio degli anni 80’ viene diffusa quindi
una nuova teoria fra i cosmologi, secondo la quale appunto l’universo avesse
conosciuto una fase di decrescita del raggio di Hubble (aH)−1, culminata pochi

21
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istanti prima dell’emissione di CMB:

d

dt
(aH)−1 < 0. (3.1)

Ricordando l’espressione in coordinate comoventi del raggio di Hubble stesso
(2.5), vediamo che imporre una simile condizione richiederebbe che i costituenti
dell’universo fossero tali da avere (1 + 3w) < 0. Tuttavia se cos̀ı fosse, quello
che prima nella (2.6) era un contributo trascurabile, diventa di fondamentale
rilevanza e si ha:

τi =
2H−1

0

(1 + 3w)
a

1
2

(1+3w)

i

ai→0, w<−1/3−−−−−−−−−−−→ −∞. (3.2)

A questo punto è chiaro come il tempo conforme tra la singolarità iniziale
del Big Bang e l’emissione della radiazione cosmica di fondo sia infinito! In
questo modo anche quelle regioni emettenti CMB e ad oggi più distanti fra loro
hanno un cono luce del passato sufficientemente grande da garantire contatto
causale con le altre. Questo risolve pienamente il problema dell’orizzonte e
contemporaneamente ridefinisce completamente il significato del tempo τ = 0
che prima rappresentava la singolarità iniziale mentre ora segna la fine della
fase dell’inflazione e l’inizio dell’espansione della sfera di Hubble (Figura 3.2).

3.2 Raggio di Hubble e Orizzonte delle particelle

In vista delle considerazioni future circa i paradossi riguardanti gli oggetti
con velocità superluminali e il periodo dell’inflazione stessa, potrebbe essere
utile sottolineare le differenze fra il raggio di Hubble e l’orizzonte di particel-
la, evidenziando in modo particolare come questi due oggetti vanno utilizzati
nell’ambito della connessione causale fra oggetti distanti nell’universo in espan-
sione.

Cominciamo preliminarmente dando al raggio di Hubble un significato più
immediato rispetto a quanto detto nel capitolo precedente, dove ne avevamo
fornito l’espressione in coordinate comoventi: una scelta utile al fine di com-
prendere il meccanismo dell’inflazione, ma non altrettanto immediata quanto
quella che si avrebbe in coordinate fisiche. Per passare dalle prime alle secon-
de è sufficiente moltiplicare (aH)−1 per il fattore di scala ottenendo in unità
di c, 1/H. Prendendo allora spunto dalla legge di Hubble (vrec = Hxphys),
possiamo ridefinire il raggio di Hubble come quella distanza (fisica) alla quale
la velocità di recessione coincide con quella della luce (xHS = c/H). Tutto ciò
che viaggia al suo interno lo fa con velocità subluminali, mentre ciò che è fuori
con velocità superiori.

È lecito quindi utilizzare il raggio di Hubble come un ulteriore parametro in
grado di stabilire la possibilità per due oggetti di essere connessi causalmente in
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un fissato istante, facendo comunque attenzione alle differenze con l’orizzonte
delle particelle, che come vedremo è sempre più grande del raggio di Hubble.

Apparentemente, dalla (2.6) sembrerebbe che raggio di Hubble e Orizzonte
delle particelle differiscano solamente a meno di un fattore di proporzionalità,
tuttavia è necessario ricordare che la validità della (2.6) è limitata alla fase
di evoluzione “standard”, nella quale i componenti dell’universo soddisfano
(1 + 3w) > 0, cosa che invece non avviene nel periodo dell’inflazione dove
(1 + 3w) < 0. È proprio in questa fase che emerge la differenza sostanziale
tra i due. Ricordiamo l’espressione del raggio di Hubble data dalla (2.5) in
coordinate comoventi:

(aH)−1 = H−1
0 a

1
2

(1+3w). (3.3)

Detta λ la distanza comovente fra due oggetti nello spazio si hanno due
possibilità:

• λ > χph: in tal caso, coerentemente con la definizione dell’orizzonte di
particella (2.2) i due oggetti non possono mai aver comunicato fra loro,
dal momento che ognuno di essi si troverebbe sempre al di fuori del cono
luce passato dell’altro.

• λ > (aH)−1: in questo caso i due oggetti non possono comunicare ora,
dal momento che uno dei due sta viaggiando ad una velocità maggiore
della luce rispetto all’altro e “vedersi” significherebbe violare la causalità.

In sostanza due oggetti la cui distanza (comovente) λ in un certo istante t
(tipicamente durante l’inflazione) sia maggiore del raggio di Hubble (aH)−1

non possono “vedersi”, ma questo non esclude che in un momento antecedente
a t (o successivo), nel quale il raggio di Hubble fosse stato (o sarà) maggiore
di λ il contatto sia stato (possa essere) possibile. Una distanza che ad un dato
momento risulta maggiore del raggio di Hubble ma comunque inferiore all’o-
rizzonte di particella rende potenzialmente connessi causalmente due oggetti,
anche se non in quel preciso istante. È sufficiente che ad un certo punto il
raggio di Hubble sia superiore a quella distanza: a quel punto essi saranno vi-
sibili l’un l’altro. Quello che avviene durante l’inflazione è proprio il fatto che
con il tempo l’orizzonte di particella χph diventa sempre più grande del raggio
di Hubble (aH)−1, che sappiamo invece andar diminuendo (vedi Figura 3.2).
Ad ogni modo tutti quelle regioni di spazio le cui distanze comoventi all’inizio
dell’inflazione si trovavano all’interno del raggio di Hubble erano causalmente
connesse, o meglio potevano “comunicare”; questo è più che sufficiente ad aver
consentito l’equilibrio termico prima dell’emissione di CMB. In questi termini
allora, qualora il raggio di Hubble attuale (a0H0)−1 fosse contenuto all’inter-
no del raggio di Hubble che si aveva all’inizio dell’inflazione (aIHI)

−1 non si
avrebbe alcun problema dell’orizzonte. Questo spiega per quale ragione risulta
comodo l’utilizzo del raggio di Hubble per trattare il problema dell’orizzonte:
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se dovessimo utilizzare l’orizzonte delle particelle, dovremmo costruire que-
st’ultimo a partire da ti ≡ 0, ossia nel preciso istante della singolarità del
Big Bang; tuttavia la carenza di informazioni su quanto accaduto fra questa
singolarità e l’inizio della fase dell’inflazione non ci permetterebbe di poter
trascurare questo intervallo di tempo (magari in quel lasso di tempo le regioni
non erano in comunicazione). Al contrario, sapere che le regioni emettenti
radiazione CMB si trovassero all’inizio dell’inflazione tI ad una distanza mi-
nore di quella del raggio di Hubble dell’epoca (e di conseguenza certamente
anche all’interno dell’orizzonte di particella), fornisce la certezza dell’avvenuto
contatto causale fra di esse, permettendoci di ignorare quanto avvenuto fra
ti = 0 e tI .

3.3 Cosa accade all’universo

Diamo a questo punto uno sguardo più ampio a questa nuova fase del modello
cosmologico, nata s̀ı per risolvere il problema dell’orizzonte, ma ricca di nuovi
aspetti interessanti. Certamente uno dei modi più chiari per descrivere cosa
accade durante l’inflazione è quello di dire che in questa fase il raggio di Hubble
si contrae; ne esistono tuttavia altri equivalenti, come quelli che riportiamo di
seguito.

3.3.1 Espansione accelerata

Dalla condizione di contrazione del raggio di Hubble discende immediatamente
che

d

dt
(aH)−1 =

d

dt
(ȧ)−1 = − ä

ȧ2
< 0 =⇒ ä > 0 (3.4)

da cui vede che l’inflazione può essere anche definita come una fase di espan-
sione accelerata dell’universo.

Figure 133 A schematic illustration of the inflationary solution to the horizon problem, with
a small initial thermalized region blown up to encompass our entire observable Universe.

13.3.3 Relic particle abundances
The dramatic expansion of the inflationary era dilutes away any unfortunate relic particles,
because their density is reduced by the expansion more quickly than the cosmological
constant. Provided enough expansion occurs, this dilution can easily make sure that the
particles are not observable today; in fact, rather less expansion is needed than to solve the
other problems.

One important proviso though is that the decay of the cosmological constant which
ends inflation must not regenerate the troublesome particles again. This means that the
temperature which the Universe is at after inflation must not be too high, in order to make
sure there is no new thermal production.

13.4 How much inflation?
We can use the flatness problem to estimate how much expansion is needed from inflation.
I'll make the following simplifying assumptions, all of which could be relaxed for a better
calculation.

• The inflationary expansion is perfectly exponential.

• The Universe is perfectly radiation dominated all the way from the end of inflation
to the present.

• The value of fitot near the start of inflation is not hugely different from one.

• For the sake of argument, assume the present value of |fitot - 1| < 0.1.

Figura 3.1: Idea figurativa di quanto sia accaduto nell’universo all’epoca dell’inflazione. Presa una
piccola porzione iniziale di spazio, nel corso dell’espansione accelerata questa si ingigantisce in modo
repentino, finendo per superare di gran lunga l’intero universo osservabile. In un certo senso si può
spiegare l’inflazione affermando che in questa fase l’universo si espande in modo cos̀ı veloce che la
sfera di Hubble non riesce a tenerne il passo.
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3.3.2 Lenta variazione del parametro di Hubble

Sempre dalla contrazione del raggio di Hubble si può alternativamente ricavare

d

dt
(aH)−1 = − ȧH + aḢ

(aH)2
= −(1− ε)

a
, dove ε ≡ − Ḣ

H2
. (3.5)

Si deve avere dunque:

ε = − Ḣ

H2
< 1. (3.6)

Questo mostra come durante l’inflazione la crescita del parametro di Hubble
sia meno veloce di quanto invece è nel corso dell’evoluzione dell’universo post-
inflazione.

3.3.3 Pressione negativa?

Riconsideriamo l’equazione di Friedmann (A.3) e l’equazione di continuità
(A.7); derivando la prima si ottiene:

Ḣ +H2 =
ρ̇

6M2
plH

+
ρ

3M2
pl

=
−3(ρ+ P )

6M2
pl

+
2ρ

6M2
pl

= −(ρ+ 3P )

6M2
pl

= −H
2

2

(
1 +

3P

ρ

) (3.7)

Ricordando la definizione di ε, questo ci mostra che

ε = − Ḣ

H2
= −3

2

(
1 +

P

ρ

)
< 1 ←→ w ≡ P

ρ
< −1

3
(3.8)

Da questo risultato emerge che affinché sia possibile una fase di accelerazione
per l’espansione, è necessario che l’universo sia provvisto di un componente in
grado di esercitare una pressione negativa, soddisfacendo di fatto la condizione
appena trovata. Senza addentrarci troppo nel dettaglio, quel che possiamo
dire è che ad oggi si ritiene che questo ruolo sia stato giocato nell’universo dal
cosiddetto vuoto quantistico, dotato di una forza repulsiva in grado di vincere
quella gravitazionale. Fisicamente, parte di questo operato sarebbe svolto
dalla sua energia (detta energia oscura), che nel Capitolo 1 avevamo espresso
in termini della costante cosmologica Λ.
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Figure 2.3: Inflationary solution to the horizon problem. The comoving Hubble sphere shrinks during

inflation and expands during the conventional Big Bang evolution (at least until dark energy takes over at

a ⇡ 0.5). Conformal time during inflation is negative. The spacelike singularity of the standard Big Bang is

replaced by the reheating surface, i.e. rather than marking the beginning of time it now corresponds simply

to the transition from inflation to the standard Big Bang evolution. All points in the CMB have overlapping

past light cones and therefore originated from a causally connected region of space.

widely separated points in the CMB now had enough time to intersect before the time ⌧i. The

uniformity of the CMB is not a mystery anymore. In inflationary cosmology, ⌧ = 0 isn’t the

initial singularity, but instead becomes only a transition point between inflation and the standard

Big Bang evolution. There is time both before and after ⌧ = 0.

2.2.2 Hubble Radius vs. Particle Horizon

A quick word of warning about bad (but unfortunately standard) language in the inflationary

literature: Both the particle horizon �ph and the Hubble radius (aH)�1 are often referred to

simply as the “horizon”. In the standard FRW evolution (with ordinary matter) the two are

roughly the same—cf. eq. (2.1.9)—so giving them the same name isn’t an issue. However, the

whole point of inflation is to make the particle horizon much larger than the Hubble radius.

The Hubble radius (aH)�1 is the (comoving) distance over which particles can travel in the

course of one expansion time.3 It is therefore another way of measuring whether particles are

causally connected with each other: comparing the comoving separation � of two particles with

(aH)�1 determines whether the particles can communicate with each other at a given moment

(i.e. within the next Hubble time). This makes it clear that �ph and (aH)�1 are conceptually

very di↵erent:

3The expansion time, tH ⌘ H�1 = dt/d ln a, is roughly the time in which the scale factor doubles.

Figura 3.2: Il diagramma mostra (in coordinate comoventi) come la soluzione del problema del-
l’orizzonte preveda che il raggio di Hubble abbia subito una fase di contrazione prima della fase di
emissione della radiazione di fondo. In questo modo le due regioni (nella figura i due vertici lungo
la retta CMB) che prima non avevano intersezione fra i loro coni luce, ora ne hanno (porzione scura
centrale in basso), ed è quindi giustificata la loro omogeneità e isotropia. Notare che l’asse del tempo
(conformazionale) ammette anche tempi negativi, dando un nuovo significato al tempo τ = 0. Come
verrà spiegato nella sezione successiva, non è necessario mostrare cosa sia avvenuto tra l’instante
della singolarità τ = −∞ e l’inizio dell’inflazione τ = I, in quanto ai fini del problema dell’orizzonte
è sufficiente osservare che il nostro universo osservabile (in figura now) sia interamente contenuto
nella sfera di Hubble almeno in un certo momento durante l’inflazione.



CAPITOLO 4

Conseguenze dell’espansione

Giunti a questo punto, e muniti delle conoscenze necessarie a comprendere
l’espansione dell’universo, addentriamoci in quelli che sono gli aspetti più in-
teressanti legati a questo fenomeno, e per questa ragione quelli più sensibili
a fraintendimenti o a conclusioni errate. Gran parte di queste considerazioni
traggono spunto dal lavoro dei fisici T.M.Davis e M.H.Lineweaver[4].

4.1 L’interpretazione dei diagrammi spazio-tempo

Tutti gli oggetti fisici che abbiamo costruito formalmente, dalle coordinate co-
moventi ai concetti di orizzonte e di universo osservabile, dalla sfera di Hubble
all’idea di connessione causale, necessitano ora di un ambiente in cui esse-
re correttamente contestualizzati visivamente, di modo che, qualora il lettore
dovesse riflettere sulla relazione fra due oggetti cosmologici in movimento nel-
lo spazio (o nello spazio in movimetno), possa farlo verificando l’esattezza
delle sue asserzioni. Questo ambiente altri non è se non il diagramma spazio-
tempo. A prima vista sembrerebbe strano discuterne dopo averne già fatto
uso nei capitoli precedenti; tuttavia prima di rispondere ai quesiti successivi,
è importantissimo avere chiaro il completo funzionamento di questo ambiente,
interpretando correttamente le regioni dello spazio che esso va a delineare.

Per prima cosa presentiamo in Figura 4.1 tre diagrammi spazio-tempo, rappre-
sentanti in sistemi di coordinate diversi il fenomeno dell’universo in espansione
nel modello cosmologico con (Ωm,ΩΛ) = (0.3, 0.7). Le linee a puntini rappre-
sentano le linee di universo degli oggetti comoventi; nel diagramma dove si
usano le distanze comoventi queste linee sono delle rette verticali (le distanze
comoventi non si alterano con il passare del tempo), mentre nei diagrammi
dove si usano le coordinate fisiche, queste linee aumentano la loro pendenza

27
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Figure 1: Spacetime diagrams showing the main features of the general relativistic description of the
expansion of the universe for the (ΩM, ΩΛ) = (0.3, 0.7) model with H0 = 70 km s−1Mpc−1. Dotted
lines show the worldlines of comoving objects. We are the central vertical worldline. The current
redshifts of the comoving galaxies shown appear labeled on each comoving worldline. The normalized
scalefactor, a = R/R0, is drawn as an alternate vertical axis. All events that we currently observe
are on our past light cone (with apex at t = now). All comoving objects beyond the Hubble sphere
(thin solid line) are receding faster than the speed of light. Top panel (proper distance): The speed
of photons relative to us (the slope of the light cone) is not constant, but is rather vrec − c. Photons
we receive that were emitted by objects beyond the Hubble sphere were initially receding from us
(outward sloping lightcone at t <∼ 5 Gyr). Only when they passed from the region of superluminal
recession vrec > c (gray crosshatching) to the region of subluminal recession (no shading) can the
photons approach us. More detail about early times and the horizons is visible in comoving coordinates
(middle panel) and conformal coordinates (lower panel). Our past light cone in comoving coordinates
appears to approach the horizontal (t = 0) axis asymptotically. However it is clear in the lower panel
that the past light cone at t = 0 only reaches a finite distance: about 46 Glyr, the current distance to
the particle horizon. Currently observable light that has been travelling towards us since the beginning
of the universe, was emitted from comoving positions that are now 46 Glyr from us. The distance to
the particle horizon as a function of time is represented by the dashed line. Our event horizon is our
past light cone at the end of time, t = ∞ in this case. It asymptotically approaches χ = 0 as t → ∞.
The vertical axis of the lower panel shows conformal time. An infinite proper time is transformed into
a finite conformal time so this diagram is complete on the vertical axis. The aspect ratio of ∼ 3/1 in
the top two panels represents the ratio between the radius of the observable universe and the age of
the universe, 46 Glyr/13.5 Gyr. 3

Figura 4.1: Diagrammi spazio-tempo dell’universo in espansione. Nel primo diagramma vengono
usate le coordinate fisiche sia per le distanze che per i tempi; nel secondo le distanze fisiche vengono
sostituite da quelle comoventi, mentre nel terzo il riscalamento dovuto all’espansione viene applicato
sia alle distanze che ai tempi. In ogni caso a tutti i diagrammi viene affiancato un ulteriore asse dove
compare il fattore di scala normalizzato a/a0. Nei diagrammi non è compresa la fase di inflazione,
tuttavia lo scopo di questi grafici non è quello di raccontare la storia evolutiva dell’universo, bens̀ı
quello di comprendere le dinamiche degli oggetti in movimento. Da questo punto di vista, come
vedremo meglio nell’ultima sezione di questo capitolo, la fase dell’inflazione è una fase di espansione
accelerata in cui il fattore di scala cresce esponenzialmente, perciò il suo comportamento è del tutto
analogo a quello del nostro futuro in cui i componenti classici quali radiazione e materia perdono via
via di importanza cedendo il posto al contributo dell’energia del vuoto.
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con il passare del tempo (i.e. percorrono più spazio in minor tempo) a causa
della dilatazione dello spazio. Noi, in quanto osservatori, ci troviamo sulla
linea centrale e ciò che effettivamente vediamo attorno a noi è mostrato nel
primo diagramma: con il passare del tempo gli oggetti si allontanano (e le
loro linee di universo aumentano la pendenza). La scelta del sistema di coor-
dinate inoltre modifica anche la rappresentazione del cono luce: nel primo e
nel secondo diagramma infatti i fotoni viaggiano con velocità vrec− c e questo
spiega la strana pendenza del cono. In particolare, guardando il pannello cen-
trale sembrerebbe che cono luce passato tenda a raggiungere asintoticamente
l’asse orizzontale a t = 0, definendo di conseguenza un orizzonte infinito; tutto
si chiarisce osservando il terzo pannello nel quale si vede come il cono luce
raggiunga una distanza finita, compatibilmente con il fatto che l’universo ha
un età finita.

Gli orizzonti degli eventi e delle particelle sono presentati in funzione del tem-
po17 e quindi, come già anticipato, per la conoscenza del valore dell’orizzonte
ad un certo istante fissato è determinata unicamente dal punto della curva
(tratteggiata per l’orizzonte delle particelle e continua per l’orizzonte degli
eventi) corrispondente a quell’istante. Sempre a tal proposito notiamo in
tutti e tre i pannelli che il raggio di Hubble inteso anch’esso come funzio-
ne del tempo, tenda progressivamente a coincidere con orizzonte degli eventi.
Spiegheremo questa caratteristica nell’ultima sezione parlando dell’inflazione.

Quel che è bene ricordare in ogni caso è la differenza fra il concetto di orizzonte
e quello di sfera di Hubble, laddove è il primo a sancire l’entità dell’Universo
osservabile, dal momento che è per noi impossibile ricevere o inviare segnali
verso oggetti che si trovino al di là del nostro orizzonte. Tutta la luce che
possiamo osservare proviene infatti da oggetti la cui linea di universo ha in-
tersecato il cono luce passato (e quindi dentro l’orizzonte delle particelle), ma
che non necessariamente al tempo dell’emissione si trovavano anche dentro la
sfera di Hubble. Il pannello più chiaro in cui si può vedere questa cosa è il
terzo, quello espresso in coordinate comoventi; consideriamo un oggetto in re-
cessione ad una distanza comovente fissata; al momento dell’emissione questi
poteva tranquillamente trovarsi all’interno dell’orizzonte di particelle in modo
tale da garantire la connessione causale con noi, ma allo stesso tempo al di
fuori della sfera di Hubble (porzione a righe grigie-bianche). La sfera aumenta
però progressivamente con il tempo fino a superare le dimensioni della distan-
za (comovente!) che separa l’oggetto da noi, permettendoci di osservarlo a
velocità subluminali.

17L’orizzonte delle particelle appare come il cono luce futuro dell’origine dei tempi, mentre
l’orizzonte degli eventi come il cono luce passato relativo al momento della fine dell’universo
t =∞, dove χ tende asintoticamente a 0.
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4.2 Velocità di recessione superluminali?

Uno dei primi errori che si commette nell’osservazione dell’universo è pensare
che in esso non siano presenti velocità di recessione vrec che superino quella
della luce, nonostante queste siano previste dalla legge di Hubble (~vrec =
H~r). Dal momento che quest’ultima ha ricevuto nel tempo largo supporto da
evidenze sperimentali, verrebbe allora naturale chiedersi come sia possibile per
galassie o oggetti che si trovano a distanze sufficientemente elevate possedere
velocità di recessione superluminali.

4.2.1 Apparente violazione della Relatività Speciale

La chiave di comprensione di questo apparente paradosso, risiede nell’errato
tentativo di interpretare le osservazioni cosmologiche con la relatività speciale.
È bene notare che la validità delle sue predizioni è di natura locale: in altri
termini l’impossibilità di superare la velocità della luce è ristretta a quei soli
eventi che si osservino in un Sistema di Riferimento inerziale. Nel momento
in cui non sia possibile utilizzare un Sistema di Riferimento inerziale globale,
appare evidente come le previsioni della relatività speciale non siano più va-
lide. È proprio in questo caso che si rende necessario l’ausilio della relatività
generale.
Qualora tuttavia si osservassero galassie con velocità di recessione ~vrec > c in
un sistema di riferimento inerziale locale, queste mostrerebbero in ogni caso
velocità (peculiari) sempre al di sotto di quella della luce (~vpec < c), rientrando
pienamente nella trattazione della relatività speciale. Ciononostante, questo
non impedisce a tali oggetti e alla luce emessa di avere velocità di recessione
superiori a quella di c; quel che conta è che l’osservatore che percepisca tali
velocità sia solidale ad un sistema di riferimento non inerziale.

Una volta distinte le regioni di validità delle due teorie vale la pena sotto-
lineare un altro errore molto comune che coinvolge le velocità superluminali:
l’interpretazione del redshift cosmologico. Come abbiamo visto nel Capitolo 1,
il redshift può essere impiegato sia nell’ambito della relatività speciale, che in
quello della relatività generale. Nel primo caso questo permette di calcolare
la velocità alla quale una sorgente di luce si allontana dall’osservatore (1.31);
si tratta dell’Effetto Doppler :

v(z) = vpec(z) =
(1 + z)2 − 1

(1 + z)2 + 1
. (4.1)

Come è specificato nell’equazione, la velocità calcolata è una velocità peculiare,
in cui non compare alcuna dipendenza dal tempo. Al contrario, nell’ambito
della relatività generale, il ruolo giocato dal redshift è ben diverso, come si
vede dalla (1.28), che qui riproponiamo:

vrec(t, z) =
ȧ(t)

a0

∫ z

0

dz′

H(z′)
. (4.2)
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Ora, mentre in relatività speciale il redshift viene usato per esprimere una
velocità, la velocità peculiare, in relatività generale il redshift determina s̀ı
una velocità, ma il vero significato di z è quello di una distanza18e quindi il
suo valore è soggetto all’espansione dell’universo.

Questo fa in modo che nella (4.2) esista per le velocità una dipendenza tempo-
rale, dove questa presenza è dovuta al fatto che l’allontanamento dell’oggetto
emettente avviene nella misura in cui si assiste alla dilatazione dello spazio
stesso che lo separa dall’osservatore. Nel caso precedente (4.1), la velocità cal-
colata è la velocità di un oggetto che si muove attraverso lo spazio; in questo
caso invece la velocità è dovuta all’espansione dello spazio. Questa differenza
non è affatto banale, in quanto l’osservatore comovente che vede un oggetto
dotato di redshift z, assocerà a quell’oggetto velocità diverse a seconda dell’i-
stante di tempo considerato. Ciò vuol dire che uno stesso oggetto comovente
assumerà nel corso del suo moto velocità di recessione diverse. Un aspetto
questo, che l’interpretazione del redshift nell’ambito della relatività speciale
risulta completamente ignorato.

Quello che a questo punto risulta abbastanza chiaro, e cioè che gli oggetti
cosmologici in recessione vanno interpretati con la relatività generale, non è
stato sempre altrettanto evidente storicamente. Ciò che induce al problema
interpretativo è il fatto che le due espressioni, la (4.1) e la (4.2) hanno un
andamento simile per valori di z compresi fra 0 e 1, in quella che viene detta
regione di approssimazione lineare19 (vedi Figura 4.2). In questa regione, dove
v ∼ cz, le due predizioni sono in buon accordo con le predizioni della Legge
di Hubble, e questo ha permesso che l’interpretazione del redshift data dalla
relatività speciale mantenesse nel corso degli anni una certa autorità.

Storicamente il problema si è posto nel momento in cui sono stati osservati
oggetti con un valore del redshift z � 1 e posti a una distanza sufficientemente
elevata da implicare una velocità superluminale. Ad oggi sappiamo che per
valori di z ∼ 1.5 la velocità di recessione oltrepassa quella di c; tuttavia non
furono casi solitari quelli nei quali si tentò di apportare delle correzioni alla
legge di Hubble usando la (4.1) in modo che il limite di c non venisse mai
superato20, portando di fatto ad errori sempre meno trascurabili.

4.2.2 Il test della dilatazione del tempo

Oltre alle differenze esposte finora, esiste tuttavia un aspetto nel quale le due
teorie relativistiche, generale e speciale, forniscono le stesse predizioni in me-
rito al redshift cosmologico; questo ha a che fare con la dilatazione del tempo.

18Nell’universo, come già visto nella legge di Hubble distanza e velocità di recessione sono
direttamente proporzionali fra loro, tuttavia va ricordato che il redshift calcolato in due
istanti di tempo diversi fornirà velocità di recessione diverse.

19A piccoli valori della velocità, l’espressione dell’effetto doppler relativistico si può
semplificare fino ad ottenere l’espressione data da Hubble.

20Se infatti si usasse l’espressione dell’effetto doppler relativistico si avrebbe che
limz→∞ vpec = 1, contraddicendo quanto si evince dalle osservazioni.
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Figure 2: Velocity as a function of redshift under various assumptions. The linear
approximation, v = cz, is the low redshift approximation of both the GR and SR
results. The SR result is calculated using Eq. 2 while the GR result uses Eq. 1 and
quotes the recession velocity at the present day, i.e., uses Ṙ(t) = Ṙ0. The solid dark
lines and gray shading show a range of Fridemann-Robertson-Walker (FRW) models as
labeled in the legend. These include the observationally favoured cosmological model
(ΩM, ΩΛ) = (0.3, 0.7). The recession velocity of all galaxies with z >∼ 1.5 exceeds the
speed of light in all viable cosmological models. Observations now routinely probe
regions that are receding faster than the speed of light.

7

Figura 4.2: Andamento della velocità di recessione delle galassie in funzione del redshift facendo
uso della relatività speciale e della relatività generale. Per piccoli valori di z le due predizioni sono
simili. Tuttavia nel momento in cui z aumenta, la predizione della R.S. mostra un andamento
asintotico dove v → c, correggendo di fatto l’andamento lineare v = cz. Al contrario la velocità di
recessione predetta dai modelli R.G. (inclusi nella regione di colore grigio e differenziati in base al
modello cosmologico scelto dai parametri di densità Ω) e calcolata al tempo t = t0, mostra valori
che superano di gran lunga il limite di c; valori che effettivamente vengono osservati.

In relatività generale due eventi separati temporalmente ∆t0 nel sistema di
riferimento di una sorgente emettente che si allontana da noi con una certa
velocità di recessione vrec verranno percepiti nel sistema di riferimento del-
l’osservatore con un intervallo di tempo ∆t dilatato rispetto a ∆t0. Il fattore
di dilatazione è dato da γGR = 1 + z, il quale tiene conto del fatto che tra
l’emissione della luce dei due eventi e la loro ricezione, la luce ha percorso
un certo spazio in un certo tempo, e che nel frattempo lo spazio stesso nel
quale si stava propagando risentiva dell’espansione. Storicamente questo ha
spinto alcuni fisici ad utilizzare la misurazione della dilatazione del tempo co-
smologico come una possibile conferma del fatto che il fenomeno del redshift
cosmologico fosse intrinsecamente legato all’espansione dell’universo. I dati
sperimentali hanno confermato con un livello di confidenza altissimo il fattore
di dilatazione predetto dalla relatività generale, confutando nello stesso tempo
tutti quei modelli che non prevedevano alcuna dilatazione.

Ciò che però questi risultati non potevano predire era l’esattezza dell’interpre-
tazione relativistica generale rispetto a quella fornita dalla relatività speciale.
Anche secondo quest’ultima è previsto un fattore di dilatazione; come si può
mostrare tuttavia, questo è della stessa forma di quello ottenuto in precedenza.

Riconsideriamo allora i due eventi separati temporalmente ∆t0 nel sistema
di riferimento della sorgente emettente. In questo caso essendo in relatività
speciale dovremmo supporre che sia la sorgente sia l’osservatore si trovino in
sistemi di riferimento inerziali. La relazione che lega allora il tempo proprio t0
del sistema di riferimento della sorgente emettente in allontanamento (questa
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volta a velocità v = vpec) e il tempo proprio della sorgente emettente del
sistema di riferimento dell’osservatore t1 è dato dal fattore di dilatazione:

γSR = (1− (vpec/c)
2)−

1
2 =

(
1−

(
(1 + z)2 − 1

(1 + z)2 + 1

)2)− 1
2

=

(
((1 + z)2 + 1)2 − ((1 + z)2 + 1)2

((1 + z)2 + 1)2

)− 1
2

=

(
2(1 + z)

(1 + z)2 + 1

)−1

=

(
(1 + z)2 + 1

2(1 + z)

)

=
1

2

(
1 + z +

1

1 + z

)
≈ 1 + z2/2.

(4.3)

Quello che l’osservatore misura non è tuttavia il tempo proprio t1, dal momento
che è necessario considerare il contributo dovuto al fatto che la distanza tra
la sorgente e l’osservatore stesso sta progressivamente aumentando a causa
dell’espansione. Nell’intervallo di tempo ∆t1 che intercorre fra i due eventi,
la sorgente ha percorso una distanza pari a v∆t1 e bisogna considerare un
ulteriore intervallo di tempo necessario alla luce che veicola l’informazione
per colmare questa nuova distanza. Questo tempo extra è pari a v∆t1/c.
Si ha allora che l’intervallo di tempo proprio che effettivamente l’osservatore
percepisce fra i due eventi è della forma:

∆t = ∆t1(1 + v/c) = ∆t0γSR(1 + v/c)

= ∆t0

(
(1 + z)2 + 1

2(1 + z)

)(
2(1 + z)2

(1 + z)2 + 1

)

= ∆t0(1 + z),

(4.4)

esattamente come predetto nell’interpretazione della relatività generale. Que-
sto mostra che le misurazioni della dilatazione del tempo cosmologico possono
da un lato provare che il redshift sia legato all’espansione dell’universo, ma
non possono in alcun modo mostrare che la corretta interpretazione di que-
st’ultimo è garantita dalla sola relatività generale. Esistono ad ogni modo
altre evidenze sperimentali in grado di garantire quanto ricavato nella sezio-
ne precedente21. Ciononostante, quelle che potrebbero essere prove ancor più
forti della bontà dell’interpretazione relativistica generale, richiedono valori di
redshift cos̀ı alti per dei risultati tangibili, e verosimilmente saranno realizzati
negli anni a venire.

4.2.3 È possibile vedere oggetti superluminali?

Sorge a questo punto un’altra tipica domanda: è per noi possibile vedere
galassie che si allontanano a velocità maggiori di quelle della luce? Ed in caso
affermativo come può tutto questo non violare il principio di causalità?

21Un esempio è lo studio della relazione fra la misura della grandezza degli oggetti in
recessione con il loro valore del redshift.
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Ricordiamo l’espressione della velocità totale ricavata nella (1.1):

vphys = vrec + vpec. (4.5)

Consideriamo a questo punto un fascio di luce emesso da una galassia che
si allontana da noi con velocità di recessione vrec; i fotoni che osserveremo
avranno quindi vtot = vrec − c. Nel caso di galassie sufficientemente lontane
questo può ovviamente voler dire che vtot > c. Dal momento che abbiamo
definito la sfera di Hubble come quella regione oltre la quale si hanno velocità
superluminali, è chiaro che queste galassie (e i relativi fotoni) si trovino fuori
dalla sfera di Hubble.
Quello di cui bisogna tuttavia tener conto, è che mentre la sorgente luminosa
emettente si allontana a causa dell’espansione, sempre a causa dell’espansione
cresce anche la sfera di Hubble stessa22 (di raggio comovente (aH)−1). Detta
quindi vH la velocità di espansione della sfera di Hubble, accade allora che, se
vH > vrec−c i fotoni che si trovano inizialmente in una regione “superluminale”
vengano prima o poi inglobati nella sfera (regione “subluminale”), e questo ne
rende possibile l’osservazione da parte nostra.
Come si vede nel primo (e meglio nel secondo) pannello della Figura 4.1, alcuni
oggetti di cui oggi osserviamo la luce, al momento dell’emissione si trovavano
in regioni con ~vrec > c, e quindi all’esterno della sfera di Hubble. Questo
tuttavia non può aver loro impedito in quel momento di intersecare con la loro
linea di universo il nostro cono luce passato23. Ad ogni modo, dal momento
che la loro linea di universo è sempre stata al di là della sfera di Hubble, questi
oggetti avevano, hanno ed avranno sempre velocità di recessione maggiori di
quella della luce.

4.3 L’Inflazione: un’espansione superluminale?

Sebbene largamente diffuso, un ulteriore concetto improprio è quello secondo
il quale si ritiene l’inflazione come la fase nella quale l’Universo ha avuto una
velocità di espansione maggiore di quella della della luce. Quest’affermazione
non è del tutto errata, ma è se non altro imprecisa. Occorre puntualizzare
che l’intera espansione dell’Universo, sia in fase di Inflazione sia in seguito,
è avvenuta, e avviene tutt’ora, a grandi distanze (~r > c/H), con velocità
superluminali.
Come abbiamo visto nel Capitolo 3, ciò che contraddistingue la fase dell’infla-
zione dal resto dell’espansione, è il fatto che in essa il raggio di Hubble (aH)−1

decresca, contraendo la sfera di Hubble. Abbiamo visto che questa condizione
si verifica qualora (1 + 3w) < 0, e quindi nel caso in cui venga esercitata una

22Qui facciamo riferimento alla fase “standard” dell’universo, presa a partire dal momento
dell’emissione di CMB; ovviamente se consideriamo il periodo dell’inflazione sappiamo che
questo non è vero.

23Va ricordato che la sfera di Hubble non è un orizzonte e quindi non è un discriminante
per il contatto causale.
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pressione P negativa. In precedenza avevamo attribuito questa proprietà al
vuoto quantistico, o comunque ad un componente dell’universo dotato di una
forza repulsiva in grado di contrastare l’attrazione gravitazionale. Nello spe-
cifico avevamo identificato questo componente con la costante cosmologica Λ.
Consideriamo allora l’andamento del fattore di scala a(t) previsto in caso di
dominanza del fattore Λ; dalla (1.45) si vede che a(t) ∼ eHt, con H costante.
Introducendo allora questa funzione nell’espressione dell’orizzonte degli eventi
(2.3) si verifica che:

χeh(τ) = τf − τ =

∫ tf

t

dt

a(t)
=

∫ tf

t
e−Htdt

= − 1

H
e−Ht

∣∣∣∣
tf

t

∼ 1

H
e−Ht =

1

aH

(4.6)

dove si è tenuto conto del fatto che il contributo dominante è quello dato dall’e-
stremo inferiore. Il risultato mostra una particolarità della fase dell’inflazione.
Come tutte le fasi in cui l’espansione è accelerata, nel regime esponenziale del
fattore di scala, il raggio di Hubble tende asintoticamente a coincidere con
l’orizzonte degli eventi. Anche se non specificamente nella fase dell’inflazione
bens̀ı nella regione futura dell’universo, questo fatto è ben visibile nella Fi-
gura 4.1, sia nei primi due pannelli dove orizzonte e raggio di Hubble sono
presentati in coordinate fisiche, sia in coordinate comoventi nel terzo pannel-
lo. Questo atteggiamento asintotico tuttavia non deve nuovamente indurre a
pensare che i due oggetti siano la stessa cosa24.
Tipicamente infatti durante l’inflazione, dal momento che il raggio di Hubble
diminuisce, può accadere che oggetti che ad un certo istante t si trovassero
all’interno della sfera di Hubble (~r < c/H), finiscano dopo un certo transiente
al di fuori della sfera stessa. Questo fenomeno viene solitamente descritto
affermando che questi oggetti stanno “oltrepassando l’orizzonte” (i.e. orizzonte
degli eventi). Questa connessione fra orizzonte degli eventi e raggio di Hubble
è tuttavia lecita solo all’interno della fase dell’inflazione e cessa con la fine di
quest’ultima. È infatti possibile che oggetti che durante l’inflazione sono usciti
dall’orizzonte vi possano “rientrare” una volta conclusa la fase di inflazione.
Ovviamente il nuovo orizzonte (i.e. raggio di Hubble) all’interno del quale
rientreranno non sarà lo stesso che hanno precedentemente oltrepassato, ma
sarà determinato dalla velocità della luce nella nuova fase dell’universo.

24Questo caso ideale viene comunemente detto Espansione di de Sitter.





CAPITOLO 5

Conclusioni

Sicuramente quanto abbiamo visto del fenomeno dell’espansione è una picco-
lissima parte della complessa e articolata storia dell’universo. Quanto basta
tuttavia per rendersi conto di un aspetto fondamentale, per certi versi anche
banale, ma non sempre cos̀ı chiaro del nostro cosmo, ossia il fatto che esiste
una profonda distinzione (anche in termini dimensionali) tra ciò che noi vedia-
mo, ciò che è a noi causalmente connesso, e l’universo stesso nella sua totalità.
La corretta separazione fra queste aree richiede necessariamente il concetto
di orizzonte; è solo quest’ultimo che sancisce l’entità di tutto quello da cui
possiamo essere influenzati e tutto ciò che siamo in grado a nostra volta di
influenzare. Indubbiamente il contesto nel quale gli orizzonti vengono definiti,
ossia uno spazio in continua espansione, rende necessario discriminare gli og-
getti in base alla loro velocità, distinguendo grazie alla sfera di Hubble, quanto
si muove con velocità subluminali, ed è quindi possibile per noi “osservare”,
da quanto si muove invece a velocità maggiori di quelle della luce, e può essere
osservato solo nel momento in cui si trovasse inglobato nella sfera.

Abbiamo altres̀ı visto che l’evoluzione della sfera di Hubble è soggetta alla
particolare fase che vive l’universo, e in particolare dalla dominanza specifica
di uno dei componenti; in particolare alla materia ordinaria (materia adronica
e radiazione) è associato un raggio di Hubble che aumenta progressivamente,
mentre se a dominare è una componente con una pressione negativa (vuoto
quantistico, energia oscura, spesso indicati in termini della costante cosmo-
logica Λ), il raggio di Hubble diminuisce progressivamente originando un’e-
spansione accelerata dove il fattore di scala cresce esponenzialmente. Questo
è quanto sembra stia accadendo ora ed è quanto accaduto in fase di inflazio-
ne, ed ha permesso che l’omogeneità e l’isotropia della radiazione cosmica di
fondo CMB trovassero spiegazione nella connessione causale fra le regioni ad
oggi più lontane del nostro universo, risolvendo il problema dell’orizzonte.
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Ad ogni modo, il fatto di poter oltrepassare in velocità c è stata e resta proba-
bilmente una delle conseguenze tipicamente più difficili da accettare; abbiamo
mostrato tuttavia che non vi è nulla di assurdo nella possibilità per gli ogget-
ti di possedere velocità cos̀ı elevate, e che questo discende appunto dal fatto
che oltre a muoversi attraverso lo spazio, essi si muovono in uno spazio che si
muove esso stesso.
Il più grande supporto a sostegno dell’espansione e delle velocità superluminali
proviene dal fenomeno del redshift cosmologico. Sappiamo che la sua corretta
interpretazione non è all’interno della relatività speciale (che non prevederebbe
velocità v > c), in quanto la validità di questa teoria richiede sistemi di rife-
rimento inerziali, che nell’universo sono solamente di natura locale. Il giusto
contesto del redshift, e in generale dell’espansione, è invece quello della relati-
vità generale, dove si tiene conto della dipendenza temporale di z e le predizioni
sulle velocità delle galassie in recessione sono verificate sperimentalmente.



APPENDICE A

Le Equazioni di Friedmann

Ricaviamo ora le tre leggi dell’espansione dell’universo senza fare uso della
relatività generale.

A.1 Equazione di Friedmann

Consideriamo la forza gravitazionale: F = GMm
r2

= GM4πρr
3 . A partire da

questa è possibile definire un potenziale V = −GM4πρr2

3 , dove ρ è la densità
di massa/energia di uno dei due corpi soggetto al legame gravitazionale25.
Utilizzando la conservazione dell’energia ed esprimendo quest’ultima come la
somma di un termine potenziale ed un termine cinetico (T = 1

2mṙ
2) si ha:

U = T + V =
1

2
mṙ2 − GM4πρr2

3
(A.1)

Ora dal momento che l’Universo si sta espandendo è utile esprimere la coordi-
nata spaziale ~r in termini del fattore di scala dell’universo a il quale definisce
il rate di espansione. Utilizzando un nuovo sistema di coordinate abbiamo
~r = a~x dove ~x è detta coordinata comovente. Appare chiaro ora che mentre ~r
la coordinata fisica aumenta nel tempo assieme all’espansione (la separazione
fra i due corpi effettivamente aumenta), la coordinata comovente ~x rimane
fissata durante l’espansione. Dovendo valere il principio cosmologico, e quindi
l’omogeneità dello spazio, necessariamente il fattore di scala potrà dipendere
solamente dal tempo a = a(t).
Sostituendo il tutto nella (A.1) si ottiene:

U =
1

2
m(ȧx)2 − GM4πρ(ax)2

3
(A.2)

25Qui si sta supponendo che la distribuzione della materia di tale oggetto sia uniforme.
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Moltiplicando tutto per 2
ma2x2

si ricava finalmente:

H2 =

(
ȧ

a

)2

=
8πG

3
ρ+

2U

ma2x2
=

8πG

3
ρ− kc2

a2
(A.3)

dove abbiamo definito k = − 2U
mx2c2

. Questo parametro prende il nome di para-
metro di curvatura del’universo, ed è responsabile della geometria spaziale.
Ogni universo ha il suo k fissato e costante (indipendente da x). Dovendo
preservare l’omogeneità segue che U ∝ x2.

L’equazione (A.3) prende il nome di equazione di Friedmann e descrive
l’evoluzione delle distanze nel nostro universo in espansione. Notiamo che
questo risultato, ricavato banalmente da prinicipi di fisica newtoniana coincide
perfettamente con quello ricavato a partire dalla relatività generale (B).

Definendo Mpl =
√

~c
8πG si può semplificare la (A.3):

H2 =
ρ

3M2
pl

− kc2

a2
. (A.4)

A.2 Equazione di continuità

Esprimiamo il fenomeno dell’espansione dell’universo immaginando quest’ul-
timo alla stregua di un fluido contenuto in un pistone per il quale vale la
relazione termodinamica:

dU = TdS − PdV (A.5)

Esprimiamo ora il volume in unità comoventi ed ipotizzando che l’espansione
sia reversibile (dS = 0). Quanto all’energia, utilizziamo la relazione di Einstein
E = mc2 = 4

3πa
3c2 esprimendo la massa in termini della densità e del volume.

Derivando la (A.5) rispetto al tempo si ottiene:

dU

dt
+ P

dV

dt
= 4πρa2ȧc2 +

4

3
πa3dρ

dt
c2 + P (4πa2ȧ) = 0

ρ̇

(
ac2

3

)
+ ȧ(ρc2 + P ) = 0

(A.6)

da cui poi, in unità di c si ottiene quella che viene definita Equazione di
Continuità:

ρ̇+ 3
ȧ

a

(
ρ+ P/c2

)
= 0 −→ ρ̇ = −3H(ρ+ P ). (A.7)
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A.3 Equazione di accelerazione

Consideriamo ora insieme le due equazioni precedenti. Differenziando la (A.3)
e sostituendo a ρ̇ nella (A.7) si ottiene:

2

(
ȧ

a

)(
äa− ȧ2

a2

)
=

8πG

3
ρ̇+

2kȧ

a3
=

8πG

3
(−3

ȧ

a

(
ρ+ P/c2

)
) +

2kȧ

a3

(
äa− ȧ2

a2

)
=

(
ä

a

)
−
(
ȧ

a

)2

= (−4πG)(ρ+ P/c2) +
2k

a2

(
ä

a

)
=

8πG

3
ρ− k

a2
− 4πG(ρ+ P/c2) +

2k

a2

=
4πG

3
(2ρ− 3(ρ+ P/c2)) = −4πG

3
(ρ+ 3P/c2)

(A.8)

detta Equazione di Accelerazione. Come si può notare la presenza di
una pressione positiva contribuisce a far decelerare l’espansione, mentre una
pressione negativa la accelera.





APPENDICE B

L’espansione in relatività generale

Lungi dall’essere una trattazione completa e dall’appesantire questo lavoro,
presentiamo in questa appendice un modo alternativo per ricavare le equazio-
ni dell’espansione, facendo uso questa volta della relatività generale. Questo
breve excursus non vuole essere sostitutivo a quanto esposto nell’appendice
precedente, dove l’approccio all’espansione è stato di tipo Newtoniano. Tut-
tavia, è interessante comprendere quale sia il ragionamento a partire dal quale
si ricavano le equazioni di Friedmann.

Cominciamo appunto introducendo le equazioni di Einstein:

Gµν = 8πGTµν (B.1)

Queste equazioni regolano la dinamica degli oggetti cosmologici, evidenziando
la connessione fra quella che è la geometria dell’universo (espressa dalla cur-
vatura in Gµν) e quanto esso contiene (attraverso il tensore Energia-Impulso
Tµν).

B.1 Il tensore energia-impulso

Consideriamo il tensore Energia-Impulso. Il modo che qui utilizzeremo per
determinarne le componenti è quello di considerare l’universo come un flui-
do perfetto relativistico[1]. Con questa approssimazione si intende dire che
complessivamente l’universo somiglia ad un fluido senza viscosità in cui non ci
sia conduzione di calore, il che su larga scala non è cos̀ı lontano dal reale. Si
dimostra allora che per questo tipo di fluido l’espressione di Tµν in un generico
sistema di riferimento è della forma seguente:

Tµν = (ρ+ P )UµUν − gµνP, (B.2)
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dove P e ρ sono rispettivamente la pressione e la densità di energia del fluido
e Uµ la quadrivelocità associata al moto relativo fra l’osservatore e il fluido.
Supponendo di trovarci in un sistema di riferimento comovente, solidale ad un
punto del fluido, l’espressione di Uµ si riduce semplicemente a (1,0), ottenendo
il tensore seguente:

Tµν = gµλTλν =




ρ 0 0 0
0 −P 0 0
0 0 −P 0
0 0 0 −P


 . (B.3)

Questo fatto lo si può vedere anche utilizzando la definizione stessa di fluido
perfetto: dal momento che non c’è flusso di calore il flusso di energia è neces-
sariamente associato ad un flusso di particelle, che tuttavia in un riferimento
solidale al fluido è ovviamente nullo; si ha quindi che Ti0 = T0j = 0. L’assenza
di viscosità, ossia di forze parallele alle varie interfacce del fluido implica che
Tij sia diagonale. Ma dovendo questo valere per ogni riferimento comovente
nel fluido Tij = Pδij , con P appunto la pressione del fluido. Infine T00 è la
densità di energia totale del fluido ρ.

Resta ora da chiedersi come la densità e la pressione evolvano nel tempo. Sap-
piamo che nello spazio di Minkowskii il tensore energia-impulso è conservato
(dall’invarianza per traslazioni spazio-temporali), e questo si esprime come:

∂µT
µ
ν = 0. (B.4)

In relatività generale non è lecito affermare che Tµν soddisfi un’equazione di
conservazione. Quello che però avviene è che Tµν soddisfa l’equazione di con-
tinuità (stiamo considerando l’universo come un fluido perfetto); utilizzando
la derivata covariante questo si può scrivere come:

∇µTµν = ∂µT
µ
ν + ΓµµλT

λ
ν − ΓλµνT

µ
λ = 0, (B.5)

che in un sistema di coordinate comoventi solidale al fluido si riduce alla (B.4).
Questa condizione dà luogo a 4 equazioni con ν = 0, 1, 2, 3. Ponendo ν = 0 e
ricordando l’espressione di Tµν si ha:

∇µTµ0 = ∂µT
µ
0 + ΓµµλT

λ
0 − Γλµ0T

µ
λ = 0

=
dρ

dt
+ Γµµ0T

0
0 +�

��ΓµµiT
i
0 − Γλµ0T

µ
λ

=
dρ

dt
+ Γµµ0ρ− Γλµ0T

µ
λ .

(B.6)

Ricordando allora che la metrica (FRW) si scrive come

ds2 = dt2 − a(t)2γijdx
idxj dove γij ≡ δij + k

xixj
1− k(xkxk)

(B.7)
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le singole componenti dei simboli di Christoffel sono le seguenti:

Γµ00 = Γ0
0β = 0 Γ0

ij = aȧγij (B.8)

Γi0j =
ȧ

a
δij Γijk =

1

2
γil(∂jγkl + ∂kγjl − ∂lγjk). (B.9)

A questo punto la (B.6) diventa:

ρ̇+ 3
ȧ

a
(ρ+ P ) = 0, (B.10)

analogamente a quanto trovato in (A.7).

B.2 Il tensore di curvatura e le equazioni di Fried-
mann

Consideriamo ora l’altro tensore delle equazioni di Einstein, il tensore di
curvatura Gµν . Questi è definito come:

Gµν = Rµν −
1

2
Rgµν , (B.11)

dove Rµν è il tensore di Ricci che in coordinate locali è

Rµν = ∂λΓλµν − ∂νΓλµλ + ΓλλρΓ
ρ
µν + ΓρµλΓλνρ, (B.12)

mentre R è lo scalare ottenuto dal relativo tensore contraendo l’indice basso
con quello in alto:

R = Rµµ = gµνRµν . (B.13)

Il calcolo di queste espressioni risulta lungo e privo di alcuna considerazione
interessante; la sua derivazione completa è riportata nelWeimberg [8]. Il modo
di procedere è sostanzialmente il seguente: per prima cosa bisogna determinare
l’espressione in coordinate locali dei simboli di Christoffel Γµαβ della connessio-
ne ∇. Questi a loro volta si ricavano a partire dalla conoscenza della metrica
gµν , che nel nostro caso è quella di Friedmann-Robertson-Walker (1.7). Si ha
infatti:

Γµαβ =
1

2
gµλ(∂αgβλ + ∂βgαλ − ∂λgαβ). (B.14)

Ricordando le espressioni in (B.9), si determinano le componenti del tensore
di Ricci. Dai calcoli nota che le componenti Ri0 = R0j ≡ 0 . Le componenti
di Rµν non banali sono quindi rispettivamente R00 e Rij :

R00 = −3
ä

a
(B.15)

Rij = −
[
ä

a
+ 2

(
ȧ

a

)2

+ 2
k

a2

]
gij , (B.16)
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mentre lo scalare R vale:

R = −6

[
ä

a
+

(
ȧ

a

)2

+
k

a2

]
. (B.17)

A questo punto, dalla (B.11) si ottengono le componenti del tensore di curva-
tura Gµν ,

G0
0 = 3

[(
ȧ

a

)2

+
k

a2

]
Gij =

[
2
ä

a
+

(
ȧ

a

)2

+
k

a2

]
δij , (B.18)

le quali, inserite assieme alle componenti del tensore energia impulso prima
ricavate completano le equazioni di Einstein e danno origine alle equazioni
dell’espansione (A.3) e (A.8):

(
ȧ

a

)2

=
8πG

3
ρ− k

a2

ä

a
= −4πG

3
(ρ+ 3P ). (B.19)

B.3 La costante cosmologica

In realtà le equazioni di Einstein scritte come nella (B.1) non sono del tutto
precise, in quando mancano del contributo legato alla costante cosmologica
che nel formalismo covariante è dato da −Λgµν con Λ costante. L’aggiun-
ta di questo termine non altera la conservazione del tensore energia impulso
∇µTµν = 0, dal momento che ∇µgµν = 0. Tenendo conto di questo termine si
ottiene:

Gµν = 8πGTµν + Λgµν (B.20)

Sulla scia di quanto detto nella discussione sui componenti dell’universo nel
Capitolo 1, è possibile attribuire alla costante cosmologica un contributo al
tensore energia-impulso semplicemente definendo

T (Λ)
µν =

Λ

8πG
gµν ≡ ρλgµν . (B.21)
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