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Introduzione

Nello studio dei sistemi hamiltoniani ¢ di particolare interesse la nozione di completa in-
tegrabilita (o integrabilita alla Liouville) intesa come presenza di tanti integrali primi, in
involuzione e funzionalmente indipendenti, quanti i gradi di liberta n del sistema stesso. In
questo caso, sotto determinate ipotesi di compattezza, gli insiemi di livello degli integrali
primi sono diffeomorfi a tori n-dimensionali, sui quali i moti sono lineari. Analogamente,
é di grande interesse il caso in cui un sistema hamiloniano ad n gradi di liberta sia dotato
di un numero k di integrali primi, in involuzione e funzionalmente indipendenti, superiore
ad n. Questo é il caso dei sistemi cosi detti superintegrabili e, nel caso particolare in cui
k = 2n — 1, massimamente superintegrabili. L’importanza di queste nozioni é dovuta al
fatto che toccano alcuni tra i piu celebri problemi della fisica classica: tra i sistemi superin-
tegrabili si possono citare i moti centrali piani, il problema di Kepler, ’oscillatore armonico
e il corpo rigido di Euler-Poinsot. Vi & inoltre un analogo di questi concetti nell’ambito
della meccanica quantistica legato, ad esempio, al problema della quantizzazione dei sistemi
classici.
In generale, se £ > n e sotto condizioni di compattezza analoghe alle precedenti, gli insie-
mi di livello degli integrali primi sono ancora diffeomorfi a tori ma di dimensione sempre
piu bassa al crescere di k, precisamente 2n — k, finché nel caso superintegrabile essi sono
diffeomorfi a S', ovvero sono curve chiuse.

La presente tesi si propone di investigare la non superintegrabilita di una particolare
famiglia di sistemi hamiltoniani ad n = 2 gradi di liberta, proposta in [1|. La hamiltoniana
si presenta come

1 2 % A1 A
H,=-=(1 2(2 -)5297‘21 2y (AL 22
2( +rq%) (P°+r(g-p)°) +d¢° + 1+f<;q2+( + Kq?) q%—kq%
con (g, p) coordinate canoniche definite in R*\ {0} se k > 0 e in B,(0)\ {0} xR? se k < 0,
dove B,(0) ¢ la palla aperta di raggio v = 1/4/|x| in R?, e dove § > 0 e 2, \; € R. Questa
non ¢ altro che la generalizzazione a spazi curvi della hamiltoniana

1 AL A
H=35 0 +p3) +06+ 0+ Mg+ 5+,
a1 d3

con H: R*\ {0} =R, 5§ >0e Qe )\ reali, alla quale si riduce se x = 0.

In letteratura il problema curvo ¢ gia stato risolto nel caso 2 = 0 e \; € R qualsiasi [1H3}/11]
per i quali € nota la superintegrabilita, data I’esistenza di tre integrali primi in involuzione e
funzionalmente indipendenti. Nel recente articolo [1], gli autori hanno proposto uno studio
numerico di questo sistema e tale studio li ha portati a supporre la non superintegrabilita del
sistema stesso. Il nostro scopo é quello di impostare lo studio della possibilita di dimostra-
zione dei risultati numerici presenti nell’articolo. Noi ci restringeremo al caso \;y = Ay = 0
e dimostreremo una condizione appena piu debole della non superintegrabilita del sistema:
dimostreremo che, se 2 > —1 e Q # 0, esiste un intorno di un punto di equilibrio (I’origine
0 € R?) in cui il flusso non ¢ periodico.



vi INDICE

Faremo uso della teoria hamiltoniana delle perturbazioni, in particolare del teorema
KAM, per dimostrare ’anisocronia del sistema e dunque 'inesistenza di orbite periodiche.
Per poter applicare il teorema KAM dovremo tuttavia disporre di una hamiltoniana pertur-
bata la cui componente imperturbata sia dipendente solo dai momenti. Questo sara possibile
ponendo la hamiltoniana di partenza nella forma normale di Birkhoff. Come avremo modo
di constatare, le tecniche che utilizzeremo risulteranno efficaci solo in alcuni casi particolari.



Capitolo 1

Il sistema

1.1 Completa integrabilita e superintegrabilita

Esistono diverse definizioni di sistema completamente integrabile. Noi diamo la seguente:

Definizione 1.1.1. Sia (M,o) una varietd simplettica, con dim M = 2n, e sia H una
hamiltoniana con H € C* (M). Il sistema hamiltoniano (M, o, H) ¢ detto completamente
integrabile se possiede n integrali primi Fy,..., F, i quali

1. sono in involuzione, ovvero

{Fj,Fi}=0 Yjik=1,...,n;

2. sono funzionalmente indipendenti in ogni punto di un sottoinsieme aperto denso My C
M, il quale ¢ invariante sotto il flusso del campo hamiltoniano Xg;

3. in My hanno insiemi di livello comuni compatti e connessi.

Enunciamo ora un importante teorema noto come teorema di Liouville-Arnol’d.

Teorema 1.1.2 (Liouville-Arnol’d). Sia (M, o, H) un sistema hamiltoniano completamente
integrabile con integrali primi in involuzione Fy, ..., F,. Allora

1. gli insiemi di livello di F' = (Fy,...,F,) sono diffeomorfi a T™ e il flusso su ciascuno
di essi & coniugato a un flusso lineare su T";

2. in un intorno invariante U di ogni punto di M esiste un diffeomorfismo canonico
(p, 1) : U — T™ x A, ove A C R"™ ¢ un aperto, che coniuga il sistema in U ad un
sistema hamiltoniano su T™ x A con hamiltoniana H = H (I) indipendente da .

Il teorema dice dunque che, sotto opportune ipotesi, lo spazio delle fasi ¢ foliato in superfici
diffeomorfe a tori n-dimensionali e i moti del sistema sono coniugati a moti lineari su questi
tori. Le coordinate (¢, ) sono dette coordinate angolo-azione.

In alcuni casi, tuttavia, ci si puo trovare di fronte ad un sistema hamiltoniano che possiede
m > n integrali primi. Diamo un’altra

Definizione 1.1.3. Un sistema hamiltoniano ad n gradi di liberta é detto superintegrabile se
é completamente integrabile e possiede 0 < k£ < n integrali primi aggiuntivi. In particolare
esso & detto massimamente superintegrabile se é superintegrabile con £k = n — 1 integrali
primi aggiuntivi.
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Esiste un altro teorema, dovuto a Nekhorshev, Mischenko e Fomenko, il quale generalizza
il teorema di Liouville-Arnol’d a sistemi superintegrabili. Il teorema dice che, sotto certe
ipotesi, ogni insieme di livello degli n+#k integrali primi, se compatto e connesso, é diffeomorfo
al toro (n — k)-dimensionale T"~*. Ne segue che, nel caso massimamente superintegrabile,
gli insiemi di livello, se compatti e connessi, sono diffeomorfi a T = S*; in quest’ultimo caso
le orbite sono curve chiuse. A questo proposito ¢ interessante menzionare J. L. F. Bertrand,
il quale, in nell’articolo del 1873 [5], arrivo ad un importante risultato per quanto riguarda
le orbite di sistemi meccanici conservativi. Egli studio il sistema composto da un punto
materiale in R? sottoposto ad un potenziale conservatiV(ﬂ V (r), dimostrando che gli unici
potenziali centrali C* (reali analitici) che producano orbite chiuse sono quello gravitazionale
(o coulombiano: V (r) oc 771) e loscillatore armonico (V (r) o 72).

Quando n = 2, dire che il sistema ¢ superintegrabile ¢ equivalente a dire che ¢ massi-
mamente superintegrabile, ed ¢ il caso di questa tesi. Il sistema hamiltoniano che studie-
remo si presenta come la generalizzazione a varieta bidimensionali curve, proposta in [1f,
dell’oscillatore anisotropo con potenziale coulombiano,

1 Mo
H =3 (pi+95) +0a1 + O+ Va3 + 5+ 5 (1.1)
1 2

con § > 0, Q e \; costanti reali e (q,p) € R*\ {0} x R?. Sistema, quest’ultimo, che ¢é
gia stato discusso in diversi lavori [6,12] dove viene dimostrato che esso ¢ massimamente
superintegrabile per ogni valore delle costanti reali 6 > 0, 2 e A;.

Verso la fine degli anni '70, P. W. Higgs pubblico un articolo [9] in cui propose uno studio
sia classico che quantistico dell’oscillatore isotropo e del problema di Kepler sulla superficie
sferica (per approfondire, si veda anche [10]).

In [1] gli autori investigano numericamente la superintegrabilita del sistema e, integrando le
equazioni del moto in alcuni casi particolari, analizzano la compattezza delle orbite ottenute.
I risultati portano a supporre, almeno nei casi da loro analizzati, la non superintegrabilita
del sistema sempre se 2 # 0. Lo scopo di questa tesi é quello di fare alcuni passi verso la
dimostrazione della non superintegrabilitad di questo sistema in alcuni casi particolari.

1.2 Il problema

La classe di sistemi hamiltoniani studiati in [1] ha per funzione hamiltoniana la seguente
generalizzazione della (1.1

H, =

N |

2 A A

(1+ rg?) (p2 +r(q- p)2> +0g*+Q 1;172(12 + (1+rg?) (% + qg) , (1.2)
alla quale si riduce se kK = 0. Anche qui &, €2, e A\; sono costanti reali e § > 0. Il sistema
¢ definito per (q,p) € D, \ {0} x R* C R* ove D,, = { ¢ € R?: 1+ rq* >0} coincide
con R? per x > 0 e con la palla aperta di raggio l/m in R? per x < 0. La costante x &
legata alla curvatura del sistema in quanto D,; é isometrico ad una superficie con curvatura
gaussiana k. Va osservato che, per x = 0, si ottiene il piano euclideo E2. E inoltre sottinteso
che (q,p) = (q1, 42, p1, p2) sono le coordinate canoniche.

Operiamo ora un riscalamento delle coordinate come segue:

w(@.p) = (a.p) = (L.5) |

La nuova hamiltoniana sara quindi

ﬁK:\/SHKow;

'r=lql.
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la costante moltiplicativa v/ ¢ eliminabile con un riscalamento temporale e quindi del tutto
superﬁuaﬂ la nuova hamiltoniana si presenta percio nella forma seguente:

o= (15 (7 @ o) 17 DB (07 (B ).

A questo punto possiamo ridefinire le costanti nel modo seguente:

in modo da eliminare la dipendenza da . Rimuovendo poi gli orpelli, si ottiene la hamilto-
niana nella forma
1 2

- - 2 2 2 2 B 2 ﬁ &
Hﬁ_2(1+nq)(p +r(q p))+q +Ql+l€q2+(1+’€q)(q%+q§)' (1.3)

In [1] gli autori esibiscono due integrali del moto funzionalmente indipendenti e in involuzione
con H, per ogni k € R. Questi sono

1 2 A1
Ly =5(p1+n(gp)a) +ai+ 5,
q7
1 2 2 2 q% )\2 2 )\1 )\2
1—2,;«”:*[]32+H q-P)q2) +r(@p2 — g2p1 }—Fq +Q—=+ 5 +rq¢" | 5+35).
2 | (@-P)ar) Flr et et g i @

L’hamiltoniana ¢ dunque integrabile nel senso della definizione (|1.1.1)).
Ci restringiamo ora ad una particolare sottofamiglia di questo sistema hamiltoniano e
precisamente al caso particolare in cui A; = Ay = 0. L’hamiltoniana diventa percio

2
Hy|n=x=0 = = (1 +kg?) <p2 +£(q- p)z) tro—2 (1.4)

1
2 1+ kg2

Il nostro scopo € quello di dimostrare ’esistenza, in questo particolare caso, di un intorno
dell’origine in cui i moti del sistema non sono periodici, tramite la teoria hamiltoniana
delle perturbazioni e, in particolare, del teorema KAM. Per poter applicare il teorema,
perd, abbiamo bisogno di una forma perturbata della hamiltoniana studiata e questo &
possibile scrivendo la forma normale di Birkhoff di Hy|x,=x,=0, 0vvero la sua forma normale
all’intorno di un punto di equilibrio ellittico.

Notiamo che il dominio di Hy|x,=x,—0 € Dy X R2. D’ora in poi scriveremo H, in luogo di
Hy | ) =xo=0-

Proposizione 1.2.1. L’origine é un punto di equilibrio per il sistema di hamiltoniana
e tale equilibrio ¢ ellittico per 0 > —1.

Dimostrazione. Poniamo & = (g, p). Le equazioni di Hamilton si scrivono

& =JVH (z),

2Detto CD’}_IN il flusso del campo generato da H,; al tempo ¢, per ogni costante reale a # 0 vale I’'uguaglianza

/o
q:'aHK, = ‘I’}_Ih_.
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dove J é la matrice simplettica,

0 0 1 0
J— O Iy [0 0 0 1
o <—]I (O)) -1 0 0 O
0 -1 0 0
Evidentemente si ha
VH,(0)=0

Percio lorigine ¢ un punto di equilibrio. Calcoliamo ora la linearizzazione del campo attorno
questo punto: otteniamo
z=JH! (0)z,

dove H//(x) ¢ la matrice hessiana di H,. La matrice della linearizzazione in forma esplicita
& dunque

0 0 10
o lo 0 0 1
JHO) =5 o ¢ o0
0 —2-20 0 0

Quest’ultima possiede quattro autovalori distinti +iv/2, +v/—2 — 2Q. Concludiamo che se
Q> —1 gli autovalori sono tutti immaginari puri (non nulli) e 'equilibrio & ellittico. O

Come gia detto, il nostro scopo ¢ quello di applicare il teorema KAM alla hamiltoniana
in analisi ma per poterlo abbiamo bisogno di porre quest’ultima nella forma perturbata

Hi(q,p) =h(p)+ef(e q,p),

con € < 1. Proprio per questo ci servira calcolare la sua forma normale di Birkhoff e il
prossimo capitolo spieghera in dettaglio come.



Capitolo 2

Teorema KAM e forma normale di
Birkhoft

Nel presente capitolo approfondiamo alcuni dei concetti fondamentali della teoria KAM delle
perturbazioni, la quale prende il suo nome dal teorema KAM (Kolmogorov-Arnol’d-Moser)
che ne costituisce il pilastro portante. Ad A. N. Kolmogorov si deve una prima impostazione
del problema nel 1954, successivamente ripresa e ampliata prima da J. K. Moser nel 1961 e
infine da V. I. Arnol’d nel 1962. Questo teorema ci servira per dimostrare 'esistenza di un
intorno di punto di equilibrio ellittico in cui i moti del sistema studiato non sono periodici.
Successivamente esporremo i concetti e gli strumenti necessari per la comprensione e la
costruzione della forma normale di Birkhoff di una hamiltoniana, ovvero la sua forma normale
all’intorno di un punto di equilibrio ellittico. Questo strumento ci permettera di porre la
nostra hamiltoniana in una forma perturbata, tale per cui potremo applicare il teorema
KAM su di essa.

2.1 Introduzione alla teoria delle perturbazioni

Consideriamo un sistema hamiltoniano ad n gradi di liberta di hamiltoniana H: A — R
con A C R?" e supponiamo che essa sia completamente integrabile in A con gli integrali
primi in involuzione (F4,..., F,). Allora, per il teorema di Liouville-Arnol’d , in ogni
punto di A esistono un intorno aperto e invariante U C A e un diffeomorfismo canonico
(p,I): U — T" x B, con B C R" aperto, che coniuga il sistema in U ad un nuovo sistema
in T" x B di hamiltoniana h = h (I) indipendente dagli angoli. Le equazioni del moto di h
diventano le seguenti:

oh .
Dj = —— P = =1,...
SDJ aI](I) IJ 0 Vj I 7n7

le quali si integrano facilmente dando
oh

J

conI% = (I?,...JS) el = (@?,...7gpg) i dati iniziali. La funzione w (I) = (wl (I),...wn (I)): B —

R™ con o
wj (I) = 9L (I)
J

¢ detta mappa delle frequenze. Il teorema dice percio che lo spazio delle fasi di partenza é
foliato in superfici diffeomorfe a tori n-dimensionali, sulle quali il moto é lineare.
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Consideriamo ora un’altra famiglia di sistemi hamiltoniani: i cosi detti sistemi quasi inte-
grabili (o prossimi a sistemi integrabili), ovvero quei sistemi la cui hamiltoniana si presenti
nella forma seguente,

H. (o, I)=h(I)+¢cf(p,1,¢), (2.1)

con € < 1, dove abbiamo usato la notazione in variabili angolo-azione. La H. ¢ detta hamil-
toniana perturbata, la f é detta perturbazione mentre la h & detta hamiltoniana imperturbata.
Le equazioni di hamilton sono

0
_w.] (I)+581J—C] (SD?I’E) )
of

Ij = -2 (p,1,¢) .
J 6690]'(()0, ,E)

S
<
|

A questi sistemi si interessa la teoria hamiltoniana delle perturbazioni.

2.2 1l teorema KAM

Nell’ambito dello studio dei sistemi hamiltoniani prossimi a sistemi integrabili, di estrema
importanza ¢ stato il teorema KAM. Da quest’ultimo ¢é infatti nata una intera teoria an-
cora molto prolifica, chiamata proprio teoria KAM. Iniziamo questa sezione enunciando il
teorema:

Teorema 2.2.1 (KAM). Sia data una hamiltoniana H.: D = T" x B — R nella for-
ma , con B C R"™ aperto, e valgano le sequenti ipotesi:

1. H. ¢ analitica e limitata in un intorno complesso D’ del dominio D;

2. la hamiltoniana imperturbata h ¢ non degenere, ovvero

det _O%h_ (I)#£0 VIeB;
“\oror, ’

3. |e| é piccolo.

Allora

(i) esiste una trasformazione canonica prossima all’identitd we(@,1I) = (p,I), we: D —

we (D) C D' di classe C™,
(i) esiste una funzione h.: B> R prossima ad h, integrabile e di classe C*,
(#ii) esiste un sottoinsieme B, C B tale cheﬂ
1(B\ Be) ~ e,
tali che H. o w, = 715 per IeB..

. b - -
La frequenza w(I) = 8af€ (I), per I € B., soddisfa la condizione diofantea di Siegel:

|k-w(i)|2# VkeZr\ {0}, (2.2)

con [k = S, [kl ey ~ VE.

1 simbolo u (e) indica la misura di Lebesgue.
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Il teorema afferma che, sotto determinate ipotesi, data una hamiltoniana perturbata

come la , esiste un cambiamento di coordinate canonico e prossimo all’identita che la
coniuga ad una hamiltoniana indipendente dalle variabili angolari, a condizione che I e B.
ovvero per un sottoinsieme di misura grande del dominio delle azioni. Lo spazio delle fasi
del sistema imperturbato & percio foliato in tori invarianti n-dimensionali I x T" e su di
essi le nuove variabili angolari ¢ evolvono in modo lineare, quasi periodico e le n frequenze
soddisfano la relazione . Essendo w. prossima all’identita, i tori invarianti del nuovo
sistema risultano presenti anche nel vecchio sistema, solo leggermente deformati.
Se valgono le ipotesi del teorema KAM, per un opportuno sottoinsieme di misura grande
del dominio dei momenti (le azioni), i moti del sistema sono coniugati a moti che ricoprono
densamente tori n-dimensionali con frequenze diofantee. Il nostro sistema ¢ completamente
integrabile e presenta un equilibrio nell’origine 0 € D. Noi vogliamo dimostrare che per ogni
intorno bucato dell’origine esistono questi moti densi in tori e con ogni frequenza, quindi
che ¢’¢ un intorno in cui i moti non sono periodici.

2.3 La forma normale di Birkhoff

Come accennato in precedenza, la forma normale di Birkhoff ¢ la forma normale di una
hamiltoniana all’intorno di un punto di equilibrio ellittico. Questa forma ci permettera di
applicare il teorema KAM al sistema studiato.

Consideriamo un generico sistema di hamiltoniana H (g, p) con H: R™ x R” — R tale che
H(0) = VH (0) = 0. Supponiamo di espandere in serie di Taylor questa hamiltoniana
all’intorno di un punto, si otterra

H=Hy+ Hs+Hy+ Hs + ...

dove H; indica un polinomio omogeneo di grado j nelle variabili g;, p;. Supponiamo
che la matrice della linearizzazione JH” abbia autovalori tutti immaginari puri non nulli
+iaq, ..., Fiq, di autovettori complessi v} +iuf, ... ul, +iu! € C*", con ul,ul € R2". Si
puo allora dimostrare che esiste sempre una trasformazione canonica lineare che porta Ho
nella forma seguente:

1 n
Hg(q,p)ZEZwi (v} +a7) (2.3)
i=1

.= /. " .
doveﬂ w; = sgn (uj J]uj) o
Definiamo ora le funzioni azioni I;: R*" — R come segue:

1 .
Li(g.p) =5 (@i +q)  Vi=1....n; (2.4)

notiamo che queste funzioni commutano tra loro a due a due, ovvero {I;, I} = 0 Vj, k.
Poniamo poi per comodita I = (Iy,...,I,) : R*" — R".

Definizione 2.3.1. La hamiltoniana H & nella forma normale di Birkhoff di ordine s > 2
se
H=(Ky+Ki+--+EK)ol+ Y G
1>s+1

con K, polinomio omogeneo di grado % nelle I; (se m ¢ dispari, K, = 0) mentre G; ¢ un
polinomio omogeneo di grado ! in g; € p;.

2sgn (o) ¢ la funzione segno.
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Presa dunque una hamiltoniana, la sua forma normale di Birkhoff al quart’ordine ¢ nella
forma

1
H=w-I+ 1N+,

dove w € R™ & un vettore e N & una matrice simmetrica n X n.
Prima di procedere, diamo un’ulteriore definizione che ci sara utile in seguito:

Definizione 2.3.2. Un vettore w = (w1, ...,wy,) € R™ & detto non risonante fino all’ordine
m se

w-k#0
per ogni k = (k1,ka,...,k,) € Z™\ {0} tale che

k| =) ks <m.
i=1

Proposizione 2.3.3. Sia H: R?>" — R una hamiltoniana analitica all’intorno dell’origine
0 € R2™ con espansione in serie di Taylor data da H = Hy + Hs + Hy + - - -, dove H; éun
polinomio omogeneo di grado s nelle coordinate, e tale che Hy é nella forma .

Se w € R™ ¢é non risonante fino all’ordine s > 2, allora esiste una trasformazione canonica
in un intorno dell’origine che pone H nella sua forma normale di Birkhoff di ordine s.

2.4 Costruzione della forma normale di Birkhoff

Cerchiamo ora una trasformazione canonica che porti una generica hamiltoniana nella forma
normale di Birkhoff di ordine qualsiasi; a tale scopo utilizziamo il metodo noto come metodo
di Lie. Presa una qualunque hamiltoniana y: R?" — R, si pud dimostrare che il sistema di
equazioni differenziali associato, & = X, (), definisce un flusso <I>§<: R2" — R2?" il quale,
per ogni tempo t € R fissato, definisce a sua volta un diffeomorfismo canonico di R?"
in sé. Cerchiamo percid una hamiltoniana x tale che, componendo la hamiltoniana H
con il flusso di x al tempo t = 1, ci restituisca la forma normale di Birkhoff all’ordine
desiderato. Partiamo dal caso pit semplice in cui consideriamo lo sviluppo fino all’ordine 3:
H = Hy+ Hs+--- con Hs nella forma e w non risonante fino all’ordine 3; cerchiamo ora
una x che sia un polinomio omogeneo di terzo grado, la chiameremo y3. Vogliamo dunque
ottenere

Hodl =Kyol+Y Gi. (2.5)

1>3

Sappiamo che, se H e x3 sono analitiche, la composizione da la serie seguente

1
HO(I);S :H+{H7X3}+§{{H?X3}7X}+

— (Hy+ {Hayxa} + ) + (Ha + {Haxa} + )+
= Hy+ Hs +{Ha,x3} +--- .

Dove abbiamo scritto i termini polinomiali omogenei di grado g < 3. Percio, per avere

la (2.5)), bisogna porre
{H2,x3} =G5 — Hs.

Quest’ultima & detta equazione omologica ed ha come incognite le funzioni ys3 e Gs.
A questo punto effettuiamo un cambiamento di coordinate canonico per rendere piu agevole
il procedimento: definiamo le coordinate complesse

1 ) 1 . )
zjzﬁ(pj—i—ij) wj:m(pj—ij) Vi=1,...,n. (2.6)
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La canonicita si dimostra facilmente calcolando le parentesi di Poisson:
{Zjazk}:{wijk}207 {Zj7wk}: ik -

In queste nuove coordinate, la Hs si scrive
n
H2 = ZiUJijwj .
j=1
Scriviamo ora {Hs, x3} in queste nuove coordinate:
n n
OHy Oxs  OH3 Oxs : Ixs Ixs
{H2, s} Z < Jzj dw;  Ow; 0z, Z Wi\ dw, “ 0z
j=1 Jj=1

Ogni funzione polinomiale f,. omogenea di grado r puo essere scritta, nelle nuove coordinate,
come segue

Ir= Z (fr);w M,

w,vEN™
||+l |=r
dove si é usata la notazione multiindice: se p = (p1,...,4n) € v = (v1,... V), allora
T TS TH RN 7
2w’ = 2] zhrwy wyn .

Definiamo la media (f,), di f, come

<fr>0 = Z (fT)HN 2wk

HEN™
lnl=%

Dunque, se scriviamo la x nelle nuove coordinate, essa sara
— E Wy V
X3 - (X3),u,1/Z w )
M,V€N2

|pl+v]=3

Allo stesso modo possiamo esprimere anche Hz e G3. Otteniamo

- ; 8X3 aX?, ) ,
;zwg' (wjawj — Zj@zj) = Z w- (v—p) (X3);w 2w

p,vEN?
[p|+Iv]=3

e ’equazione omologica diventa

> (w0 -m) ) w0t = Y ((Ga),, — (Ha),,,)

p,vEN? p,vEN?
[p]+[v|=3 [p]+[v|=3

Se w é non risonante fino all’ordine 3, essa ha soluzione

(Hs),,,,

(G3),, =0, (X3) 0 = T v—p)

)

se pFuve
(Ga)yy = (Ha)ys o (x3), =0
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se, invece, ;4 = v. Dunque
H=Hy+ (H3)g+ -,

dove (H3), ¢ nullo dato il grado dispari.

Se ora consideriamo la hamiltoniana fino al quart’ordine, H = Ho+ Hs+ H4+- - -, possiamo
proseguire iterando il procedimento a partire dalla hamiltoniana H o @;3 sostituendo la
condizione appena trovata e troncando lo sviluppo all’ordine 4. Si ottiene

1
HO®;3:H2+§{H37XS}+H4+7

procedendo allo stesso modo, se w é non risonante fino all’ordine 4, esiste una y4 tale che

1
Hoq>§<30¢>;4:H2+<2{H3,X3}+H4>0+...:(K2+K4)of+---. (2.7)

Dove i puntini indicano termini di ordine superiore il cui contributo é considerabile come
una perturbazione.

Abbiamo dunque presentato un metodo per ricavare la forma normale di Birkhoff all’ordine
4. Come é chiaro dal procedimento, il meccanismo puo essere iterato per costruire la forma
normale di ordine qualsiasi. In questo modo possiamo scrivere la hamiltoniana nella
forma perturbata grazie alla forma normale di Birkhoff e questo ci permettera di
applicare il teorema KAM all’intorno del un punto di equilibrio ellittico 0 € D,. x R? di

Hy|x,=x,—0 (si veda la sezione [1.2)).



Capitolo 3

Conclusione e problemi aperti

Lo scopo di questo capitolo ¢ di dimostrare che esiste un intorno bucato dell’origine 0 €
D, x R? in cui il sistema di hamiltoniana

2

1 q A1 A2
H. == (1+rg? ( 2 : 2) 2402 1+rq?) (2L 4+ 22 3.1
2(+/<cq) pi+r(qg-p)’)+q*+ 1+mq2+(+”q) q%+q§ ;o (3)

ristretto al caso \;y = Ao =0, Q > —1 e Q # 0, non ammette moti periodici.

3.1 Costruzione della forma normale di Birkhoff
Riscriviamo la hamiltoniana:

%
1+ rKq?’

Hy|x=xs=0 = = (1 + Kq?) <p2 +r(q- p)z) +¢°+Q (3.2)

DN | =

D’ora in poi scriveremo H,; in luogo di Hy|x,=x,—o0-
Utilizzando le notazioni della sezione sappiamo che 'origine 0 € D,, x R? ¢ un punto di
equilibrio e che tale equilibrio ¢é ellittico se 0 > —1.
Si verifica facilmente che H, (0) = 0. Sviluppiamo H,; in serie di Taylor attorno all’origine
fino al quart’ordine:

Hli = Hn,2 +HN,3 + Hm,4 +

dove H, , indica un polinomio omogeneo di grado r in ¢; e p;. Essendo H, pari si avra
H, 3 = 0. Il calcolo restituisce inoltre

(Pi+p3)+@+(1+9Q)g.

DN | =

HK,Q (q7p) =

Notiamo che per portare la precedente espressione nella forma (2.3) ¢ sufficiente effettuare
il riscalamento canonico delle coordinate:

0~
pj ;p;

con oy =27 eqy = (2+ QQ)%. Tale riscalamento ¢ definito per 2 # —1. Rimossi gli orpelli,
abbiamo

2 2 2 2
+ +
Hy2(q,p) :\@~%+\/2+29-T’QT%+HK,4(11,1)) :

11
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Definiamo w = (w1, ws) = (V2,2 + 29Q) e, ricordando la definizione di funzioni azioni 1}
poniamo K o I = H,, 5. Segue che

K(z) = w1]1 + (.L)QIQ .

Se w ¢ non risonante fino all’ordine 4, possiamo costruire la forma normale di Birkhoff fino
a tale ordine. Facendo i conti si trova che la condizione da imporre per la non risonanza é

Q#0.
La forma normale, per la ([2.7)), sara dunque
Hi = Hy + <H4>0 .

Sottolineiamo che la Hy scritta sopra é ora la H, 4 riscritta nelle coordinate comples-
se (2.6). Ora non ci resta che scrivere quest’ultimo termine in funzione delle azioni (I, I5).
Nominandolo K, abbiamo

1
KW = 51 NI,
con N la matrice simmetrica 2 x 2 data da
K
Vv14+Q
N =
K 2—-0Q

VI+Q ECIICTO

La nostra hamiltoniana in forma normale di Birkhoff al quart’ordine, che chiameremo K, &
ora

1
K:K(2)+K(4):w-l+§I-NI,

Siamo percio riusciti a riscrivere la hamiltoniana di partenza nella forma

H(<p,]):K(I)+o(5):w-I+%I~NI+0(5). (3.3)

3.2 Applicazione della teoria KAM

Questa sezione conclude la nostra analisi.

Teorema 3.2.1. Per k # 0, il sistema di hamiltoniana , ristretto a Ay = Ao = 0,
Q> —1eQ+#0 e definito in D, x R2 C R*, ammette un intorno dell’origine in cui il flusso
non & periodico.

Dimostrazione. Nella sezione precedente, sotto le ipotesi 2 > —1 e €2 # 0, abbiamo ricavato
la forma normale di Birkhoff della hamiltoniana all’intorno del punto di equilibrio
ellittico 0 € D,, x R2. Ripartiamo dunque da questa forma normale e verifichiamo l'ipotesi
di non degenerazione di K: la condizione da imporre é

O*K

ovvero )
k=)
det N =——+ #0.
2420 7
Questo determinante ¢ diverso da zero se e solo se 2 # 0, percido K non é mai degenere.

In tal caso € possibile applicare il teorema KAM alla hamiltoniana nella forma normale:
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per un opportuno sottoinsieme di misura di Lebesgue grande del dominio delle azioni, i
moti del sistema con dato iniziale in questo sottoinsieme sono coniugati canonicamente a
moti lineari con frequenze diofantee e densi su tori bidimensionali invarianti T2. Questi tori
invarianti persistono nel sistema perturbato leggermente deformati e su di essi vi sono moti
con ogni frequenza. In ogni intorno bucato dell’origine, esistono percid moti che non sono
periodici. [

3.3 Problemi aperti

Come si ¢é visto, I’approccio utilizato ¢ stato efficace solo sotto nel caso particolare \; =
A=0,02>-1eQ#0.

Per quanto riguarda il caso A\; = As = 0 e 2 < —1, il nostro approccio fallisce perché non
siamo piu in grado di scrivere I’hamiltoniana nella forma normale di Birkhoff. Tuttavia
possiamo proporre un metodo di risoluzione: é facile verificare che, sotto queste ipotesi,
le varietd g1 = p1 = 0 e go = p2 = 0 sono invarianti sotto l'azione del flusso del campo
hamiltoniano e percio ci si puo restringere allo studio dei due sistemi a un grado di liberta di
hamiltoniana Hy|q,=p,=0 per ¢ = 1,2 e osservare gli insiemi di livello della hamiltoniana di
ciascun sistema. Se questi fossero compatti si potrebbe utilizzare una relazione tra lenergia
di soluzioni periodiche di un sistema hamiltoniano e il loro periodo, dovuta a W. Gordon [§].
Egli dimostro infatti che, dato un sistema hamiltoniano che presenti orbite periodiche, il
periodo dei moti su queste orbite & funzione solo dell’energia del sistema (per approfondire,
si vedano [4,[7]). L’approccio da seguire potrebbe dunque essere quello di dimostrare che,
in corrispondenza di una stessa energia, le orbite periodiche dei due sistemi a un grado di
liberta hanno periodi diversi.

Il caso ©2 = 0 e \; qualsiasi € noto essere superintegrabile, data l’esistenza di tre integrali
primi in involuzione e funzionalmente indipendenti |1H3}/11].

Infine il problema rimane aperto nel caso A\; # 0 # Ay e 2 # 0.
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