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Introduzione

Le dualitatrala categoriadel moduli astratti su un anello A e un’ opportuna categoria
di moduli topologici su un anello topologico R, (dove si assume che quest’ ultima goda
di naturali proprieta di chiusura) sono state profondamente studiate da autori come Anh,
Lefschetz-K aplansky-MacDonald, Menini-Orsatti, Mduller, Tonolo, Zelmanowitz-
Jansen. Nei loro lavori & dimostrato che esiste sempre un bimodulo gKa, astratto su A e
topologico discreto su R, che rappresenta la dualita; tale bimodulo risulta fedelmente
bilanciato nel senso che I'anello A é isomorfo all’anello degli endomorfismi di K e
I"anello R; e topologicamente isomorfo all’ anello degli endomorfismi di Ka dotato della
topologia della convergenza puntuae. Inoltre, I'anello A & linearmente compatto
discreto e, se Ka € un A-modulo iniettivo, I’anello R; deve essere linearmente compatto.

In questo lavoro s cerca di generalizzare questo risultato, dotando I'anello A di una
topologia lineare ¢ e sostituendo alla categoria degli A-moduli astratti la categoria degli
Asmoduli discreti topologici (I'idea di utilizzare quest’'ultimo tipo di categorie é
ispirata a loro impiego nel lavoro di molti autori, tra cui Albu, Gregorio e Wisbauer).
Sotto le stesse ipotesi del caso precedente, definiremo un bimodulo rKa, topologico
discreto siasu A che su R; doteremo poi gK di una cotopologia lineare (che € il concetto
duale di topologia lineare) determinata dalla struttura di A-modulo, attraverso la quale
rappresenteremo la dualita mediante il funtore Bchom dei morfismi continui e limitati
(doveil concetto di morfismo limitato & il duale del concetto di morfismo continuo).

Anaogamente a caso discreto, I'anello R; € topologicamente isomorfo all’anello
degli endomorfismi di K, dotato della topologia della convergenza puntuale e deve
essere linearmente compatto se Ka € iniettivo. L’ anello A; € topol ogicamente isomorfo
al’anello degli endomorfismi limitati di Ka dove si dota quest’ ultimo della topologia
della convergenza uniforme sui sottomoduli limitati; inoltre I’anello A, possiede una
proprieta debole di compattezza lineare che sara chiamata auto-compattezza lineare. E
dato anche un esempio da cui si deduce che esistono effettivamente dualita come quelle
in esame, e che |’ auto-compattezza lineare € una proprieta piu debole della compattezza
lineare.

Rimangono tuttavia aperti molti problemi. Dal momento che sono perfettamente
caratterizzati i bimoduli che inducono dualita del tipo studiato da Lefschetz ed altri, ci si
chiede se su un modulo topologico discreto Ka 0 su un modulo topologico discreto gK
dotato di una cotopologia esistano condizioni necessarie e sufficienti per I’ esistenza di
una dualita come quelle in oggetto. Inoltre, ogni anello linearmente compatto puo essere
visto come I'anello degli endomorfismi di un opportuno modulo su un anello
linearmente compatto: € lecito chiedersi, alora, se anche ogni anello auto-linearmente
compatto possa essere descritto come I'anello degli endomorfismi limitati di un
opportuno modul o cotopol ogico.

Il lavoro e diviso in due capitoli. Nel primo capitolo sono studiate le dualita di una
generica categoria di R-moduli topologici con la categoria degli A-moduli astratti: in
particolare, si cerca di capire in che modo le ipotesi di chiusura comunemente assunte
sulla prima categoria siano determinanti per la rappresentazione della dudita, e s
dimostrano tutti i risultati gianoti dallaletteratura che siamo interessati a generalizzare.

Il secondo capitolo raccoglie i risultati originali di questo lavoro. Mediante un
procedimento di passaggio a limite diretto e definito un R-modulo topologico sinistro



rK @ quale sono date una cotopologia e una struttura canonica di A-modulo destro
topologico; si dimostra quindi che RKa possiede proprieta del tutto analoga ai bimoduli
che rappresentano le dualita di Morita topologiche e che in particolare gRK € discreto.
Mediante lo studio delle proprieta di cui gode la categoria degli A-moduli discreti
topologici, si riesce a rappresentare uno dei due funtori costituenti la dualita per mezzo
del bimodulo rKa: questo risultato e I'unicita dell’aggiunto permettono allora di
mostrare che rKa Stesso rappresenta entrambi i funtori della dualitd. Riportiamo per
completezza gli enunciati dei risultati principali di questo capitolo:

Teorema(ll, 4.5). Sano A, R; anelli topologici; siano Mod-A, la categoria degli
A-moduli destri discreti topologici, e g% una sottocategoria (piena) di R-LT chiusa per
sottomoduli topologici chiusi e prodotti topologici (cfr. I, 2.1 e, 3.1). Supponiamo che
sia data una dualita
Dl ;
D = (D4, Dy): Mod-A,

: Z
D2

Esistono allora allora un bimodulo rK 4 € una cotopologia # su gK tali che:

a) grK eun R;modulo topologico discreto, b-autocogeneratore e dotato della E.P.
b) Ka efedele su A e cogeneratore di Mod-A

eladualita D e naturalmente isomorfa alla dualita

Hom? (—,K)
Bchomg(-,K)

Teorema(ll, 5.3). Nelle stesseipotesi di 4.5, i seguenti asserti sono equivalenti:

a) Ogni epimorfismo di g7 e suriettivo

b) Ka einiettivo in Mod-A,

c) Ogni V, € linearmente compatto discreto
d) g% < R-LC.

Proposizione (11, 5.7). Se la categoria Mod-A, ammette una dualita come nelle ipotesi
dei Teorema 4.5, allora A, € auto-linear mente compatto.

Notazioni

Si conviene che tutti gli anelli considerati nel corso del lavoro siano dotati di unita
1+ 0, e che tutti i moduli siano unitari. Tutte |le sottocategorie considerate sono piene e
chiuse per isomorfismi, e tutti i funtori sono additivi.

Dato un anello R, R-Mod indichera la categoria degli R-moduli sinistri e Mod-R
quella degli R-moduli destri; sara utilizzata la notazione gM € R-Mod, Mg € Mod-R.



Per M, N e R-Mod il gruppo abeliano dei morfismi R-lineari M — N sara indicato con
Homg(M, N), e si scrivera Endg(M) o End(grM) in luogo di Homg(M, M); i morfismi sa-
ranno scritti dalla parte opposta a quellain cui operano gli scalari, e la composizione dei
morfismi seguira gquesta convenzione. Funzioni tra insiemi (o tra gruppi abeliani) e
funtori saranno scritti sulla sinistra oppure in notazione esponenziale, per evitare
confusione, lanotazione f o g indichera sempre che g agisce per primae f per seconda.

Se (R, 7) e un anello topologico, si scrivera R; in luogo di (R, 1), e lascrittura R-LT
indichera la categoria degli R-moduli sinistri topologici su R;, linearmente topol ogizzati
e di Hausdorff; la scrittura R-LC indichera la sottocategoria di R-LT costituita dai
moduli linearmente compatti, e R-LC. indichera la sottocategoria di R-LC costituita
dai moduli dotati della topologia di Leptin. Per M,Ne R-LT (R-LC, R-LC.),
Chomg(M, N) indichera il gruppo abeliano dei morfismi R-lineari e continui M — N, e
la scrittura Cendg(M) sostituira Chomg(M, M). La scrittura R-Mod indichera la
categoria degli R-moduli sinistri discreti topologici su R;; poiché ovviamente ogni
morfismo R-lineare e continuo in R-Mod, la scrittura Homg(M, N) € adatta ad indicare i
morfismi anche in questa categoria. Nel caso in cui latopologia su R sia quella discreta,
essa non sara indicata nelle scritture precedenti: avremo quindi le categorie R-LT, R-LC
eR-LC..

Cotopologie: definizioni e generalita

Lanozione di cotopologia di un insieme deriva naturalmente dalla dualizzazione del
concetto di topologia; sebbene sia possibile darne una definizione del tutto generale,
l[imiteremo la nostra attenzione alle cotopologie lineari definite su un modulo
rRM € R-Mod.

Come unatopologia lineare e definita univocamente dal filtro dei sottomoduli aperti,
una cotopologia e individuata da un cofiltro di sottomoduli limitati, che & un insieme#
di sottomoduli di M, tale che:

A X< Ye /7 = Xe #(# echiuso per sottomoduli)
b) X, Ye v = X+Ye #(«echiuso per sommefinite)

Una cotopologia definitada # si dira co-Hausdorff se la sommadi tutti i limitati di #
coincide con lo stesso M: nel seguito, tutte le cotopologie si intenderanno di questo tipo.
In particolare, se # definisce una cotopologia (co-Hausdorff), # deve contenere ogni
sottomodulo ciclico di M (perché e chiuso per sottomoduli) e ogni sottomodulo finita-
mente generato di M (perché é chiuso per somme finite). Dal momento che la famiglia
dei sottomoduli finitamente generati costituisce un cofiltro, ogni modulo astratto M pos-
siede la cotopologia che ha il cofiltro di limitati costituito dai suoi sottomoduli finita-
mente generati; inoltre, per quanto appena detto, questa cotopologia € minimatratutte le
cotopologie (co-Hausdorff) di M. Analogamente, M possiede una cotopol ogia massima,
che e quella per cui il cofiltro di limitati €il reticolo di tutti i sottomoduli di M.

Se sui moduli M, N sono definite due cotopologie lineari dai cofiltri #, «~, diremo
che un morfismo R-lineare f: M — N é limitato se I'immagine di un sottomodulo
limitato di M € un sottomodulo limitato di N (cioé se Ve # = f(V) € »~). Ovviamente,
somme e composizioni di morfismi limitati risultano morfismi limitati. Con



Bhomg(M, N) indicheremo alloral’insieme dei morfismi limitati M — N, che risulta un
gruppo abeliano; analogamente Bendg(M) (definito in modo ovvio) risulta un anello. Se
i moduli M e N sono dotati anche di unatopologia, & naturale definire il gruppo abeliano
dei morfismi continui e limitati Bchomg(M, N) = Bhomg(M, N) N Chomg(M, N) e
I"anello degli endomorfismi contunui e limitati Bcendgr(M) = Cendgr(M) N Bendgr(M).

Diremo che la cotopologia definita da # € piu fine di quella definita da ~ se ogni
limitato secondo # & anche limitato secondo ~, ovvero se ~  #. S noti che, dualmente
al caso topologico come era lecito attendersi, un morfismo limitato f: M — N rimane
limitato se si dota il codominio (rispettivamente, il dominio) di una cotopologia piu
(rispettivamente, meno) fine. Dato allora un morfismo f: M — N, € lecito parlare della
meno fine cotopologia su N per cui f risulti limitata (se M ha una cotopologia fissata), e
della piu fine cotopologia su M per cui f risulti limitata (se N ha una cotopologia
fissata): la prima sara chiamata cotopologia debole di f, e la seconda cotopologia forte
di f. Questo permette di definire, in tutta analogia con il caso topologico, le cotopologie
relativa, quoziente, prodotto e debole o forte di una famiglia di morfismi: a titolo di
esempio, diamo le seguenti definizioni.

Sia N un modulo dotato della cotopologia #, e M sia un sottomodulo di N. La coto-
pologia relativa di M (relativaa N), € alora per definizione la cotopologia lineare forte
dell’inclusione canonica. In essa, una base del cofiltro dei sottomoduli limitati & data
daleintersezioni NNV al variaredi Vin ~.

Analogamente, se My, ..., M, sono una famigliadi moduli dotati dei cofiltri 43, ..., #n

rispettivamente, e M = Hi”:lMi, la cotopologia prodotto (delle #) su M e per defini-

zione la cotopologia lineare forte delle proiezioni canoniche 7 : M — M;. Il cofiltro #
dei sottomoduli limitati nella cotopologia prodotto € dato allora dai sottomoduli dei pro-
dotti di limitati di M;: in simboli,

Ve s/ & VcVixVox---xV, IVie /i & Mme 4 Vi=1,..,n.

Convenzione

Molti dei risultati contenuti nella stessa sezione utilizzano le stesse ipotesi. Conver-
remo dungque che gli enunciati marcati come “lemmi” utilizzino implicitamente le
ipotesi esposte all’inizio di ogni sezione come “convenzioni” o “notazioni”.



|. Dualita tra Mod-A e g%

1. Generalita

1.1. Notazioni. Siano A un anello astratto, R; un anello topologico e gZ una sottocate-
goria (piena) di R-LT; supponiamo che sia data una dualita

Dl
D = (D1, D): Mod-A %D 7.

In particolare, allora, esistono per ogni M € Mod-A, N € g7, degli isomorfismi naturali

M —H“u 5 D,Dy(M)
N —¥ 5 D;Dy(N).

Questa situazione e molto simile a quella “classica’ della dualita di Morita (cfr. [4], X,
1.2 segg.), con lasignificativa differenza che, mentre la categoria di sinistra soddisfa ov-
viamente aqualsiasi ipotes di chiusura, nullainizialmente si sa sulla categoria di destra
(se non quanto deriva immediatamente dalla dualita, come per esempio il fatto che g7 &
abeliana).

Tuttavia, anche senza porre ulteriori ipotes su g7, € possibile in tutta generalita
ricavareil seguente

1.2. Lemma. Esiste un bimodulo rKa, tale che:
a) D, sia naturalmente equivalente al funtore Chomg(—, K);
b) rRK sia cogeneratoreiniettivo di g7 (nel senso delle categorie);
c) Ka sia fedele su A e cogeneratore di Mod-A.
Dimostrazione. SiarK = D1(A). Allorasi hanno gli isomorfismi di anelli
A = Homp(A, A) = Chomg(D1(A), D1(A)) = Chomg(K, K)
elaposizione
ka = (k) (D1(%a))
(dove Aa € Enda(A), Aa(X) = ax e la moltiplicazione a sinistra per a< A) definisce una
struttura di modulo destro su K: infatti, poiché il funtore D, inverte I’ ordine di composi-

zione dei morfismi, s ha

(ka)b = [(K)(D1(4a))]D1(2b) = (K)(D1(Ae€> b)) = (K)(D1(ab)) = k(ab).



a) La dimostrazione € identica a quella che si percorre nel caso delle dualita di Morita:
seN e 7, s hanno evidentemente gli isomorfismi naturali di gruppi abeliani

Dz(N) = HomA(A, DQ(N)) = ChomR(DlDz(N), Dl(A)) = ChomR(N, KA)

Il gruppo Homa(aA, D2(N)) s atteggia ad A-modulo destro attraverso la struttura di AA, e
i gruppi Chomg(D1D2(N), D1(A)) e Chomg(N, Ka) s atteggiano ad A-moduli destri tra-
mite la struttura di Ka;, € immediato verificare, data la definizione della struttura di
A-modulo destro su K, che gli isomorfismi in oggetto risultano A-lineari.

Con considerazioni del tutto analoghe s vede anche che qualsias sa
@ € Chomg(Ny, Ny), deve essere Dy(¢) = Chomg(g, K).

b) Segue immediatamente dal fatto che D € una dualita e che A e generatore proiettivo di
Mod-A. Vae la pena di osservare che I'iniettivita nella categoria g7 € esattamente la
proprieta E.P. cosi come é definitain [2] e [3]; in particolare D € una “buona dualitd’
nel senso di [2].

c) E evidente, poiché A = Cendg(K), che K & fedele su A (I'unico morfismo che annulla
tutto K & il morfismo nullo). Ora, poiché il funtore D, (essendo una dualitd) e denso, per
ogni M € Mod-A deve esistereun N € g% per cui Sl ha

A = Dy(N) = Chomg(N, Ka) < K}

e dunque Ka € un cogeneratore di Mod-A.

2. % chiusa per sottomoduli chiusi

2.1. Convenzioni. Supporremo nel corso di questa sezione che g% sia chiusa per sotto-
moduli topologici chiusi, nel senso che se N e un elemento di g7 e N” < N chiuso, alora
anche N’, dotato della topologia relativa, € un oggetto di g7; in particolare I'inclusione
canonicaj : N —— N e un morfismo di g7Z (ed € mono, in quanto j é iniettiva).

Si noti che questo implica che ogni monomorfismo di g7 € iniettivo: infatti, dato un
qualungue morfismo continuo @ € Chomg(N1, N,), ¢ *(0) & un sottomodulo chiuso di
N; che svolgeil ruolo di ker(¢) nel senso delle categorie; alorag# hai nuclel e dunque
un morfismo di g7 € mono se e solo se il suo nucleo e zero, se e solo se esso e iniettivo.

2.2. SlaV < gK chiuso; dlora, data I’ipotesi di chiusura, gV con la topologia relativa e
un elemento di g7, e I'inclusione canonica iy:V—— K é (iniettiva e quindi) un
monomorfismo di gZ. Allora Dy(iy) € un epimorfismo di Mod-A, cioé un morfismo
suriettivo, e cosi la composizione

A —Ha s Dy(K) —220) 5 Dy(v)

e suriettiva. Usiamo provvisoriamente la notazione Iy = ker(D2(iy) o ua); in particolare



Do(V) = %v .

2.3. Lemma. Iy = Anna(V).

Dimostrazione. Si osservi che, poiché D e una dualita, deve esistere un isomorfismo na-
turale Cendr(K) = End(As) ={Aa|ae A} e dunque sara Cendgr(K) ={Di(4.) |a€ A}.
Per la rappresentazione del funture D1, pero, Cendr(K) = D2(rK) = D2D1(A): di conse-
guenza, Cendr(K) ={ua(@) |ae A}. Ma entrambi gli isomorfismi Cendg(K) = End(Aa)
e D,D; = idyog-a SONO naturali; alora, si puo concludere che per ogni a e A deve essere
D1(Aa) = ua(a). Daquesto segue che

Anny(V) ={ae A|Vxe V, 0= xa= ((X)iv)(D1(1a))}
= {a e A | 0= D]_(la) oly= ,LLA(a) °oly= ChomR(iVa K)(,uA(a)) = (D2(|V) ° uA)(a)}
= ker(Dz(l\/) ° ‘LLA) = lv.

2.4. In analogia con quanto accade per i sottomoduli chiusi di rK, dato un ideale destro
| < Aa s puo definire I’annullatore in K di 1, Anng(l) ={xe K |xi=0Vie I}. Anng(l)
risulta chiuso in K, perché

Annk(1) = Nicy Annk(i) = Nicr ker(D1(A)) = Nicy (D1(A4))™0),

cioé Anng(l) € intersezione di chiusi. Allora, in base ale ipotes di chiusura,
Anng(l) e 7.

Si richiamano qui per comodita alcune ovvie proprieta degli annullatori: indicando
con I, 1, J un generico ideale destro di A e con V, V;, W un generico R-sottomodulo
chiuso di K, s ha

ANMAZ5eA(V2)) = (e AAnna(V2),  Annk(Zaea(12)) = MaeaAnni(12);
V < W= Anny(W) < Anna(V), I <J= Anna(J) < Anna(l);
V < AnngAnna(V), I < AnnpAnng(l).

2.5. Lemma. Per ogni idealedestro | < Aa, | = AnnaAnng(l).

Dimostrazione. Saae A\l; dloraa+1=1,cioea+1=#0in A/l. Poiché K & un co-
generatore di Mod-A (vedi 1.2), esiste un morfismo f: A/l —— Ka tale che
f(a+ 1) # 0; componendo f con la proiezione canonicasu A/ | si ottiene allora un morfi-
smo ¢: A—— Ka tale che ¢(a) # 0= ¢(l). Del resto, Vae A, ¢(a) = p(1a) = ¢(1) a;
dlorak=¢(1) € K etale che ka= 0=Kl, cioé ke Annk(l), ma a non annulla k. Allora
ag AnnaAnng(l), cioe AnnsAnng(l) < 1.

Lates segue subito dal fatto che I’inclusione opposta &€ sempre verificata. Si noti che
per ladimostrazione e cruciaeil fatto che Ka sia un cogeneratore.



2.6. Osservazione. Sial < Ax, e m : A—— A/l la proiezione canonica. Ovviamente
m e suriettiva, e alora Dy(m) : Dy(A/1) —— K € un monomorfismo di g#. Ora,
poiché AnnsAnng(l) = | eper 2.2, 2.3, si hache

D2(AnnK(I)) =All=z D2D1(A/ |)

dove I'ultimo isomorfismo e naturale. Allora I'immagine del morfismo canonico
Di(A/1) —— K eproprio Annk(l), e daquesto si puo ricavare il seguente

2.7. Lemma. Per ogni sottomodulo chiuso V < gK, V = AnncAnna(V).

Dimostrazione. Poiché anche AnncAnna(V) € un sottomodulo chiuso di rK, esiste in g7
I"inclusione canonica V — AnngAnna(V). In virtu della precedente osservazione, s ha
che Anng(l) = D1(A/1); dlora AnnkAnna(V) = D1(A/ Anna(V)) = D1(D2(V)) = V e dun-
gue I'inclusione canonica deve essere un isomorfismo, da cui segue che deve essere
V = AnncAnna(V).

2.8. Lemma. Data una qualsiasi famiglia (V1)< di sottomoduli chiusi di grK, si ha che
AnnA(ﬂ,le AV&) = 2,16 AA nnA(VA).

Dimostrazione. Poniamo | = Anna(M;cAV2), J = ZcAAnna(Vy); €owvio chesiad < |.

Supponiamo che I’inclusione sia propria: poiché, per quanto visto fino ad ora, la cor-
rispondenza tra ideali di A e sottomoduli chiusi di K e una biiezione di insiemi che
inverte le inclusioni, si avrebbe

MaeaVa = Anng(l) < Annk(J) = Annk(Zac AANNAVL)) = Mac AANNKANNA(V) = N AV
M

con un’inclusione propria, il che é assurdo.

2.9. Corollario. rK & dotato della topologia discreta ed e finitamente cogener ato.

Dimostrazione. Si ricordi innanzitutto che ogni sottomodulo aperto di un modulo li-
nearmente topologizzato e anche chiuso. Ora, poiché la topologia di gK € lineare e di
Hausdorff, esiste unafamiglia (V)4 di sottomoduli aperti (e quindi chiusi) di grK la cui
intersezione e il sottomodulo nullo. Maallora, per il lemma precedente, si ha

A= Anna(0) = Anna(MicaVa) = Zac AANNA(VY).



Si ricordi ora che, poiché 1 € A, lasomma di ideali all’ ultimo membro s riduce a una
somma su un sottoinsieme finito F di A. Allora, ricordando che K € fedele, si hache

Ok = Annk(A) = Annk(Zre FANNAV,)) = Mic eFANNKANNA(V)) = MV,

edloralo 0 di K, essendo intersezione finita di aperti, & aperto.

Si noti che la seconda parte della tes deriva dalla stessa dimostrazione: infatti,
poiché ogni sottomodulo di un modulo discreto e aperto e chiuso, s & dimostrato che
ogni famiglia di sottomoduli di grK a intersezione nulla ammette una sottofamiglia finita
aintersezione nulla

2.10. Lemma. Ax € linearmente compatto nella topologia discreta.

Dimostrazione. Sia7 = (a; + 1), 2 Unafamiglia di varietalineari di A dotata della pro-
prieta dell’ intersezione finita; per ogni A € A poniamo V= Annk(l,). Definiamo

f: 1AV — rK, f(ZaceVvi) = Zaer(Vaan)

Il fatto che i V, siano gli annullatori in K degli 1, e che 7 abbia la p.i.f. permette di
verificare direttamente che f € ben definita. Supponiamo che sia XjcpVy = ZjecWy €
osserviamo che non é restrittivo supporre F = G (se non lo sono, si somma sull’insieme
finito F U G, ponendo nulle le componenti che non sono coinvolte direttamente); scelto

unae Nyce(ay +1y) s ha

f(Zaerva) = Zacr(Vaan) = Zaer(V2a) = (Zrerva)a=

Poiché gK & discreto, 2, 4V, € un oggetto di g7 e f & un morfismo continuo; alora, poi-
ché gK e un oggetto iniettivo di g7, f s estende a un endomorfismo ¢ € End(gK). Ma
End(rK) = A, e allora esiste un ap € A tale che per ogni xe gK s abbia (X)¢p=xao. In
particolare, per ogni vy € V, s haviag= (V)@ = (v))f = vyay, cioe vy(ap— a;) = 0; ma al-
lora per ogni A € A, risulta ap=a; mod Anng(V,), e adlora da 2.5 segue che effettiva
menteag € Nyea(@r + 1).

2.11. Lemma. Se Ka € iniettivo, allora gK € linearmente compatto (nella topologia di-
screta).
Dimostrazione. E del tutto analoga alla precedente. Sia 7= (ki + V1) 4 unafamiglia di

varietalineari di gRK dotata della proprieta dell’ intersezione finita e per ogni A € A s de-
finiscal, = Anna(Vy); il morfismo

f: XAl —— Ka, f(Zrcrin) = Zacr(kain).



risulta ben definito applicando lo stesso ragionamento seguito nella dimostrazione del
lemma precedente. Se ora Ka € iniettivo, f s estende a un morfismo e Homa.
(A, K)=Kj, e dloraesiste un ko e K tale che per ogni ae A, ¢(a) = koa. In particolare,
per ogni i; € |, risulta Koiy= (i) =f(iy) =kaiy Viy, cioe (ko—Ky)ip=0, e da 2.7 segue
infineky € ﬂ@eA(k,l'FV,l).

Ricordando anche 1.2, siamo orain condizioni di enunciare il seguente

2.12. Teorema. Sano A un anello astratto, R; un anello topologico e gZ una sottocate-
goria (piena) di R-LT chiusa per sottomoduli topologici chiusi nel senso precisato in
2.1. Supponiamo che sia data una dualita

D = (Dy, Dy): Mod-A .

S definisca RK = D1(A). Esiste un isomorfismo canonico di anelli tra A e End(grK), che
definisce su K una struttura canonica di modulo destro su A; il bimodulo rK 4 € tale che

a) rK e un R-modulo topologico finitamente cogenerato e discreto, cogeneratore
iniettivo di g7

b) Ka efedele su A e cogeneratore di Mod-A,;

c) il funtore D, e naturalmente isomorfo al funtore Chomg(—, K).

Inoltre I’anello A e linearmente compatto discreto e, se Ka € iniettivo, gK e linearmente
compatto discreto.

3. g% chiusa per prodotti topologici

3.1. Convenzioni. Supponiamo ora che, ferme restando le ipotes dellasezione 2, g% sia
anche chiusa per prodotti topologici: se, cioe (N;)ca € unafamiglia di moduli di g7,

alloraN =T, xN; (dotato della topologia prodotto) & un modulo di gZ. In particolare le
proiezioni canoniche x; : N—— N; sono (epi)morfismi di g7 .

Si noti che, poiché rRK e un cogeneratore di g% € g% € chiusa per sottomoduli chiusi,
& equivalente supporre che g% contenga gK™ qualunque sia |’ insieme X.

3.2. Indichiamo con M un generico elemento di Mod-A.

Il gruppo abeliano H=Homa(M, rRKa) S atteggia a R-modulo sinistro tramite la
struttura di RK. E noto che, in questa situazione, |a topologia relativa di H visto come
sottomodulo di gK™ coincide con la topologia finita di H, per cui una base del filtro di
intorni di zero é data, a variare di F trai sottoinsiemi finiti di K, dai sottomoduli della
formaW(F) ={fe H |f(F) =0}.

Per ogni @ € Homa(M, M’), con ¢" = Homa(o, K) : Homa(M’, K) —— Homa(M, K)
s definisce il “morfismo trasposto” di ¢ (esplicitando la notazione, ¢'(f)=f o ¢); sei
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due moduli sono dotati delle rispettive topologie finite, ¢ risulta continua perché se F &
un sottoinsieme finito di M & evidente che ¢ { W(f(F))} < W(F).

Queste posizioni definiscono un funtore Hom? (-, K) : Mod-A—— R-LT; manelle
nostre ipotesi di chiusura, poiché Hom®% (M, K) & un sotto-R-modulo chiuso di gK",
Hom?® (-, K) : Mod-A —— gZ. E inoltre noto (cfr. Il, 4.1) che esiste un’ aggiunzione
tra i funtori HomQ (-, K) @ Chomg(—, K) data dagli isomorfismi di gruppi abeliani
definiti dalle posizioni

¥ : Homa(M, Chomg(N, K)) —— Chomg(N, Hom? (M, K)), ((n)f”)(m) = (n)(f (m)),
6 : Chomg(N, Hom?} (M, K)) —— Homa(M, Chomg(N, K)), (n)(g5(m)) = ((n)g)(m);

e vicendevolmente inversi. Allora, poiché I’aggiunto di un funtore € unico a meno di
isomorfismo funtoriale, € immediato il seguente:

3.3. Lemma. Il funtore D; & naturalmente isomorfo a Hom§ (-, K).

3.4. Lemma. Sa #(rK) la categoria del moduli K-compatti, cioé dei moduli topologi-
camente isomorfi a R-sottomoduli chiusi di prodotti topologici di K. Allora gz = &(rK).

Dimostrazione. E evidente, nelle nostre ipotesi di chiusura, che sia Z(rK) c g7#. D’ dltra
parte, poiché D é unadualitd, VN € g% s ha

N = D;D,(N) = Hom} (Chomg(N, K), K);

ma Hom® (Chomg(N, K), K) & un sottomodulo chiuso di gK"™™(N-K)e  essendo
completo, e chiuso. Alloragz < #'(rK).

In queste ipotesi di chiusura su g7 s ricade dunque in una situazione gia studiata pro-
fondamente (si vedano ad esempio [3] e [5]). In particolare si puo dare il seguente

3.5. Teorema. SaD = (D,, D) la dualita definitain 1.1, e si supponga che la categoria
r%Z Sia chiusa per sottomoduli chiusi e prodotti topologici (come precisato in 2.1 e 3.1);
sia rRKa il bimodulo definito in 2.12. Allora D € naturalmente isomorfa alla dualita

Hom} (—,K)

Ak = (Hom}, (-, K), Chomg(—, K)): Mod-A Chom:(—K) R%

Inoltre i seguenti asserti sono equivalenti:
a) Ka eéiniettivo
b) rRK &1.c.d.

C) % c R-LC.
d) Gli epimorfismi di gZ sono morfismi suriettivi
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Dimostrazione. La prima parte della tesi segue direttamente dal teorema 2.12 e dal
lemma 3.3; dimostreremo allora solo la seconda parte.

(@ = (b)ela2.11.

(b) = (¢): poiché 7 = #(rK), ogni modulo di gZ e un sottomodulo chiuso di un
prodotto topologico di copie di K. Ma sottomoduli chiusi e prodotti topologici di moduli
linearmente compatti sono linearmente compatti, cosi come prodotti di topologie di
Leptin e topologie relative (a sottomoduli chiusi) di topologie di Leptin danno ancora
topologie di Leptin. Per concludere basta osservare che, poiché gK e finitamente cogene-
rato, la topologia discreta € minimale tra le topologie di Hausdorff, e dunque che gK ha
latopologiadi Leptin.

(c) = (b): e evidente, perché gK deve esserel.c. per ipotesi e discreto per 2.9.

(b) = (a) (criterio di Baer): s noti che, da momento che rK €& discreto, ogni suo
sottomodulo € aperto e chiuso, e allora la 2.7 vale per ogni sottomodulo V < gK. Del
resto, dal momendo che A = End(rK), dire che AnngAnna(V) =V equivale a dire che per
ogni sottomodulo V < gK e per ogni x e K\ 'V esiste un endomorfismo ¢ € End(gK) tale
che (X)o# 0= (V). Inoltre, se K e l.c.d., per ogni V < gK il modulo quoziente K/V é
ancora l.cd. e per quanto appena detto esiste un monomorfismo continuo
K /V —— gK* con X insieme opportuno. Dotando allora K / VV della topologia debole
di questa inclusione si ha che K/V e ancora linearmente compatto, e pertanto risulta
isomorfo a un sottomodulo chiuso di gK*, cioe K / V € 7.

Sia dunque | < A5 e s definisca V = Annk(l). Poiché, rappresentato il funtore D;
come in 3.3, D;(A) =Hom{ (A, K) =K e Dy(I) =Hom& (I,K) =K/ V, dettai;: | — A
I"iniezione canonica si ha che D4(i;) = Homa(i, K) risulta essere la proiezione sul quo-
zZienteK —— K/ 'V, cioe che Homa(i;, K) e suriettivo. AlloraKp e iniettivo.

(8) = (d): siano dati due moduli gM, rN € g%, e un epimorfismo f: M — N; il mor-
fismo Dy(f), duale di f, € alora un monomorfismo di Mod-A, cioé un morfismo iniettivo.
Dal momento che Homa(—, K) € esatto per ipotesi, alora, il morfismo Homa(Dx(f), K)
risulta un morfismo suriettivo; del resto per 3.3 Homa(D2(f), K) & naturalmente isomorfo
a D;D(f) e, poiché D é una dudita, D;D(f) € naturamente isomorfo a f. Allora f deve
essere suriettivo.

(d) = (&): siano dati due moduli Ma, Na € Mod-A, e un monomorfismo f: M — N.
II' morfismo duale di f deve essere un epimorfismo; ma allora per ipotesi e per 3.3,
Homa(f, K) e suriettivo. Per I’ arbitrarieta di f segue che il funtore Homa(—, K) € esatto,
cioé che Ka einiettivo.

3.6. Osservazioni. Si noti che nel dimostrare “(b) = ()" in 3.5, si & enunciato il fatto
che K sia fortemente quasi iniettivo (cfr. [2]). Cio, data anche I'iniettivita di K in g7,
permette di concludere (cfr. [4], VI, 1.3) che K & un autocogeneratore, cioe che per ogni
ne N, scelti comungue un sottomodulo chiuso B < gK" e un elemento x e K"\ B, esiste
in gz unmorfismo f : K" — K tale che (B)f = 0 = (X)f.

Allora K soddisfa le ipotesi di un noto teorema di densita (cfr. [4], III, 2.8) e pos-
siamo concludere che il morfismo canonico R — End’(K,) € un’immersione topologica
densa. Ma dllora, per 3.3, il completamento di R risulta essere il duale di K secondo la
dualita D, e come tale appartiene arg% ed € linearmente compatto.
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|l. Dualita tra Mod-A, e g%

Notazioni. Siano A, e R; due anelli topologici; supponiamo che sia data una dualita

D

D = (D4, Dy): Mod-As % 2
D,

dove g7 € una sottocategoria (piena) di R-LT, e Mod-A, € la categoria dei moduli di-
screti topologici su Ag; in particolare un modulo M appartiene a Mod-A, se e solo se per
ogni X e M si hache Anna(X) e un ideale aperto di A.

Supponiamo subito, motivati dal caso particolare visto nel primo capitolo, che la ca-
tegoriarz siachiusa per sottomoduli chiusi e per prodotti topologici, nello stesso modo
visto in precedenza(cfr. 1, 2.1 el, 3.1).

1. La categoria Mod-A,

1.1. Osservazione. Non e restrittivo supporre che A, sia di Hausdorff e completo.

Siainfatti 0 = Cha(0) lachiusurain A dello zero; poiché ogni ideale aperto di A deve
contenere O deve essere 0 — Anna(X) qualsiasi siaxe M € Mod-A,. Allora deve essere
0 c Anna(M) qualsias sia M € Mod-A, e dungue ogni modulo di Mod-A,; s atteggia
in modo naturale a modulo discreto topologico sull’anello quoziente A/ 0 dotato della
topologia quoziente, che & 1o spazio di Hausdorff associato ad A.

Per quanto riguarda la completezza e sufficiente osservare che, poiché ogni modulo
discreto € completo, ogni modulo di Mod-A; s atteggia in modo unico a modulo topo-
logico destro sul completamento di A.

1.2. Osservazioni. Mod-A; € una sottocategoria abeliana di Mod-A, chiusa per sotto-
moduli, immagini omomorfe e somme dirette arbitrarie. Indichiamo con

Fo={l <Anlle o}

il filtro degli ideali aperti di A: s hachel e .5 seesolo se A/l e Mod-A,. Infatti per
ogni | € .75 s hache latopologia quoziente di A/ 1 coincide con quella discreta e quindi
che A/l € Mod-Ag; inoltre, poichél = Anna(1 + 1), daA/ | € Mod-A, seguel € ..

Si noti che.#; &€ un insieme diretto (se I, |, sono ideali aperti, aloral; N I, € aperto
e contenuto in entrambi), e che sel, Je .5, con | < J s puo definire in modo del tutto
naturale un morfismo suriettivo

n}%%% my@+l)y=a+J.

E immediato che gli ideali aperti di A insieme con i morfismi 7} costituiscano un
sistema inverso di A-moduli, ed & noto che il loro limite inverso € canonicamente
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isomorfo al completamento di Hausdorff di A. Allora, poiché in virtu di 1.1 supponiamo
che A siadi Hausdorff e completo, si ha un isomorfismo canonico

le 7

(dove “lim” indica il limite inverso) che risulta un isomorfismo topologico dotando A
dellatopologia o eil limiteinverso degli A/ | dellatopologiarelativa alla topologia pro-
dotto degli A/ 1 rispetto al’ inclusione canonica

limA —TT4,.

Indicheremo con p; : lim(A/1) —— A/ 1 i morfismi canonici del limite inverso; si noti
che qualsias siano | € .%;, ae A, dal momento che le p; sono le restrizioni delle proie-
zioni canoniche del prodotto si ha:

p(m@)=p(@+J))=a+l;
alorai p; o n sono suriettivi, e dunque i p; sono morfismi suriettivi.
1.3. Definiamo ora una particolare famiglia di morfismi che sara usata spesso nel
seguito. Si fissiunl € .7, eperogni ae As definisca(l :a)={xe A|laxe I};(l:a)é

un ideale destro di A e, da momento che A € un anello topologico, e aperto. Allora il
morfismo

/’La,|ié(/l:a)% ( Ao (x+ (1 : @) = ax+1,

(che e evidentemente A-lineare) e ben definito: sex; — X € (1 : @), dloraa(x; —x) € |, e
dunque Ag (X1 +(1:@) =424+ (I:a)). Inoltre A5, € iniettivo, perché se fosse
ax+1=I1 dovrebbe essere axe | e, dunque, xe (I:a); infine, da momento che
(I: @) € .7, a1 € un morfismo della categoria Mod-A,. Si noti anche che, sel < Je .7,
per ogni xe As ha

[7) o Aar](x+ (1 : @) =ax+J=Aq o(x+ (J: @) =[Aa s o 7} Z1x+ (1 : @)

Cio& 7} o Aa1=Aaso m}:3), e che per ogni idede J<(l:a) & ben definito il
morfismo

;lra,I,J: % — | ;lra,I,J:;l’a,|°7T(\]I:a)’

taleche Ay j(x+J)=ax +1.
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1.4. 1 morfismi appena definiti permettono di esprimere in modo abbastanza esplicito la
natural e struttura di A-modulo sinistro di cui e dotato lim(A / I) attraverso I’isomorfismo
n. Infatti, la famiglia di morfismi di gruppi Aa, 1 © pg:a : lim(A/1) — A/l costituisce
un sistemainverso, perchésel < Je .7,

77:5 °© Aa1 © p(l:a):la,\] ° 77:((]]2% ° p(l:a):la,\] ° Pa:a)-

Allora si puo definire Ba=1im(A4,1 © pg:a), I'unico morfismo cioe per cui per ogni
le .7, proPBa=Aa1°pPu.a- La famiglia {Balae A} da a lim(A/l) una struttura di
A-modulo sinistro: infatti, presi comunque | € .5, a, be A, e utilizzando il fatto che
ovviamentee ((1 : @) : b) = (1 : ab),

] °ﬁa°ﬁb:)~a,l ° p(l:a)°ﬂb
=Aa1° b, (:8) © P ab)
= Aab,1 © P( : ab)
=pi ° Bab-

Inoltre, scelto un qualsiasi idedleapertoJ < (I:a)n (1 :b) (I : a+b),

Pro(Bat PBo)=2Aa1°Pu:a+ A1 ° Pob
=Aa° ”(J|:a)° Py + Ap,1 © ”(Jl:b)° Py
=Aa1,3°Pa+ Ap,00 P
=Aa+b,1,3° P3
=Aa+p1° ”(‘]I:a+b)° Ps
=Aa+b1°Pg:a+h
=P ° Pa+b.

Tale struttura, inoltre, commuta evidentemente con I'isomorfismo n, ed & dunque la
struttura naturale di A-modulo sinistro (e, dunque, di anello) del limite inverso degli
All.

1.5. Proposizione. Per ogni M € Mod-A; s ha
Choma(A, M) = Homa(A, M) =M

Dimostrazione. Il secondo isomorfismo € del tutto generale, e dungue é sufficiente di-
mostrare la prima uguaglianza, e in particolare I’inclusione “2”, essendo ovvia quella
opposta.

Sia ¢ € Homa(A, M). Allora, poiché Homa(A, M) = M, ¢ = Ay (dove s indica con
Am € Homu(A, M), An(a) = ma la moltiplicazione a sinistra per m= ¢(1) € M); ma es-
sendo M un modulo discreto topologico, Anna(m) € aperto Vme M, e dunque ogni A, €
continuo.

Si noti in particolare che, dato il fatto che A, € completo, vale anche
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M = Homa(A, M) = Homa(lim(A /1), M).

1.6. Sia M € Mod-A;. Gli Homa(A/ 1, M) costituiscono un sistema diretto di gruppi
abeliani con i morfismi

(7)) =Homa(r}, M) : Homa(A/ J, M) —— Homa(A/ 1, M)

i quali, essendo il funtore Homa(—, M) esatto a sinistra sono morfismi iniettivi. E allora
possibile definireil loro limite diretto, con i morfismi canonici

u : Homa(A/ 1, M) —— cJoIim Homa(A/ J, M).
€S

Sul gruppo abeliano colim(Homa(A/ I, M)) e definita una struttura naturale di A-modulo
destro. La famigliadi morfismi

Ug:a) °©8Aa1)" : Homa(A/ 1, M) — colim(Homa(A/ 1, M))
(dove (Aq,1)" = Homa(Aq 1, M)) costituisce un sistemadiretto perchésel < Je .7,

Ug:a © (la, |)y o (71'3)* =Uq ;a)(HomA(),a, 1y M) o HomA(nj, M))
=Uq ;a)(HomA(nj o lay 1y M))
= Ug - ay(HOMA(a, 3 © (313}, M))
=g : g(Homa(7(}:3), M) o Homa(4a, 3, M))
=Ug:g° (73iD) ° (A 0)"
=Ug.a) ° (Aa9);

e dunque & possibile definire il morfismo y, = colim(ug : o) & Aa1)"), I'unico morfismo
per cui Ja° U =Ug:a ° (Aa1)" per ogni | € .7, Lafamigliadi endomorfismi {1, |ae A}
da a colim(Homa(A/ 1, M)) una struttura di A-modulo destro: infatti, presi | € .7,
a,be A epoiché((I : b):a)=(l: ba),

Yao oo U=7%ao Ug:p o (Ap1)
=Uq:ba) © (Ao, (1:0) © (Ao,1)"
=Uq:ba) © (Aba, 1)
= %a o ul-

Inoltre, scelto un qualsiasi idedleapertoJ < (I :a) N (1 : b) N (I : a+ b) (cfr. 1.4),
(Yat ) o U =Ug:q ° (Aa |) +Ug:p) © (Ao,1)" |
=Uyo (7].2)"° (Aa )" +Use (7. 5) " (An,1)”

=Uy° [(Aa1,9) + (Z6,1,9)']
=Ujo (Ada+p1,9)
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=We (”(J| :a+b))*° (Aa+n, I)*
=Ug:a+b) © (Aasn 1)
= (Ya+b) ° U

1.7. Proposizione. Sa M € Mod-A,: allora esistono due isomorfismi di A-moduli destri
tali che M = Homa(lim(A /1), M) = colim(Homa(A/ |, M)).

Dimostrazione. Lafamigliadi morfismi
h, = Homa(p;, M) : Homa(A/ I, M) —— Homp(lim(A/ 1), M)
costituisce un sistema diretto di morfismi in quanto, sel < Je .7,

hi o (73)" =Homa(pi, M) o Homa(r};, M)
= Homa(z} ° pi, M)
= Homa(py, M)
= h;.

Allorale h, determinano un morfismo
h: colim(Homa(A/ 1, M)) — Homa(lim(A/ 1), M). Si noti che (sempre per |’ esattezza
del funtore Hom) le h, sono iniettive e che di conseguenza, poiché hy=ho u, le y
risultano iniettive. Da questo segue che anche h € iniettiva: se infatti fosse h(¢) = 0, per
una proprieta del limite diretto (vedi [6], 24.3) dovrebbe esistere un | € .#; tale che
o=u(q@), per qualche ¢ € Homa(A/ 1, M); alora 0= h(u(¢g)) =h(¢p), da cui segue
o =0e infine, ¢=0.

Per dimostrare la suriettivita di h, s ricordi che s ha A= lim(A/I) canonicamente:
alora, a ogni morfismo ¢ e Homa(lim(A/1), M) e possibile associare un unico
Ame€ Homa(A, M) (la notazione € come in 1.5), nel senso che An= ¢ o 1. Detto ora
| = Anna(m) € .%, s ha che A, s fattorizza attraverso la proiezione sul quoziente
m: A — All, cioé che esiste un morfismo yme Homa(A/ 1, M) tale che Am= ym° m.
Siadunque v = u(ym): s hache

h(y) = hui(ym) = N(Ya) = Ymo P = Ymomeo " = dmo " = @.

Ora, dal momento che la struttura di A-modulo destro di Homa(lim(A /1), M) e data
dallafamigliadi morfismi {Homa(B,, M) |ae A} (vedi 1.4), laA-linearita di h si dimo-
stra prendendo un qualsiasi ¢ = ui(¢)) € colim(Homa(A/ I, M)), e verificando che

[h e 1l(u(@) =[N % ° ul(e)
=[houg.q °€)7a, ) 1(@)
= [h(l :a) °€la, I)] ((Dl)
= HomA(la,| ° Pa:a) M) ((Dl)
= Homa(pi © Ba, M) (@)
= Homa(Ba, M) (hi(¢))
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= Homa(Ba, M) [h o u](¢1)
= [Homa(Ba, M) © h](u(¢)).

Infine, per dimostrare che h € naturale si ragioni nel modo seguente. L’isomorfismo ca-
nonico

§: M — Homa(lim(A/ 1), M), M) = Ame 07,
(vedi 1.5) e ovviamente naturale, in quanto deriva dall’'isomorfismo di anelli tra A e

lim(A/1) e dall’isomorfismo naturale di A-moduli tra M e Homa(A, M). E possibile
inoltre definire un morfismo di gruppi

¥ : M — colim(Homa(A/ 1, M)), (M) = Uim)(Cm)
dove I(m) = Ann(m) & aperto perché M e Mod-A,, € {me Homa(A/ (I(m)), M) & un
morfismo ben definito dalla posizione {(a + I(m)) = ma. Vae la pena di osservare che

preso un idedle | tale che I(m) < | < Aa, e detto (i, € Homa(A/ 1, M), {mi(@a+ 1) =ma
s hacheln = {me n]™, edunque

U(Gm 1) = [ o (2 ™) TG = Uim(Gm) = ().
Utilizzando questa proprieta e facile verificare che il morfismo © € un morfismo
naturale: infatti dato comungue un morfismo f: M — N, € ovvio che per ogni ideale |
tale che tutti i morfismi in gioco siano ben definiti sia {gm),1 =f o {m,1, da cui segue

subito il risultato cercato.
Si noti orache per ogni ¢=u(¢) € colim(Homa(A/ I, M)) s ha

o 0 (u(g) = AL +1)=Ae o 17"
conm=g@(1+1),e
h(ui(@)) =hi(e) =@ - p;
valutando i due morfismi in (a+1), € lim(A/1), s ottiene
[ o pl(@+ 1)) = @@+ 1) =m'a=Aw(@) = [Aw o 7 1((@+ 1))
e dunque, poiché in virtu della completezza di A, (a + 1), rappresenta il generico ele-

mento di lim(A/1), s pud concludere che h= 3§+ ¢, da cui segue immediatamente
(oltre @ fatto che ¢ € un isomorfismo di A-moduli) che h e naturale.

2. Un bimodulo rappresentante
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2.1. Notazioni. Si noti che lafamiglia{V,=D1(A/1) |l € .75} costituisce un sistema di-
retto di R-moduli sinistri topologici insieme con i morfismi pj = Dl(nj): alora esiste
in R-Mod il loro limite diretto, insieme con una famiglia di morfismi canonici:

rK = CIO||m(V|), j| V| —— rK.
<7,

Dal momento che ogni monomorfismo di g7 e iniettivo in virtu dell’ipotesi di chiusura
per sottomoduli chiusi, si hachei p) sono iniettivi in quanto duali di epimorfismi. Ma
alloraanchei j; sono iniettivi, perché per proprieta del limite diretto (vedi [6], 24.3),

(x)ji=0 < (x)p; =0 perqualchel <l e.%, < x=0.

Dotando K della topologia lineare forte dei morfismi j, (cioe la piu fine topologia
lineare per cui tutti i morfismi j; risultano continui), si ottiene che RgK € R-LT e che un
sottomodulo V di K & aperto se e solo se (V)j; ™ @ apertoin \V; per ogni | € ..

Definiamo inoltre su gK la cotopologia generata dai (V)] (cfr. I'introduzione): in
particolare, il cofiltro dei sottomoduli limitati di K &

/:{V< RK|V< (V|)J| 3l E%}.

Evidentemente # e chiusa per sottomoduli; quanto alla chiusura per somme finite, si
noti che comungue si prendano |, J € .7, detto H=1 " J s hache (V)ji, (V3)js < (Vh)jn
e che, dunque, questo vale anche per laloro somma.

Quando parleremo di morfismi limitati da N € g7 in K, intenderemo sempre che N
sia dotato della cotopologia massima (cioé quella generata da N stesso).

2.2. Sifiss unidede J e .5, e s prendaun qualsiasi sottomodulo chiuso V < V;. Allora
(in virtu dell’ipotesi di chiusura per sottomoduli chiusi) I'inclusione canonica
iv:V — V; e un monomorfismo di g7, e dunque il suo duae Dy(iy) € un morfismo
suriettivo di A-moduli destri. In particolare la composizione

A—T 5 AJJ—Hu 5 Dy(Vy) = DDy(A ] J) —20) 5 Dy(V)

risulta un morfismo suriettivo: in analogia a quanto fatto in I, 2.2, utilizziamo la nota-
zione provvisoria |y =ker(Dy(iv) o uasie° m). lv € dlora un ideade destro di A, ed &
aperto in quanto chiaramente €J < |y; inoltre si hache D,(V) = A/ lv.

In questo modo, a ogni sottomodulo chiuso di V; S associa un | € .%; tale che
J < | < A inoltre, se s hanno due sottomoduli chiusi tali che V < W < V3, il morfismo
duale dell’inclusione di V in Winduce un epimorfismodi A/lw su A/ly, dacui segue
che ly < Iv: insomma, questa corrispondenza inverte le inclusioni.

Si noti inoltre che, secondo questa corrispondenza, 1, = Jelo = A; inoltre, poiché gli
isomorfismi si preservano sotto I’ azione di una dualita e I’ oggetto nullo di una categoria
abeliana e unico, da |y = J (rispettivamente, |y = A) segue necessariamente V = V; (risp.
V=0).
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2.3. Lemma. Fissato un J € .55, sia (V)4 Una famiglia di sottomoduli chiusi di V;es
definiscaV =,cAV,. Allora Iy = Ziealy, -

Dimostrazione. Sial =X, AIVZ. Da momento che V é contenuto in tutti i V,, si ha che
per ogni A€ A, Iy < v, dacui seguel < Iv.

Si noti ora che, poiché anche V é un sottomodulo chiuso di V;, V € un elemento di
r%Z e dunque coincide con I’'intersezione del 'V, nel senso delle categorie (cioe: il piu
grande sotto-oggetto di V| che sia sotto-oggetto di ognuno del V). Del resto, fissato
comungue un A€ A s ha che ly, cI: esiste dunque un epimorfismo canonico

Ally, — A/l cheinduce un monomorfismo V; — V. In questo modo, V, risulta essere

un sotto-oggetto di V; edi tutti i V,: alora, per le proprieta dell’ intersezione, deve essere
V, c V. Di conseguenza, esiste un monomorfismo da V,aV, da cui segue che la
composizione di morfismi

Al IV = DQ(V) e D2(V|) = D2D1(A/ |) =A/ |,

e suriettiva: alloradeve esserely c .

2.4. Lemma. gK € dotato della topologia discreta, in quanto lo sono tutti i V).

Dimostrazione. E del tutto analoga alla dimostrazione di 1, 2.9. Si fissi un J e .%; da
momento che la topologia di V; € lineare e di Hausdorff, esiste una famiglia (V) di
sottomoduli aperti (e quindi chiusi) di V;lacui intersezione siail sottomodulo nullo. Ma
allora, per la precedente,

A: |O: |ﬂAeAVZ. :erAlvl.

Poiché 1 € A, lasommadi ideali all’ ultimo membro s riduce a una somma su un sotto-
inseme F c A finito; maaloras ha

A=2ucely =ln v = 0=y,

eadloralo 0di V;, essendo intersezione finita di aperti, risulta aperto.

SiaoraV un sottomodulo di gK. Qualsiasi sial € ., s hache (V)™ @ apertoin V,,
perché V, é discreto: ma allora, per come e stata definita la topologia di gK, V risulta
aperto in gK. Questo ragionamento vale in particolare anche per il sottomodulo nullo di
rK: aloragK e dotato dellatopologia discreta.

2.5. Lemma. Sa X un sottomodulo di gK: X e # se, e solo se, X=(V))j; per qualche
| e 7.
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Dimostrazione. Ovviamente, per definizione, se X = (V))j, alora X appartiene a . Sup-
poniamo dunque che X sia un R-sottomodulo limitato di K: alora di certo esiste un
Je F5taeche X < (V;)j; Del resto i j; sono monomorfismi ei V; e K sono discreti: al-
loras hache (VJ)JJ =V;= D]_(A/ J)

In particolare, X risulta un sottomodulo (chiuso) di V;, e dualizzando I’inclusione ca-
nonica (che risulta essere un morfismo in g% per I'ipotesi di chiusura per sottomoduli
chiusi) s trova un morfismo suriettivo A/ J — Dy(X). Allora deve esistere un | € .7,
tale che Do(X) = A/ 1, e di conseguenza sara X = D1D,(X) = D1(A/ 1) = (W)ji; del resto,
poiché tutti gli isomorfismi considerati sono naturali, si pud concludere che X = (V).

2.6. Siano ae A, | e.7; indicando con 68,1 =Di(Aa1):Vi— V., S consideri
I’'insieme dei morfismi ji.a ° 6a1: Vi — K. Notiamo che, scelto un quasiasi ideale
aperto J < (I:a) eindicando con 8,1, 3= D1(44,1,3) : Vi = V3, sl hache

jo:a° 0 1=]30 P(J| ‘a) © Oa, |
=js° Di(7) .4) © D1(%a,)
=js° DilAa1 © 7))
=js° Di(4q1,3)
=j3e 5a,|,J-

E possibile insomma definire ognuno dei morfismi della nostra famiglia utilizzando un
qualsiasi ideale contenuto in (I : @). Inoltre, questi morfismi costituiscono un sistema di-
retto: scelti dueidedli | <Je .7,

[i0:2)° 8ail °py=ia:a) ° Di(7y © Aa)
=j(:a° Di(das° 7(}'3)
=Jg:a)© P((B‘Z‘S ° 83
:j(J:a) ° 5a,J-

Allora, per ogni ae A, e  definito un morfismo R-lineare
0a=00lim(jg.a © 0a1) : K = K, che & I'unico per cui oaoji=jg.a° 0a1 per ogni
| € .. Si verificainoltre che, scelti comunquel € .55, a,be A,

(Cao ) oji=0a0°]1:p)° O,
=J(:ba) © Oa (1:b) © O,
=0 :ba) © D1(Ap,1 © Aa (1:1))
=0 :ba) © D1(Apa1)
:j(lzba) ° 50a,|
:aba°jl-

Si noti che, poiché il funtore D; & additivo, deve essere 0,1 3+ &, 1,3= Oa+b,1 3 (OgNi

volta che le scritture abbiano significato) perché un’analoga relazione vae per i A.
Allora, sceltoin.zzunJ<(l:a)n(I:b)n(l:a+b),
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(ctatom) e ji=ja:a© Oai1+ja:b)° 0o
=j3°06a1,3%]3° 01,3
=J3[6a1,3+ 61, 4]
=J3° Ga+b,1,3
=0a+b° ]I

Allora la famiglia di morfismi { o |ae A} da a K una struttura di R-A-bimodulo. Nel
resto della sezione, vedremo come tale struttura si leghi ala cotopologia di K e permetta
di individuarne alcune interessanti proprieta.

2.7. Lemma. Per ogni | € .#; e per ogni V e #, valgono e seguenti relazioni:

1 Anma((W)j) =1
2. Anng(l) = (Vi
3. AnnpAnng(l) =1, AnngAnna(V) =V,

in particolare Ka € Mod-A; ed é fedele. Inoltre si ha che

W< gKelimtato & W=Ann(l) 3le .5z <  Anna(W) éaperto
J<Anéaperto < J=Ann(V) IVes

J< Aaséchiuso < AnnpAnng(J)=J

VJ < Aa, Cha(J) = AnnpAnng(J).

No gk

Dimostrazione. (1) “=". Siaie I; dlora (I1:i))={xe A|ixe I} =A, perché | & un
ideale destro di A. Allora Va=0: i morfismi & :V, — Va € ja sono dunque morfismi
nulli, e cosi [(Vi)ji] & = [(V1)6i, ]ja= (0)ja= 0.

“<”. Slaae A\l; dlora, dad momentoche1¢ (I : a), deve essere (I : @) # A e dun-
que. essendo iniettivo, anche il morfismo A, | non € nullo. Ma aloraanche 6, # 0, e es-
sendo g iniettiva s conclude che [(Vi)jiloa=[(Vi)da1ljg:a #0. Allora ag Ann.

Al(MDIn).

(2) Dadl fatto che per ogni sottomodulo V < gK sia V < AnngAnna(V), e da (1), segue
I"inclusione “>". Per dimostrare quella opposta, supponiamo che esista un elemento
xe Anng(l) \ (V)ji. Per la solita proprieta del limite diretto, esiste un J e .%; tale che
X = (Xg)j; dlorail sottomodulo Rx + (V)i < rK € somma di limitati, e dunque limitato.
Si noti che poiché x ¢ (V))ji;, non é restrittivo supporre che sia J<I| e anzi che sia
addirittura Rx + (V))j; = (V3)j,. Dél resto, poiché [(V))J]l = Rxl + (V))jil =0, deve anche
essere | < Annk((Vs)j,) = J, che € assurdo.

(3) La prima delle due uguaglianze segue da (1) e da (2); la seconda segue da (1), da (2)
eda2.5.

22



Per quanto riguarda il fatto che sia Ky € Mod-A,, s prenda un qualsiasi x e K. Come il
solito, X=(Xy)j; per qualche Je .7; dlora Anna(X) = Anna((V))js) =J €, pertanto, e
aperto. La fedelta segue dal fatto che, essendo K = Zi[(V))ji] (cfr. sempre [6]), deve es-
sere

ANMA(K) < MNjee ANNA[(VDI] = Nz AnnaANNk(l) = Nz | = 0.

(4) SiaW limitato. Alloraper 2.5 esiste un | € .7, tale che W= (V})j; = Annk(l) per (2);
inoltre Anna(W) = | per (1), e dungue e aperto.

Supponiamo che | = Anna(W) sia aperto: allora W < AnncAnna(W) = (V))ji, cioé W,
in quanto sottomodulo di un limitato, & limitato. Inoltre, se W= Annk(l) con | aperto, W
e evidentemente limitato per 1a (2).

(5) SlaJe .. Allora, per la (2), Anng(J) € limitato, e per la (3), J € annullatore di un
limitato.

Supponiamo che J sia annullatore di (V))j; con | € ., (non restrittivo per 2.5); alora,
J=Anna((V))j1) = AnnaAnng(l) = | & aperto.

(6) Evidentemente, poiché Ka € un modulo discreto, qualsiasi annullatore e chiuso in
guanto intersezione di chiusi; I’ unica implicazione interessante e pertanto la“=". Ora:
se J e chiuso,
J = Cha(d) = Ny, @+1)
(esi noti chei J+ | sono tutti ideali aperti); alora, passando agli annullatori, si ha
Anng(d) = Anng(N .- (3 +1)) = Zi(Annc(d +1));

J < AnnpAnng() < Anna(Zi(Annk(J +1)))= N,. AnnpAnng(J +1) =
= ﬂle.’:/; (‘J+ I) =J

(7) Da momento che K & un modulo topologico discreto su A, I’annullatore in K di un
modulo e quello della sua chiusura coincidono; alora (indicando con J= Cha(J) la chiu-
suradi J) dovraessere J = AnnaAnng(J) = AnnaAnng(J).

2.8. Lemma. A e canonicamente isomorfo all’ anello degli endomorfismi limitati di K
Bend(rK) ={ @ € End(gK) | VYV €4, (V)@ € #}.
Dimostrazione. Ovviamente ogni o, € limitato perché, per ogni | € .7,

(M)iNaa=((V1)0a,1) ja:a < (Va:a)ig:a €4
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Sia dungque ¢ € Bend(rK), e si prenda un | € .&,. Da momento che ¢ € limitata, deve
esistere un ideadle aperto 1" € .7, tale che ((V)ji)¢ < (Vi+)ji+; ma alora, essendo le j
iniettive, ¢ induce un morfismo ¢, : V| — V)~. Va immediatamente notato che anche le
¢ individuano ¢: efacileinfatti convincersi che deve essere ¢ = colim(j= ° @).

Dualizzando i morfismi ¢ si trovalafamigliadi morfismi v : A/1" — A/l; dlora
a ¢ resta associata la rete (a), dove a € un rappresentante della classe immagine di
1+1° tramite y; (cio& wi(1+1%)=a +1). Vogliamo ora dimostrare che la stringa
(& + 1), € un elemento di lim(A/1): cid equivale a dimostrare che, presi due qualsiasi
| <Je .7, saa —aje J, ovvero che per ogni H < I" N J* aperto sia commutativo il
diagramma

y AlT All

—
nl*/ 4
|

AlH T

T ‘]H*\ 4}

Al ———= Al

Del resto, e commutativo se e solo se lo e il suo diagramma duale, che e il bordo
esterno di

Vie < V

O
Py
i+ Ji
i |
VH $ K %(L K pJ
jr IR
H
Py (O}

Vy < V,

E facile vedere che quest’ultimo diagramma & effettivamente commutativo: infatti, i
triangoli commutano per definizione dei morfismi j; (e di limite diretto), e i quadrati
commutano per come sono state definite le ¢. Ma allora, per lacompletezzadi A, esiste
un ae Atale che per ogni | € .7; Siaa—a; e |: in particolare da questo segue che per
ogni | € .5, Slayi = 44,1, 1+ edunque che @ = d, |, 1+. Segue che

@=colim(jj« o @) =colim(jix © 84 1,1+) =colim(j . a) © 6a1) = Ca.
2.9. Definizione. Diremo che gRK hala proprieta di estensione dei caratteri (abbreviato,
che gK ha la E.P.) se presi comunque due moduli M, N € gZ e un monomorfismo

i : M — N, per ogni morfismo continuo e limitato f : M — K esiste un morfismo conti-
nuo elimitato ¢ : N — Ktalechegpoi=Hf.
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2.10. Lemma. rK hala proprieta di estensione dei caratteri.

Dimostrazione. Poiché f e limitata, deve esistere un | € . per cui Im(f) < (V)j,; dloraf
induce un morfismo g: M — V, il cui duale sara chiamato g* : A/ 1 — Dx(M). Eviden-
temente g* €individuato dam=g'(1 + 1), perchég’(a+ 1) = g'(1 + )a= ma; inoltre non
& restrittivo supporre che sia | = Anna(m) perché, essendo | < Anna(m) =ker(g”), g° s
fattorizza attraverso il morfismo n,LnnA(m).

Do(i) & duae di un monomorfismo: alora, in quanto epimorfismo di Mod-A,, € su-
riettivo. Sia dunque n € Dy(N) tale che D(i)(n) = m; detto J = Anna(n) € possibile defi-
nire il morfismo ¥, : A/J — Dy(N), ¥(1+J) =n. Inoltre, essendo D,(i)(n) = m, deve
essere J < |, ed & evidente che sia g" o 7 = Dy(i) o ¥%. Ma dlora deve vaere una
relazione analoga per le funzioni duali: sara alora Dy(d%) o i=p; o g. Si conclude
alorache

jse Dy(B) e i=jso p) e g=jiog=H,
cioécheil morfismoj; o Di(%%) : N — K estende f tramitei.
2.11. Lemma. Sanone N, V < gK" limitato, f : V — K un R-morfismo limitato. Allora
f s estende a un morfismo ¢ : K" — K.

Dimostrazione. Primadi procedere con la dimostrazione vera e propria, ricordiamo (cfr.
I"introduzione) che la cotopologiaindotta da # sul prodotto € la seguente:

V<gK'limitato & Ve VixVoxxV, (Vie /) & (me s, i=12, ..,n

dove 7 : K" — K indica I’i-esima proiezione. Dimostriamo ora latesi per induzione su
n.

n = 1. In virtt di 2.5, devono esistere due ideadi I, J aperti di A tai che V= (W),
Im(f) = (V3)js. In particolare j; (rispettivamente, j;) € un isomorfismo traV eV, (risp. tra
Im(f) e V3); in questo modo f induce un morfismo g: V|, — V;, es hache g individua f
perchéf=j;0 goj ™ D resto, detto w: A/J — A/l il morfismo duale di g, deve es-
sere w= A4, 5 dove a é un qualsias elemento di Atadechea+ | =y(1+J). Maadlora,
pOiChéf:jJ o 5a,|,J o j|_l,

foji=jse 5a,|,J=j(|:a) ° 01 =0Cac ],
cioe il morfismo o, (che, come giavisto, € un endomorfismo limitato di K) estendef.

n > 1. Scriviamo K"=K!@ K" ®, con le rispettive proiezioni 71 e y» e sa
V' =V K" D Allora, dadl momento che per i=2, ...,n s ha (Vo)7 < (V)7 € #, e che
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fiy € limitata perché Im(fy) < Im(f), per ipotes induttiva fy, si estende a un morfismo
limitato g : K"~V — K.

Definiamo ora y: V+ K" Y - K, (v+X)w= (V)f + (X)g; v & ben definita perché
evidentemente gy = fy, € limitata perché lo sono f e g e estende f per definizione. Defi-
nito alora W= (V)ys, risulta V+K" Y=w® K" ?; inoltre W & limitato perché
X1=m1, € gw € limitata perché Im(gw) < Im(g) Allora gw S estende a un qualche
o, - K = K, edi conseguenzail morfismo o, @ w € limitato e estende g, dunque estende
f.

2.12. Definizione. Diremo che gK € un b-autocogeneratore se scelti comungue un nu-
mero naturale n € N, un sottomodulo limitato V e 7 eun x e K"\ 'V, esiste un morfismo

R-lineare elimitato ¢ : K" — K tale che (V) =0 # (X)¢.

2.13. Lemma. rK € un b-autocogeneratore.

Dimostrazione. Induzione su n. Se n=1, alora in virtu della 28 s cerca un
ae Anna(V) tale che xa# 0. Ora, poiché per la 2.5 esiste un | € .7, tale che V= (W),
per la 27 Anna(V)=I; se per ogni iel fosse xi=0 alora sarebbe
x e AnngAnna(V) =V contro le ipotesi.

n> 1. Scriviamo, come nella precedente, K"=K* @ K"~ 2 con proiezioni y: e y2; in
queste notazioni, scriviamo x=(a,b). E evidente che Vo=V K! e Vo=V KO~
siano sottomoduli limitati, rispettivamente, di K* e K"~ ?; inoltre, poiché x ¢ V, non &
essenzia mente restrittivo supporre a ¢ V. Distinguiamo alora due casi:

Seb ¢ (V)x2, da momento che anche (V)2 € limitato esiste per ipotesi induttiva un
morfismo limitato y: K" Y 5 K tale che (V)y)w=0#=(Xw. Il morfismo
¢ : K" — K definito da ¢ = v o y, hadunque le caratteristiche vol ute.

Seinveceb e (V)y», esisteun ce K taleche (c, b) € V; dlorax=(a-c, 0) + (c, b),
da cui s deduce che deve essere a—c ¢ V; (atrimenti sarebbe x € V). Esiste alora un
fe Bendg(K) tade che (V)f=0=(a—c)f. S definisca ora yw:V+K!— K,
(v+ Kw=(Kf; aloray é limitato (perchélo éf) e V)y=0, XYy =(a—c)f #0. Per la
precedente, v si estende aun morfismo limitato ¢ : K" — K cherealizzalatesi.

3. Rappresentazione del funtore D,
3.1. SaNe r7; lafamiglia { Chomg(N, V)) || € .75} costituisce evidentemente un si-
stema diretto di gruppi abeliani insieme con i morfismi (p)). = Chomg(N, p}) (cfr.

2.1). Alloraesisteil loro limite diretto colim(Chomg(N, V,)), con i morfismi canonici

& : Chomg(N, V|) —— colim(Chomg(N, V)))
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In base a considerazioni del tutto identiche a quelle giafatte in 2.1, siai (p))- chegli &
devono essere morfismi iniettivi di gruppi abeliani.

Anche colim(Chomg(N, V,)) possiede una struttura naturale di A-modulo destro. La
famiglia di morfismi &; .4 o€ 1)+ : Chomg(N, V}) —— colim(Chomg(N, V;)) (dove
(0a, 1)+ indica Chomg(N, 85, 1)) costituisce un sistema diretto perché, sel < Je .7,

Ea:a) o€ 1)+ © (P)): = &1+ 2)(Chomg(N, &,1) > Chomg(N, p3))
= &1.a(Chomg(N, &1 ° p}))
= &1 a(Chomg(N, p{}:2 © &4 1)
= &1:9(Chomg(p(y'%), M)  Chomg(&,, 5, M))

=&1:a° (P((]lg))) ° (8a, 9)+
= é(J:a) o (0a, 2)+;

e dunque € possibile definire il morfismo &, = colim(& . a) ©& 84 1)+), I"'unico morfismo
per cui a0 & =&q.q o&a 1)« per ogni | € 4. Le verifiche del fatto che la famiglia
{ea|ae A} diaa colim(Chomg(N, V|)) una struttura di A-modulo destro sono identiche
aquellesvoltein 2.1: pres comunguel € .55, a, b e A, epoiché((l : b) : a)=(l : ba),

€ao & o & =¢€° &i:n)o (O 1)
=& :ba) © (Oa,(1:0))= © (O, 1)
= &1 :ba) © (Oba,1)-

= &pa © §|;

inoltre, scelto un qualsiasi idedleapertoJ < (I :a) N (1 :b)n (I : a+b),

(€a+ &) ° & =Cn:a)° (8a1) + &by © (Gp,1)-
=& (P(Jl ca))x° (8a,1)« + o (P(J| b))+ (8b,1)-
=&30[(8a1,2)+ + (8,1, 9):]
= §J ° (5a+ b,I,J)*
= ‘5\] ° (p(JI :a+b))*° (Ga+b,1)-
= g(l ca+h) © (5a+ b, I)
= (€a+b) © él-

3.2. Si scelgano due moduli M e Mod-A; € N € g7; dlora la dudita D (abbreviando
comeil solito (vy)”* = Chomg(vn, D1(M))) induce un isomorfismo naturale di gruppi abe-
liani

||v|, N - HomA(M, Dz(N)) e ChomR(N, Dl(M)), ||v|, N((p) = Dl((D) ° VN.
In particolare, per ogni | € .7 (e scrivendo |, y invece di 14/ N per semplificare la nota-

zione), essendo V,=D;(A/ 1), i gruppi abeliani Homa(A/ I, D2(N)) e Chomg(N, V) sono
natural mente isomorfi.
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Da questo segue anche, in particolare, chei rispettivi limiti diretti siano naturalmente
isomorfi come gruppi abeliani: infatti la famiglia di morfismi & o I, \ costituisce un si-
stema diretto perché V¢ € Homa(A/ J, D(N)), ricordando chei |, y sono naturali,

[& o line (7)) @) =[& ° I nl(@e 7))
=& o Dy(ry) © I3 n(9)
=& o pyelan(e)
=[& o (P;)*](U, N(P))
=[S0 1o Nl(9).

Alloraesiste il morfismo | =colim(é < |, n), che risulta essere un isomorfismo in quanto
limite diretto di isomorfismi (cfr. [6], 24.4). Del resto, entrambi i limiti diretti
possiedono una struttura naturale di A-moduli destri: da questa considerazione
scaturisce il seguente

3.3. Lemma. Comunque s scelga Ne g7, colim(Homa(A/ 1, Do(N))) € naturalmente
isomorfo a colim(Chomg(N, V,)) come A-modulo destro.

Dimostrazione. Rimane ormai solo da dimostrare che I'isomorfismo | sia A-lineare: ma
quasiasi sial € .7, ricordando chel; y € naturale e che 6, =D1(A4, 1)

€aclou=gro&oln
= §(| ca) © (66\, D« o N
= &1:a) © Chomg(N, 83,1) © Ii,n
=&i:a) © lg:a),n © HOMa(Aa 1, D2(N))
=loug.a° (Aa1)
:| o '}/a o ul-

3.4. Lemma. Per ogni N e g7, colim(Chomg(N, V,)) = Bchomg(N, K) con un isomorfi-
smo naturale di A-moduli destri.

Dimostrazione. Per ogni | € .75, sia gy = Chomg(N, j;) : Chomg(N, V|) — Bchomg(N, K).
Va da sé (da momento che i j; sono i morfismi canonici del limite diretto dei V, e
dunque commutano coni p}) chei g costituiscano un sistema diretto di morfismi e che
quindi esista il loro limite diretto g = colim(g-
1) - colim(Chomg(N, V|)) — Bchomg(N, K).

g € iniettivo perché lo sono le g, per esattezza del funtore Chom: se infatti si sceglie
0+ ¢ € colim(Chomg(N, V), essendo ¢ = & (¢) per qualche | € .7, deve essere anche
q(e) = q(&i(¢)) = qi(¢n) # 0. Ancora piu facilmente si vede che q € suriettivo: se un
morfismo y e Bchomg(N, K) e | € .7, é tale che Im(y) = (V))ji, w induce un morfismo
¢ € Chomg(N, V)), taleche w=j, o ¢ = qi(¢n) = q(&(¢)). Inoltre, per ogni | € .7,

[Homg(N, o) © ] o & =Homg(N, o) © q
= Homg(N, o) o Chomg(N, j))
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= Chomg(N, o5 © j;)

= Chomg(N, j(i:a) © 6a1)

= Chomg(N, jq : a)) © Chomg(N, &, 1)
=(q:q ° (0a, 1)+

=(qe° é(l :a) o€ 66\, |)*

=[go & gl

e dungue il morfismo g & un morfismo di A-moduli. E evidente inoltre che se
f:N' — N,

dé(@eoN)=a(@eN=jiogof=a(pm)-of

e, dungue, che g € un isomorfismo naturale.

3.5. Coroallario. Il funtore D, € equivalente al funtore Bchomg(—, Ka), € Ka € un cogene-
ratore di Mod-A,.

Dimostrazione. Basta comporre traloro gli isomorfismi naturali g, | e 9 di cui s é par-
lato, rispettivamente, in 3.4, 3.2 — 3.3 e 1.7. Da questo segue immediatamente la
seconda parte dellatesi, come mostrato in I, 1.2.

3.6. Osservazione. Vae la penadi notare che fino a questo punto non & ancora stata uti-
lizzatal’ipotesi di chiusuradi g% per prodotti topologici, in perfetta analogia con il caso
esaminato nel capitolo I.

4. Rappresentazione del funtore D,

4.1. Lemma. Definendo il funtore Hom®. (-, RK) come in |, 3.2, si ha che i due funtori
Bchomg(—, Kp) : R-LT —— Mod-A,; € Hom® (-, rRK) : Mod-A; —— R-LT sono vi-
cendevolmente aggiunti sulla destra. In dettaglio: se M € Mod-A; e N e g%, le posi-
zioni

¥ : Homa(M, Bchomg(N, K)) —— Chomg(N, Hom? (M, K)), (N)f%)(m) = (n)(f (M))
& : Chomg(N, Hom® (M, K)) —— Homa(M, Bchomg(N, K)), (n)(g5(m)) = ((n)g)(m)

definiscono due isomorfismi naturali di gruppi abeliani inversi I’uno dell’ altro.
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Dimostrazione. Evidentemente i due morfismi sono naturali e vicendevolmente inversi.
Altrettanto ovviamente tutte le linearita del caso sono rispettate, e cioé f” & R-lineare,
(n)f’ & A-lineare per ogni n € N, eccetera

Per ogni g e per ogni me M, g‘s(m) e limitata e continua: infatti si vede che

ker(@(m)) ={ne N|0= (n)(g°(m) = (Ng)(M)} = g (W({m}))
e dunque e aperto, e chelo € anche
Anna(Im(g®(m)) ={ae A|Vne N, 0= (n)(g(m)a= ((ng)(ma)} 2 Annx(m) € .=

Allora, ricordando la2.7, si conclude.
Inoltre, per ogni f, f’ & continua: se F & un sottoinsieme finito di M,

() W(F)) ={ne N[0 = ((n)f’)(F) = (n)(f (F))}
={ne N|Vme F, (n)(f (m)) =0}

= Nime eker(f(m))

che é intersezione finita di aperti, e dunque aperto.

4.2. Lemma. Sano (M), € K moduli di Mod-A,. Allora I’isomorfismo canonico

¥ : Hom§ (®:M;, K) — ITreaHom§{ (M, K), @) = (@ i)aea
€ un isomorfismo topol ogico.

Dimostrazione. Si noti subito che I’inverso dell’isomorfismo ¥ € il morfismo che porta
unafamiglia di morfismi nel loro morfismo codiagonale. Esprimiamo ora due prebasi di
intorni di zero per i due gruppi abeliani in questione: esse sono date dai

W'((X2)2) = { @ € Homa(®,M, K) | o((X1)2) = O}
W'(x, 1) ={(B)1 € ILicaHom® (M;, K) | B;(x) = 0}

a variarerispettivamente di (x;), in ®;M,, di 1 in A edi xin M.
Si definisca (xa)x = iz (x); dlorase e W'((X1)1),

(P () =[aeiz]l(¥)=o((x:)2) =0

cioe (o) € W"(x, 1): alora ¥ é continua. Sia viceversa (x;), € @;M,, € S supponga
che supp((Xx)2) = {41, ... An}. Per ogni i esistono (e sono unici) gli x;€ M, per cui

(%2)2 = Zi[i;, (%)]; prendendo (B:)x € NW"(x, 4), si ha

[codiag(B)]((x4)2) = [codiag(BA)] (Zili 5, (%)]) = Zil B, ()] =0

cioé codiag(By) € W'((x1),). Allora ¥ & un isomorfismo topologico.
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Si noti che nel caso in cui gKa Sia un bimodulo, le topologie in gioco sono di
R-moduli sinistri, allora ¥, essendo R-lineare, risultain questo caso un isomorfismo to-
pologico di R-moduli.

In modo analogo a questa proposizione se ne dimostra un’ atra, piu nota, per cui se si
ha un epimorfismo di moduli topologici f: M — N, il morfismo Chom(f, K) é
un’immersione topologica di Chom(N, K) in Chom(M, K). Anche in questo caso, se K &
un bimodulo, I'immersione topologica rispetta le strutture di moduli dedotte da K.
Questi due fatti ci permettono di dimostrare che:

4.3. Lemma. Qualsiasi saM e Mod-A,, Hom? (M, K) € r7.

Dimostrazione. Sia (M) <4 un sistema di generatori per M; per ogni A € A s definisca
I,=Anna(my). Allora esiste un epimorfismo f: ®,(A/l;) > M; di conseguenza
Hom® (M, K) risulta essere un sottomodulo di Hom?R (®;(A/1,), K), ed & chiuso in
guanto sottoinsieme completo di uno spazio di Hausdorff.

Si noti orache, qualsiasi sial € .7, HomR (A/1, K) é discreto perché A/ | e ciclico;
alora I’isomorfismo canonico astratto tra A/ 1 e Anng(l) risulta essere un isomorfismo
topologico: in particolare si pud concludere che per ogni | € .7, esiste un isomorfismo
topologico tra HomQR (A/ 1, K) e V,. Applicando anche il precedente lemma, s ha che
esiste un isomorfismo topologico

HomR (®4(A/15), K) = I ieaHom} (A7 15, K) = I TacaV, ;

alora HomQg (M, K), in quanto sottomodulo chiuso di un prodotto topologico dei
V| € r#, éun elemento di g% in base aleipotesi di chiusura.

Si noti che, analogamente a quanto visto nel capitolo |, sarebbe sufficiente supporre
che g7Z contenga tutti i prodotti topologici dei V,; anche in questo caso, pero, tale con-
dizione é equivalente alla nostra perché, dal momento che ®,(A/ 1) & evidentemente un
generatore di Mod-A, (0, equivalentemente, in base alla 2.10), il prodotto topologico dei
V, deve essere un cogeneratore di g% .

4.4. Lemma. |l funtore D; € naturalmente isomorfo a Hom® (-, rK).

Dimostrazione. Segue immediatamente dalla 4.1, dalla 4.3 e dall’ unicita dell’ aggiunto.
Possiamo orariassumerei risultati delle prime quattro sezioni nel seguente

4.5. Teorema. Sano A, R; anelli topologici; siano Mod-A, la categoria degli A-moduli
destri discreti topologici, e gZ una sottocategoria (piena) di R-LT chiusa per

sottomoduli topologici chiusi e prodotti topologici (cfr. I, 2.1 e, 3.1). Supponiamo che
sia data una dualita
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D,

D= (Dl, Dz): MOd-AG : RZ .
D2

Esistono allora allora un bimodulo gRKa € una cotopologia # su gK tali che:

a) rK éun R-modulo topologico discreto, b-autocogeneratore e dotato della E.P.
b) Ka €fedele su A e cogeneratore di Mod-A

eladualita D & naturalmente isomorfa alla dualita

Hom?} (-,K)
Dk = (Hom}, (-, K), Bchomg(—, K)): Mod-A, > B
Bchomg(—,K)

5. Complementi

5.1. Definizione. Un modulo Ne R-LT s dira #-compatto se esistono una famiglia
(Va)aea di sottomoduli limitati di K (cioé tali che V, € # per ogni A€ A) e un isomorfi-
smo topologico traN e I1.-AV;, dove guest’ ultimo sara dotato della topologia prodotto
delle topologie discrete.

Indicheremo inoltre con #(#) la sottocategoria pienadi R-LT i cui oggetti sono tuitti
e soli i moduli #-compatti.

5.2. Lemma. g7 = #(4).

Dimostrazione. Poiché in virtu di 2.5 tutti i K-compatti limitati sono elementi di g7, le
ipotesi di chiusura permettono di concludere che g% 2 #(#).

Siadunque N € g#; da momento che D & una dualita e che vale 4.4, esiste un mo-
dulo M € Mod-A, tale che N = Hom} (M, K). Ripetendo ora lo stesso ragionamento se-
guito nelladimostrazione di 4.3, segue che Hom} (M, K) € #(~), cioé che gz < #(~).

5.3. Teorema. Nelle stesse ipotesi di 4.5, i seguenti asserti sono equivalenti:

a) Ogni epimorfismo di g7 € suriettivo

b) Ka € iniettivo in Mod-A,

c) Ogni V, € linearmente compatto discreto
d) g% < R-LC.

Dimostrazione. (a) = (b): sano M, Ne Mod-A;, e sia dato un monomorfismo
j:M — N. L’epimorfismo duae di j € proprio Homa(j, K) ed & suriettivo per ipotesi:
aloraKp einiettivo in Mod-A,.

(b) = (¢): s fissi | € .74, e sia 7= (k) + Va)ica Una famiglia di varieta lineari di V,
dotate della proprieta dell’intersezione finita. Confondendo V, con la sua immagine
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(V)i <grK, per ogni Ae A s ha che V, < (V) € limitato, e dunque che |'ideale
I, =Anna(V,) éaperto. Alloras puo definirein Mod-A, il morfismo

f:2aea(ln/ 1) — Ka, f(Zacr(izn +1)) = Zacr(Kai ).

[l morfismo f & ben definito: supponendo che X)cri; = Z,crj, (comein I, 2.10 non & re-
strittivo supporre che si sommi sullo stesso insieme di indici), scelto un elemento

ke Micr(ky + V),

f(Zacriz) = Zacr(Kiz) = K(Zacriz) = K(Zperi) = Zuer(Ki ) = Fucri);
inoltresei, =j; (mod1,) ek, =h, (mod V,) s ha

kaiz—hija=ki(iz—ja) + (kn —pja = Vala=0.

Ma se Ka € iniettivo in Mod-A,, f si estende a un morfismo ¢ € Homa(A/1,K) =V, e
alloradetto ko= (1 + |) e scelti comunque AL € A, i € |, s ha

Kain=1(i2) = ¢(i2) = koiz

cioe ko = k; modulo Annk(1;) = Anng(Anna(V3)) = V,, cioe ko € Nyca(ky + V).

(c) = (d): segue direttamente dalla 5.1.

(d) = (c): ogni V, é discreto come dimostrato in 2.5.

(¢) = (b) (criterio di Baer): siano A= | € .7, f e Chomy(l, K). Poiché f & continua e
K é discreto, J = ker(f) € .7, eil morfismo g: A/J — K indotto daf stain Mod-A,. Si
noti che, dal momento cheil caso | = J e banae, si pud supporreJ<1.

Siano V=Anng(l), W= Anng(J); nel caso a cui ci siamo ristretti s ha V <W. Dal
momento che AnnaAnng(J) = J, VXe W\ V esisteun as € | \ Jtale che xax # 0= Vay; in
questo modo ayx subordina un morfismo ¢ : W/ V — Wa, < K. Ovviamente, poiché A
agisce su K per endomorfismi limitati, Way € un sottomodulo limitato di K e come tale e
(isomorfo @) un elemento di g7; dlorail morfismo diagonale delle ¢, da un’iniezione

0 WIV— [TewwWa,.

Da momento che W e linearmente compatto discreto, anche W/ V 1o &; si indichi con Z
il modulo W/ V dotato della topologia debole delle ¢y. Evidentemente Z € di Hausdorff
e linearmente compatto: allorarisulta un sottomodulo chiuso del prodotto topologico dei
Way, e di conseguenzaZ € g% . Allorala successione esatta

05V sW_2 37 50
stain g%, con my evidentemente suriettiva; la sua successione duale in Mod-A, &

0 — Bchomg(V, K) —— Bchomg(W, K) —— Bchomg(Z, K) — O.
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Del resto, dal momento che A = Bendg(K) e che valela 2.11, esistono degli isomorfismi
canonici Bchomg(V, K) = A/ 1, Bchomg(W, K)=A/J. Di conseguenza deve essere
Bchomg(Z, K) = 1 / J, e la successione esatta my, iy deve essere isomorfaa

0 — Hom® (A /1, K) FomamiK) o pom® (A7 J, K) Fomalin K)o HomP (173, K) — 0

In particolare si ha che Homa(i; ; 5, K) deve essere suriettivo in quanto isomorfo a my; ma
allorag s estende tramitei;;; aun morfismo y e Homa(A/ J, K), e dunque f si estende
ayo m.

(b) = (a): siano dati due moduli gM, grN € g%, e un epimorfismof: M — N; il mor-
fismo Dy(f), duale di f, & alora un monomorfismo di Mod-A,, cioé un morfismo
iniettivo. Dal momento che Homa(—, K) €& esatto per ipotesi, alora, il morfismo
Homa(Dx(f), K) risulta un morfismo suriettivo; del resto per 4.4 Homa(D2(f), K) &
naturalmente isomorfo a D1D,(f) e, poiché D e una duaitad, DiD(f) € naturamente
isomorfo af. Alloraf deve essere suriettivo.

5.4. Osservazioni. Non e restrittivo supporre che K sia fedele su R: infatti, in virtu del
lemma 5.2, Anng(K) annullatutti i moduli di g7 .

Non & nemmeno restrittivo supporre che la topologia di R coincida con la
K-topologia 1k, cioé la topologia che ha per base di intorni gli annullatori dei sottoin-
siemi finiti di K. Infatti, da momento che la K-topologia e la meno fine che rende K mo-
dulo topologico discreto su R, T deve evidentemente essere piu fine di 7«; del resto, an-
cora per 5.2, la K-topologia rende topologici tutti i moduli di g%. In particolare, dal
momento che abbiamo supposto che gK siafedele, R; risulta essere di Hausdorff.

Infine non e restrittivo supporre che R sia completo, perché essendo K discreto, evi-
dentemente #(#) risulta compostadi moduli completi.

5.5. Proposizione. Nelle ipotesi di 4.5 e con le convenzioni stabilitein 5.4, R; e g%. In
particolare, se Ka € iniettivo, R; € linearmente compatto.

Dimostrazione. La seconda parte dellatesi segue immediatamente dalla prima e dal teo-
rema 5.3; la prima parte seguira se dimostreremo che R; & topologicamente isomorfo a
End?R (K), che éil duale di Kae Mod-A,. In virtt della precedente, supporremo che R;
siacompleto, chesia 7= 1« e cherK siafedele.

Sia dunque ®:R;— EndR (K) il morfismo canonico dato dalla struttura di
bimodulo di K (cioé&: [(r)w](K) = rk). o einiettiva perché

ker(w) ={r € R|0=[(nNw](K) =rK} = Anng(K)
e K e fedele. Inoltre, w e continua e aperta sull’immagine, perché per ogni sottoinsieme

finito F ¢ K s ha che (Anng(F))w < W(F), e per ogni o= (Nwe W(F) nIm(w) s ha
cherF =[(r)w](F) =0, e dunque (Anng(F))w = W(F) N Im(w).
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Poiché R; & completo, inoltre, Im(w) é chiusa; rimane alora solo da verificare che
Im(w) e densa in End} (K). Siano dunque ¢ € Enda(K) e F ={x, ..., X;} un qualsiasi
sottoinsieme finito di K; si definisca

V= R(Xl, . Xn) < RKn.

V risulta un sottomodulo limitato di K", perché Anna((V)7) = Anna(Rx) = Anna(x) € #
qgualsiasi siai; supponiamo che I’ n-upla (¢(xy), ..., ¢(X,)) non appartenga a V. Allora per
la 2.13 esiste un morfismo limitato o : gK" — rK tae che

(X1, oy Xn) = 0 # (0(X1), ..., O(Xn)) 0.

Del resto, per la proprieta universale della somma diretta e per la 2.8, esistono
ay, ..., a, € Atali che per ogni (Y, ..., Yn) € K" sia(yy, ..., yn)or = Zi(yia); maallora

0% (o(x1), ..., p(%n)) = Zi(p(X)a) = P(Zixia) = @[ (X, ..., Xn) 0] = ¢(0) =0,

assurdo. Allora (¢(xy), ..., p(%)) € V, cioé esiste un r € R tale che per ogni i =1, ..., n
sao(x) =rx. Maadlora(nNwe ¢+ W(F).

5.6. Osservazioni e definizioni. Si ricordi che una delle condizioni equivalenti della
compattezza lineare € la seguente: un modulo M,, & linearmente compatto se, e solo se,
per ogni famiglia filtrante decrescente (Ls)sca di sottomoduli aperti di M, il morfismo
canonico

M — lim l\%
SeA S

e suriettivo (infatti, questo equivale a chiedere che M sia completo per ogni topologia
meno fine di u: cfr. [4], V, 2.1). Cercando di adattare queste considerazioni alla catego-
riaMod-A,, si hotaimmediatamente che e possibile trovare un modulo M e unafamiglia
(Ls)s di suoi sottomoduli aperti tali che ognuno dei quozienti M/ Ls appartenga a
Mod-A, senza tuttavia che il loro limite inverso sia un modulo discreto: s pensi ad
esempio ad A stesso.

Tuttavia, ogni modulo astratto Ma contiene sottomoduli che risultano A,-moduli di-
screti topologici, come per esempio il sottomodulo nullo. Viste le proprieta di chiusura
di Mod-A,, ha dunque senso parlare del massmo di questi sottomoduli, ed é facile
rendersi conto che esso coincide con il sottomodulo di o-torsione di M, definito da

t(M)={me M |Anna(m) € .5} .
Evidentemente un modulo discreto e un elemento di Mod-A; se, e solo se, M =t4(M). In
particolare, dato un sistema inverso (Ms)sca di A-moduli discreti topologici, e possibile

definireil loro o-limite inverso ponendo

lim°(Ms) = to(lim(My));
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s noti che lim°(M;y) & proprio il limite inverso calcolato nella categoria Mod-A,.
Motivati da questo, diremo che un modulo M € Mod-A,; € o-linearmente compatto se
per ogni famigliafiltrante decrescente (Ls)sca di suoi sottomoduli, il morfismo canonico

M —— lim°(M / Lg) = ts(lim(M / Ls))

(che & ben definito perché Mod-A,; € chiusa per immagini omomorfe) risulta suriettivo.
Evidentemente ogni modulo linearmente compatto e anche o-linearmente compatto e
dunque quest’ ultima e una proprieta piu debole della prima.

Si noti orache, in base ale proprieta di chiusura della classe dei moduli linearmente
compatti, un anello completo A, & linearmente compatto se e solo se [o sono tutti i quo-
zienti A/ | con | ideale aperto di A. In base a questa considerazione, diremo che I’ anello
completo A, e auto-linearmente compatto se ogni A/ | € o-linearmente compatto.

5.7. Proposizione. S la categoria Mod-A, ammette una dualita come nelle ipotesi dei
Teorema 4.5, allora A, € auto-linearmente compatto.

Dimostrazione. Sia | € .%, e (Is)sca una famuiglia filtrante decrescente di ideali
| < ls< Aa. Si definiscano V=Annk(l) e, per ogni 6 A, Vs=Anng(ls). | Vs costitui-
scono una famiglia filtrante crescente di R-sottomoduli limitati di K, e Vs <V per tutti i
o€ A;dlora

W= colim(Vs) = Zsa(Vs) <V,

cioé anche W e un sottomodulo limitato di K (cfr. 2.7) e dunque (per la 2.5 e ancora per
la 2.7) W= Anng(J) dove J=Annk(W) € .%,. Indichiamo con js: Vs — W le inclusioni
canoniche, che svolgono ancheil ruolo di morfismi canonici del limte diretto. Inoltre, in
modo del tutto analogo a quanto visto in 1.6, i Bhomg(Vs, K) costituiscono un sistema
inverso di A-moduli discreti topologici.

Si definisca orail morfismo naturale (e canonico)

¥ : Bhomg(W, K) —— lim(Bhomg(Vs, K)), @)= (o js)seas

in pratica ¥ e il limite inverso della famiglia di morfismi (¢ © js)sca, Che costituiscono
un sistema inverso perchéi js sono i morfismi canonici del limite diretto.

Il fatto che ¥ sia ben definita segue dal fatto che Im(¢g < js) < Im(¢), e dunque i
morfismi ¢ o j5 sono in effetti limitati; inoltre ¥ e iniettiva, perché essendo W= XZsVs),
se tutte le composizioni ¢ o jssono nulle deve essere ¢ = 0.

Studiamo ora I'immagine di ¥. Se (¢s)sca appartiene a Im(Y¥), dlora esiste una
¢:W— Klimitatataleche Vé e A, ps= ¢ ° j5; maaloras halm(¢s) < Im(¢) eallora

Nsca ANNA(IM(@5)) 2 Anna(Im());
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ma ¢ € limitata, dunque Anna(Im(¢)) € aperto, e aloral’intersezione degli annullatori in
A delle immagini delle ¢s € un ideale aperto di A. Viceversa, supponiamo che
(9s)sca € lim(Bhomg(Vs, K)) sia tale che (sa Anna(Im(@s)) € .7, dlora il morfismo
o=colim(ps) (che esiste per la proprieta universade del limite diretto e perché
Bhomg(Vs, K) < Homg(V;, K)) etale che

ANNA(IM(9)) = ANNAEAM(9g)) = [Nsca ANNa(IM(@g)) € F.

Questo permette di concludere che
IM(¥) = {(@s)sca € lim(Bhomg(Vs, K)) | Neca Anna(Im(es)) € .7} .

S noti ora che tramite gli isomorfismi canonici di A-moduli Bhomg(V, K)=A/l,
Bhomg(Vs, K) = A/ |5, Bhomg(W, K) = A/ J, che esistono in base a 2.8 e 2.11, il morfi-
smo ¥ puo essere letto come un monomorfismo @: A/ J — lim(A/ls). Si noti inoltre
che se un morfismo Vs — K corrisponde alarestrizione di un as e A (che resta indivi-
duato ameno di Anna(Vs)), alora

Anna(Im(ps)) = Anna(Vsas) = {xe A|Vsasx=0} ={xe A|asxe Anna(Vy)}
=(ls: a).

Del resto, vedendo as+ 15 come elemento di A/ ls (I5: as) € evidentemente proprio
I"annullatorein A di as + |5, di conseguenza,

IM(@) ={(as+ 1)s imA/ 1) | MNscaAnna(@s+15)e) = Nscalls: as) € .55}
=lim°(A/ly).

Questo, poiché @ e iniettivo, dice che A/ J e isomorfo alim°(A/ |s): maalora, compo-
nendo tale isomorfismo con la proiezione canonica ﬂ]] (che esiste, perché ovviamente e
| <J) s ottiene un epimorfismo A/l — lim°(A/ ls). Per I’arbitrarieta di (15)s, alora,

A/ risulta essere o-linearmente compatto, e per I’ arbitrarieta di | si conclude che A; e
auto-linearmente compatto.

5.8. Proposizione. Nelle ipotesi del Teorema 4.5, se A, € linearmente compatto allora
per ogni sottomodulo limitato V di K, risulta Bhomg(V, K) = Homg(V, K). In partico-
lare, A= End(gK) canonicamente.

Dimostrazione. Se A, € linearmente compatto, allora ogni A/ | risulta linearmente com-
patto: per ogni famiglia filtrante decrescente (Is)sca di idedi | < 15 < Aa, il morfismo
canonico

All— lim(A/1y)

risulta suriettivo. Del resto, questo morfismo é definito nello stesso modo del morfismo
canonico verso il o-limite inverso lim°(A/ I): risulta alora evidente che deve essere
lim°(A/1s) =lim(A/ls), cioe che deve essere lim(A/ 15) € Mod-A,.
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SiaV e #, eindichiamo con (Fs)sca la famiglia filtrante crescente dei suoi sottomo-
duli finitamente generati; evidentemente si haV = s a(Fs) = colim(Fs). Per ogni 6 A
s definisca |1s= Anna(Fs); dal momento che Kx € Mod-A,, deve essere | s € .75, dunque
in particolare (cfr. 2.7) ogni Fs e limitato. Inoltre, dal momento che la classe dei moduli
finitamente generati € chiusa per immagini omomorfe, per ogni 6 A s ha
Bhomg(F s, K) = Homg(F s, K). Si hadunque la catena di isomorfismi

Bhomg(V, K) = A/ 1 =lim(A/ ls) = lim(Bhomg(Fs, K)) = lim(Homg(Fs, K)) =
= Homg(colim(Fs), K) = Homg(V, K).

Del resto, poiché Bhomg(V, K) < Homg(V, K), tale isomorfismo € in realta un ugua
glianza.

E evidente che la seconda parte della tesi segue dalla prima e dalla 2.8: infatti, se
ogni morfismo da un limitato di K in K & limitato, ogni endomorfismo di K risulta
limitato sui limitati, e dunque Bend(rK) = End(rK). Vale la pena di notare, comunque,
che I'isomorfismo non € necessariamente topologico dotando End(gK) della topologia
della convergenza puntuale. In effetti, come conseguenza della 2.7 si ha che latopologia
che A; induce su End(gK) e quella della convergenza sui limitati, che (dal momento che
ogni f.g. e limitato) risultain generale piu fine della K-topologia.

6. Esempi
Un esempio generale

Supponiamo che il bimodulo gKa induca la dualita Ag tra le categorie Mod-A e
% = % (rK) (notazioni comein 1, 3.5). In particolare, allorasi hanno i funtori

D; =HomQ (-, rK) : Mod-A —— 7
D, = Chomg(—, Kp) : g7 —— Mod-A.

Indichiamo con Py il modulo A* dotato della topologia prodotto delle discrete: una base
di intorni di zero per P e data alloraal variare di F trai sottoinsieme finiti di X dai sotto-
moduli W(F) = Ny gker(m), dove m : A — Aindical’ x-esima proiezione.

I modulo Pa ha una struttura naturale di bimodulo topologico sull” anello topol ogico
Bs = Cend"(P») degli endomorfismi continui di P, dotato della topologia della conver-
genza uniforme. Una base di intorni di zero per B e data al variare di V trai sottomoduli
aperti di P dagli idedli destri AV)={¢pe Cend(Pa) | Im(p) < V}; in redta come &
facile capire, la base di intorni formata dagli ideali _A(W(F)), con F sottoinsieme finito
di X, definisce su B la stessa topologia.

Nel caso in esame, dal momento che P=A* B risulta essere canonicamente
isomorfo all’anello RFx(A) della matrici a righe finite e coefficienti in A, in modo che
I’azione di B su P e definitada

iBxXxP—— P, (axy)x,yeX : (ax)xeX = (zye Xaxyay)xex

38



(I’ ultima sommatoria esiste perché qualsiasi siax, oy = 0 per quasi tutti gli y). In queste
notazioni, allora, per ogni sottoinsieme finito F c X, I"ideale AW(F)) risulta essere co-
stituito dalle matrici che hanno le x-essime righe nulle per tutti gli xe F.

Evidentemente, la categoria Mod-A coincide con la categoria Mod-Ay dei moduli to-
pologici discreti sull’anello A dotato della topologia discreta. Allora (cfr. [1], 6.2) il bi-
modulo gPa induce un’ equivalenzatra Mod-A e Mod-Bg data dai funtori

F = Choma(gP, -) : Mod-A —— Mod-Bg
G=- ® Pa: Mod-Bs—— Mod-A

(il smbolo & indicail completamento di Hausdorff del prodotto tensoriale: per una de-
finizione piu rigorosa dei smboli si rimanda comunqgue a [1]). Inoltre il bimodulo gPa
gode delle seguenti proprieta:

a)d variare di | tragli idedi aperti di Bg, la chiusura IP di IP in P costituisce una
base di intorni di zero per Pp;

b) per ogni | < Bg aperto, G(B/1)=P/ IP;

C) per ogni L < Pa aperto, P/ L éfinitamente generato.

Componendo questa equivalenza con ladualita A s ottiene ladualita E = (E;, E,), dove

E1=D1 o G=HomQ ((- ® Pa), rK) : Mod-Bg —— g7
E> =F o D, = Choma(gP, Chomg(—, Ka)) : &7 —— Mod-Bg.

Si definisca ora gH = colim(Ey(B /1)) (dove, ovviamente, si calcola il limite diretto al
variare di | tra gli ideali aperti di Bg): H possiede una struttura canonica di modulo
destro su B (cfr. 2.6) ed e possibile dotare RHg della cotopologia in cui i sottomoduli
limitati sono gli annullatori in H di ideali aperti di B (cfr. 2.7). Per il teorema 4.5, alora,
H rappresentala dualita E in modo tale che E; = HomR (-, rH), E> = Bchomg(—, Hg).

Si noti che per laproprieta (b) di P,

H = colim(Ey(B /1)) = colim(D1G(B / 1)) = colim(HomR (P / 1P, K)),
e che per la proprieta () di P, dal momento che ogni morfismo continuo ha nucleo
aperto (si confrontino anche 1.5- 1.7), &

colim(Hom?R (P / 1P, K)) = Choma(P, K).

Del resto, dal momento che Pa= A* ha la topologia prodotto delle discrete e K & di-
screto, ogni morfismo continuo P — K deve annullare quasi tutte le componenti: allora
esiste un isomorfismo canonico Choma(P, K) = K®.

Si noti che & definitain modo canonico I’ azione di B su K™ in questo modo:

.. K(x) XB—— K(X), (ky)yeX : (O‘Xy)x,yex = (ZXE kaaxy)yex

e che questa & una buona definizione: poiché il supporto di (ky)yex € finito e ogni riga di
(ony)xyex € finita, il supporto dell’ ultima sommatoria, che € contenuto nell’ insieme defi-
nitoda{y e X| oy =0 per qualchex e supp((ky)yex)}, deve esserefinito.
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E possibile inoltre verificare che gli isomorfismi canonici appena visti rispettano le
strutture di bimodulo, cioé che effettivamente gHg = Choma(sP, rK) = (RK®)e. Si noti
allora che e possibile descrivere i sottomoduli limitati di H in questi due modi: seV e un
sottomodulo aperto di P e F € un sottoinsieme finito di X,

Anny(AV)) ={¢ e Choma(P, K) [0= ¢(AV) - P) = o(V)},

Annu(AW(F))) = { (k)yex € KO [0= (k)y - AW(F))}
={(k)yex € K® |k =0 Vye F}.

Utilizzando I'isomorfismo di bimoduli tra grHg e Choma(gP, rRK) vogliamo ora
dimostrare che il bimodulo H rappresenta effettivamente il funtore E, (e quindi, per
aggiunzione, ladualita E): scelto un qualsiasi N € g7 s definiscano infatti

1 Choma(P, Chomg(N, K)) —— Bchomg(N, Choma(P, K)), ((n)fl’)(p) = (N)(f (p)),
0 : Bchomg(N, Choma(P, K)) —— Choma(P, Chomg(N, K)), (n)(g‘s(p)) = ((n)g)(p).

Dal momento che 6 e ¥ sono evidentemente vicendevolmente inversi, e che risultano
B-lineari seguendo un ragionamento del tutto simile a quelli svolti in precedenza (cfr.
1.7), per dimostrare che E; = Bchomg(—, K) & sufficiente dimostrare che 6 e ¥ sono ben
definiti.

Vogliano dunque vedere che f” e g° sono continue, che f” & limitata e che, per tutti
gine Nepe P, g%p) e (n)f’ sono continue. Si ha:

ker(f’) ={ne N|(N(f (P)) = 0} = ) _, ker(f (p));

del resto, dal momento che f e continua e che di conseguenza ker(f) € aperto, per la pro-
prieta (c) di P il modulo quoziente P / ker(f) deve essere finitamente generato: esistono
alorain P dei py, ..., pn tai che P=ker(f) + pi/A+ --- + prA. Ma da questo segue evi-
dentemente

Moo ker(f (0)) = [ ker(f (p)

p=1

perchél’inclusione“c” € owvia, e se n appartiene all’ intersezione finita a secondo mem-
bro, dal momento che esistono g € ker(f) eay, ..., a, € Atali chep=q+ Zipia, s ha

(N (p)) = ((F (q + Zipiay)) = (N)(F (@) + Zi(n)(F ())& = 0.
Alloraf” & effettivamente continua. In modo analogo,
ker(@) ={pe P(NQ)(P) = O} = ., ker(g(n);
ma poiché g € limitata, per come e definitala cotopologiadi H deve esistere un sottomo-

dulo aperto V di P tale che per ogni ne N, (V)(g(n)) =0. Allora ker(g‘s) contiene V, e
dunque e aperto. Inoltre si ha
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Anng(Im(f?) = {b e B | (N)(f (bP)) = 0}
—{be B|bPe ker(f)}
= Aker(f))

e dunque f’ & limitata. E infine evidente che

ker(@’(p)) = {ne N | ((Mg)(p) = O} = ker(g)
ker((n)f*) ={p e P (N)(f (M) = 0} = ker(f)

ecioeche g‘s(p) e (n)f” sono continue per ognine N, pe P.

Abbiamo allora mostrato che il bimodulo H definisce effettivamente una dualita Dy
con il significato visto nel teorema 4.5. Nel seguito, studieremo un caso concreto di
dualita come quelle appena esaminate, e ne ricaveremo atre interessanti informazioni.

Un caso particolare

Sia p un intero primo fissato; il gruppo abeliano K = Z(p™) puod essere visto come
R-A-bimodulo sugli anelli R; = (J,, p) e A= J, (il primo dotato della topologia p-adica, il
secondo astratto) e come tale induce la “dualita di Lefschetz-Kaplansky-MacDonald”
(cfr. [4], V, 4) che e unadualita A« trale categorie Mod-A e g7 = Z(rK) (cfr I, 3.5).

Utilizzando il procedimento appena descritto per X=N, s ottengono I'anello
B = RF, (Jp), dotato della topologia che ha per base di intorni di zero gli ideali AW(F))
delle matrici con le F-esime righe nulle, e il bimodulo RHg = Choma(Jy", Z(p™)), con gH
dotato della cotopologia generata dai sottomoduli Anngy(AV)) a variare di V trai sotto-
moduli aperti di J,". Si noti che, come gia detto sopra, poiche J," & dotato della topolo-
gia prodotto delle discrete esiste un isomorfismo canonico di bimoduli tra gHg e
(rRZ(P™)")g; una base per il cofiltro dei limitati di H & dataalloraal variare di F trai sot-
toinsiemi finiti di N dai sottomoduli B(F)={(x)ie H|x=0 Vi e F} = (Z{E"))jr
dovejr indical’iniezione di K™ in K™ definita nel modo canonico.

Denotiamo con (c"); per ie N un sistema di generatori di Z(p™) tali che
pc! Y = c%e pc® = 0; un sistema di generatori per H pud essere alora scritto come
(cy; n, dove si & posto ) = (M), (e jn & I'n-esima iniezione canonica). Per quanto
appena detto, il sottomodulo By = (Z(p”))j1 = (c” |i € N & un sottomodulo limitato di
H, e dunque appartiene alla categoriarz . Si definisca orail morfismo ¢ : B; — H cosi:

())g=c’
(@)p=¢” + ¢
(@Me=c?+ &+

(™= Y.

i+j=n+1

Evidentemente ¢ € ben definito e, in quanto morfismo di p-gruppi abeliani, € un
Jo-morfismo. Allora ¢ appartiene a Chomg(B,, H), maé evidente che ¢ non é limitata.
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Da questo esempio s ricavano alora due importanti conclusioni. La prima (dal mo-
mento che B; € g%#) é che esistono bimoduli H per cui il funtore Bchomg(—, Hg) non
coincide con il funtore Chomg(—, Hg) e che dunque questo lavoro ha effettivamente ge-
neralizzato |la teoria nota sulle dualita indotte da bimoduli. La seconda (come diretta
conseguenza della proposizione 5.8) € che esistono anelli auto-linearmente compatti ma
non linearmente compatti, e che dunque la nozione di auto-compattezza lineare e
effettivamente piu debole di quelladi compattezza lineare.
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