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Sommario

Quando un’onda gravitazionale viene prodotta da una sorgente distante, molti effetti
possono modificare la sua propagazione nell’universo. Per esempio, una distribuzione di
massa lungo il cammino puo dare origine ad effetti di scattering (o lensing) gravitazionale
o all’effetto Sachs-Wolfe integrato (quest’ultimo in analogia a quanto avviene per la
radiazione cosmica di fondo). Lo scopo finale della tesi ¢ quello di studiare questi due
effetti e di discutere quali informazioni si possono ricavare sulla struttura dell’universo
dalle caratteristiche dell’onda. Prima verranno linearizzate le equazioni di Einstein per
avere un’idea di cosa siano le onde gravitazionali nello spazio piatto, poi si generalizzera
il procedimento in una metrica generica e si applichera il risultato ottenuto per studiare
gli effetti dello scattering e Sachs-Wolfe integrato.
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Introduzione

La base matematica per la teoria della relativita generale é costituita dalle equazioni di

campo di Einstein:
1 8¢

R, — 59#,,}% = CTTW' (1)
Attraverso di esse si interpreta la gravita come una manifestazione della curvatura dello
spazio-tempo, la cui sorgente & costituita dal tensore energia-impulso. Sono delle equa-
zioni per le componenti g,,, del tensore metrico, ma non sono lineari e ci6 comporta che la
ricerca di una soluzione generale per una distribuzione generica di materia sia analitica-
mente intrattabile. Si possono trovare soluzioni solo per sistemi fisici molto semplificati,
percid, per spiegare modelli fisici realistici, si cercano delle soluzioni approssimate. Spes-
so si sfrutta un approccio perturbativo, ovvero si suppone di conoscere una soluzione
esatta delle equazioni e la si perturba con una piccola variazione. Tipicamente si sceglie
come metrica imperturbata la metrica di Minkowski e si espandono le equazioni al primo
ordine nella perturbazione. Questo metodo risulta spesso ragionevole, ma ci sono feno-
meni che richiedono un approccio migliore e pitt generale. Ad esempio, un altro modo di
procedere ¢& quello di tenere ordini superiori al primo e di risolvere le equazioni non lineari
per la perturbazione. L’approccio che seguiremo in questa tesi ¢ quello di considerare
una generica metrica imperturbata, in generale diversa da quella dello spazio piatto [3].

Uno dei risultati pitt eclatanti della relativita generale é il fatto che le equazioni di
Einstein prevedano ’esistenza di onde gravitazionali, analoghe in qualche maniera alle
onde elettromagnetiche che discendono direttamente dalle equazioni di Maxwell. Esse
sono oscillazioni del tessuto spazio-temporale e costituiscono il mezzo con cui si propaga
I'informazione gravitazionale e in quanto tale la loro velotica & pari a quella della luce.

Le sorgenti di onde gravitazionali sono principalmente di due tipi: astrofisiche e co-
smologiche. Le sorgenti cosmologiche sono quelle che hanno generato onde gravitazionali
nell’universo primordiale. Esse hanno un range di frequenze molto ampio e uno spettro
di tipo stocastico. Le sorgenti astrofisiche invece sono quelle che producono onde gravi-
tazionali grazie al loro moto. La propagazione di qualsiasi tipo di onde gravitazionali é
modificata dalla presenza di disomogeneita nell’'universo. Se ad esempio un’onda gravi-
tazionale attraversa una distribuzione di massa, la sua forma puo cambiare per effetto
dello scattering (o lensing) gravitazionale o per effetto Sachs-Wolfe integrato, in manie-
ra analoga a quanto succede con le onde elettromagnetiche. Lo studio di questi effetti ¢
dunque importante perché mostrano come le onde gravitazionali non trasportino soltanto
informazioni sulla sorgente, ma anche sulla materia attraversata.



Resta comunque il problema della loro rivelazione e questo principlamente perché i loro
effetti sono decisamente piccoli. Per tipiche sorgenti astrofisiche, la massima deformazio-
ne in termini di lunghezza che si puo aspettare di ottenere sulla Terra ¢ di % ~ 10721,
Questo significa che una lunghezza L = 1 km varierebbe al limite di AL = 1076 cm in
seguito al passaggio di un’onda gravitazionale [1]. Nonostante questo, la loro esistenza
¢ stata provata in passato, seppure indirettamente, grazie allo scoperta del sistema bi-
nario di pulsar PSR B1913+416 da parte di Hulse e Taylor [12] e alla successiva analisi
da parte di Taylor e Weisberg sulla perdita di energia [13]. Recentemente ¢ anche ar-
rivata la prova diretta, grazie ai potenti interferometri laser [14]. In particolare, LIGO,
Iosservatorio statunitense di onde gravitazionali, ha rivelato, per ben due volte finora,
onde gravitazionali provenienti da sistemi binari di buchi neri. La sorprendente riuscita
dell’esperimento apre le porte ad una nuova indagine dell’universo.

Lo scopo finale di questa tesi & quello di studiare gli effetti dovuti a disomogenei-
ta nell’'universo sulla propagazione di un’onda gravitazionale. Nel primo capitolo verra
trattata la linearizzazione delle equazioni di campo di Einstein in approssimazione di
campo debole, ottenendo ’equazione delle onde gravitazionali nello spazio piatto vuoto.
Nel secondo capitolo, si espanderanno le equazioni di Einstein attorno ad una generi-
ca metrica imperturbata. I risultati ottenuti verranno applicati nel terzo capitolo per
studiare lo scattering di un’onda gravitazionale da parte del debole campo gravitaziona-
le di una massa puntiforme. Nell’'ultimo capitolo verra analizzato 'effetto Sachs-Wolfe
integrato per le onde gravitazionali.



Capitolo 1

Linearizzazione delle equazioni di
Einstein

In questo capitolo procederemo con la linearizzazione delle equazioni di Einstein sot-
to 'approssimazione di campo debole, la quale prevede che la soluzione possa essere
scritta come somma della metrica di Minkowski pit una perturbazione infinitesima, fun-
zione del punto. Con questo presupposto, mantenendoci solo al primo ordine, otterremo
un’equazione lineare per la perturbazione. Studieremo poi le trasformazioni di gauge e
sfrutteremo ’ambiguita che esse comportano nella scelta di una soluzione, per arrivare
all’equazione delle onde gravitazionali, scrivendo poi la soluzione generale.

Questo metodo risulta efficace per lo studio di molti fenomeni, ma ci sono problemi che
richiedono un approccio diverso e pitt generale, come quelli che studieremo piti avanti.
E comunque utile analizzarlo visto che cid che faremo nel capitolo successivo si pud
considerare una generalizzazione dello stesso procedimento.

Adotteremo, per tutta la tesi, la segnatura (—, +,+, +) per la metrica di Minkoswki.

1.1 Approssimazione di campo debole

Consideriamo le equazioni di Einstein

1 &G
e = et = =7

92 T;un (11)

dove T}, sono le componenti del tensore energia-impulso, 7, del tensore di Ricci e
R = R%, ¢ la sua traccia, G ¢ la costante di gravitazione universale e c ¢ la velocita della
luce.

Scriviamo le componenti del tensore metrico g, come:

g,ul/($) = N + huy(x)7 (12)

dove 1), sono le componenti del tensore metrico di Minkowski e h,,, le componenti della
perturbazione tale che |h,, | < 1. Imporre questa forma della metrica significa adottare
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I'approssimazione di campo debole. Volendo che g*’g,, = &', al primo ordine nella
perturbazione si ottiene la corrisponente equazione per le componenti controvarianti:

¢ (@) = — W (). (1.3)

Per linearizzare le equazioni di Einstein, si esplicitano tutti i termini presenti nella (1.1)
in funzione della metrica (1.2), fermandosi al primo ordine in Ay, .

Il tensore di Ricci si ottiene dal tensore di curvatura Ry, = R, che a sua volta si
scrive in funzione dei simboli di Christoffel, determinati univocamente dalla metrica.

Ry, = RY,,, = 0,17, — 0,1%,, + 14, 1% —T0 17, ,

1
F’yaﬁ = 5976 (80496,8 + 8595(1 - 85gaﬁ) .
Linearizzando la (1.1), si ottiene

167G
00yl + Oy, — B,0,1°, — 8,00, — 1 (Th — D,0,h77) = —CLLLTW, (1.4)

dove O := 9,,0" l'operatore d’Alambertiano. L’equazione si semplifica se si introduce la
traccia inversa hy,, definita come:

1
h,uzx = h,uu - inuuha

che ha traccia opposta ad hy,. Infatti, dato che n¢, = 4, si ha:

h:=

>

= h% — 2h% = —h% = —h.

(e
[e%
Dalla (1.4), si ottiene un’equazione semplificata per h :

. - . - 167G
Ol + N 0p0shP7 — 0,0,hF, — 0,0,h", = —— T (1.5)
L’equazione puo essere ulteriormente semplificata se si effettua un opportuno cambio di

coordinate infinitesimo.

1.1.1 Trasformazioni di gauge

Se prendiamo una generica trasformazione di coordinate z# — z'#, allora il tensore
metrico nelle nuove coordinate si pud scrivere come:

ozt Ox”

9270 9aP da'*da'® = Gopda’ ',

ds? = Judatdx” = g,

da cui:
ox¥ ox"

op = Guv Oz’ Oz'B" (1.6)
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Ci interessano trasformazioni di coordinate infinitesime che si possano scrivere come
/
2=t o+ € (2),

con |£#] dello stesso ordine di |h*¥|. In questo caso, fermandoci al primo ordine in * e
hyw, si ottiene

< ) N | TR 0 o

gr'e — T ggla T T B oyle T T @ ('W< O Pyl

> ~ 0, — 0u8",
e quindi, inserendo questo risultato nella (1.6),

Jop = Guv (0%, — 0a€M) (0" — 0E") = (1w + hyu ) (8%,0"5 — 0%,0€" — 6"30€")
= Naf + haﬁ - 6&55 - aﬁgcw

dove &, = 1,,§”. Definiamo la perturbazione nelle nuove coordinate come
h;w = hy — 0,6 — 0,8, (1.7)

La trasformazione lascia invariata la forma della metrica g,, nel senso che questa ¢ di
nuovo scrivibile come la somma tra la metrica dello spazio piatto e una perturbazione
dell’ordine di hy,. In pit, ¢ facile vedere che, se hy, ¢ soluzione della (1.4), allora anche
h;w lo &. C’¢ dunque un’ambiguita nella scelta della soluzione delle equazioni linearizzate.
In altre parole, la stessa situazione fisica ¢ descritta allo stesso modo da infinite soluzioni
della (1.4) legate da trasformazioni che soddisfano la (1.7). In relativita generale, queste
trasformazioni sono dette di gauge, in analogia all’elettromagnetismo in cui, se esiste un
quadripotenziale A, che ¢ soluzione delle equazioni di Maxwell, allora ne esistono infiniti
altri che descrivono la stessa situazione fisica e che differiscono per il gradiente di un
campo scalare 0,¢.

Fin qui abbiamo considerato trasformazioni di coordinate che lasciano invariata la for-
ma della metrica (1.2). Vediamo ora come si ottiene lo stesso risultato per le componenti
controvarianti. Tenendo conto della (1.3), si avra:

g/aﬁ _ g,uzz ax/a axlﬁ

Oxt dzv’

ox'

oxt

g/a,B ~ naﬁ o ha,B + aaé-/o’ + aﬁga’

e si definisce analogamente

~ (5% + 0,87,

e

E bene notare che si possono alzare e abbassare gli indici di un tensore dello stesso
ordine di h rispettivamente usando n*” e 7, invece che g*” e g,,. Per esempio si puo
scrivere [1]:

Y, = g" hey = (N7 — hH9 ) hgy = NP hgy.

Questo vale anche se la metrica imperturbata é diversa da quella di Minkowski.
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1.1.2 Equazione delle onde gravitazionali

Per semplificare la (1.5), possiamo fare una trasformazione di gauge h — h' e scrivere la
nuova equazione in termini di A’*¥. Vediamo come trasforma la traccia inversa, tenendo
conto della (1.7) e alzando opportunamente gli indici:

_ 1 1
h/,uz/ — h/uu _ 57],u,uh/ — h,ul/ _ 8“5” _ 8l/£u _ 57],11,1/(h _ 28,y€’y) —
— R _ OHEY — OV Er + nwaygv_

Derivando rispetto a x*, rinominando gli indici muti nell’ultimo termine e tenendo conto
che le derivate parziali commutano, si ottiene:

DM = 9, — Og”.
Se si sceglie £¥ di modo tale che
0¢” = a,h", (1.8)

I’equazione si semplifica ulteriormente (gauge di Lorenz). Questa scelta si pud sempre
fare perché la (1.8) ammette infinite soluzioni. Cosi facendo si ha dunque

Ouh™ =0 (1.9)
e si ottiene ’equazione semplificata:

afm — 167TGTW
ct ’

che nel vuoto (T* = 0) diventa l’equazione delle onde gravitazionali:
an'™ = 0. (1.10)

L’equazione delle onde é un’equazione alle derivate parziali e ammette infinite soluzioni.
Fisicamente pero la soluzione che cerchiamo si deve annullare all’infinito e, nel caso
specifico, deve essere simmetrica per scambio degli indici i e v e deve soddisfare i vincoli
imposti dalla scelta della gauge. Ad ogni modo, per trovare la soluzione generale, si pud
pensare di risolvere la stessa equazione per un campo scalare ¢, imponendo il vincolo
all’infinito, e di aggiungere poi alla soluzione scalare gli indici delle componenti di un
tensore.

Risolvendo O¢ = 0, si trova la soluzione generale come integrale di overlap di onde
piane [2] (c=1): \

@) = gz | G 7ol + ).
dove € & una funzione complessa, "c.c." indica il complesso coniugato del primo termine
e k & un quadrivettore tale che k* = |k| = w. La soluzione generale della (1.10) sara
allora della forma:

3 Ny N7
R () = (271r)2 /Rg dQ—j(elk ma b (k) + c.c.), (1.11)
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dove, per semplicita di notazione, & stato rimosso da I'apice "’ ".

E facile perod accorgersi che soluzioni che soddisfano il vincolo imposto dalla gauge di Lo-
renz, sono legate da infinite altre con lo stesso senso fisico, e questo grazie a trasformazioni
di gauge residue del tipo

h;W = h;uz - auCu - 81/(;“

con (, dello stesso ordine di hy, e tale che O(, = 0. Possiamo quindi sfruttare questa
ulteriore ambiguita nella scelta della soluzioni per imporre un altro vincolo sulle compo-
nenti e"”. Scegliendo opportunamente le componenti di (,, si puo fare in modo che la
soluzione sia a traccia nulla, di tipo spazio, e trasversale (in inglese: transverse-traceless
gauge, o abbreviato T'T' gauge).



Capitolo 2

Onde gravitazionali nello spazio
curvo

Nel capitolo precedente abbiamo linearizzato le equazioni di campo di Einstein sotto
I’approssimazione di campo debole, ovvero scegliendo come metrica imperturbata quella
di Minkowski. Un’approssimazione del genere risulta efficace per la maggior parte dei
fenomeni ma ovviamente non & un approccio generale. Se ad esempio vogliamo studiare
come distribuzioni di massa nell’'universo modifichino la forma delle onde gravitazio-
nali, dobbiamo considerare la loro propagazione nello spazio curvo e quindi la metrica
imperturbata deve essere diversa da quella piatta.

In questo capitolo seguiremo un procedimento che ¢é la generalizzazione del caso piatto:
espanderemo le equazioni di Einstein a partire da una metrica imperturbata generica.
Seguendo [3] e sfruttando risultati di geometria differenziale, otterremo un’equazione li-
neare per la perturbazione della metrica in forma covariante, ovvero indipendente dal
sistema di coordinate scelto. Dopo aver generalizzato le trasformazioni di gauge, scrive-
remo l'equazione trovata in una forma tale che questa possa essere semplificata a dovere,
a seconda del problema da risolvere.

2.1 Perturbazioni in una metrica generica

Vogliamo risolvere le equazioni di campo di Einstein (1.1) cercando una metrica g, tale
che g, — 1 per r — +oo. Assumiamo che 7}, possa essere scritto come la somma di
due termini

Ty =T + 0Ty,

)

dove T,Sg) ¢ tale che le equazioni per g, con solo T,Sg ammettano una soluzione esplicita

per gy, = ngJ. Di conseguenza

— %T(O) (2.1)

1
0 0) p(0

v iguu

10
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dove ng,) ¢ il tensore di Ricci costruito solo a partire da ggf,). Prendiamo poi 67}, tale

Lo si . 70 . he dia oriei iccol zioni di I
che Sla una correzione per uv € assumilamo che dla origine a piccole variazioni di guy- n
(0)

altre parole, imponiamo che all’equazione per T, = T,/ + 671}, corrisponda la soluzione

G = ngJ + 09w, con 09, <K gfg,). L’equazione per dg,, in termini di 07, e della

metrica imperturbata g, si puo ottenere da una variazione della (1.1):

1 G
(RLOJ + 5Rul/) - 5[9;SOV)R(O) + 5(9/WR)] = 7(2&9 + 5T,U«l/)7
che, per la (2.1), diventa
1 o 887G
ORu — 55(9uvg Rag) = 75Tm~
da cui
1 1 1 8rG
OR,, — §5gw,R(0) — ggg)y)(Sgo‘ﬁRag — iglg?,)g(o)aﬁéRag = CTéTW. (2.2)

Visto che il tensore di Ricci si scrive in funzione dei simboli di Christoffel come
Ry = R%,, = 0.1, — 0,19, + 17, 1%, —T" . T%,,
possiamo ricavare la sua variazione:
OBy = 0(0aT) = 80T G0) + 0T T%0) = 00T,

La variazione perd commuta con le derivate, visto che non agisce sulle coordinate, e
quindi si ottiene

SRy = 0a(0T%,,) — 0,(6T%,) + (17, T%,,) — 5(r€m *)- (2.3)

Vediamo ora come sia sempre possibile eseguire un cambio di coordinate locale che annulli
i simboli di Christoffel.

2.1.1 Sistema di riferimento localmente piatto

Sia V la connessione di Levi-Civita sullo spazio-tempo €2 con metrica g,,. Un set di
coordinate locali identifica una base locale del fibrato tangente T'Q2, data da {e, :=
Ou}pu=0, 1, 2, 3- Analogamente per il fibrato cotangente {e/ := dx#},—¢, 1,2, 3. Allora, per
definizione, i simboli di Christoffel sono dati da

VQH (61,) - I_‘puyep.

Eseguiamo adesso localmente un cambio di coordinate z# — z/#. 1 vettori delle basi dei

fibrati trasformano come
oz’ ox?
/ /
et = v e =

oz nT P
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Allora si ha che

oz'? oz”
F/p/u/ = e/pveL (6;/) = Ox° e’ eib(weT) =
oz’ 0z oz'P o%xT
= 920 ¢ ox'v ve;‘(eT) + 0x° c7er dx'dT
_ 0x'P 0xT Oxf ox'P 0%x7

= ve T ? T =
8m”e ox'v oz’ (er) + 83:"6 c ox'Hozv

02 9™ Qac _,  O2'P O%af

0z Ox/v Oz’ T Ox© da'hOxV’
E sempre possibile quindi eseguire un cambio di coordinate tale che I"Z,, = (. Basta
richiedere che

(2.4)

ox'P 9%z 91’ da° 02" _,

O0x° Oz'rdx™ —  Ox° Ozt dz™ T
L’espressione (2.4) ci fornisce un ulteriore risultato: vista la presenza del secondo termine,
i simboli di Christoffel non costituiscono le componenti di un tensore. Se perd avessimo
una differenza di simboli di Christoffel, allora il problema sarebbe risolto. Si avrebbe

infatti

ox'P 9z Ox°
I p P _ o o
F(l),uz/ B I_‘(2),u1/ T 9T Oxv 81./;;( (1)er F(2)67’)'

2.1.2 Un’espressione covariante

Torniamo all’espressione (2.3). E adesso chiaro che si possa scegliere un sistema di
riferimento localmente piatto in cui i simboli di Christoffel si annullano. Di conseguenza,
nelle nuove coordinate, abbiamo

OR,, = 9,(0T"},) — 0,(6T"5,).

Ora pero 51“’,% ¢ un tensore e, nel sistema di riferimento piatto, possiamo sostituire la
derivata parziale con la derivata covariante. Si ha dunque un’espressione per la varia-
zione del tensore di Ricci che é invariante per qualsiasi cambio di coordinate, quindi
indipendente dal sistema di riferimento scelto:

0 Ry = Va(0l,) = Vi (01,), (2.5)
dove la derivata covariante ¢ fatta ovviamente rispetto alla metrica g,&ol,).

Analogamente si puo scrivere la variazione per i simboli di Christoffel, prima nel sistema
di riferimento localmente piatto, ovvero

1
5F/ZV = igl(O)pU(all/(ég:w') + 8;;(591//0') - 8{,(591“,)),

poi, di conseguenza, in forma covariante:

1 g
0% = 59 (Ve, (0940) + Ve, (0905) = Ve, (0guv))-
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Per questioni di formalita, scriviamo V, := Ve, hy := g, € bt == g"*Sgay, h == h%,
ecc. Allora la (2.5) diventa:

1
2
Se ora sostituiamo la (2.6) nella (2.2) e usiamo la relazione [3]

5gaﬂ — _59W59(0)7a9(0)6ﬁ7

si ottiene un’equazione per hy,, la perturbazione della metrica, in termini di 67}, la
perturbazione del tensore energia-impulso:

VaV*huw) = ViV hua) = VuV*(hoa) + V.V, h + g/(f,),) [Van(haﬁ) — Vo Veh|+
167G

—hm,R(O) + g}(LOV) hagR(O)O‘B — ;

0T .
(2.7)
Se il tensore energia-impulso non perturbato TL(L?,) viene preso uguale a zero, allora 7,
risolve la (2.1) e la (2.7) si riduce all’equazione linearizzata (1.4).
A questo punto, per semplificare la (2.7), si pud procedere in maniera analoga al ca-

so piatto, ovvero eseguendo un opportuno cambio di coordinate infinitesimo che lasci
invariata la forma della metrica g, .

2.1.3 Trasformazioni di gauge

Procedendo come nel capitolo precedente, in seguito ad una trasformazione infinitesima
di coordinate del tipo
ot =t 4 ¢ (x),

con ¢ infinitesimo, si ottiene un’espressione per la metrica nelle nuove coordinate:
Ghu(@) = gu(@) — giN0,E° (2) — gD (),

dove ricordiamo che
g (@) = ) (x) + by (@)

Adesso vogliamo che g, (z') = gg,),) (z') + h,,(2') e, visto che gl(fl),) (z) = ggl),) (2 — &) ~

g,(f,),) () — 8ag,(fl),)§o‘, si ha che hy,, trasforma come

My (@) = hyw (@) — giR0LE () — 910 0,6% (x) — Dagl)E° ().

Il risutato ottenuto si puo scrivere in una forma piti conveniente. Sfruttando la formula
per la derivata covariante di una 1-forma differenziale, ovvero

Vu(gu) = augu - F(Lu‘fm
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che Vg = 0 e che i simboli di Christoffel in relativita generale sono simmetrici, si ha che
I O 950 0, +0ag )€™ = 0y (gfE )+ 0950 €M) B0 (g€ —Bu(9S2)E" +0algi) 6™ =

Ou(gi€™) + 0u(ge™) — 20 Q7 gflE™ = V(&) + V(&)
e quindi
(@) = Ty (2) = Vi (§)(2) — V(&) (@) (2.8)
Il risultato ottenuto € perfettamente analogo al caso piatto, ma con la differenza che le
derivate parziali sono sostituite dalle derivate covarianti fatte rispetto alla metrica g( )
Trasformazioni di questo tipo si dicono di gauge e valgono gli stessi ragionamenti che

abbiamo fatto nel capitolo precedente. Anche in questo caso allora, possiamo fare una
scelta del gauge appropriata per fissare un vincolo su hy,, e semplificare I’equazione (2.7).

2.1.4 Equazione generale per la perturbazione

In analogia con il caso piatto, definiamo la traccia inversa:
Py = hy — fg(o)h
In seguito ad una trasformazione di gauge, si ha che
V“(l_ﬁw) = v”(}_lm/) - vuvu(gu)’

dove V,V# ¢ l'operatore d’Alambertiano covariante. Per semplicita, rimuoviamo I’apice
"7 " in seguito alla trasformazione.

A questo punto & possibile fissare la gauge opportunamente. Per esempio si pud imporre
che V#(h,,) = 0, oppure, piil in generale:

VH(B,M/) = fzu (2.9)

dove f, sono le componenti di un arbitrario campo quadrivettoriale infinitesimo. Una
scelta adeguata di f, € necessaria per semplificare le equazioni a seconda delle esigenze
del problema. Di nuovo come nel caso piatto, la (2.9) non fissa la gauge completamente.
Restano infatti delle trasformazioni di gauge residue V#(h),,) = VF(hyu,) — V#V,(()
che rispettano lo stesso vincolo: basta richiedere che V,V#((,) = 0. Fissando la gauge
residua, si puod sempre rendere h di tipo spazio, a traccia nulla e trasversale (TT gauge),
ma per adesso lasciamo arbitraria la scelta della gauge rimandandola ad un secondo
momento.
a (2.7), in termini della traccia inversa, si scrive come

VaV(huw) = VoV (hpa) = VOV u(hua) + 989 VIV (hap) +

167G (2.10)
S

—hWR(O) +¢Op BR(O)QB

pv o
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Dal momento che
VOV (hua) = ViV () + RO, hoa + RO, s,
usando la (2.9) si ottiene
vavu(hlta) = vu(fu) + R(O)Zuaﬁaa - R(O)ihua'
Sostituendo tutto nella (2.10), si ottiene 1’equazione generale:

Vava(ﬁp,l) - vﬂ»(fl/) - V,u(fy) + gL?va(fa) - QBQBR(O)(;;V& + EuaR(O)ay‘f'

B 167G
ot

+hua RO — by R + gQhos RO = 6T -
E bene specificare che 1'equazione cosi ottenuta & consistente solamente se 0T, obbe-
disce ad una legge di conservazione. L’equazione (1.1) richiede che V¥(7},,) = 0. Se la
materia che compone 67}, ¢ spazialmente separata dalla materia imperturbata, allora
0T}, soddisfa [3]

VY (0T,,) = 0.

Imponendo 67}, = 0, si pud scrivere I'equazione per la perturbazione nello spazio curvo
come

vava(ﬁuu) - vu(fu) - vu(fu) + g;(fz)/)va(fa) - QBaBR(O)?wB + B,uaR(O)ay+

_ (2.11)
+hya RO — RO + gOhos RO = 0,



Capitolo 3

Scattering di un’onda gravitazionale

Vogliamo applicare quanto ottenuto nel capitolo precedente per studiare lo scattering di
un’onda gravitazionale da parte di una lente puntiforme. Prima di impostare il proble-
ma, & necessario stabilire la forma della metrica imperturbata e fissare la gauge oppor-
tunamente per semplificare la (2.11). Supporremo poi di avere un’onda gravitazionale,
soluzione della (1.10), che si propaga da una sorgente lontana e la faremo incidere su
una massa distribuita nell’origine, che sara la nostra lente, caratterizzata da un campo
gravitazionale debole. Si trattera allora di studiare l'onda risultante, come soluzione
dell’equazione semplificata, lontano dalla lente.

Seguendo [4] e [5], scriveremo la soluzione generale con il metodo della funzione di Green
e sotto 'approssimazione di Born, discutendo poi la validitd di quest’ultima. Faremo
prima l'ipotesi di una lente sottile e, successivamente, semplificheremo lo studio al caso
di una lente puntiforme. Per semplicita useremo ¢ = G = 1.

3.1 Onde gravitazionali in un campo gravitazionale debole

Per semplicita di notazione, in questa sezione denoteremo la metrica imperturbata sola-
mente con g,,,. Scegliamo come metrica imperturbata quella che descrive il debole campo
gravitazionale di una lente, al primo ordine in U, potenziale gravitazionale, e che quindi
si scriva come

ds? = gdatde” = —(1+2U(r))dt* + (1 — 2U(r))dr?.!

Inseriamo la metrica nella (2.11), fermandoci al primo ordine in U. Per semplificare il
risultato, facciamo la scelta della gauge

fu= 205U (1)) iy

e fissiamo la gauge residua cosi da avere B;w spaziale, a traccia nulla e trasversale (TT
gauge). Per le componenti spaziali di h si ottiene [4]

D(l + 2U(I‘))]_l” — 4U(I‘)8080]_1ij =0.

r = (2t 2%, 23) = (z,y, 2), dr® = d2? + dy® + dz>. In generale U potrebbe dipendere dal tempo, ma
ci siamo concentrati allo studio del caso statico.

16
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Scrivendo

hij == (1+2U)hij = deyj,

con e;; tensore di polarizzazione, sempre al primo ordine in U, si puo scrivere la corri-
spondente equazione per ’ampiezza dell’onda:

O¢ — 4U9p0°¢ = 0. (3.1)
3.1.1 Equazione delle onde covariante
La (3.1) coincide, al primo ordine in U, con I’equazione di d’Alambert covariante
V. Vip =0.

Infatti [6]:

1
Vi) = V,(0°9) = ——0, (V=39") 0,6 + ¢ 00,6 = ——0" (V59" 0,0)

V=5 V=3

dove g é il determinante della matrice della metrica. Quindi, per g diverso da zero,

VYo = 0" (V=g9"0,6) = 0.

Scriviamo le componenti della metrica in forma matriciale:

—(1+2U) 0 0 0

B 0 (1-20) 0 0

(@) = 0 0 (1-2U) 0
0 0 0 (1-2U)

Il determinante ¢ allora
g=—(1+20)1—-2U)3 = —(1 —4U?)(1 — 2U)?,

da cui
V—g=+v1—-4U2%(1-2U).

Ci interessano le componenti della metrica inversa:

gi=gu=gn=gs=(1-20)=g¢"=g" =¢g” =4 =
Fermandoci al primo ordine in U:

V=99 ~ —(1 - 4U),
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e quindi
oM (V=gg") = 0.

L’equazione delle onde scalare diventa dunque:

\% *gg“l/auaugb =0.

Esplicitando i termini,

V=99" 00,0 = /=99"0000$ + V—99" 0:0i¢ = —(1 — AU) Do + 0;0;¢ = 0,
ovvero
O¢ — 4U 90" ¢ = 0,

come volevasi dimostrare. E facile vedere che, per U = 0, 'equazione coincide con quella
delle onde nello spazio piatto.

3.1.2 Impostazione del problema

Indichiamo con ¢g(t,r) I'onda scalare incidente. Vogliamo che essa soddisfi I’equazione
scalare delle onde nello spazio piatto, ovvero O¢g(t,r) = 0. Con ¢(t,r) indichiamo I'onda
diffusa, che sara la somma dell’onda incidente ¢(t,r) e dell’effetto dello scattering, che
indicheremo con ¢1(t,r). Quindi

o(t,r) = ¢o(t,r) + P1(t,r).
_Essendo U statico, cerchiamo soluzioni del tipo: ¢(t,r) = d(r)e™t, con ¢(r) = go(r) +
¢1(r). In questo modo risulta che
8080¢(t, I‘) = —w2¢(t, I‘),
0;0;p(t,r) = V2¢(t, r).
Quindi la (3.1) diventa ) .
(V2 +w?)o(r) = 4w?U(r)o(r),
che é l'equazione di Helmholtz non omogenea, e si pud scrivere per qu, visto che <f~70
soddisfa 1’equazione delle onde:
(V2 +0?)gn(r) = 40U (r)g(x). (32)
Assumiamo inoltre che ’onda incidente sia sferica, ovvero

eiw\rfrs |

bho(r) = A——
¢0( ) ’I‘ — rS’ )

dove rg rappresenta la posizione della sorgente. Fissiamo la geometria del problema
come in figura 2.1. A questo punto vogliamo risolvere la (3.2) cercando delle soluzioni
che si annullino all’infinito. Per farlo, usiamo opportunamente il metodo della funzione

di Green, tenendo poi conto dell’approssimazione di Born.
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. Osservatore
z r.=(s,D,)
Lente bt ¢,
L [N
N oy
A
%

, Sorgente, r =(0, -D, ;)
[
I

Figura 2.1. [5] La lente ¢ distribuita attorno all’origine. La posizione della sorgente &
rs = (0,—Dpg), mentre la posizione dell’osservatore é r, = (s,, D), dove s, & un
vettore bidimensionale tale che |s,| < Dr. Dy, e Drg sono rispettivamente le distanze
lungo 'asse z della lente dall’osservatore e dalla sorgente. Indichiamo poi con Dg la
distanza lungo z tra 'osservatore e la sorgente, ovvero Dg = Dy + Dyg.

3.1.3 Funzione di Green per ’equazione di Helmholtz

Trovare la funzione di Green significa risolvere in senso distribuzionale I’equazione
(V2 4+ w?)G(x) = 3% (x).

Spostiamoci nello spazio delle trasformate di Fourier. Ricordando che

G(x) = (2;)3/2 /R 3 Pk e *G(k),
con
G(k) = (2;)3/2 /R e G(),
e che -
53(1{) _

allora si puo scrivere
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Calcoliamo adesso 'antitrasformata:

1 eik-x
)= o o My

Passando alle coordinate sferiche (|k|, ¢, 8) e ponendo k = |k| e x = |x]|, si ha che

2 400 ) etk cos(0)
G(x) = G(z) @n)p / dgo/ dH/ dk k*sen( )( myr) =
1 +o0 etk cos(0) 1 “+oo k (ezkx _ e—ikx)
= dk k* | d(cos(® = dk — - =
(2m)2 /0 /_ , deost ))(w 2 k7))~ (2n)? /0 i (k)

+00 ikx +00 —ikx
__ / g e / ae ke |
iz (2m)? o (W?—=k2) o (w? — k2)

Dopo aver eseguito nel secondo integrale un cambio di coordinate da k a —k e facendo
attenzione al fatto che (w? — k?) = —(k? — w?), si ottiene

1 ~+o00 kezk:v
Glz) = _iw(%)?/m L o (3.3)

Poniamo N .
o ke’L X
s (k? — w?)
Per calcolare I, spostiamoci nel piano complesso, tenendo presente che la funzione da
integrare ha due singolarita lungo il cammino di integrazione. Sia

Ze’LZl‘

SG) = oy = FR)™,

con z = k +ilm(z) € C. Prendiamo il circuito I'r = yg U Sk come in figura 2.2. Dal

momento che |F(z)| — 0 uniformemente su Sg per R — 400, per il lemma di Jordan si
ha che fSR dz f(z) — 0 per R — 400. Allora possiamo scrivere

I:RIEI;O . dz f(z) —li_r}r(l) <L£1) dz f(z) +[y5(2) dz f(z)) ,

ma, per il teorema dei residui,

N RICE
e quindi
I=—lm <[y£1) dz f(z)+ [ﬁ(?) dz f(z)> . (3.4)
Siano ora

I = lg%/yél) dz f(z),  I2:= lg%[/g) dz f(z)
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i Im(z)

Figura 2.2. Cammino di integrazione I'gr = vr U Sk nel piano complesso. R e € sono
1 (2)

rispettivamente i raggi della semicirconferenza Sg e delle semicirconferenze v’ e 7,

e
Zeiz;t zeizx
z) = ) z) = .
fi(2) = — faz) =
Parametrizziamo la semicirconferenza %(1) ponendo z = —w+e€ e, con § € [0, 7]. Allora
. z ) —te - —w+ee?
I = lim dz h(z) = lim d(—w + € ) fl(—.e) =
e=0 /(M ZH+w =0 )_ . € e

= —ilim [ df fi(~w+ee?) = —infi(—w).

e=0 Jo
Analgomanete, per I si ottiene
Iy = —im fo(w).
Inserendo quanto appena trovato nella (3.4), si ha che

efiwx eiw:p
2 + 2

I =ir(fi(—w) + folw)) = ir ( ) = ir cos(wz),

e quindi la funzione di Green cercata risulta

1 eiiw|x|
G(|x|) = “ I cos(w|x|)=Re [ ————— | .

47 |x|
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Rimandando la presa della parte reale ad un secondo momento e scegliendo I’esponente
di segno positivo, possiamo scrivere direttamente

ezw\x|

G(|x[) =

(3.5)

dnlx|

3.1.4 Approssimazione di Born

Sfruttando il metodo della funzione di Green, si pud scrivere la soluzione generale della
(3.2) come la convoluzione tra G(r) e il termine di destra dell’equazione, ovvero

$1(r) = 4w (G * U)(r) = 4w? / B’ Gr — Y U(X)p(r').

RS

L’integrando di destra pero contiene di nuovo ¢;, dato che ¢ = ¢o+ 1. Il metodo dunque
non risulterebbe efficace a meno di adottare I’approssimazione di Born. Essa consiste nel
considerare solamente I'onda incidente come campo guida. In formule:

o1(r) ~ 4w? /R3 d3r' G(r — YU (x")o(r).

L’approssimazione di Born risulta valida se ’onda diffusa non differisce di tanto dall’onda
incidente, ovvero se

&

%o

< L

Sfruttando ora la funzione di Green (3.5), si ha che

. /
N w2 , elwlr—r’|

(251 (I‘) = - d37"

7 Jeo WU(PIWO(I‘/)-
Ci interessa la soluzione in r,, posizione dell’osservatore. Inoltre, visto che il potenziale
si concentra nella regione di estensione della lente, che denotiamo con V', possiamo usare
questa come regione di integrazione invece che tutto lo spazio R?. Ricordando poi che
abbiamo supposto essere sferica I’onda incidente, si ha

_ w2 eiw|ro—r’| , 67Lw|r’—rs\

b1(ry) = —— [ &>

T Jyr v, — 1’| r v/ —rs|

Per poter discutere meglio, al termine della trattazione, la validita dell’approssimazione
di Born, studiamo il rapporto tra 'effetto dello scattering e ’onda incidente. In formule:

¢1(ro) _ _uﬁ Iro — 1] B eiwro—r’] U(r’) eiwlr' —rs| (3.6)

6250(1‘0) T eiw|ro—rs] v ‘ra _ I‘” |I" — rs, .
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3.1.5 Lente sottile

Ricordiamo che r, = (s,, Dr) e rs = (0, —Drs), |so] < Dy, e poniamo r’' = (', 2/).
L’approssimazione di lente sottile consiste in |v/| = |§'|, |r'| < Dr,Drg. Di nuovo,
per semplicita di notazione, scriviamo semplicemente la lettera corsiva per indicare il
modulo del vettore. Tenendo conto dell’approssimazione di lente sottile, esplicitiamo
tutti i termini della (3.6) fermandoci al secondo ordine in 77 e s,.

Visto che Dy, e Dg > s,, si puo scrivere:

2
r 33+D%:>r0—(D%%—sg)lm;vDL(l—i— % ),

o~ 2D?
i ~ L 1 — Sg
To DL QD% ’

r, —rg| = (7’(2, + r? —2r, - rs)l/2 = (D% + sg + D%S — 2DLDLS)1/2 =

1/2
(P2 Nn1/2 _ i / —~ 53
=(D5+s;)'" = Dg 1+D2 ~ Dg 1+2D2 .
S S
Per r, > 1/,
/ 2 "2 2 / 2
, (ro-v') 17]r (ro-1') S5 SoS s
|, — AL PN P | - .
|I‘0 I“ To ) +2 |:7"o 7“‘2 L +2D% DL+2DL
Per Dyg > 1/,
, (I's . r/) 1 [ (I's . r/)z 12
—r|~r, — —|——=—2| =D )
[rs —x s s + 2| rs r3 Ls + 2D1g

Prima di riscrivere la (3.6) con le approssimazioni appena eseguite, guardiamo come si
sommano gli esponenti degli esponenaziali:

2 / 2 2 2
P ey —ri| Dy (14 S Y88 T p T (1 S ) =
oo 2 DU 5 )=, Tan, P an P\ g

o (Ds—Dr\ | n Dg So8’ Ds n oDrs_  ,  2DLDrs ( Drs
=si|l == |+ |z | == |5 —2—=5,8 + s, .
2DgsDy, 2D; D Dy, 2D;Drg Dg Dg DgDy,
Definiamo il tempo di ritardo come

Dg Drs )2
ta(s',sy) = ——=— (s’ — =5 .
(s, 8o) 9D; D15 ( Dg °

Allora la (3.6) diventa

x 2
$1(ro) _ v Dg 43 U(S/,Z/)eiwtd(s,’so). (3.7)

do(ro) m DpDrs Jy:
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Essendo la lente sottile, possiamo supporla distribuita su una superficie bidimensionale
nel piano (z,y) che denotiamo con Y'. Possiamo allora scrivere la (3.7) in termini del
potenziale gravitazionale bidimensionale ¢ (s") = 2 [, d2’ U(s/, 2’), dove I’ ¢ I'intervallo
di estensione della sorgente lungo 1’asse z:

él(ro) _ _‘*ﬁ Ds / 2. N iwtq(s's0)
oot 27 DiDis /d s P(s')e . (3.8)

Dal momento che 9(s’) si pud scrivere in termini della densita superficiale 3(s’) come
Y(s') =4[5, d*s” (s”)In|s’ — s”|, la (3.8) si puo riscrivere come [5]:

%1 (ro)
¢0(ro)

E; (iwtd(sl, so)) —Inl|s' — =25,

= 2iw/ ds’ 3(s')

dove F; é la funzione integrale esponenziale:
+00 eit
El(mz) = —/ dt —.
- t

L’ultimo termine della (3.9) puo essere eliminato ridefinendo il potenziale a meno di
una costante y. Cosi facendo, nella (3.8) appare il termine

w? Dg Dg Dps ?
_ d2 ! . / _
97 D Dpg /Rz S Yo oxp W <S Dy S”) ’

che, ridefinendo s” = s’ — DDLSS

So, diventa

2 D

w* D __wDs \gn2

- 5 d%s" Yo e( 21'DLDLS)S =
2r D Drs Jr2

2 D __ wDhg 72 __ wDhg 72
= _wf 5 o dz" €< QiDLDLS)x dy” €< 2iDLDLs>y = _iwwO-Q
2n D Drs R R

Per eliminare il secondo termine della (3.9), basta scegliere

2 I (! Drs |
vo=—-2[ d°s'%(s') In|s — So
! DS
In definitiva si puo scrivere:
?1(1‘0) = Ziw/ ds' X(s')E; (iwta(s',s,)) - (3.10)
Po(ro) X!
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25
201
151 — Re(f(x))
\ Im(f(x))
10 | F(x) |
05 — 1
R 1 2 K_é 6\\—}"9”/10
-0.5 X

Figura 2.3. Andamento di f(z) = E;(ixz) come funzione di z. La curva verde
rappresenta il modulo di E;, la curva blu é la parte reale mentre la curva gialla é la
parte immaginaria. La retta rossa indica il valore 1.

3.1.6 Lente puntiforme

Per una lente puntiforme, la densita di superficie &
S(s) = Mo%(s),

dove M ¢ la massa della lente. Sostituendo nella (3.10):

= 2iw / ds' Mo(s')E; (iwtq(s',s,)) = 2iwME; (iwt4(0,5s,)) .

Visto che

td(Oa So) =

Dg DLSS 2: Dps o2
2D;Drg \ Dg ° 2D;Dg"°’

e reintroducendo le potenze di GG e ¢, si ottiene

o1(ro) _ inGM ' ( iwDrg 82> _ 2miRsc ‘ ( iwDrg 82)
do(r,) & \2eDrDs°) X '\2eDpDg°)’
dove Rgc ¢ il raggio di Schwartzchild della lente e A la lunghezza dell’onda incidente.
Analizziamo ora qualitativamente la funzione integrale esponenziale. Nella figura 2.3. &
mostrato 'andamento di F;(iz) come funzione di x. La curva verde rappresenta il modulo
di E;, la curva blu ¢é la parte reale mentre la curva gialla ¢ la parte immaginaria. Dalla

(3.11)

2In altre parole, ridefinire il potenziale a meno della costante 1o comporta che I'onda incidente subisca
un cambiamento di fase ¢o — doe ¥ &~ ¢o(1 — iwih). Ma ¢1 non cambia visto che ¢1o ~ O(U?).
Siamo allora liberi di scegliere g [5].
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figura si evince facilmente che, per x > 1, |E;| ¢ minore di 1. Allora ’approssimazione di
Born risulta valida se

A
Rso < —
SC o’
a patto che
D;D
So > L S)\.
7TDLS
Per z > 1 possiamo scrivere 5]
. iez’z
E;(ix) =~ — ot

quindi, per grandi s,, la (3.11) diventa

d;l(ro) ([ SE 2 iU)DLS 9
qZ;o(ro) N (So> eXp <2C.DL.DSSO> ) (3.12)

dove sg ¢é il raggio di Einstein definito come

. _ [*RscDiDs
B Drs

In tal caso 'approssimazione di Born é valida se s, > sg.




Capitolo 4

Effetto Sachs-Wolfe integrato

In questo capitolo analizzeremo le onde gravitazionali nella metrica di Friedman-Robertson-
Walker (FRW) perturbata da disomogeneita scalari e, seguendo [7], sotto I’approssima-
zione dell’ottica geometrica, ricaveremo gli effetti di tali disomogeneita sulla forma delle
onde. Noteremo una stretta analogia con la propagazione dei fotoni che costituisco-
no la radiazione cosmica di fondo. In particolare, deriveremo l'analogo gravitaziona-
le dell’effetto Sachs-Wolfe integrato. Per semplicita, anche in questo capitolo useremo
G=c=1.

4.1 Approssimazione dell’ottica geometrica
Scriviamo ancora una volta la metrica come

G = gl(toy) + Ay (4.1)

Stavolta perod facciamo una richiesta aggiuntiva. Visto che 'approssimazione dell’ottica
geometrica & valida per lunghezze d’onda A (che rappresenta la scala su cui |hy,, | varia in
maniera sostanziale) piccole rispetto al raggio di curvatura dello spazio L (che rappresenta
la scala delle disomogeneita), richiediamo che

A
|| =~ 7 < 1.

Con la scelta della gauge di Lorenz (V,h* = 0) e della T'T' gauge e imponendo 67}, = 0,
le equazioni di Einstein al primo ordine in h si riducono a [7]:

VaV*(huw) — 2hasRS,” =0, (4.2)

(0)

dove la derivata covariante e il tensore di curvatura sono intesi rispetto alla metrica g, .
L’approssimazione dell’ottica geometrica consiste nel cercare soluzioni della (4.2) del tipo

BW = Awei‘ﬁ/6 = em,Aei‘b/E, (4.3)
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dove A e ¢ sono funzioni reali del tempo ritardato 7.e; := 7 — 1, €y, ¢ il tensore di
polarizzazione normalizzato a 1 (e, "’ = 1), r & la distanza dalla sorgente e € ~ % Tale
approssimazione ci permette di semplificare drasticamente la (4.2).

Definendo il vettore d’onda come k, := V¢, la (4.2) si puo riscrivere come

€2 [~k kq A +ie L [2Va( A )k + AV (kO)] + [VCN“(AW) —24,5RO° B =0,
(4.4)

All’'ordine €2, I'equazione (4.4) implica che
kg = 0, (4.5)

ovvero i raggi dell’onda gravitazionale sono vettori nulli. Se adesso applichiamo all’equa-
zione appena ottenuta la derivata covariante, si ha che

VH(kak®) = 2kVH (ko) = 2kVIV 0 = 2KV Vi = 26V o (k") = 0,

visto che le derivate covarianti di un campo scalare commutano.
L’equazione k“V,(k*) = 0 ¢é equivalente all’equazione della geodetica nulla x*(I)
definita dal vettore tangente

dxt
hsadip— ¥
dl ’
con | parametro affine. Infatti
dz®™ |  dat dz® dzP
a By — kO9 kM L TH RO — 279 (2 W
EOV o (k) = E*OnkH + aphk"k 1l Oa( dl )+ a8 g dl

_d dx* p dx® daP B d?xt u o dr® daP

=aar) s ar = aE Y eear
e quindi

di? B dldl
Questo risultato é analogo a quanto si ottiene per le onde elettromagnetiche. I gravitoni,
seguono delle geodetiche nulle nelle spazio-tempo, come avviene per i fotoni, subendo
quindi gli stessi effetti.
All'ordine €71, considerando che A,,, = Ae,, la (4.4) implica che

= 0. (4.6)

2AkV o (epn) + 2k%0a(A)ep + AV (kY)ep = 0. (4.7)

Notiamo che
24KV o () = Ak®V o (emet) = 0,

visto che ey, e = 1. Quindi, moltiplicando la (4.7) per e*”, si ha che

20, (A) + AV4(*) =0 e k"Va(e) = 0. (4.8)



4.1. Approssimazione dell’ottica geometrica 29

La seconda equazione ci dice che il tensore di polarizzazione si trasporta parallelamente
lungo la geodetica z#(l), mentre dalla prima si ottiene

d 1
— (1 = —=Va(k%), 4.
& (In(A)) =~ Va(k) (49)
tenendo conto del fatto che
4 yep
dl @

L’equazione (4.9) pud essere riscritta come V4 (A%k%) = 0. Infatti
Va(A%k*) = 00 (AD k™ + A2V (KY) = 240, (A + A*V k> = 0,

da cui la prima delle (4.8).

4.1.1 Onde gravitazionali nella metrica FRW perturbata

Scegliamo adesso la forma di g,soy) come

94 = 1) + - (4.10)

Per 7}3,), consideriamo la metrica piatta di Friedman-Robertson-Walker (FRW):
ds® = —(dz°)? + a®(t)dx;da’,

dove a ¢ una funzione del tempo denominata fattore di scala o parametro d’espansione.
La metrica FRW ¢é una soluzione esatta delle equazioni di Einsiten nel caso si consideri
Iintera distribuzione di materia dell’universo e si assuma valido il principio cosmologico,
che asserisce che 'universo, su grandi scale, sia isotropo e omogeneo. Nel nostro caso ¢
utile introdurre la coordinata (8]
o dt
r = / o

Nelle nuove coordinate (z° = 7, 2!, 22, 23), la metrica FRW diventa

ds? = GQ(T)WVdSC”dJUV e quindi 'Y/(LOV) = a2(7)77w~

(1)

Per v,,,/, consideriamo perturbazioni scalari (®, ¥) e scriviamo

’Y,(}V) = a®(T)0nu con  Onp, = —2[®d7? + Vdz;dx']. (4.11)
Perturbazioni scalari di questa forma sono tipiche dello scenario dell’inflazione.
Consideriamo ora onde gravitazionali che si propagano da grandi distanze nella me-
trica FRW perturbata e applichiamo i risultati ottenuti dall’approssimazione dell’ottica
geometrica. Visto che i gravitoni percorrono delle geodetiche nulle, come i fotoni, si
puo ricavare, dall’equazione della geodetica, 'effetto Sachs-Wolfe integrato per le onde
gravitazionali esattamente come per la radiazione cosmica di fondo [7] [9].
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4.1.2 Effetti sulla frequenza

Per prima cosa notiamo che, se indichiamo con k* = a2k e Y = a_Z’yW = N + My
I'equazione (4.5) implica anche

Fapk®kP = 0. (4.12)

Analogamente a prima, la (4.12) implica I’equazione della geodetica nulla z#(u), relativa
alla metrica 7,,, definita dal vettore tangente
dzt

el 47
du ’

con u parametro affine. Scriviamo quindi ’equazione della geodetica nulla nella metrica
Vv
P2t -, di®diP
- _'_ -
du? B du du
Indichiamo con il pedice r la della fine della perturbazione, mentre con il pedice e I’inizio
della perturbazione. Fissiamo le coordinate di modo tale che #(u,) = (u,,0). Scriviamo
poi la geodetica perturbata come

= 0. (4.13)

() = 2O ) + 7V ()
e il corrispondente vettore d’onda
EH (u) = ;}(O)u(u) + g(l)u(u).
La geodetica nulla nello spazio piatto é un segmento, che parametrizziamo come
0 = (u, (uy —u)n),

da cui

- dz(0)
k(O) = du = (17 —Il),

dove n indica il versore della direzione di arrivo dell’onda. Dall’espressione per i simboli
di Christoffel (per semplicita di notazione, confondiamo 9 con O*)

N ~ ~ 1 o ) -
5 =T + T 5 = 23" (Ba(us) + B5(ua) — Bu(Fap)
si ha che
N - 1
T, =0 e DW= 2™ (9a(0nss) + 95(0ma) — 0u(01as))

Scriviamo esplicitamente le componenti dei simboli di Christoffel, calcolati tenendo conto
della seconda delle (4.11):

F0 — 9ya, f(l)ojo = 9,0, f(l)ojk = —0;100,
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i~ o, f(l)ijo — 50,0, f\(l)ijk = 00" — 610U — 59,0,V

Dalla (4.13), mantenendo solo il primo ordine nella perturbazione, si ottiene

A L pom

- k@08 — g, (4.14)

B

Inserendo le componenti dei simboli di Christoffel nella (4.14), si ottengono i seguenti
risultati:

d - AP

@k@)‘) = Oo(®+ W) — 2, (4.15)
. . AU

%kﬂﬁ = -0(®+ )~ 2n2fl—u, (4.16)

dove abbiamo tenuto conto che J
= Yok
Siano poi
B = ning kW7 e BT =1 B0

dove J_ljz (Vj — n'n; ¢ loperatore perpendicolare che proietta un vettore nel piano
perpendicolare a n. Dunque si pud scrivere

B0 = ROy

Quindi dalla (4.16) si ottengono le seguenti:

drwi_ il d o

duk” =-n [du (¥ — @)+ 0o (r1>+\11))], (4.17)
d s (1) ij
Sk == L (9 (@ + ). (4.18)

Al primo ordine nelle perturbazioni, dalla (4.12) si ha che
S 2 HOREO b, 1 2KORFDY,, — 2 [EO0 i 0] ~2(@ +w) =0,

Non é restrittivo scegliere ];,(1)1'(%) = 0. Da questa scelta deriva che
FDue) = — (@ + ) (ue) = = (@ + 0) [,

Possiamo adesso ottenere le espressioni per le componenti della perturbazione del vettore
d’onda integrando la (4.15), la (4.17) e la (4.18):

E(u) = = (@ 4 ) [, — 200, + Lisw (w), (4.19)

BV () = =0 [(0 = @) [1, + Lisw (w)] (4.20)

F ) = — 1LY / du' 9, (® + ) (u), (4.21)



32 Capitolo 4. Effetto Sachs-Wolfe integrato

con

u
Tisw (u) i= [l @ (@4 0) ().

Ue
Data da [7] la velocita del fluido cosmologico U = 1 (1 — ®,v), con v dello stesso ordine
di ® e U, la frequenza si ottiene da

w=—U%q = YU = —a727,5U%k" = —3,5U°K",
che, al primo ordine nelle perturbazioni, diventa

w(u) = % [1 — Uy, — @, +n-v(u) +IiSW(u)] ,

da cui 1
Wy = — 1=Vl =L +n-v| + Lswl|r),

r

1 1
we=—(1=Yle+n-vle) e —=a(1+¥—n-v|).
Qe We

Da quanto ottenuto, risulta che le frequenze prima e dopo la perturbazione soddisfano,
al primo ordine, la seguente relazione:

& (1+D'V|£—‘1)|£+Ii5'w|r)

= 4.22
We 1+2 ’ ( )
dove z & ordinario redshift a
z=——1.
Ae

La (4.22) mostra la correzione all’'usuale redshift gravitazionale nella metrica FRW: n-v
¢ il termine dell’effetto Doppler, @ ¢ il termine dell’effetto Sachs-Wolfe ordinario mentre
Lisw ¢ il termine dell’effetto Sachs-Wolfe integrato. Il risultato ¢ analogo a quanto si
ottiene per le anisotropie della temperatura della radiazione cosmica di fondo [9] [10].

4.1.3 Effetti sulla fase e sul’ampiezza

La fase dell’onda si ottiene da

d - v~ . - (1)i
£ = Nk OHG p = — (k(l)o + nikﬁl) ) =(®+V9), (4.23)

dove abbiamo derivato lungo la geodetica imperturbata. Integrando, con ¢, = 0, la
(4.23) diventa

b(u) = / L (4 ) (), (4.24)

che ¢ leffetto Shapiro comunemente associato alla propagazione dei fotoni [7].
L’ampiezza dell’onda si ottiene da
d

= r.a
ZIn(A) = —5 Vak©. (4.25)



Sia
A - AO(l + 5)7

con ¢ dello stesso ordine di ® e W. Allora I'equazione (4.25), esplicitando la derivata

covariante e fermandoci al primo ordine nelle perturbazioni, diventa

A€ _ (10, 5iWi | 5 7Mi | fa 710
22 = <80k + 0k + ok Tk ) . (4.26)
I vari termini al primo ordine si scrivono come
00kM° = 9y (—2® + Lisw) ,
O = L (W —® 4 L) — Ao (0 — D+ 1,
i) du( + zSW) 0( + zSW)a
oV — _ 1 / du’ 9,0, (D + W) (),
f0e 708 = L g _ gy,
of du
Sommando tutto, la (4.26) diventa
—2g = -0 (<I>+\If)—i(2\1'—l- )— LY ud 100, (P + ) (u)
du 0 » iSW ., U 00y u ),
e, integrando,
1 Ny w u!’
§(u) =V, + 5 14 / du"/ du' 9;0; (® + ¥) (u). (4.27)

Notiamo che leffetto Sachs-Wolfe integrato si ¢ cancellato. Infine, inserendo quanto

trovato nella (4.3), si ottiene

_ 1 .. [u u'’
hyw (u) = Agepw (1 + Uy, + 3 1Y / du”/ du' 9;0; (® + ) (u')) exp <

i/uudu’ (® + ) (u')) .

e

(4.28)



Conclusioni

Nel primo capitolo abbiamo studiato come si procede per linearizzare le equazioni di
campo di Einstein sotto ’approssimazione di campo debole, la quale prevede che la
metrica imperturbata sia quella di Minkowski. Come abbiamo detto piu volte, tale
procedimento risulta efficace per lo studio di molti fenomeni, ma non é affatto generale.
Dunque nel secondo capitolo abbiamo studiato come si puod generalizzare il metodo lineare
espandendo le equazioni di Einstein a partire da una metrica imperturbata generica [3].
In questo modo, lasciando arbitraria la scelta della gauge, abbiamo ottenuto la (2.10), che
é un’equazione generale per la perturbazione nello spazio curvo. Essa si pud semplificare,
a seconda del fenomeno fisico che si vuole studiare, scegliendo la forma della metrica
imperturbata e di conseguenza fissando la gauge in maniera opportuna. E questo il
metodo che abbiamo utilizzato nel terzo capitolo per studiare lo scattering di un’onda
gravitazionale da parte di un debole campo gravitazionale di una lente [4] [5]. Abbiamo
cercato la soluzione dell’equazione semplificata con il metodo della funzione di Green
e sotto I'approssimazione di Born, interessandoci poi nel dettaglio al caso di una lente
puntiforme.

L’effetto dello scattering da parte di una lente puntiforme ¢ descritto dalla (3.11),
che risulta valida quando il raggio di Schwartzchild della lente & minore della lunghezza
dell’onda incidente divisa per un fattore di 2, per parametri d’impatto sufficientemente
grandi. Se il parametro di impatto € molto grande e, in particolare, &€ anche pitt grande
del raggio di Einstein, allora vale la (3.12), indipendentemente dalla lunghezza d’onda.

Nel quarto capitolo abbiamo fatto un’ipotesi aggiuntiva sulla perturbazione, in par-
ticolare abbiamo supposto che la scala entro cui essa varia sostanzialmente fosse molto
minore del raggio di curvatura. Questo ci ha permesso di semplificare ulteriormente 1’e-
quazione generale per la pertrurbazione nello spazio curvo e di adottare I'approssimazione
dell’ottica geometrica [7]. Abbiamo notato una stretta analogia con le onde elettroma-
gnetiche, in particolare i gravitoni e i fotoni seguono delle geodetiche nulle nella stessa
metrica. Questo ci ha permesso di ricavare l'effetto Sachs-Wolfe integrato per i gravitoni
che si propagano nella metrica FRW perturbata scalarmente, analogamente a quanto av-
viene per i fotoni della radiazione cosmica di fondo [9] [10]. L’equazione (4.22) descrive
la correzione al redshift gravitazionale. La (4.28) descrive la forma generale dell’onda
gravitazionale che ha attraversato le disomogeneita.

Le recenti rivelazioni dirette di onde gravitazionali da parte dell’osservatorio statu-
nitense LIGO, hanno aperto una nuova finestra d’indagine dell’universo. Grazie agli
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ulteriori osservatori VIRGO, KAGRA e possibilmente un ulteriore interferometro in In-
dia [14], alle migliorie agli interferometri gia attivi e allo sviluppo di nuovi metodi di
rivelazione, la precisione con cui verranno misurate le onde gravitazionali sara sempre
maggiore. Si pud dunque pensare che sara possibile estrarre da esse informazioni sulla
materia attraversata, sfruttando ad esempio i due effetti che abbiamo studiato in questa
tesi. L’effetto dello scattering puo fornire informazioni su corpi che si trovano lungo il
cammino di un’onda gravitazionale, mentre dall’effetto Sachs-Wolfe integrato si possono
ottenere informazioni sull’espansione dell’universo.

Combinando le informazioni che si possono ottenere dalle onde gravitazionali con quan-
to gia si riesce ad ottenere dalle onde elettromagnetiche, sara possibile avere un quadro
piu dettagliato dell’'universo che ci circonda. In aggiunta, eventuali esperimenti di verifica
degli effetti delle disomogeneita dell’'universo sulla propagazione delle onde gravitaziona-
li, costituirebbero potenzialmente degli ulteriori test di validita della relativita generale.
Ad esempio, leffetto Sachs-Wolfe integrato, per i gravitoni e per i fotoni, proverebbe che
le onde gravitazionali si propagano nella stessa metrica delle onde elettromagnetiche [7].
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