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Introduzione

Obiettivo di questa tesi é ’esposizione di un particolare modello per la teoria degli insiemi,
il modello a wvalori booleani, e della sua applicazione alle dimostrazioni di indipendenza.
Sarebbe pitl corretto parlare di modelli a valori booleani, in quanto, come si vedra, nella
costruzione & coinvolta (e anzi ha un ruolo centrale) una data algebra di Boole completa
e algebre diverse danno luogo a modelli potenzialmente anche molto diversi. Essi, pero,
condividono molte delle proprieta di base, permettendo quindi una trattazione piuttosto
omogenea. L’idea di base ¢ interpretare i simboli relazionali della teoria degli insiemi
(uguaglianza e appartenenza) non piu in modo binario, come forse viene naturale, ma con
piu valori, precisamente a valori nell’algebra di Boole scelta. Potremmo considerare tale
operazione come una perdita di “certezza’, in cui permettiamo che due insiemi siano piti o
meno uguali o contenuti uno nell’altro, con un certo grado di “probabilita”, con piti o meno
nitidezza; pero, se puo essere una sfumatura di contorni, di certo non é completo miraggio:
ogni teorema della teoria degli insiemi risulta ancora valido sotto questa interpretazione.
Nel Capitolo 2, dopo aver realizzato esplicitamente la costruzione, si procedera proprio
con la dimostrazione della validita nel modello di ogni assioma di ZFC, per poi analizzare
alcune proprieta degli oggetti che corrispondono ai numeri ordinali e cardinali. Cio servira
per dare un esempio dell’utilita del modello, dimostrando nel Capitolo 4 I'indipendenza
dell’ipotesi del continuo, verosimilmente la piu celebre delle proposizioni indipendenti di
ZFC. A tal fine, nel Capitolo 3 si esporra brevemente la relazione di forcing, storicamente
rilevante proprio per quanto riguarda l'ipotesi del continuo. In effetti, fu proprio il metodo
di Cohen a ispirare nel 1965 Solovay e Scott e, indipendentemente, Vopénka nell’ideazione
della teoria dei modelli a valori booleani; come mostrato da Shoenfield nel 1971 [4], in
realta, la distinzione tra quest’ultima e il forcing é puramente metodologica. La fonte
principale della tesi ¢ Bell |7], il cui libro si basa proprio sulle note, non pubblicate, di
Scott.

In conclusione, i modelli booleani rappresentano un interessante e utile punto di vista
sulla teoria degli insiemi, capace forse di arricchire I'interpretazione tradizionale che le si
riserva anche nel resto della matematica. Dopotutto, forse non esiste un modo corretto
per visualizzare gli insiemi; esistono perd buoni metodi per investigarli: con le parole di
Pessoa,

Se conoscessimo la verita, la vedremmo; tutto il resto é sistema e periferia.



1 Prerequisiti

Per le dimostrazione dei risultati solo enunciati, si rimanda a [5] e [8] per 1.1, a [7] e [10]
per 1.2 e a [2] per 1.3.

1.1 La teoria ZFC

La teoria degli insiem: di Zermelo-Fraenkel ZF é la teoria classica predicativa con ugua-
glianza il cui linguaggio contiene il simbolo di relazione € e dotata dei seguenti assiomi
extralogici:

e Estensionalita: VaVy[Vz(z €z > 2z € y) — x = y]

e Separazione: YudvVz[r € v <> € u A ¢(z)] dove v non compare libera nella
formula ¢ ()

e Rimpiazzamento: Vu[Vz € udyd(z,y) — FwVx € udy € vo(zx,y)] dove v non
compare libera nella formula ¢(z,y)

e Unione: YuToVz[x € v <> Jy € u(x € y)]
e Potenza: VudvVzlr € v <> Vy € z(y € u)]
e Infinito: Ju[d) € u AVz € udy € u(x € y)]

e Fondazione: Vz[Vy € z¢(y) — ¢(x)] — Vap(z) dove y non compare libera nella
formula ¢(x)

Notiamo che dagli assiomi logici soltanto si pud derivare Jz(x = x), pertanto
esiste almeno un insieme. Allora, dato y insieme, per Separazione esiste l'insieme
{r € y |z # x}. Per Estensionalita tale insieme ¢ unico ed & detto insieme vuoto e lo
indichiamo con il simbolo ), che compare anche in Infinito.

Dagli assiomi dati fino ad ora segue anche il seguente enunciato, incluso spesso tra gli
assiomi per comodita o per tradizione, nonostante non ne sia indipendente:

e Coppia: VaVy3dz(x € z Ay € 2)

Infatti, per Potenza e Separazione ¢ possibile definire l'insieme 2 = {), {0} }. Sia ora
du,v): (u=0Av=2x)V(u={0} Nv=y) dove x e y sono parametri. Dunque per
Rimpiazzamento si puo definire 'insieme {x,y} come {v | Ju € 2 ¢(u,v)} ed esso verifica
Coppia.

E quindi possibile definire, tramite Coppia, la coppia ordinata (x,y) come I'insieme
{x,{z,y}}. E detta relazione un qualunque insieme R i cui elementi sono coppie ordinate.
Definiamo allora

dom(R) = {z |y ((z,y) € R)}
im(R) = {y [ 3z ((z,y) € R)}

Unarelazione f ¢ detta funzione se Vo € dom(f)3ly € im(f) (x,y) € f. Datox € dom(f),
indichiamo con f(z) 'unico y € im(f) tale che (z,y) € f.
Possiamo ora dare ’assioma seguente:



e Scelta: Vu3f funzione [dom(f) =uAVz € u(z # 0 — f(z) € x)]

Chiamiamo ZFC la teoria che consta della teoria ZF con 'aggiunta dell’assioma Scelta.
Lavoreremo d’ora in avanti in ZFC, usando le notazioni insiemistiche con 1'usuale signi-
ficato, essendo giustificato dagli assiomi.

Precisazione 1. La formulazione scelta per alcuni degli assiomi dati non é quella usuale
ma quella pit utile per i nostri scopi; in particolare:

e 'assioma chiamato Rimpiazzamento € noto altrove come assioma di Collezione,
mentre con Rimpiazzamento si indica solitamente

Vul[Ve € udlyo(x,y) — IoVy(y € v <> Tz € ud(x,y))]

Quest’ultimo ¢ piu debole di Collezione, ma in presenza degli altri assiomi i due
risultano equivalenti.

e |’assioma chiamato Fondazione ¢ in realta il principio di Induzione per €, mentre
con Fondazione si indica solitamente

Vulu # 0 — Jz € u(x Nu # 0)]

I due enunciati risultano comunque essere equivalenti.

Inoltre, ¢ utile dare alcuni risultati equivalenti, in presenza degli altri assiomi, a Scelta.
Una relazione R su un insieme u ¢ detta ordine parziale largo se é:

e riflessiva: per ogni x € u, xrRx
e antisimmetrica: per ogni x,y € u, se xRy e yRx allora x =y
e transitiva: per ogni x,y, z € u, se xRy e yRz allora xRz
Invece, una relazione R su un insieme u € detta ordine parziale stretto se é:
e asimmetrica: per ogni z,y € u, se xRy allora ~(yRx)
e transitiva: per ogni x,y, 2z € u, se xRy e yRz allora xRz

Un ordine parziale stretto R su un insieme u ¢ detto buon ordine se ogni sottoinsieme
non vuoto di u ammette minimo per R, cioé¢

Ve Culzx #0 — Jy € aVz € x(2 £y — yRz2)]
Il seguente risultato ¢ equivalente a Scelta:

Teorema 1.1 (Teorema del buon ordinamento). Ogni insieme puo essere ben ordinato.



Un ordine parziale largo R su un insieme u € detto ordine totale se per ogni x,y € u
si ha xRy oppure yRxz. Se R é un ordine parziale largo su u, un sottoinsieme totalmente
ordinato di uw ¢ detto catena. Inoltre, u ¢ detto induttivo se ogni sua catena ammette
maggiorante, cioé se, data v una sua catena,

dr € uVy € v(yRx)
Un elemento x € u € detto massimale in u se
Yy € u(zRy — = =y)
Anche il seguente risultato é equivalente a Scelta.

Teorema 1.2 (Lemma di Zorn). Ogni insieme parzialmente ordinato induttivo non vuoto
ammette un elemento massimale.

Precisazione 2. Dato un insieme u e una formula ¢(z), per Separazione é possibile
definire U'insieme v = {x € u | ¢(x)}. Invece, la scrittura v = {z | ¢(x)} non individua,
in generale, alcun insieme. A tale scrittura si da il nome di classe e la permettiamo,
pertanto, solo come abbreviazione: nell’esempio precedente, invece che ¢(x) si scrivera
spesso x© € v. Per chiarezza, indichiamo le classi che non sono insiemi in grassetto. La
scrittura « C v indica che x €& un sottoinsieme della classe v.

Notiamo che non esiste 'insieme di tutti gli insiemi, poiché in tal caso esso dovrebbe
appartenere a sé stesso, violando Fondazione. Indichiamo la classe di tutti gli insiemi
con V.

Una relazione R su un insieme u si dice ben fondata se ogni sottoinsieme di v ammette
un elemento R-minimale, cioé se

Vo Culr # 0 — Iy € x(Pz € v 2Ry)]

Notiamo ora che é possibile parlare anche di relazioni “tra classi”: una relazione R tra le
classiu={z | ¢(z)} e v={y | ¥(y)} & una qualunque sottoclasse di u x v, ovvero, data
una formula p(z,y), R = {(z,y) | ¢(x) A(y) Ap(x,y)} e indichiamo xRy per (z,y) € R.
Risultano cosi definite anche le funzioni tra classi.

Similmente a quanto definito precedentemente, una relazione R su una classe u é detta
ben fondata se ogni sottoinsieme di u ammette un elemento R-minimale, cioé se

Vo Culr # 0 — Jy € 2(Pz € 2 2Ry)]
Inoltre, R si dice set-like se tutti i suoi segmenti iniziali sono insiemi:
Vo € u(pred(u,z,R) ={y € u| yRz} € V)

Per le relazioni ben fondate e set-like, valgono l'induzione transfinita e la ricorsione
transfinita, spesso utilizzate per definizioni e dimostrazioni.

Teorema 1.3. Se R ¢ ben fondata e set-like su una classe u, allora ogni sottoclasse non
vuota di u ha un elemento R-minimale.

Teorema 1.4. Se R ¢ ben fondata e set-like su una classe u, allora, data F: ux V— V,
esiste un'unica G: u — V tale che

Vo € A[G(x) = F(.Q?, G‘pred(u,x,R))]

b}



Un insieme x ¢ detto numero ordinale o pitt brevemente ordinale se ¢ ben ordinato da €

e transitivo, cioé se Yy € x (y C x). La classe dei numeri ordinali verra indicata con ON.
Si puo dimostrare che ogni insieme ben ordinato ¢ isomorfo a un ordinale, cioé¢ che, dato
(u, R) buon ordine, esiste « € ON e una biiezione f: u — « tale che, per ogni z,y € u,
xRy se e solo se f(z) € f(y).
Per ogni @ € ON, indichiamo av+1 = awU{a} e osserviamo che esso ¢ ancora un ordinale.
Ogni ordinale o per cui esiste 7y ordinale tale che @« = v+ 1 é detto ordinale successore.
Ogni ordinale diverso dal vuoto che non ¢ successore ¢ detto ordinale limite.
Osserviamo inoltre che € su ON ¢ ben fondata e set-like, pertanto a questi si applicano i
Teoremi 1.3 e 1.4. Possiamo pertanto introdurre 1'universo di Von Neumann. Siano, per
ricorsione su a € ON:

0 sea=0

v,=!dPV,) sea=v+1
UV, se« limite
<o

Indichiamo inoltre WF = | J V,, la classe degli insiemi ben fondati (well founded). Per
acON
Fondazione vale V = WF.

Poiché ON é ben ordinato, dato € V, é ben definito il rango di x:
rk(z) = min{ao € ON | z € V,41}
Diamo infine alcune proprieta sul rango e sui V.
Proposizione 1.5.
.a<y=V,CV,
ii. Yx,y € V, v € y = rk(z) < rk(y)
iii. Vo ={z € V|rk(z) < a}

w. tk(y) = sup{rk(z) + 1|z € y}

Introduciamo ora i numer: cardinali.
Definizione. Dati x,y insiemi, indichiamo:
e card(z) < card(y) se esiste una funzione iniettiva da z in y
e card(z) = card(y) se esiste una funzione biiettiva da x a y

Teorema 1.6 (Schroder-Bernstein).
Se card(z) < card(y) e card(y) < card(z), allora card(z) = card(y).

Dato x insieme, se esso puo essere ben ordinato (e cid & sempre possibile in ZFC), allora
x & isomorfo ad un ordinale « e in particolare card(x) = card(«). Il minimo tra tali
ordinali si indica con |z| ed ¢ chiamato cardinalita di x. Un ordinale « ¢ detto cardinale
se a = |al.



Teorema 1.7 (Cantor). Per ogni x € V, |x| < |P(z)|.

Per Infinito esiste almeno un insieme infinito e per Scelta esso pud essere ben
ordinato. Esiste dunque un ordinale ad esso isomorfo e tale ordinale deve essere infinito:
é ben definito allora il minimo ordinale infinito, w. Esso coincide con la propria cardinalita.
Il Teorema di Cantor stabilisce che per ogni cardinale ne esiste uno maggiore; inoltre:

Lemma 1.8. Se X ¢ un insieme di cardinali, | J X ¢ un cardinale.

Il lemma permette di dare la seguente

Definizione.
w sea=0
Ny = ¢ min{f cardinale | R, < f} sea=7vy+1
U, |7y < a} se « limite

Nonostante ogni cardinale sia ordinale, nei contesti in cui sara utile sottolineare la natura
di ordinale piuttosto di quella di cardinale si indichera w, in luogo di N,.
Definiamo inoltre I’elevamento a potenza tra cardinali, dati x, A cardinali, come

/i/\:|AB|

dove |A| = k, |B| = X e AP indica 'insieme delle funzioni da B in A. Naturalmente, si
tratta di una buona definizione. L’utilita di tale operazione é evidente in luce di quanto
segue.

Proposizione 1.9. Se | X| = &, allora |P(X)| = 2".

Conseguenza di cio e del Teorema di Cantor ¢ che R; < 2% L’Ipotesi del Continuo ¢ la
proposizione

Ipotesi del Continuo (CH). &, = 2%
CH puo essere generalizzata, estendendo l'ipotesi ad ogni ordinale:

Ipotesi Generalizzata del Continuo (GCH). Per ogni a € ON, N, = 2%,

1.2 Algebre di Boole

Un reticolo € un insieme non vuoto parzialmente ordinato largamente da < per cui ogni
coppia di elementi ammette estremo inferiore ed estremo superiore. Indichiamo sup{a, b}
con a Vb e inf{a,b} con a A b.

Un reticolo B che sia:

e [imitato, ovvero per cui esistono massimo 1 e minimo 0, con 1 # 0

e distributivo, ovvero per cui vale una delle seguenti due condizioni equivalenti:

per ogni a,b,cin B, a A (bV )= (aAb)V (aAc)
per ogni a,b,cin B, aV (bA¢c)=(aVb)A(aVc)
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e complementato, ovvero per cui Va € B3Ib € B (aAb=0eaVb=1) (tale b ¢ detto
complemento di a)

¢ detto algebra di Boole.

Proposizione 1.10. Ogni reticolo distributivo, e in particolare ogni algebra di Boole,
gode delle sequenti proprieta:

1. dati a, b, c nel reticolo, se a < b allora aNc < bAceaVec<bVc
it. assorbimento: dati a,b nel reticolo, (a Nb)Va=a e(aVb)Na=a

Inoltre, in ogni reticolo distributivo complementato, e in particolare in ogni algebra di
Boole, ogni elemento ha un unico complemento.

Pertanto indichiamo il complemento di a con —a. E definita inoltre I'implicazione a — b
come —a V b.

Un’algebra di Boole B ¢ detta completa se vale una delle seguenti due condizioni equiva-
lenti:

e B ¢& sup-completa, cioé per ogni X C B, esiste \/ X in B
e B ¢ inf-completa, cioé per ogni X C B, esiste A\ X in B

Data un’algebra di Boole completa B, diciamo che un’algebra di Boole completa B’ ¢
una sottoalgebra completa di B se B’ C B, 'ordine di B’ ¢é la restrizione su B’ dell’ordine
di B, e inf arbitrari, sup arbitrari e complementi di elementi di B’ coincidono con quelli
degli stessi elementi visti come elementi di B. Osserviamo, in quanto utile in seguito, che
'algebra di Boole 2 = {0, 1} ¢ sottoalgebra completa di ogni algebra di Boole.

Un sottoinsieme A C B é detto anticatena di B se per ogni a,b € A distinti si ha
aANb=0. Invece, A C B ¢ detto denso in B se 0 ¢ A e per ogni 0 # b € B esiste a € A
tale che a < b.

Infine, si dice che una algebra di Boole B ¢ ccc (cioé vale la countable chain condition)
se ogni anticatena di B ¢ numerabile.

Algebre di Boole e logica classica

Proposizione 1.11. In ogni algebra di Boole B valgono le leggi di De Morgan:

=(aVb)=-aAN-b



Inoltre, se B & completa, la distributivita e le leggi di De Morgan si generalizzano a famiglie

arbitrarie di elementi:

i€l i€l
icl iel
~(Va) = A=
icl el

- /\@i) = \/_‘a'i
el i€l

Inoltre, la relazione < ¢ legata all'implicazione come segue.

Lemma 1.12. Dati a,b € B algebra di Boole, vale
a<b << a—>b=1

Dimostrazione. Per la Proposizione 1.10, da a < bsegue aV—a < bV-adacuil <a —b.
Viceversa, dalla stessa proposizione si ha che 1 < a — b = —a V b implica 1 A a <
(maVb)ANa= (-aNa)V(bAa) =0V (bAa) cioé a < bAa da cui in particolare a < b. [

Dai risultati esposti si nota come le proprieta che valgono per le operazioni delle algebre di
Boole e quelle che valgono per i connettivi logici siano le stesse: diamo qualche dettaglio
in pit. Dato un linguaggio predicativo del primo ordine £, consideriamo ogni termine ¢
e ogni formula ¢ di £ sotto contesto, cioé dati assieme a una lista di variabili distinte x
contenente almeno tutte le loro rispettive variabili libere. Indichiamo un termine sotto
contesto con t[,) e una formula sotto contesto con ¢y, (si tratta di fatto di considerare un
nuovo linguaggio “contestualizzato” L., ma per semplicita continueremo a indicarlo con
L).

Data ora un’algebra di Boole completa B e un insieme D detto dominio di interpretazione,
¢ detta valutazione booleana una funzione v definita per casi: essa mappa

e le costanti k in elementi v(k) di D;
e ogni simbolo relazionale R di arieta n in una funzione v(R) da D" in B;

e ogni simbolo funzionale f di arieta m in una funzione v(f) da D™ in D.

Una tale valutazione puo essere estesa innanzitutto ai termini in contesto ¢}, valutandoli
in funzioni da D™ in D (dove n ¢ la lunghezza del contesto di variabili [z] = [z1, ..., z,])
per ricorsione sulla struttura dei termini come segue:

V(@) (a) =
v(ki)(a) = ( )
V([ tn)m) (@) = v(F)(r(tig) (@), - v (tmi) (@)

per ogni a = (ay, ..., a,) € D™ La valutazione viene quindi estesa alle formule in contesto
¢[2) valutandole in funzioni da D™ in B (dove n ¢ la lunghezza del contesto di variabili
[z] = [21,...,x,]) per ricorsione sulla struttura dei termini come segue:

9



)
v(Li)(a) =0
v(T)(a) =1
V(o A Ti)(@) = v(o)(a) A v(Tg)(a)
V(o V Ti)(@) = v(og)(a) V v(Tw)(a)

V(o) (a) = (o) (a)
V(o = Tw)(a) = v(ow)(a) — v(7)(a)

v(Pyém)(a) = \ V() (@ b)

beD

v(3yow)(a) = \/ V(b)) (a,b)

beD

per ogni a = (ay, ..., a,) € D"

Indichiamo per brevita v(¢)(a) con v(¢(a)).
Un enunciato € una formula di £ senza variabili libere. Diciamo che un enunciato ¢ &
vero per una valutazione booleana v se v(¢) = 1. Vale allora il seguente

Teorema 1.13 (Validita della semantica booleana). Se un enunciato é derivabile in logica
classica allora ogni valutazione booleana lo rende vero.

Vale anche un Teorema di Completezza per la semantica booleana, ma non sara necessario
per 1 nostri scopi.

1.3 Elementi di topologia

Dato un insieme X non vuoto, ¢ detta topologia un insieme 7 C P(X) tale che:
° @,X cT
e seY; €7, anche JY; €7
e se Y, Yoer, anche Y NY, €71

Gli elementi di 7 sono detti apert: e i loro complementari chiusi. Un sottoinsieme Y C X
é detto wntorno di un elemento y € X se contiene un aperto contenente y. Dato y € Y con
Y C X, y é detto punto interno di Y se esiste un intorno di y contenuto in Y. L’insieme

dei punti interni di Y & detto interno di Y e viene indicato con Y. Esso risulta essere il
piu grande aperto contenuto in Y.

Similmente, & detta chiusura di Y il pitl piccolo chiuso contenente Y, indicato con Y, che
si dimostra esistere sempre.

Y C X ¢ detto aperto regolare se Y = (Y)°. Ovviamente, ogni chiuso aperto ¢ un aperto
regolare. Indichiamo l'insieme di tutti gli aperti regolari in X con RO(X).
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Lemma 1.14. Dato X spazio topologico, (RO(X), C) & un’algebra di Boole completa in

Ccul
0=10
1=X
UNV=UNV
UVV =(UUV)
-U=X~U
A= (0)0)
i€l i€l
Vee-Uu
el el

Data una topologia 7 su X, una famiglia B C 7 & detta base per T se per ogni Y € 7
e per ogni z € Y esiste B € B tale che z € B e B C Y. Diciamo in tal caso che B genera
7, e che 7 ¢ la topologia generata da B.
Non tutte le famiglie B C P(X) risultano essere basi per una qualche topologia; in
particolare:

Proposizione 1.15. Dato X # () insieme, esiste una topologia T di X con base una
famiglia B C P(X) se e solo se X = |JB e per ogni B,B" € B e per ogni x € BN B’
esiste B" € B tale che v € B” ¢ B” C BN B'.

Inoltre, la definizione della base caratterizza gli aperti: data una base B di 7,
Y ¢apertodiT <= Ve €Y IJBeB(re BABCY)

Dato X spazio topologico, un insieme {Y;},e; C 7 ¢ detto anticatena se Y;NY; =0
per ogni ¢ # j. X é detto ccc se ogni sua anticatena é numerabile.
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2 Il modello V?

2.1 Introduzione

Per ogni x € V si consideri la funzione caratteristica x,: V — 2 = {0, 1} definita da

() = 1 seyex
0 sey ¢

Notiamo che y,(y) puo essere interpretato come il valore di verita nella logica classica
bivalente della formula y € x. Inoltre, I'informazione contenuta nella funzione y, ¢ né
pitt né meno di quella contenuta in z: intuitivamente, si potrebbe identificare la classe
V con quella delle funzioni bivalent:, ossia delle funzioni caratteristiche cosi definite. Si
vorrebbe, pero, che il dominio di ciascuna di queste funzioni sia formato non da insiemi
ma da altre funzioni bivalenti: cio ¢ possibile, come si vedra.

Visto il Teorema 1.13, si potrebbe sostituire all’algebra di Boole 2 una generica algebra
di Boole completa B. Le sezioni seguenti hanno come obiettivo la costruzione di un
modello per la teoria degli insiemi formato quindi da funzioni a valori booleani, il modello

A\H

2.2 Costruzione e proprieta di V7

Sia B € V un’algebra di Boole completa, che sara considerata fissata d’ora in avanti. In
analogia con la costruzione dell’'universo di Von Neumann, definiamo, per induzione su

a € ON:

0 se a =0

vE={{2: D= B|DCVF} sea=7+1
UvrP se « limite
<o

Quindi indichiamo la classe delle funzioni a valori booleani, o anche degli insiemi a valori

booleani:
Vi = U VB ={r|3a € ONz € VF}

aceON

Poiché ON & ben ordinato, dato z € VZ, ¢ ben definito il rango di z, in analogia con rk
su WF:
rkp(z) = min{a € ON |z € V2| }

Diamo alcune proprieta di V2.
Proposizione 2.1.

i. Sey <a allora VP C VP

i. VP={s:D—-B|3Iy<aDCVP'}

ii. Yo,y € VP, x € dom(y) = rkp(z) < rkp(y)
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.

V.

1.

VB = {z e V® |rkp(x) < a}
rkp(y) = sup{rkp(z) + 1| =z € dom(y)}

reV? «— 2:DC VP> B

Dimostrazione.

0.

114,

0.

Per prima cosa mostriamo per induzione che per ogni « € ON, V.2 C VB e

Se a = 0, banalmente V;? = ) C V5.

Supponiamo quindi V.2 C V.5 Allora sey € VB, sihadom(y) CVE CVE, cioe
yE{l’ D%B’Dcvoﬁ-l} a+2

Infine, dato A ordinale limite, se y € V¥, esiste o < A tale che y € V.P. Allora per
ipotesi induttiva y € V2 | cio¢ dom(y) C V.? C V,Z, pertanto y € V5.

Inoltre, vale in realta V.2 C VB ,:
B B
| a+1| > |BVa | Z 2|Va ‘ > |VozB|

per il Teorema di Cantor e perché B ha almeno i due elementi 0, 1.

Possiamo ora mostrare che se v < « si ha VWB C V.B. Ragioniamo per induzione su
a.

Il caso o = v + 1 ¢ stato appena mostrato.

Supponendo VVB C V., da quanto visto si ha VZ C VB |, pertanto Vf” c Vi,

Se vale VP € V. per ogni v < v < A con A limite, si ha

VEcvPu U VEC UVf:

y<a<A a<

Se a = 0, 'uguaglianza ¢ banalmente verificata.
Se a = 3+ 1 é ordinale successore, allora

={2:D—-B|DCVS}C{z: D= B|Iy<aDCV'}

D’altronde, se esiste v < « tale che D C Vf , allora v < [, quindi per i. si ha
D C V¥ e vale anche I'altra inclusione.

Infine, se o ¢ ordinale limite, per definizione z € V.Z implica che esiste v+ 1 < «
successore tale che z € Vﬁl. Ma allora per tale v < « si ha dom(x) C VWB .

Viceversa, se esiste 7 < « tale che dom(z) C V,YB, allora z € Vﬁl C VB,

Sia a = rkp(y). Allora y € V2, cioe esiste v < a + 1 per cui dom(y) C V., ma
notiamo che y < o+ 1 equivale a y < a. Pertanto, dato 2 € dom(y), si ha z € V.
e quindi rkg(z) < v < a.

rkp(r) <o <= Iy<azeV], < Iy<adom(z) CV' = zecV]
Sia o = sup{rkg(z) + 1 | x € dom(y)}.

(>) Da iii. segue o < rkp(y) + 1 cioé¢ o < rkp(y).
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(<) Sia x € dom(y). Allora rkp(z) +1 < a, cioé rkg(x) < a. Ma per iv. si ha
allora = € V5. Pertanto dom(y) C V.2, cioé y € V.2 |, da cui rkp(y) < a.

vi. (=) v € VP =30 € ONz e VP Allora per ii. 3y < a dom(z) C VP C VP

(<) Supponiamo dom(z) C V¥ e sia a = sup{rkg(y) + 1 | y € dom(z)}. Allora,
dato y € dom(z), si ha rkg(y) + 1 < «, cioé rkp(y) < « e percio, da iv.,
y € VB, Quindi dom(z) C VP da cui z € VB, C VP,

]

Le proprieta 7. e #.-v. sono analoghe a quelle date nella Proposizione 1.5 per WF.
Inoltre, per VP vale un principio di induzione, che verra utilizzato frequentemente nelle
dimostrazioni.

Teorema 2.2 (Principio di Induzione per V7). Per ogni formula ¢(x),
Vo € VB(Vy € dom(z) é(y) — ¢(x)) = Vo € VP¢(x)

Dimostrazione. Supponiamo valga Vo € VZ(Vy € dom(z) é(y) — é(2)) e supponiamo
per assurdo 3r € VP=¢(x). Sia N = {tkg(y) |y € VF =¢(y)}. Allora N # ) e N &
sottoclasse di ON. Dunque, poiché € ben fondata e set-like su ON, per Teorema 1.3 esiste
i €-minimale per N. Poiché ON totalmente ordinato da &, si ha in realta g = min V.
Sia allora € V¥ tale che —¢(z) e rkp(z) = pu. Allora Vy € dom(z)rkg(y) < rtkp(z) = p
e quindi Yy € dom(Z)¢(y). Per ipotesi si ha pertanto ¢(z), assurdo.

[

2.2.1 Una logica per V?

Ora, affinché V? possa veramente essere un modello “a valori booleani” per ZFC, vogliamo
valutare all’interno di B ogni formula della teoria degli insiemi. Sia quindi £ il linguaggio

della teoria degli insiemi e definiamo la valutazione booleana ||-|| sulle formule atomiche:
lueoll= \/ (@ Allu=yl)
y€dom(v)
lu=vll=" A (u@)=lzecln N (oly) = lly €ul)
redom(u) yedom(v)

E poi per ricorsione sulla complessita della formula, come gia visto nel Capitolo 1:

lo ATl = el Al
loVrll = llofl vl
=l = =lloll
lo =7l = llofl = [I=|
IVzg(x)| = N llow)ll
uevE
Bro(@)| = \/ llow)l
uevE
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La definizione di ||-|| sulle formule atomiche puo essere interpretata come una “pro-
babilita” di appartenenza e di uguaglianza tra due insiemi. Essa viene intuitivamente
parzialmente giustificata dalle tautologie

ueveJyev(u=y)
u=v<Vreu(xev)AVy v (y € u)
Piu cruciale della naturalezza della definizione é chiedersi pero se essa sia effettivamente
una buona definizione, poiché & stata data per ricorsione anche sulle formule atomiche
stesse. A tal proposito, definiamo la relazione < su V2 x V5.
(z,y) < (u,v) <= (x € dom(u) ANy =v)V (r=uAy e dom(v))
Vale il seguente
Risultato. < ¢ ben fondata e set-like su V2 x V.

Dimostrazione.

e < ¢ ben fondata. Infatti, sia X C VP x VB X £ e
R = {(tkp(2),tkp(y)) | (z,y) € X}

Poiché X ¢ insieme non vuoto, anche R ¢ insieme non vuoto per Rimpiazzamento.
Sia ora Ry = {rkp(x) | (z,y) € X}. Ancora, poiché X & insieme non vuoto,
per Rimpiazzamento anche R; ¢ insieme non vuoto. Inoltre, per definizione ¢é
sottoclasse di ON e quindi ammette minimo: sia m; = min R;. Sia similmente
Ry = {rkg(y) | (z,y) € X Arkg(z) = m1}. Anch’essa ¢ sottoclasse non vuota di
ON, pertanto ammette minimo: sia mo = min Ry. Allora (m;,ms) € R, quindi
esiste (z,y) € X tale che rkp(z) = my e rkg(y) = my. Esso & <-minimale per
X, infatti se esistesse (2,y') € X tale che (2/,y') < (x,y), si dovrebbe avere, in
particolare, ' € dom(z) oppure 3’ € dom(y). Quindi, dalla Proposizione 2.1 . si
avrebbe rkp(2') < rkg(z) = my oppure rkg(y') < rkp(y) = ma, assurdo in entrambi
1 casl.
o < & set-like. Infatti per ogni (u,v) € VZ x V7 si ha

{(@9) | (z,y) < (u,0)} = {(z,9) | (x € dom(u) ANy =v) V (& =u Ay € dom(v))}
= {(z,v) | # € dom(u)} U {(u,y) | y € dom(v)}

Ma entrambi sono insiemi per Rimpiazzamento e la loro unione € un insieme per
Unione.

]

Pertanto, in forza del Teorema 1.4, é possibile definire per ricorsione su < la funzione tra
classi G: VP x VP = V:

G(u,v) = ([lu € vl], lv € ull, lu = v[], lv = ul])

tramite una certa funzione tra classi F: VZ x VZ x V — V come 'unica funzione tale
che:

G(u,v) = F(u,v, Gl{a): @y)<wo))
Da cui si ottiene la buona definizione di ||u € v|| e di ||u = v||.
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Sottolineiamo che la “ricorsione sulla complessita delle formule” utilizzata per definire
||| non & formalizzabile all’interno di ZFC. Si puo evitare il problema effettuando la
costruzione di V# all’interno di un M € V che sia modello per ZFC.

Diremo che' o ¢ vera in VZ se ||o|| = 1. Se o ¢ vera in V| scriveremo anche
VeEo
Il teorema seguente é un risultato fondamentale su ||-||.

Teorema 2.3. Tutti gli assiomi della logica classica predicativa del primo ordine con
Uuguaglianza sono veri in V2. In particolare, si ha

i lu=u| =1

it. u(zx) < ||z € ul| per ogni x € dom(u)
iii. [Ju =] = ||lv=ul
w. [Ju= v Ao =wl < [lu=wl

Nu =0l Aflu € wl] < flv e wll

<

i, o =wl Allu€ o] < Jluew|

- Nlw = vl Allo)]| < llg()l per ogni formula ¢(x)

Dimostrazione. Gli assiomi che non coinvolgono 1'uguaglianza sono veri per il Teorema
1.13 perché ||-|| ¢ una valutazione booleana. i. e wii. completano la dimostrazione per
quelli che coinvolgono 1'uguaglianza.

.
~

v

i. Invochiamo il principio di induzione su V. Sia quindi v € V¥ e supponiamo che
Vr € dom(u) ||z = z|| = 1. Allora, se z € dom(u),

lreul= "\ () Allz=yl) = u@) Ao = 2| = u(z) ()
y€dom(u)
Quindi:
lu=ul=" A (u)=lzeu)r A (u(z) = |z eul)
xedom(u) redom(u)
= N\ (ule) = ||z €ul)
z€dom(u)
= A\ (@) V| e ul)
zedom(u)
> A (mule) V) =1
xedom(u)
Da cui |Ju = ul| = 1.

Indichiamo qui con o enunciati, ma anche formule con variabili libere: in questo caso se 0z € formula

in contesto, essa & vera in V7 se per ogni u C V¥ della stessa lunghezza del contesto si ha logll(w) = 1.
Inoltre consentiremo, con un abuso di notazione, a ¢ di essere una formula in cui delle variabili sono
sostituite con elementi di VZ; in tal caso ||o|| sara ’abbreviazione gia introdotta precedentemente.
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ii. Gia mostrato in (), in quanto effettivamente vale .
iti. Ovvio dalla simmetria nella definizione di ||u = v|].

. Anche qui per induzione su VZ per la formula ¢(2): ||z = v|| A |Jv = w|| < ||z = w].
Siano quindi u,v,w € V? e supponiamo Vz € dom(u), ||z = v|| A Jv = w| <
| = w||. Siano ora y € dom(v),z € dom(w). Allora per ipotesi induttiva vale
|z =y||Ally = z|| < ||z = z||. Pertanto si ha

lz =yl Ally = 2l Aw(z) < lz = 2] Aw(z)

=\ (z=ylrlly=z1rwe) < \/ (lz=z]Aw)

z€dom(w) z€dom(w)

= [lz =yl A lly € wl < flz € wl] (A)

Inoltre, per definizione di |[v = w|| e poiché y € dom(v), si ha ||[v = w|| < v(y) —
|ly € wl|, da cui:

lo =wl Av(y) < lly € wll (B)
Da (4) e (B) segue [lz = y[| Aflv = wl| Av(y) < flz = yl[Ally € w]| <[l € w], da

cul

V  Uz=ylAle=w]|Avy) <z € w]
yEdom(v)

= [lz e v Aflv = wl| < flz € w]] (©)

Inoltre, analogamente a (B) si ha anche ||u = v||Au(z) < ||z € v]|, da cui, sfruttando
(©):
lu = vl Au() Ao = wl| <z € vl| Allv=wl <z € w]

Da cui ||[u =v|| A ||jv = w|| < u(z) = ||z € w||, che implica:

lu=vlAllo=wl< A (ul2) = |l € wl) (D)

ze€dom(u)

Ora osserviamo che per iii. l'ipotesi induttiva é equivalente a Vo € dom(u) |[[w =
v|| Ao = z|| < ||w = z]|, che, con passaggi analoghi a quelli che hanno portato a
(D), porta a

lo=v|Allv=ul < A (w) = |z eul)
zedom(w)

che, insieme a (D), vista la definizione di ||ju = w||, da la tesi.
v. Gia mostrato in (A), in quanto effettivamente vale 4v.
vi. Gia mostrato in (C), in quanto effettivamente vale iv.

vii. Mostriamolo per induzione sulla complessita della formula ¢.
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e Se ¢(u) & una formula atomica, allora é della forma u = y oppure u € y oppure
Yy €Eu,cony € V&, Gia mostrato in 1., V. e vi. rispettivamente.

e Se ¢(u): ¥(u) A x(u), supponiamo la tesi valga per ¢ e per x. Allora:

[l = vl Allg(u)l| = flu = ol Alo(u) Ax ()]l =
= [lu = vl M) Alix (W)l =
= [lu = vl Al Allu = ol Allx ()] <

< [[e@)I A llx@)l = [l () A x@)]| = [lov)]]
o Se ¢(u): —1(u), supponiamo la tesi valga per . Vale
lu= vl A A=llR @) < Y@ A=l (u)]] =
cioé [lu = v|| Al (v)[| A =l[¢(u)]| = 0. Ora,

Ju= vl Alp(u)] = flu= vl A= (W) = [lu = v A=lp@) AT =
= [lu = vl A=l @) I A ([ )]V =)l =

= ([lv = vl A=Al @)) V([ = ol A=l @) A= ()]]) =

=0V (lu= v A=llp@] All=L@)) < I=¢()] = o)l

e Se ¢(u): Ty ¥(y,u), supponiamo la tesi valga per ¥, cioé¢ Yw € VZ |lu = v|| A
[¢(w, u)|| < [[¢(w,v)]]. Allora:

lu = vl Allg()ll = [lu = vl A By &y, w)ll = [l = vl A\ Il (w, )l =

weVE

=V (=l At wl) <\ lowo)] =

weVE weVE

= [Ty &(y, v)[| = llo(v)l

Da cui seguono anche le affermazioni analoghe per V, — e V grazie alle leggi di De
Morgan.

]

Osservazione. In generale, in . non vale I'uguaglianza. Per vederlo in un esempio
concreto, consideriamo B = {0,a,b, 1}, con b = —a.

1

/N

a b

N S

0
Sia e = (), e,: e — z per ogni x € B. Vale allora, per ogni z € B:
lecedl= \ (aWAlly=el)=cle)Ale=cl=arl=z
yedom(ez)
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Da cui otteniamo

leo=ell= A (colz) > llzeeallr N (@)= |z € el)

z€dom(eg) zedom(ep)
= (eo(e) = lle € &) A (esle) = le € eol])
=0—=>0)Ab—=>0)=1A-b=a

(Similmente, si ottiene ||eg = e,|| = b, ||e1 = ex]| = = per ogni x € B e |le, = e = 0,
ma non sono utili per il nostro esempio.) Sia ora v: {eg,e,} — B,eg — 1,¢, — 0. Allora
vediamo che

les € vl = \/ (v(@) Az =el)

zedom(v)
= (v(eo) A lleo = es]) V (v(en) A lles = ell)
=(1ANa)V(OALl)=aV0=a

e pertanto v(ey) =05 a = |ley € 0.

Cid va contro l'intuizione per cui gli elementi di VZ sono “funzioni caratteristiche a valori

booleani” e cid ¢ giustificato dalla ricorsivita nella definizione di ||- € -||; ciononostante,
tale idea puo essere parzialmente recuperata. Definiamo estensionali gli elementi v di V?
tali che v(x) = ||z € v|| per ogni x € dom(v). Allora vale il seguente

Risultato. Per ogniu € V7 esiste v € V® estensionale tale che ||u = v|| = 1.

Dimostrazione. Sia u € VP e vediamo che v = {(z, ||z € u||) | + € dom(u)} soddisfa le
richieste.

o |[u=v|= A (uz)—=llzev])A A (v(y) = |ly € u||) ma per definizione
z€dom(u) y€edom(v)
dom(u) = dom(v) e ||y € u|| = v(y), quindi v(y) — ||y € u|| = 1. Inoltre, per 2.3,
u(z) < ||z € u|| = v(x) < ||z € v|| pertanto u(z) — ||z € v|| = 1. Da queste insieme
segue |lu =wv|| = 1.

e v ¢ estensionale. Infatti, dal Teorema 2.3 si ha ovviamente v(z) < ||z € v| ma
anche ||z € v|| = |lx €v|[| Al = ||z € v||Allu=1| < ||z € ul| =v(z).

]

Inoltre, il Teorema 2.3 ha la seguente conseguenza, che giustifica a posteriori la
definizione di ||- € -|| e || = -|.

Corollario 2.4.

LAz eug(x)l =V (ulz) Alo()]])

zedom(u)

i Ve cuol@)| = A (uz) = llo(@)])

zedom(u)
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Dimostrazione. Basta mostrare i., in quanto 4. segue per dualitda. Dunque:

13z € u p(2)|| = [|Bz(z € un ox))]

=V llz euno@)]

zeVE

=\ V @w@nrlz=ylnlo@)l)

zeVBycdom(u)

— N\ AV (e =l Al

yedom(u) zeVB

=\ @) AP =yAe@)ll]

yedom (u)

=V @Al

y€dom(u)
in quanto ¢(y) e Jz(z = y A ¢(z)) sono logicamente equivalenti e quindi hanno la stessa
valutazione per il Teorema 1.13. O
2.2.2 V7% & un’estensione di V

Come abbiamo visto, VP ¢ una classe di funzioni e la sua costruzione non poteva che
avvenire in V, quindi é chiaro che V¥ ¢ una sottoclasse di V. Vogliamo ora vedere che,
in realta, vale anche I’altra inclusione, ovvero la classe V¥ contiene una copia isomorfa di
V. A tal fine, cominciamo considerando una sottoalgebra completa B’ di B e definiamo
|-|?" a valori in B’ analogamente a quanto fatto per ||-|| per B.

Teorema 2.5. Sia B’ una sottoalgebra completa di B. Allora
i. VP & una sottoclasse di VP

Inoltre, per u,v € VB

it. |lu e UHB/ = [ju € ||
iii. ||lu= UHB, = [jlu =
Dimostrazione.

i. Mostriamo per induzione su a € ON che, per ogni o, V.2 C V.5,

e Sea=0,VF=0Ch=VE
e Sia VB C V5 per ogni a < 7. Allora

B _ q... B , By _ /B
V={2:D—=B|3a<yDCVS}C{z: D= B|3a<yDCVS'}=V]

perché B'C Be VP CVE.

20



.. e . . . . / . 4
i.-iii. Mostriamo entrambi contemporaneamente per induzione su VZ'. Sia v € V& ¢
supponiamo

Ju € yl|? = |lu eyl
Vy € dom(v), Yu € V7 { lu=y||P = [u =y
ly € ull® =y € ul
Allora vediamo subito che

lueo]|” ="\ @)Arllu=yl")= \ @y Alu=yl)=lue]

yedom(v) y€dom(v)

Inoltre si ha anche

loeul®™ ="\ (uly)Alo=y|")
y€dom(u)
=V wyr A @) =llzeyl®)In N\ ) = llze o)
y€dom(u) zedom(v) z€dom(y)

Ma ||z € y||®" = || € y|| per ogni x € dom(v) per ipotesi induttiva e

lzeu|® ="\ @EAlz=2")= \ @ Alz=2l) =z el

z€dom(v) z€dom(v)

per ogni = € dom(y), ancora per ipotesi induttiva. Quindi

loeul® ="\ (uly)Alo=yl)=veul

y€dom(u)

Infine,

lu=ol® =" N (ulp)=lyeol®)n N (@ = lyeul®)

yedom (u) y€dom(v)

ma per ipotesi induttiva ||y € u||® = ||y € u|| per ogni y € dom(v) e

lyeul™ ="\ @@)Ale=yl")= \ (@) Alz=yl) =y el

z€dom(v) zedom(v)

per ogni y € dom(u). Pertanto ||u = v||®?" = |ju = v| come si voleva. O

Cio in realta vale per ogni formula ristretta ¢, dove ¢ ¢é detta ristretta se ogni suo
quantificatore ¢ della forma dz € y o Vo € y:

Teorema 2.6. Sia B’ una sottoalgebra completa di B. Allora per ogni formula ristretta
P(v1,...,vn) € per ogni uy, ... u, € V5:

lo(ur, .. wa) [P = llp(urs -, un)|

Dimostrazione. Facilmente per induzione sulla complessita di ¢.

21



Se ¢ ¢ elementare, si tratta del Teorema 2.5.

Se ¢: 1) A x, supponiamo la tesi valga per ¥ e x. Allora H(bHB' = [y A XHB' =
1917 AIXIE = (19l Al = Dl A xdl = el

Se ¢: —b, supponiamo la tesi valga per 1. Allora ||¢||®" = ||-¢||F" = =|v||F =
=[Pl = 1=l = liell-

o Se ¢(v1,...,v,): Jx € utp(z,vy,...,0v,), supponiamo la tesi valga per (vy, ..., v,).
Allora
! / B/ !
2117 = 113z € uip(a,vr,...,v) 1P =\ (u(@) A, v, 00) ) =
zedom(u)
B
=V @@ Al o, v)l) = (B € ud(m, v, v = (4]
zedom(u)

Gli altri per dualita. [

Dunque, se VZ ¢ un modello di ZFC, V5 " risulta essere un “sottomodello” di V.
Possiamo ora mostrare che V & una sottoclasse di VZ. Diamo, a tal proposito, per
ricorsione su €, la seguente

Definizione. Per ogni z € V, i & {(9,1): y € z}

Osserviamo che per ogni € V, & € V? che ¢ sottoclasse di V2, in quanto 2 ¢ sot-
toalgebra completa di B, come notato nel Capitolo 1.2. Chiamiamo standard gli elementi
u € VP tali che esiste z € V per cui u = &. Dal Teorema 2.5 segue che, dati z,y € V:

ovvero appartenenza ed uguaglianza tra insiemi standard sono valutate in modo bivalente.
In realta, V e V2 risultano essere isomorfi:

Teorema 2.7.

i. Per ognix € Ve per ogniu € VP siha|lu€ || =\ |u=7|
yex

1. Per ogni x,y € V si ha

rey <= ||zey|=1
r=y <= [[2=9[=1

iii. L’applicazione © — & ¢ iniettiva da V in V2.

. Per ogniu € V* esiste un unico x € V tale che ||u = 3| = 1.
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v. Per ogni formula ¢(vy,...,v,) e per ogni x1,...,x, € V vale

H(1,...,2,) = ||¢(21,...,3.)|* =1
Se ¢ ¢ ristretta, vale anche

O(a1, .. n) = |(E1,. ... 50)] =1

Infine, se ¢ & 3y, ovvero della forma Jvip(v, vy, ..., v,) con @ ristretta, vale anche

O, xn) = ||0(21,. .., 20)]| =1

Dimostrazione.

1. Segue dalla definizione:

luedll= \/ @@)Alu=0l)

vedom(&)

= \/(i(gj) A |lu = 9||) perché v € dom(z) <= esiste y € = tale che v =79
yex

=\ A lu=31)=\/llu= 4l

yer YyEx

i1. Per induzione sul rango di y. Supponiamo che, dato y € V., per ogni z € V con
rk(z) < rk(y) valga

re€z <= |tei|=1
VieViz=2z < |z=Z||=1

zer <= |zez|| =1

Allora, per la Proposizione 1.5 ii. ed essendo ||-|| = ||-||* su V?, si ottiene
rey <= Jucylr=u) < Jucy(i=1d=1) < \|i=a|=1
= |lzeyl=1

grazie a 7. Inoltre,

yer < Jucaz(ly=u) < Juca(Vzeylzcu)AVzcu(z €y))
Ma z € u <= ||Z € 4|| = 1 per ogni z € y per ipotesi induttiva e
zey <= weylw=z) < wey(v=2|=1) < \/|o=2|=1

— |zegl=1
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114,

0.

per ogni z € u, similmente a quanto visto prima. Dunque

yex < Juecz(Vzey(||zea]|=1)AVzeu(l|zeyg||=1))

= V(Allzealr Allzegl) =1

uer zey zZEU

— \llg=a] =1
uex

— |lgez|=1

grazie a 4. Infine,

L=llz=91= Alacglr Alo e

uex vEY

¢ equivalente a Vu € z, Yo € y (||t € g|| = 1 = ||v € Z||). Per ogni v € y per ipotesi

induttiva si ha pero |0 € Z|| =1 <= v € x e da i. vale
L=llaegll=\la=2]
Z€yY

e cid é equivalente per ipotesi induttiva a 3z € y (u = 2) cioé u € y. Pertanto,
abbiamo

Vuex, Yvey (|lueg|=1=|vez|) <=Vuecz, Yvey(uecyAv e )
—VYuezr(uey AN\Vwey (vex)

—=r=y
da cui la tesi.

Siano x,y € V e supponiamo & = ¢. Allora ||z = g|| = 1 e quindi da . segue
r=y.

Mostriamo ’esistenza per induzione su VZ. Sia quindi v € V? e supponiamo che
per ogni v € dom(u) esista y € V tale che |[v = || = 1. Dobbiamo mostrare che
esiste x € V tale che ||u = Z|| = 1. Sia quindi

r={y € V:Ivedom(u) (Jlv=g| Au(v) =1)}
Si ha z € V. Infatti, poiché dom(u) € V, per Separazione
u' = {v € dom(u): u(v) =1}
¢ un insieme. Allora ¢ istanza di Rimpiazzamento:
Vo euTyllv=g||=1— iV edTy e z|v=79] =1

Poiché per ipotesi induttiva vale I'antecedente, esiste tale Z insieme. Allora per
Separazione € insieme

r={yei:ed(lv=9|=1)}
={yex:Fvedomu) (Jv=7g]=1Aul)=1)}
={yeV:3Ivedom) (|v=79]|=1Aul)=1)}
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dove l'ultima uguaglianza vale perché Vv € «/3ly|jv = g|| = 1. Infatti, dato v € o’
ey € T tale che |[v = || = 1, preso z € V tale che |[v = Z|| = 1, si ottiene
1= lo=2[[Alv=gl <z =gl e quindi z =y per .

Dobbiamo mostrare che

L=lu=dl= A @@)=Joeihr A (@) = llveul)

veEdom(u) vedom(Z)
= A\ @) =llvezha Alzeq
vedom(u) z€x

in quanto v € dom(z) <= 3Jz € x (v =2) e Yv € dom(z) z(v) = 1. Mostriamo
quindi che (a) se v € dom(u), u(v) < |jv € z||; e (b) se z € x, ||Z € ul]| = 1.

(a) Poiché u € V2 dato v € dom(u), si ha u(v) = 0 oppure u(v) = 1. Nel primo
caso la tesi vale banalmente. Se invece u(v) = 1, poiché v € dom(u) per ipotesi
induttiva esiste y € V tale che [[v = || = 1 e quindi per definizione tale y
appartiene a x. Per ii. allora ||y € Z|| = 1 da cui

u) =1=llv=glAllg ezl <lvei

(b) Se z € z, per definizione esiste v € dom(u) tale che ||[v = 2| = 1 e u(v) = 1.
Ma allora

L= lv =2 Au(v) <[lv=2[Allveul <2 €ul

cioé ||z € ul| = 1.
Mostriamo 1'unicita. Siano u € V* e xy, 25 € V tali che |[u = &1 = 1 = |Ju = &»]|.
Allora per il Teorema 2.3 0. si ha 1 = ||Z1 = ul| A |lu = &o|| < [|Z1 = &2 cioe
|1 = @2|| = 1. Pertanto da 4. segue z; = xs.

. Mostriamo la prima affermazione per induzione sulla complessita di ¢.

e [l caso ¢ atomica ¢ gia mostrato in .

e Se ¢: 1 A x, supponiamo ¢ <= ||[¢]? =1ex < |[x]|*>=1. Allora

¢ = vAx = [WIP=1=xI" <= [WIPAIXIP =1 <= [vAax]*=1
= [lo|* =1

e Se ¢: —p, supponiamo ¢ <= |[¢|* = 1. Allora, essendo ||-||* valutazione
binaria:

¢ = W = [YP<1l = [PIP=0 = SYIP =1 = ||*=1
= [l¢]* =1

e Se ¢: dx, siano zq,...,x, € V e supponiamo
D, @, wn) = ([(E 3 3P =1

Allora:

25



(=) Se ¢(x1,...,x,), allora Iz (x, 1, ...,x,). Per ipotesi allora
Iz € V |[(&,31,...,30) |2 = 1

Ma, poiché & € V2, si ha certamente

L=\ I, @1, . @) 17 = [Bu e, @1, 2017 = 1600, 20) )

uev?

(<) Se 1 = ||o(Z1,-.,3)|* = [|1Pu (u,21,...,2)1> = V 0w, 21, .., 20)|
uev?

allora Ju € V? ||o(u, @1, ...,%,)||> = 1. Ma da iv. abbiamo che 3z € V |ju =
2[|? = 1, pertanto Iz € V 1 = [|o(u, &1, ..., 3,) |PAllu = 2|2 < |0 (Z, 21, . . ., 30)])?
cioé Az [|(2, 21, ..,2,)||* = 1 da cui, per ipotesi induttiva, segue 3z 9 (z, z1,...,1,)

che ¢é esattamente ¢(z1,...,x,).

Gli altri si ottengono per mezzo delle leggi di De Morgan.
La seconda affermazione segue dalla prima e dal Teorema 2.6.

Mostriamo 'ultima affermazione. Dalla prima segue che ||¢(21, .. ., &,)||* = 1 ovvero
V 1w, sy, d) | =1
ueVv?
Essendo valutazioni bivalenti, deve esistere & € V? tale che ||¢)(@, 1, ..., 4[> = 1.
Per iv. esiste un unico x € V tale che ||z = || = 1. Essendo inoltre 1 ristretta, per
il Teorema 2.6 si ha
[0(2, 2, )| 2 ([ = Z A (@, 2y, 20|
= 1A |(@, 21, ..., 2,)|
= ||v(a, 21,...,2,)|* =1
Poiché & € V®, si ottiene quanto si voleva:
|p(Z1, ..., 2)| = \/ lh(w, &1, ..y T0)|| > J0(2, 21, ..., @0)]| =1
ueVB
[

2.3 VP & modello di ZFC

Vogliamo ora giustificare ’espressione “modello a valori booleani”, cioé vogliamo mostrare
che V2 ¢ un modello per ZFC. Bisognera verificare che per ogni assioma o di ZFC, si ha
|lo|| = 1; prima, pero, & necessario dare qualche definizione e qualche risultato preliminare.

Dati sottoinsiemi {a; | i € I} C Be {u; | i € I} € V”, indichiamo con la combinazione

> a;u; Velemento u € V5 tale che
i€l

dom(u) = Udom(ui)

icl
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definito, Vz € dom(u), da

u(z) = \/(ai M|z € ui])
iel
Lemma 2.8. Siano {a; |i € [} C B e{u; | i€ I} C VP e siau= > au;. Se per ogni
iel
1,7 € I vale
a; A aj < lu; = uyl]

allora, per ogni 1 € I,
a; < Jlu = ugl]

In particolare, il risultato vale se {a; | i € I} & un’anticatena.

Dimostrazione. Scriviamo ||u = w;|| = a A b, con
a= N (@) =z €ul)
z€dom(u)
b= N (w(z) = |z €ul)
z€dom (u;)

Se z € dom(u), allora

a; ANu(z) = a; A \/(aj Az € ug)
jer

= \/(az’ Aaj N |z € )
jel

< \/(“uz = u;|| A ||z € u4||) per ipotesi
jel

< Vllz € wll = Iz € u
jer

Pertanto a; < u(z) — ||z € w|, da cui a; < a. Inoltre, se z € dom(u;):
a; ANui(2) < a; Az € wif| <ulz) <z € ull
da cui a; < u;(2) — ||z € ul| e quindi a; < b. Dunque a; < a Ab. O

Tale lemma ¢é utile per dimostrare il seguente risultato, che ¢ di fatto un’existence
property per V.

Teorema 2.9 (Principio del massimo). Data una formula ¢, esiste u € V? tale che

1Bz ()] = llo(w)]

In particolare, se ||3xp(2)|| = 1, allora esiste u € V? tale che ||p(u)]| = 1.
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Dimostrazione. Per definizione si ha

Bré@)| =\ e

ueVE

Poiché B ¢ un insieme, lo ¢ anche A = {||¢(u)||: v € VP} C B. Per ogni b € A,
{rkp(u): ||¢(u)|| = b} ¢ classe di ordinali, quindi ammette minimo: sia

ay = min{rkp(u): [|p(u)]| = b}
Inoltre, per ogni b € A consideriamo
Wy ={uec VZ: ||o(u)|| = bArkg(u) = a}

Esso ¢ insieme in quanto sottoinsieme di Vaf 41~ Allora per Scelta da ciascun W), possiamo
scegliere un elemento w;, e per Rimpiazzamento ¢ insieme {u;,: b € A}. Esso puo essere
ben ordinato per Scelta come {ue¢: £ < a}.

Riassumendo, esistono un ordinale a e un insieme {ue: & < a} C V7 tali che

{lle()ll: w e V7 = {||o(ug)|: € < a}. Quindi
Bro@)] = \/lloue)]

(<a

Siano ora, per £ < «,

ag = [[$(ug)ll A=\ llo(u,)]

<€

Mostriamo che {a¢: € < a} & un’anticatena. Siano £ < ( < . Allora

ag Nag = | d(ue) | A=\ llo(u)Il Allgue) | A=\ llg(w)l

<€ AL
= [l¢(ue) | A o)l A N lI=o(w)l A All=¢(u)ll =0
<€ A<Z(¢

in quanto 3\ < ( tale che A = ¢. Quindi {a¢: £ < a} & anticatena.
Mostriamo che 'elemento cercato é

u = Zagl%

E<a

Infatti, per il Lemma 2.8 vale a¢ < ||u = wug¢|| per ogni §& < a. Inoltre, per definizione
ag < ||p(ug)|| per ogni & < a. Da queste insieme segue:

le()ll = llu = uell A llo(ue)|| > ae

Quindi:
o)l =\ ae = \/ llé(ue)|| = [z ()|

(<a (<a
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dove la penultima uguaglianza vale in quanto per definizione si ha

Vae =\ (lotu)ll A N\ I=o(ur)])

(<a (<a y<€&

e chiaramente

V (el A A l=d(w)l) = \/ ll¢(ue)|

(<a y<& (<a
Cio mostra ||¢p(u)|| > [|Fzo(x)|. L’altra disuguaglianza ||[3x¢(z)|| > ||¢(u)|| vale banal-
mente in quanto u € V5. O

Dal Principio del massimo si ottiene il seguente
Corollario 2.10. Sia ¢ una formula tale che ||3z¢(x)|| = 1. Allora:
i. Per ogniv € VP esiste u € VP tale che ||¢p(u)|| =1 e [|¢p(v)]| = ||u = v]|.

ii. Se b & una formula per cui per ogniu € VP ||¢(u)|| = 1 implica ||¢(u)| = 1, allora

IVz[p(z) — ()]l = 1.
Dimostrazione.

i. Sia v € VP e sia w € VP ottenuto dal Principio del massimo, cioé¢ tale che
|p(w)|| = 1. Sia b = ||¢(v)|| e poniamo u = bv + —bw. Allora, poiché chiaramente
{b, b} é un’anticatena, grazie al Lemma 2.8:

[p(w)ll = lu=v A @)V llu=wAdw)| = (bAb)V(=bAL)=bV-b=1

Da questo segue anche che ||[u = v|| = ||lu = v| A [|¢(u)|| < ||op(v)]].
Inoltre, come gia utilizzato, vale anche ||u = v|| > b = ||¢(v)||.

i. Sia v € VP, Per i. esiste u € VP tale che ||¢p(u)| = 1 e ||¢(v)| = ||u = v||. Allora
per ipotesi si ha ||¢(u)|| = 1 e quindi

[ = llu = vll = lu = v Al )] < [l ()]

Pertanto ||¢(v) — ¥(v)| = 1 per ogni v € V¥, da cui

Valp(z) = (@)l = N\ llo(v) = ()l =1 O

vevVE

E inoltre utile dare la seguente definizione. Un insieme v C VP ¢& detto ritratto di v € V7
se:

e perognix €0, ||z €ul| =1
e per ogni y € VP tale che ||y € u| = 1 esiste un'unico = € v per cui ||z = y|| = 1

ossia v contiene tutti gli insiemi booleani che “appartengono secondo il modello” (cioé con
“probabilita” 1) a u. E vero che

29



Teorema 2.11. Ogniu € VZ ha un ritratto.

Dimostrazione. Sia u € V. Per ogni x € VZ sia f, € VZ con dom(f,) = dom(u) e, per
ogni z € dom(f,),
fo(2) = u(z) Allz = ]

Sia ora F' = {f, | z € VF}. Si ha F C B%™(® ¢ V, pertanto F ¢ insieme. Inoltre, chia-
ramente, Vf € F3z(f = f,). Applichiamo allora la seguente istanza di Rimpiazzamento:

Ve Fx(f = f,) = JwVf e FIx e w(f = f)

Per costruzione, quindi, per tale w si ha che, per ogniy € VP, esiste z € w tale che f, = Iy
Per Scelta e Rimpiazzamento, sia v I'insieme ottenuto scegliendo un rappresentante per

ogni classe di equivalenza di ~ sull’insieme a = {x € w: ||z € u|]| = 1}, dove 2 ~ y se e
solo se ||z = y|| = 1. Allora v & un ritratto di u:
e Poiché ~ ¢ definita su a = {z € w: || € u|]| = 1}, se € v si ha banalmente
|z €ul| =1.

e Siay € VP con ||y € u|| = 1. Allora come detto esiste Z € w tale che f; = fy-
Vediamo che, per ogni z € dom(u):

17 =yl = |2 =2 Az = yll Z u(z) A7 = 2l Allz = yll Aulz) =
= f2(2) A fy(2) = £y (2)

pertanto

lZ=yl> \/ L=V @nrlz=yl)=lyeul=1

z€dom(u) z€dom(u)
Ora,
|z €ull > [lyeu|Allz=yl=1

cioé T € a. Ma allora per costruzione esiste un unico = € v tale che ||z = Z|| =1 e

quindi ||z = y|| > ||z = Z|| A || = y|| = 1, come si voleva.
]
Osserviamo che, dati vy, vy ritratti di u, per ogni x; € vy si ha ||z; € ul| = 1 e pertanto
esiste un unico xs € vy tale che ||x; = 25]| = 1. Ovviamente vale anche che per ogni
Ty € vy esiste un unico x; € vy tale che ||z = z41]] = 1, cioé la funzione z; — x9 &

invertibile: il ritratto di un insieme booleano ¢ quindi unico a meno di biiezioni date
dalluguaglianza nel modello”.

Inoltre, se 1 = |ju # 0] = ||Fz(x € w)]|, per il Principio del massimo anche ogni ritratto
di u € non vuoto.

Lemma 2.12. Sia u € V” tale che |u # 0| = 1 e sia v un ritratto di u. Allora per ogni
z € VB esiste y € v tale che ||z = y| = ||z € ul|.
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Dimostrazione. Sia x € V7. Per ipotesi 1 = |lu # (|| = ||32¢(2)]|| con ¢(2): z € u. Allora

per il Corollario 2.10 i. esiste w € V tale che ||w € ul| = 1 e || € u|| = ||z = w]||. Poiché
|lw € ul| =1, essendo v ritratto esiste un unico y € v tale che ||y = w|| = 1. Mostriamo
che & 'elemento cercato, ovvero che ||z = y|| = ||z € u||. Vale innanzitutto

lz =yl = [lo = w[| Alw =yl| = llz = w| = ||z € u

Inoltre, poiché da y € v segue ||y € ul| = 1:
|l € ull = llz =yl Ally € ul| = [l =y

da cui la tesi. ]
Finalmente possiamo mostrare che
Teorema 2.13. Tutti gli assiomi, e quindi tutti i teoremi, di ZFC sono veri in V7.
tramite una serie di lemmi.
Lemma 2.14. Estensionalita ¢é vero in V7.
Dimostrazione. L’assioma si puo scrivere come

VaVy[Vz € x(z € y) AVz € y(z € z) = & =y
Ma, dati z,y € V2, la valutazione dell’antecedente per il Corollario 2.4 &

N @E—=lzesn N\ Wk = lzez|)

zedom(z) z€dom(y)

che & precisamente la definizione di ||z = y]|. O
Lemma 2.15. Separazione ¢ vero in V5.
Dimostrazione. Ricordando che Separazione ¢

VuduVzjx € v <> x € u A ¢(z)]

prendiamo u € V¥ e definiamo v € V* tale che dom(v) = dom(u) definito, se # € dom(v),
da v(z) = u(x) A ||¢(z)||. Vale

IVz[x € v >z € uN @p(2)]|| = ||V € vz € u A d(2)]|| A|[Vx € ulp(x) = x € V]|
Mz evlzeund@]l = A @) = (loeul Al
xedom(v)
= A (@ Allg@)) = (lz € ull Allé@)])] = 1
z€dom(v)

in quanto u(x) < ||z € u||. Similmente
Ve € ulg(z) »zevfl= N lulz) = (lé@)] = llz € v])] =1
z€dom(u)
in quanto, per z € dom(u) = dom(v), si ha u(x) A ||¢p(z)]| = v(z) < ||z € v| che ¢
equivalente a u(z) < ||¢(z)|| — ||z € v|| ovvero u(z) — (||¢(x)|| — ||z € v]|) = 1. O
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Lemma 2.16. Rimpiazzamento ¢& vero in V7.

Dimostrazione. Ricordando che Rimpiazzamento €

Vul[Ve € udyp(x,y) — JoVe € udy € vo(x, y)]
vogliamo mostrare che, fissato u € V7, vale

V2 € udyd(z, y)|| < [|FoVe € udy € vo(z, y)|

Il primo membro ¢

Vz € udys(z,y)ll = N\ (ul@) = [3ys(z,y)Il)
xedom(u) 1
= A @@V el "
xedom(u) yeVE

Vogliamo scrivere tale sup come su un insieme piuttosto che su una classe. A tal proposito
notiamo che, poiché B é un insieme, per ogni x € dom(u) lo & anche

As ={ll¢(x,y)ll: y € VPY C B
Per ogni b € A,, {rkp(y): ||¢(x,y)|| = b} ¢ classe di ordinali, quindi ammette minimo: sia
azp = min{rkp(y): ||¢(z,y)|| = b}
Inoltre, per ogni b € A, consideriamo
Wep ={y € V7 [o(x,y)|| = bAtkp(y) = s}

Esso ¢ insieme in quanto sottoinsieme di Vai ,+1- Allora per Scelta da ciascun W,
possiamo scegliere un elemento y, ; e per Rimpiazzamento ¢ insieme W, = {y,;,: b € A, }.
Sia «, il minimo ordinale per cui W, C Vofg . Allora per costruzione, per ogni « € dom(u):

Vol <V oyl <\ o)l =\ o)l

YyeWs yevd, yev?h YyEW,

cio¢ in particolare, per ogni x € dom(u):

V el =\ llo(z,y)l

yEV&Ei yevB

Inoltre ¢ funzione = — . Essa ha dominio dom(u) e immagine o = sup{a, | € dom(u)}.
Chiaramente, per ogni z € dom(u):

V g )l <\ llglz.v)l

yevrl yeVp
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Dunque, mettendo tutto insieme e proseguendo da (1):

IVz € udyg(z,y)ll = N\ (ul@) =\ lé9)l)

zedom(u) yevEB

= A @)=\ el @)

zedom(u) yeVE

A (@) =\ ozl

z€dom(u) yeVp

IA

Sia ora v = V.F x {1} € VZ. Allora

V ez, 9)ll = 113y € vé(z, y)|

yeV e
e vediamo che (2) & proprio cio che si voleva dimostrare. ]
Lemma 2.17. Unione ¢ vero in V7.

Dimostrazione. Dobbiamo provare
VuFoVzz € v <> Jy € u(x € y)]

Sia quindi u € V¥ e definiamo v € V¥ con dominio dom(v) = |J{dom(y) | y € dom(u)}
tale che, per ogni z € dom(v):

v(r) = ||Fy € u(z € y)||
Allora

IVzevdyeu@eyl =/ (@) =3y €uey))
z€dom(v)

= N (Byculey)|—|Fycuzcy)) =1
zedom(v)

Rimane da mostrare che Vz[3y € u(z € y) — x € v] & vera. Mostriamo pero che ¢ vera
I'equivalente Vy € uVx € y(z € v). Sia

a=||Vy € uVx € y(x € v)||

= A @y = A ()= e o)

yedom (u) z€dom(y)
= /\ (—u(y) Vv /\ (—y(z) V [z € v[]))
yedom(u) z€dom(y)

= A N ) Vvoy@) Vil e oll)

yedom(u) x€dom(y)
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Se x € dom(y) e y € dom(u), per costruzione si ha x € dom(v) e quindi per ogni
x € dom(y) vale ||z € v|| > v(z). Inoltre, supponendo ancora = € dom(y) e y € dom(u):

u(y) Ay(z) <uly) Allz €y

<V @y Allzeyl)

y€dom(u)
=13y € u(z € y)ll = v(x)

Da cui —u(y) V —y(z) > —v(z). Quindi, tutto cid considerato:

a> N\ (w@)voe@)=1

ye€dom(u) z€dom(y)
come si voleva. O
Lemma 2.18. Potenza & vero in V5.
Dimostrazione. Bisogna mostrare la verita di

VuduVzx € v <> x C u]

dove  C wu abbrevia Vy € z(y € u). Sia quindi v € V¥ e definiamo v € V¥ con
dom(v) = B¥™® = {: dom(u) — B} tale che, per ogni x € dom(v):

v(z) = [lz Cul = vy € 2(y € u)|

Si ottiene facilmente

Vzev@cu)= A (v(x) = llo Cul)
z€dom(v)
= A (zCull =z cul)=1
zedom(v)
Rimane quindi da mostrare ||Vo(z C u — = € v)|| = 1. Sia quindi + € V¥ e definiamo
i € VP con dom(z) = dom(u) e, per ogni y € dom(Z), #(y) = ||y € z||. Se mostriamo
che valgono
[ C ull < flz = 2| (1)
[l € ull <[z € vl (2)

Allora si ha ||z Cul| < ||z = Z|| A ||Z € v|| < ||z € v|| e dunque la tesi.
Cominciamo da (1), osservando che, per ogni y € V

lyezl= "\ @EAlz=yl)

zedom(Z)

=V (zezlrllz=yl) <y el

z€dom(&)
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Quindi |7 C z|| = |[Vy(y € 2 — y € z)|| = 1. Inoltre, per ogni y € V” si ha anche

lyeunyezl= \/ @z Aly=z)Alyeaz|
z€dom(u)

Vo ly==2l1Ally € 2|l

z€dom(u)

Vo ly==2llAlz€z])

z€dom(u)

=V (ly==21A(x)

z€dom(Z)

IN

IN

= lly € 7

cioé |Vy(y € uAy € v — y € T)|| = 1, che possiamo abbreviare come ||u Nz C || = 1.
Poiché é verita logica che

Vylycrz —yecu) > Vyly Euhy €x >y € )
cioé x Cu—une =z, vale ||z Cull <|luNz =z, quindi
[z Cull < flune=z|Al=llune=z|AluneC il <z ci
da cui, usando quanto mostrato precedentemente,
[z Cull < flz 2 AL <[z ST AllZ C 2l =z =2
ovvero (1). Procediamo con (2), che si ottiene in modo piu diretto:

lz € ull = [IVy(y € x = y € u)

= N (y el = lly € ul)

yeVEB
< A GO -y eul)
y€dom(Z)
= [Ivy € &y € w|
=17 Cull = (@) <[z € vl
O]
Cio considerato, ¢ utile dare la seguente definizione. Dato u € V2, le parti booleane
P5(u) di u sono 'elemento v € V¥ tale che dom(v) = BY™® ¢, per z € dom(v),
v(x) = ||z C ul|. La dimostrazione appena data evidenzia come V¥ = PB(u) = P(u).

Lemma 2.19. Infinito ¢ vero in V7.
Dimostrazione. Tale assioma ¢ Jup(u) dove ¢(u) &
0 euAVe €udy € ulx € y)

Essa ¢ chiaramente una formula ristretta; inoltre sicuramente vale ¢(w). Dunque, per il
Teorema 2.7, si ha ||¢(w)|| = 1 e di conseguenza ||Fup(u)|| = 1. O
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Lemma 2.20. Fondazione ¢ vero in V5.

Dimostrazione. Tale assioma ¢ Vz[Vy € z¢(y) — ¢(x)] — Vaxo(x). Poniamo

b= |VaVy € zé(y) — o)

Allora vogliamo mostrare che, per ogni z € VZ, b < ||¢(z)||. Ragioniamo per induzione
su V5 cioe, fissato 2 € V7, supponiamo la tesi valga per ogni y € dom(z). Allora

b< N el < A (@) = llswl) = IVy € z6(y)ll
y€dom(x) y€dom(x)
Ma per definizione di b si ha
b= vy € z6(y) = 6(2)[| < |Vy € 26(y) = ¢(2)|
2eVEB

Pertanto
b < ||Vy € zo(y)|| A VY € 2¢(y) = ¢(x)]| < [|o(2)]

come sl voleva. O
Lemma 2.21. Scelta ¢ vero in VZ.

Dimostrazione. Mostriamo la validita del Lemma di Zorn, da cui segue la validita di
Scelta. Per il Corollario 2.10 ii. ¢ sufficiente mostrare che, per ogni X, <x€ V&, se

VP = (X, <x) ¢ un insieme parzialmente ordinato induttivo non vuoto

allora
VZ = (X, <x) ha un elemento massimale

Supponiamo quindi valga ’antecedente e sia Y un ritratto di X. Definiamo su Y la
relazione <y come
y<yy = lly<xy| =1

per ogni ¥,y € Y. Essa é un ordine parziale largo, infatti:

e vale la proprieta riflessiva: per ipotesi si ha
IVyly € X =y <xy)l =1

da cui, in particolare, per ogni y € Y si ha ||y € X|| < |ly <x y||. Ma, essendo Y’
ritratto di X, per ogni y € Y vale ||y € X|| =1, da cui ||y <x y|| = 1 cio¢ y <y v.

e vale la proprieta antisimmetrica: siano y,y’ € Y e supponiamo y <y ¢’ e ¥/ <y vy,
ovvero ||y <x ¥'|| = ||y <x y|| = 1. Per ipotesi si ha

Vv [(y € X)AN Y € )Ny <x V)N <xy) = (y=1¢)]]| =1

da cui [ly € X[[Ally" € X[ Ally <x [ Ay <x yll < lly = ¢ll. Ma, essendo Y
ritratto di X, vale ||y € X|| = ||y € X|| = 1 e pertanto tutti i termini al primo
membro sono uguali a 1. Quindi ||y = ¢/|| = 1 e per proprieta del ritratto y = ¥/
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e vale la proprieta transitiva: siano y,y’,y” € Y e supponiamo y <y ¢’ e ¢y <y v’
ovvero |y <x v'|| = ||y <x v"|| = 1. Per ipotesi si ha

IVyVy'Vy"[(y € X)A (Y € X)N (Y € X)A(y <x ¥ )N <x v") = (v <x ")l =1

da cui [ly € X[|Ally" € X[ Afly" € X[[Ally <x [ Ay <x y"l| < lly <x "||. Ma,
essendo Y ritratto di X, vale |ly € X|| = ||y’ € X|| = ||y’ € X|| = 1 e pertanto tutti
i termini al primo membro sono uguali a 1. Quindi ||y <x ¢"|| =1 cio¢ y <y y".

Vogliamo inoltre mostrare che (Y, <y) ¢ induttivo. Sia C' una catena in Y. Sia ¢’ € V7
con dom(C’) = C e C'(z) = 1 per ogni z € dom(C’), cioe C" = C x {1}. Allora
VB = € ¢ catena in X. Infatti, si ha VP |= ¢’ C X, in quanto

Ic'cxl=lvyeCyeX)= A C—=lyex=Alyex|=1

ye€dom(C’) yeC

essendo C'(y) =l e ||y € X|| =1 per ogniy € C CY che ¢ ritratto di X. Inoltre, poiché
C catena di Y:

Vz,yc Clx <y yVy<yz)=Vr,ycC(|lr <x y| =1V]y <x z[| = 1)
=Vr,y € C(l|lz <x y|| Vly <x z|| = 1)
= Vr,y € dom(C')(|lx <x y|| V [ly <x z|| = 1)

Ma quindi

1= A A U <xyllVvily <x )

z€dom(C") yedom(C")

= N\ C@- A €W le<cylViy <xz|)]
z€dom(C’) yedom(C’)

= |Vz,y € C'(x <x y Vy <x 2)||

ovvero & vero in VP che €7 ¢ catena in X. Per ipotesi allora
V? = 3x(z maggiorante di C' in X)

quindi, per il Principio del massimo, esiste u € V tale che
VB = u ¢ un maggiorante di C' in X

In particolare si ha quindi |ju € X|| =1 e, essendo Y ritratto di X, esiste (unico) w € Y
tale che |ju = w| = 1. Allora w ¢ maggiorante di C' in Y. Infatti, dato y € C, vale
ly e C'|| > C'(y) = 1 dacui ||y <x w| > |Jlu=w|A|ly <x ul]| =1 che implica per
definizione y <y w.

Pertanto Y é induttivo, come si voleva. Per il Lemma di Zorn su V, esiste ¢ € Y
massimale. Essendo Y ritratto di X, |[c € X|| = 1. Per concludere, rimane da mostrare
che

VZ = ¢ ¢ elemento massimale di X
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Sia a tal proposito € V7. Per il Lemma 2.12, esiste y € Y tale che ||z € X|| = ||z = y||.
Allora
le <x zl[Alle € X = le <x zl| Alle = yll < [le <x ¥l (1)

Consideriamo ora la combinazione v = ay + —ac, con a = ||c¢ <x y||. Allora ||v € X|| =1,
infatti, per il Lemma 2.8, essendo {a,—a} anticatena:

lve X[[=]lv=clAlceX[|=]v=cl|=-a
lveX|[=[v=yl[Allye X[ =lv=yll=a

e quindi |[v € X|| > aV —a = 1. Da cio, per definizione di ritratto esiste z € Y per cui
|lv = z|| = 1. Inoltre, similmente:

le <x vl 2 fle <xylAllv=yllZara=a
le <x ol 2 fle <x e[ Allv=c 2 1Ama=—a

e quindi ||¢ <x v|| > a V —a = 1. Pertanto:
le <x zl| = [le <x vl Aflv=2] =1
da cui per definizione ¢ <y z. Quindi, per massimalita di ¢, si ottiene ¢ = z. Ma allora
le<xyll=a<ly=vl=ly=viAllv=zl<ly=zl=ly=c|
che da, assieme a (1):

lce<xazhzeX|=|c<xazhzeX|A|zeX| <|cxylA]zeX|
<lly =l Alle =yl < llz=cl
da cui la tesi VP Ve € X(c <x x — x = c). O

Cio conclude la dimostrazione che VZ & un modello di ZFC.

2.4 Ordinali e cardinali in V?

Vediamo in questa sezione qual ¢ 'interpretazione in V2 degli ordinali e dei cardinali.
Indichiamo con Ord(z) la formula

VyePx)y#0—IzeyVwecylw#z—zcw)) AVy € z(y C z)

ovvero “x & un ordinale”. Tale formula é ristretta, quindi per il Teorema 2.7 v. si ha
|Ord(&)|| = 1 per ogni a ordinale. Chiamiamo ordinali standard gli elementi di V¥ del
tipo & per « ordinale. Il seguente teorema, nonostante non venga richiamato in seguito, ¢
di per sé interessante in quanto mostra come gli ordinali non standard non siano poi cosi
lontani dagli ordinali standard.

Teorema 2.22. Per ogniu € V2,

lOrd(u)] = \/ flu=dl

acON
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Dimostrazione. Poiché ||Ord(&)|| = 1, si ha ||u = &|| = ||lu = &|| A ||Ord(&)|| < [|Ord(u)||,
da cui

V llu=al < [Ord(u)|

aceON

Per mostrare la disuguaglianza inversa, consideriamo per ogni r € dom(u) la classe
D, ={{: ||z =£]|| # 0} e la funzione (tra classi)

®,: D, — B
§ flz =<
Essa ¢ iniettiva. Per mostrare cio, osserviamo che, dati § # n € D,, dal Teorema
2.7 segue [[§ = 7] < 1, ma, essendo £, 7 € V2, per il Teorema 2.5 si deve avere
|€ = n|| = 0. Allora se fosse ®,.(§) = P.(n), cioe ||z = &|| = ||lx = 7|, seguireb-

be ||z =& =|lz=&| Az =4 <€ =4 =0, assurdo perché ¢ € D,. Pertanto &,
¢ iniettiva e quindi invertibile nell'immagine. Essendo perd ®,(D,) C B insieme, per
Rimpiazzamento si ha D, € V. Quindi ¢ insieme anche

Ora, dato «q ordinale, se ag > « per ogni « ordinale in D, chiaramente per ogni
xr € dom(u) si ha ay > « per ogni a ordinale in D,, quindi in particolare per ogni
x € dom(u) si ha oy ¢ D, cioé ||x = é&of| = 0. Pertanto:

lago € ul = \/ (u(@)Allz = dol)) =0

zedom(u)
Essendo inoltre teorema di ZFC Ord(u) A Ord(v) — u € vV u = v Vv € u, si ottiene
[0rd(u)| < [lu € aoll V [lu = dol| V[|ao € ull = [lu € aol| V [Ju = dol (1)

Essendo o ordinale, chiaramente

lu=doll < \/ llu=al

acON

Inoltre

lu€doll = \/ lu=al < \/ u=4|

aEap aceON
da cui, da (1):
10rd(w)|| < Jlu € dol| V lu=dol < \/ [lu=d
acON

]

Passiamo ora ai cardinali. Indichiamo con N i cardinali “interni” al modello, ovvero, ogni-
qualvolta scriveremo VZ |= ¢(R,) intenderemo VZ |= 3x(¢(2) AR(x, &)), dove R(z, a) éla
formula che asserisce “z = R,” nel linguaggio della teoria degli insiemi. Indichiamo inoltre
con Card(z) la formula che asserisce “z & un cardinale”. Ovviamente, VZ = Card(Ry).
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Teorema 2.23.

1.
1.

2 = y| = VP = |&] = |g]
VB E Ry =R,
Per ogni o € ON, V? |= N, < N

Dimostrazione.

0.

111

Dati z,y € V, la formula |z| = |y| ¢

AfVay € 23y € y((x1,91) € f) AV € yIloy € x((x1,y1) € f)]

Ricordando anche che Jlu € v ¢(u) abbrevia Ju € v(p(u)AVU' € v(d(u') — u = u')),
é chiaro che la formula tra parentesi quadre ¢ ristretta e pertanto la formula |z| = |y|
¢ Yq. Per il Teorema 2.7 v. segue quindi la tesi.

La formula z = N, é un’abbreviazione della formula che definisce Wy, cioe, ad
esempio, “x ¢ il piu piccolo ordinale limite”. In simboli:

Ord(z) A #0AYy € z(x #yU{y}) AVyex(y=0V Iz € y(ly = zU{z}))
Tale formula é ristretta e pertanto il risultato segue dal Teorema 2.7 v.

Per induzione su a. Se o = 0, essendo 0=0=0= 0, la tesi segue da 1.
Supponiamo ora a > 0e VZ = Ng < R; per ogni § < a. Consideriamo Ry < § < R,.

Allora esiste 8 < « tale che |{| = Rz e quindi per i. 1€ = ]&5“] = 1. Per ipotesi
induttiva segue
L= [[1€] = [Rlll AIRs| < Rgll < [11E] < Ry
dove |||Ng| < N;|l = 1 in quanto ¢ teorema di ZFC
Ord() A Ord() A€ <R, — €] <N,

Essendo che VZ = Ord(Rg) e VP = Ord(3) perché Rg, § ordinali e VF |= Ry < N,
per ipotesi induttiva, si ottiene la validita dell’antecedente, da cui la validita del
conseguente. Inoltre, per £ < Ny, si ha VZ |= £ < Ny e quindi VZ = £ < N, in
quanto o R R

1= [ < Roll Af[Rg = Ro| A [[Rg < Rs|] < [[€ < Rq

Pertanto, per ogni ¢ < R,, vale V5 = é < Ng4. Ricordando che sugli ordinali la
relazione < ¢ esattamente la relazione €, abbiamo, dato n € V:

In<Rall =\ lIn=2¢l =\ Un==&Irl§<Nall) < [In < Rl

£<Rq £<Rq
Quindi V5 |= Vn(n < R, — n < Ry). Essendo che ¢ teorema di ZFC
Vnn<T —=n<Ng) > T <N

~

e avendo visto che vale in VZ Dlantecedente con T = X, e & = @&, si ottiene

VI E R, <N,
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Vale inoltre il seguente
Teorema 2.24.

i. VP | Card(&) per ogni a < w.

i. Se VP |= Card(a), allora Card(a).
Dimostrazione.

i. Se a = w = Ny, dal Teorema 2.23 . si ottiene
1 = || Card(Ro)[| A [[Ro = Ro|| < [|Card(Ro)|| = ||Card (@)

essendo ||Card(Xp)|| = [|Card(Ry)|| = 1. E inoltre teorema di ZFC la formula
Va(a € w — Card(a)). In piu, come appena detto, ||w = @|| = 1, pertanto

V? = Va(a € & — Card(a))

cio¢ A ||Card(&)|| =1, da cui la tesi.

acw

#i. Mostriamo la contronominale. Notiamo che la formula = Card(z) é
—Ord(z) V3f3y € z(Fun(f, z,y) An(f, z,y))

dove Fun(f, z,y) & la formula Vz; € 23ly; € y3z € f(z = (x1,y1)) cioé “ f & funzione
dazay’ eln(f,z,y) é la formula

Vo' € aVa" € w((/ £ 2" ANy €y € y((2',y) € fA " Y") e f) =y #y7)

cioé “f & iniettiva da z a y”. Essendo —Ord, Fun, In formule ristrette, - Card &
formula ;. Allora, se non vale Card(«), vale = Card(a) e per il Teorema 2.7 wv.
segue che |- Card(&)|| =1 e quindi ||Card(a)|| # 1. O

Osserviamo che Card(x) non ¢ una formula 3; e quindi I'inverso di 4. in generale non
vale, ossia non tutti i cardinali in V rimangono cardinali se visti in VZ. Vediamo pero
che se B ¢ ccc tale proprieta ¢ verificata.

Teorema 2.25. Sia B algebra di Boole completa e ccc. Allora, dati o, x,y € 'V,
i. Se Card(a), allora V® = Card(a).
i. VPR, =
i, |z| = |y| se e solo se VP = |2| = ||

Dimostrazione.
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i. Sia «a cardinale. Se o < Wy, il risultato vale in generale come visto nel Teorema 2.24
1. Supponiamo quindi a > Ry. Osserviamo che ¢ teorema di ZFC

Va[Card(a) <> VB € a Bf (f funzione suriettiva da 3 in «)]
pertanto
VP = Va[Card(a) <+ VB € a Bf (f funzione suriettiva da § in )]

da cui ||Card(a)|| = |[|[VB € a Bf (f funzione suriettiva da 3 in a)|| e quindi in
particolare V¥ |= Card(&) ¢ equivalente a

VP =V3 € a4 3f (f funzione suriettiva da /3 in &)

OVVero R
/\ |Af (f funzione suriettiva da 3 in &)|| =1
B<a

Supponiamo per assurdo che cido non valga. Allora esistono un cardinale f < a e
0 # a € B tali che

I3f (f funzione suriettiva da 3 in &)|| = a
Per il Principio del Massimo esiste allora f € V¥ tale che
|f funzione suriettiva da § in @|| = a

quindi in particolare
a<|vneazes(f&)=nl= A\ VI =1l
n<a £<p

e percio per ogni 1) < a esiste un &, < A minimo tale che a < ||f(£,) = 7] da cui

1f(&) =l Aa#0

Di fatto ¢ stata definita la funzione ¢: o — 3, n — &,. Essendo 8 < a e a non
numerabile, sicuramente esiste 7 < [ tale che

X=9¢"()={n<alg=1}

& non numerabile (altrimenti |a| = |, .56 (7)] < |w| - 8] = max{|w|, |3]} < |al).
Ma allora anche I'insieme

{lr(&) =l nalne X}

¢ non numerabile. Infatti, dati n,u € X con n # p, si ha || = i|| = 0. Se fosse
If(¥) =7l ANa=|f(¥) = @]l Aa, si avrebbe I'assurdo

0=l =pal=1r&) =al AFE) = all =
> If(V) =allAanlf() =il Aa= (7)) =ql Aa#0

Inoltre, tale insieme é un’anticatena di B, infatti in modo simile, dati n # u:

IF (V) =all Aanlf(5) = all Aa < ln = Al =0

Quindi esiste in B un’anticatena non numerabile, contro I'ipotesi di ccc.
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u. Per induzione su a. Il caso o = 0 vale in generale per il Teorema 2.23 .
Supponiamo allora V? E N = N per ogni f < «. Per il Teorema 2.23 . ¢

sufficiente mostrare che VZ = R4 < R,. Per i. vale VZ = Card(N ). Inoltre, per
B < a, ovviamente si ha VZ |= Ry < R,. Per ipotesi induttiva allora VZ = N; < g
Dunque, come si voleva:

L=[Card(Ro)[I A\ [R5 < Ral = [[Card(Ra) A VS < &(Rg < Ro)[| < [Ra < Ry

B<a

dove I'ultima disuguaglianza vale perché é teorema di ZFC

Card(T) AV <a®g<T) =R, <7T

ii. Siano x,y € V. Per il Teorema 2.23 i. basta mostrare che se VZ = || = ||
allora |z| = |y|. Siano «, 5 cardinali tali che |z| = a e |y| = . Tali formule sono
abbreviazioni: ad esempio, |z| = a &

Card(a) A If(Fun(f, z, ) AIn(f,z,a)) A Jg(Fun(g, o, ) A In(g, o, ))

Poiché per i. Card(c) implica V® |= Card(a@) e poiché le formule con cui ¢ congiunta
Card(a) sono ¥, abbiamo VZ |= |#| = & e analogamente VZ |= || = 5. Ma allora
per ipotesi VZ = a = B da cui a = 8 e quindi lz| = |yl ]

Per poter dare un ultimo utile risultato riguardo le cardinalita, dobbiamo definire le coppie
ordinate in V. Dati u,v € VP, siano

{u}? € {(u,1)}
{u,0}? € {u}P U {0}?
(u,v)? € {{u}?, {u,v}?}?

E chiaro che sono tutti elementi di VZ. Notiamo incidentalmente che {u,v}? verifica
Coppia:

lee {wo}?l= \/  ({uv}?(w)Alw=ul)

wedom ({u,v}B)

=V lw=u|=lu=ul|V]o=u]=1

we{u,v}

e analogamente ||v € {u,v}?| = 1. Inoltre, (u,v)? ha effettivamente le proprieta di una
“coppia ordinata”, infatti vale che

VE = vavyVuvo|(z,y)? = (u,v)? < 2 =uny =) (%)
Lemma 2.26. Per ogni u € V? esiste f € VP tale che
VZ = Fun(f) A dom(f) = dom(u) A u C im(f)
e pertanto VP |= |u| < ]dgn\(u)\
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Dimostrazione. Sia u € VB e definiamo

f=1(227%]|2¢€dom(u)} x {1}

—

Verifichiamo ora che VZ |= Fun(f) A dom(f) = dom(u), ovvero

V2 Ve € dom(u) 3y((z.)" € f)

VB = Ve € dom(w)((z,y)5 € FA(2,y) € f =y =)

e infine

A% ):ZGf—>3mEdom( Ay (z = (z,y)")
Partiamo da (1), la cui valutazione & uguale a

A =\ l@Ey?efl)

z€dom(u) yEVB

=NV \/ DAz = @)%

zedom(u) yeVE zedom(f

=NV \/ = (2,9)°| poiché f(z) =

z€dom(u) yeVE z€dom( u)

- AV V Uz=2lrlz=y per (%)

x€dom(u) yeVE zedom(u)

e cio ¢ uguale a 1 in quanto é sufficiente prendere, per ogni x € dom(u), y = 2
Passiamo a (2).

Va € dom(u)((x,9)® € A (z,y) € f =y =) =
= A U@EyP e fIAIGEYE € fl = lly =y

zedom(u)

= A CV lz=G@»%Ir  llw=@Ey)%1=ly=yv1)
redom(u) ze€dom(f) wedom(f)

= N\ CV IE2P=@y?In V ll@w)?=&y)") = ly=yI)
z€dom(u) z€dom(u) wedom(u)

= AV V UE27=@y"lAl@w)” = Ey)"1 = ly=v

z€dom(u) z€dom(u) wedom(u)

pero per ogni x € dom(u) per z = w = x si ha

1(2,2)% = (&, 9)"| A(&,2)% = (2,9)°] < (2,9)" = (@,¢)"|
=lz=2z]Ally=9|
=y =19

44

)

x.



da cui ||(z,2)? = (z,y)B|| A (2, 2)? = (2,¢)?|| = |ly = ¢/|| = 1 da cui quanto si voleva.
Mostriamo che vale (3):

Iz € fll

I
=
—
a¥

>
w

|
8
—

=V =@ essendo f(z) = 1

zedom(u)

<V V=@

z€dom(u) yeVE

— |3z € dom(u)3y(z = (x,)?)|

Infine, vale ||u Cim(f)| = |ly € u — Jz(z,y)? € f]||. Perd

V @y e fl

zeVE

=V V UE@Alz=(zy9")

zeVE zedom(f)

=V VI (z,9)"| poiché f(z) =

xeVB zEdom(u)

=V V Uz=alnlz=yl) per (+)

z€dom(u) zeVB

=V (z=yln \ I2=2zl)

132 (z,y)" € fl]

z€dom(u) zeVB

=V ==yl
z€dom(u)

> \/ @ Alz=yl)=lyeul
z€dom(u)

da cui la tesi.

Per concludere, notiamo che, in ZFC, se esiste f: B — A e A’ Cim(f), allora ¢ possibile
definire g: A’ — B iniettiva, scegliendo per ogni a € A’ un elemento in f~!(a). Da cid
per definizione |A’| < | B|. Poiché V¥ & modello di ZFC, da quanto mostrato finora segue
VZ E |u| < |dom(u)]. O
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3 Forcing

Esporremo in questo Capitolo il concetto di forcing, adattandolo al contesto dei modelli a
valori booleani. Sia (P, <) un insieme parzialmente ordinato. Dati p,q € P, diciamo che
p raffina q o anche p é un raffinamento di g se p < ¢ e diciamo invece che sono compatibili
se esiste r € P tale che r < p e r < ¢. Scriveremo in tal caso Comp(p,q). P & detto
raffinato se

Vp,q € Plg £ p— 3p’ < ¢ = Comp(p,p)]

cioé se, ogniqualvolta ¢ non raffina p, esiste un raffinamento di ¢ incompatibile con p. Per
ogni p € P sia
Op={q€Plqg<p}

Osserviamo che P = |J,.p{p} € U,cp Oy € che, dati p,q € P, per ogni r € O, N O,
si ha che r € O, € O, N O,. Allora, per la Proposizione 1.15, esiste su P una topologia
generata dagli O, al variare di p € P ed essa ¢ detta topologia dell’ordine. RO(P) indica
quindi I'insieme degli aperti regolari in P per tale topologia.

Lemma 3.1.
i. P é raffinato se e solo se O, € RO(P) per ogni p € P.

i. Se P ¢ raffinato, la mappa p — O, & un isomorfismo d’ordine da P in un sottoin-
sieme denso di RO(P).

Dimostrazione.

1. Vediamo innanzitutto che, nella topologia dell’ordine su P, per X C P, si ha
(X)={qeP|VW <qIreX (r<p)} (1)

A tal fine, mostriamo che X & aperto se e solo se per ogni ¥y € X e per ogni
x < ysihax e X. Sia X aperto, y € X e x < y. Allora esiste p € P tale che
0O, C X ey € O, ma per definizione di O, si ha allora y < pdacuiz <pe
quindi z € O, C X. Viceversa, ricordando la caratterizzazione degli aperti data nel
Capitolo 1.3, supponiamo per assurdo che esista z € X tale che, per ogni p € P, se
O, C X allora 7 ¢ O,. Per ipotesi si ha, per ogni © <z, che x € X, da cui O; C X
e quindi = ¢ O, assurdo.

Dato X C P, consideriamo Cx = {p € P | dq € X (¢ < p)}. Possiamo ora mostrare
che Cx = X. Chiaramente X C Cx e Cx ¢ chiuso in quanto il complementare
P\Cx={peP|Vge X (¢ £p)} ¢ aperto. Infatti, consideriamo y € P\ Cx e
x < y. Dalla prima segue che per ogni ¢ € X, ¢ £ y e questo, assieme alla seconda,
implica ¢ X, da cui z ¢ Cx ossia z € P\ Cx. Infine, mostriamo che P \ Cx ¢
il pin grande aperto che non interseca X, cio¢, se P Cx CU e X NU = () con
U aperto, vale U = P ~. C'x. Siano quindi p € U e ¢ € X. Se fosse g < p, essendo
U aperto si avrebbe ¢ € U, assurdo perché U non interseca X. Quindi ¢ £ p e per
definizione segue q € P \. C'x, come si voleva. Pertanto concludiamo che

X={peP|IeX(¢<p)} (2)
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Mostriamo ora che, dato X C P, si ha X = Ix,conly ={peP|Vg<p(qge X)}.
Sicuramente Ix C X. Inoltre, Ix & aperto: siano y € Ix e x < y. Allora per ogni
z < x si ha z < y da cui, per definizione di Ix, z € X. Ma allora, sempre per
definizione, x € [y, cioé Ix & aperto. Infine, Iy é il pitt grande aperto contenuto in
X, cioe, se Ix C U C X con U aperto, deve essere Ix = U. Infatti, sia p € U. Per
ogni ¢ < p, essendo U aperto, si ha ¢ € U da cui ¢ € X. Ma allora per definizione
p € Ix, come si voleva. Concludiamo allora che

X={peP|vg<plgeX)} (3)
Da (2) e (3) segue quindi (1). Utilizzando quanto trovato per X = O,, si ottiene

(0,)°={qeP |V <qIr<p(r<p)}
={q € P|Vp <q Comp(p,p)}

Possiamo ora mostrare la tesi.

(=) Poiché¢ O, ¢ aperto, si ha sicuramente O, C (0O,)°. Inoltre, se ¢ ¢ O,, si
ha ¢ £ p e quindi, essendo P raffinato, esiste p’ < ¢ per cui = Comp(p,p’) e
pertanto ¢ ¢ (0,)°. Quindi O, = (0,)°, cio¢ O, € RO(P).

(<) Se O, € RO(P), allora O, = (0,)°, quindi, poiché da ¢ £ p segue q ¢ O,, si

ha ¢ ¢ O, = (0,)°, ovvero p’ < g = Comp(p,p’). Quindi P & raffinato.

i. Sia ®: p — O,. Poich¢ P ¢ raffinato, da i. segue O, € RO(P). Poich¢ {O, | p € P}
¢ una base per RO(P), per ogni § # X € RO(P) esiste p € P per cui O, C X, cio¢
®(P) ¢ denso in RO(P). Mostriamo che @ ¢ iniettiva. Se O, = O,,, poiché p € O,
e p' € Oy, valgono p < p' e p’ < p, da cui p = p'. Inoltre, ® preserva 'ordine in
quanto, se p < p/, per definizione O, C O,. m

Corollario 3.2. P ¢ raffinato se e solo se esiste un isomorfismo d’ordine tra P e un
sottoinsieme denso di un algebra di Boole completa.

Dimostrazione. 11 “solo se” segue dal Lemma 3.1. Viceversa, supponiamo che esista un
isomorfismo d’ordine tra P e un sottoinsieme denso di un algebra di Boole completa B.
Identifichiamo allora P con la sua immagine, che é densa in B. Vediamo che ¢ < p se e
solo se ¢ A —p = 0. Infatti, da ¢ < p segue g A —p < p A —-p = 0. Se invece g A =p = 0,
allora ¢ <gA1=gA-(gA-p)=qA(=gVp)=(qgA—-q)V(¢Ap)=gqgAp<p,comesi
voleva. Mostriamo ora che P ¢é raffinato. Supponiamo ¢ £ p; allora ¢ A =p # 0. Poiché P
¢ denso, esiste p’ € P tale che p’ < g A =p. Percio p’ < ¢. Inoltre = Comp(p,p’). Infatti,
se esistesse r € P tale che r < p e r <y, da quest’ultimo si avrebbe r < g A =p < —p.
Ma quindi r < p A =p = 0, assurdo perché 0 ¢ P essendo P denso. O

Possiamo allora dire che un’algebra di Boole completa B é detta completamento boo-
leano di P se esiste un isomorfismo d’ordine tra P e un sottoinsieme denso di B. Pertanto,
P ammette completamento booleano se e solo se é raffinato. Il completamento booleano
¢ unico a meno di isomorfismo (cfr. [9]).

Dato P raffinato e B suo completamento booleano tramite ®, P verra d’ora in avanti
identificato con il sottoinsieme denso ®(P) e verra chiamato insieme di condizioni per B.
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Sia quindi B un’algebra di Boole completa e sia P un insieme di condizioni per B, con P
sottoinsieme denso di B. Diamo finalmente la seguente

Definizione (Forcing). Per ogni enunciato o e per ogni p € P, diciamo che p forza o, e
scriviamo p Ik o, se p < ||o]|, ove ||o|| indica la valutazione booleana a valori in B di o.

Teorema 3.3. Siano o e 7 enunciati e sia ¢ una formula. Allora:

1.
0.
.
vi.
Vil.

VL1,

7.
x.
Tl.

plF =0 <= non esiste ¢ < p tale che q I o

plFoANT < plkoeplkT

plEo V1T < perogniq<p esister <q tale cherlFo orl-r

plo— 17 <= perogni q <p, seql-o allora qlFT1

plFVro(x) <= per ogniu € VP si hap - ¢(u)

plF 3zg(x) <= per ogni q < p esiste r < q ed esiste u € VP tali che r - ¢(u)
Sea€ V,pl-Vz €a¢(x) < perognix € a si hapl- ()

Seae€ V,plk3x €a ¢(r) < per ogni q < p esiste r < q ed esiste x € a tali
che p Ik ¢(2)

|loll =0 <= non esiste p tale che p - o

lo|| =1 <= per ognip si hapl-o

Per ogni p esiste ¢ < p tale che g0 0 qlF =0
Se p - o allora non é vero che p Ik —o

Seq<pepl-oalloraql-o

Dimostrazione.

1.

1.

Se p IF =0, per definizione p < —||o||. Allora per ogni ¢ < psiha ¢ £ ||o||, in quanto
se cosi non fosse si avrebbe ¢ < ||o|| A —fjo|| = 0, assurdo in quanto P denso in B.
Quindi non vale ¢ IF 0. Viceversa, se non & vero che p IF =g, allora p £ —||o||, da
cui pA |lo|| # 0. Quindi, essendo P denso, esiste ¢ € P tale che ¢ < p A ||o]|, ovvero
esiste ¢ < p tale che ¢ < ||o||, cioé ¢ I 0.

plkont < p<|onr]=lolAlrl < p<lollep < |7l
plFoeplrT.
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114. Vediamo che
plkoVT <= plk (=0 A7)

<= non esiste ¢ < p tale che g IF —c A =7

<= non esiste ¢ < p tale che ¢ IF -0 e ¢ IF =7

<= non esiste ¢ < p tale che non esista r < ¢ per cui r I- o
e non esista r < ¢ per cui r IF 7

<= per ogni q < p esiste r < ¢ tale che r I- o
o esiste r < ¢ tale che r IF 7

<= per ogni ¢ < p esiste r < q talecherl-Focorlkr

iv. (=) Supponiamo che p < |l — 7|| = —f|o|| V ||7]| e sia ¢ < p con g < ||o]|. Allora
¢ <p < -0l V 7] e quindi

g < lolf A=llall vzl = llell Azl < il
(<) Essendo pAllof| <pepAfoll <|loff cioe pAflofl - o, per ipotesi pAllo]| I 7,
ovvero p A ||o]| < ||7]]. Ma allora
p<lolve ==l veAlel) < =llol Vil = llo — 7l
cioe pl-o — 7.

vplEVeg(z) <= p< A 6@l = p < o)l per ogni u € VP =
ueV
pIF ¢(u) per ogni u € V-,

vi. Vediamo che
plF Jzp(x) <= plF =Ve—o(z)
<= non esiste ¢ < p tale che ¢ IF Vx—¢(z)
<= non esiste ¢ < p tale che per ogni u € V¥ si abbia ¢ IF —¢(u)

<= non esiste ¢ < p tale che per ogni v € V non esista r < ¢
tale che r IF ¢(u)

<= per ogni g < p esiste u € VP ed esiste r < ¢ tale che r IF ¢(u)

vii. Vediamo che

plrvzeaga) «=p< N\ (a(z) = [lo@)]])

z€dom(a)

= p < @) = llo(@)l)

rEQ

= p< N\lo@)]

rea
< p < ||¢(2)|| per ogni x € a
<= plF ¢(Z) per ogni x € a
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vi11. Vediamo che

plk3z €a¢g(x) < plk3x(z € a N ¢(x))
<= per ogni ¢ < p esiste r < ¢ ed esiste u € VP tale che
riFuean o(u)
<= per ogni g < p esiste 7 < ¢ ed esistono u € VB ez € a
tali che I u =2 A ¢(u)
<= per ogni g < p esiste r < ¢ ed esistono u € VB e z € a
tali che r < ||lu = || A ||¢(u)||

e questo chiaramente implica r < ||¢(Z)||, cioé r IF ¢(Z). Viceversa, cioé se per ogni
q < pesiste r < q ed esiste x € a tale che r |- ¢(z), basta prendere u = & e I'ultima
affermazione tra le precedenti é verificata.

iz. Se ||o|| = 0, essendo P denso si ha p £ ||o|| per ogni p. Se invece per ogni p € P si
ha p £ ||o]|, si deve avere ||o|| = 0, in quanto, se cosi non fosse, ancora per densita
di P esisterebbe p tale che p < ||o||. Quindi ||o|| = 0 se e solo se per ogni p si ha
p £ ||o]|, se e solo se non esiste p tale che p < ||o||.

8

. Se ||o|| = 1, per ogni p si ha p < ||o|| cioé p IF 0. Viceversa, supponiamo che per
ogni p si abbia p < ||of|. Se fosse ||o|| # 1, allora ||-o|| # 0 e dalla densita di P
segue che esiste p tale che p < ||—=o] cioé p IF —o. Ma allora da 4. si ha p < 0,
assurdo perché P denso.

zi. Sia p € P. Se p Ik o, basta prendere ¢ = p. In caso contrario, si ha p £ ||o|| e quindi
p A ~llo]| # 0. Dalla densita di P, esiste ¢ < p A ||-o|| da cui ¢ IF —o.

xi. Supponiamo p Ik o. Se per assurdo p |- —o, da 4. segue p I- L cioé p = 0, assurdo.
ziti. Se ¢ < pep < ||, per transitivita ¢ < ||o]|, da cui la tesi.
O

Consideriamo ora un caso leggermente diverso che tornera utile nel Capitolo successivo.
Siano X, Y € V con |[Y| > 2 ¢ poniamo C(X,Y) ={f: X =Y | X C X A |X]| <N}
Mostriamo che

Lemma 3.4. (C(X,Y),D) ¢é insieme parzialmente ordinato raffinato.

Dimostrazione. O & ovviamente ordine parziale. Siano allora f,¢g € C(X,Y) tali che
g 2 f, ovvero esiste T € dom(f) tale che Z ¢ dom(g) oppure f(Z) # g(z). Vogliamo
mostrare che esiste h € C(X,Y) con h O g per cui non esista r € C(X,Y) tale che r D f
er 2 h. Se f(z) # g(z), basta prendere h = g e ogni estensione di f non potra essere
estensione di g. Se invece T ¢ dom(g), sia h: dom(g) U{Z} — Y con

hz) = {g(m) se & dom()
Y ser ==
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con y € Y tale che y # f(Z), che esiste in quanto Y ha almeno due elementi. Allora
h e C(X,Y), h O g e ogni estensione r di h non ¢ estensione di f in quanto differisce da
f in almeno . [

Vogliamo mostrare che vale un risultato simile al Lemma 3.1 4i., ovvero che C'(X,Y)
¢ isomorfo a un sottoinsieme denso di un’algebra di Boole completa. Descriviamo esplici-
tamente tale isomorfismo e tale algebra di Boole. Per ogni p € C'(X,Y), sia

Np)={feY™|f2p}

Similmente a quanto gia visto, osserviamo che gli insiemi N(p) costituiscono una base
per una topologia su YX. Infatti essi ricoprono YX in quanto ogni funzione estende una
sua restrizione a un sottoinsieme finito del suo dominio, e inoltre, dati p,q € C(X,Y), se
N(p) N N(q) # 0 allora N(pUq) = N(p) N N(q), essendo ancora pUq € C(X,Y), e si
conclude grazie alla Proposizione 1.15.

Nella topologia generata dall'insieme {N(p) | p € C(X,Y)} su Y, ogni N(p) ¢ chia-
ramente aperto in quanto elemento della base. Inoltre N(p) ¢ anche chiuso: mostriamo
infatti che il complementare ¢ intorno di ogni suo punto. Sia f € YX \ N(p). Allora
f 2 p, ovvero esiste = € dom(p) tale che f(z) # p(z). Definiamo

¢: XUu{z} =Y

ove X C X con |X| < No. Chiaramente ¢ € C(X,Y) e f D ¢, cioé f € N(q). Inoltre,
se g € N(q), si ha g D g e quindi ¢ 2 p perché ¢g(T) # p(Z), pertanto g € YX ~ N(p).
Quindi N(q) C YX ~ N(p) e N(p) ¢ chiuso. Quindi in particolare N(p) ¢ aperto regolare;
pertanto, ¢ definita la mappa N: C(X,Y) — RO(YX), p — N(p).

Lemma 3.5. N ¢é un isomorfismo d’ordine con un sottoinsieme denso di RO(YX).
Dimostrazione.

e N ¢ iniettiva. Infatti, dati p; # ps, o dom(p;) N dom(py) = 0 o esiste
T € dom(p;) N dom(py) tale che p1(Z) # p2(x). Nel primo caso, osserviamo che
esistono funzioni in Y¥ che coincidono con p; su dom(p;) e che differiscono da
p2 su (almeno un elemento di) dom(ps) in quanto |Y| > 2. Nel secondo caso
ogni estensione di p; non pud essere estensione di p,. In entrambi i casi quindi

N(p1) # N(p2)-

e N ¢ isomorfismo d’ordine tra C(X,Y) e la sua immagine. Infatti, se p; 2 po, per
definizione f € N(p;) implica f € N(p2), cioé¢ N(p;) C N(p2).

e L’immagine di N ¢ densa in RO(Y™). Infatti chiaramente per ognip € C(X,Y) si ha
N(p) # 0, cioé Ogoyxy = 0 ¢ N(C(X,Y)). Inoltre, poiché {N(p) | p € C(X,Y)}
¢ base, segue subito che per ogni ) # U € RO(YX) esiste p € C(X,Y) per cui
N(p) C U. O

Pertanto RO(Y™) ¢ il completamento booleano di C'(X,Y) e quest’ultimo & un insieme
di condizioni per RO(Y™).
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4 L’indipendenza di CH

Obiettivo di questo Capitolo & dare un esempio di come il modello VZ possa essere utile
nella ricerca di risultati di indipendenza in teoria degli insiemi. In particolare, mostreremo
meta dell'indipendenza dell’Ipotesi del Continuo dalla teoria ZFC, ossia la coerenza di
ZFC + —-CH. Ci serviremo del modello VP ove B ¢ una specifica algebra di Boole
completa. Sara comunque necessario il seguente

Teorema 4.1 (Gdodel).
Con(ZF) — Con(ZFC + GCH)

Per la dimostrazione si veda [5] o direttamente [1].

Come algebra di Boole useremo RO(27), con I un particolare insieme, gia introdotta
nel Capitolo precedente. La Proposizione seguente assicura che valgano le forti proprieta
sui cardinali del Teorema 2.25.

Proposizione 4.2. Sia I un insieme e consideriamo linsieme 2! dotato della topologia
generata da {N(p) | p € C(I,2)} con N(p) = {f € 2! | f D p}. Allora tale spazio
topologico €& ccc.

Dimostrazione. Sia U un’anticatena di 2/. Allora per ogni U € U esiste py € C(I,2)
tale che N(py) € U. (N(py))veu ¢ ancora un’anticatena di 27 e |(N(py))veu| = [U|.
Possiamo pertanto supporre che U sia un’anticatena di aperti di base. Definiamo allora,
per ogni n € w

Sn(U) = {N(p) € U: [dom(p)| = n}
Mostriamo per induzione sui naturali che, per ogni U anticatena di aperti di base, S, (i)
¢ insieme finito, da cui segue che [U| = > _ [S,(U)| < Vy. Sia n € w e supponiamo
dunque che per ogni m < n e per ogni U come sopra si abbia |S,,(U)| < N.
Fissiamo ora U anticatena di aperti di base e N(p) € S,,(U). Per ogni ) # A C dom(p) e
per ogni ¢: A — 2 siano

Jag={h € C(1,2): N(h) € S,(U) Ndom(h) Ndom(p) = AAh|s=q}

Vag={NMh~q): he s}

Dati h,h/ € Jag, si deve avere dom(h \ ¢) Ndom(h' \ q) # () perché altrimenti esiste-
rebbe un’estensione comune sia ad h che ad 1/, ovvero N(h) N N(R') # () contro l'ipotesi
che U ¢ anticatena. Per lo stesso motivo nell'intersezione dei loro domini h ~. ¢ e b’/ \ ¢
non possono coincidere e pertanto N(h ~ ¢) N N(h' ~ ¢) = (. Inoltre, se h € Ja, si ha
dom(h \ q) = n — |A|. Pertanto V4, ¢ un’anticatena e S,_ja(Vaq) = Va,. Essendo
n — |A] < n, per ipotesi induttiva V4, ha cardinalita finita. Inoltre & chiaro che
Vaql = |Jaql e che, per ogni N(h) € S,(U), dom(h) N dom(p) # 0 e che per
A = dom(h) N dom(p) vale h € Jap,. Ma allora, essendo i sottoinsiemi A di dom(p)
in numero finito come anche le funzioni q¢: A — 2,

1Su@)] = [NV b€ Taghl <37 1aal < Ro

Ayq

come si voleva. ]
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Corollario 4.3. RO(27) ¢ ccc.

Dimostrazione. Ogni anticatena di RO(27) ¢ anche anticatena di 27, dunque numerabile.
O

Sara inoltre necessario disporre di una buona stima della cardinalita dell’algebra di
Boole considerata. A tal fine diamo anche i seguenti risultati.

Lemma 4.4. Sia X spazio topologico ccc. Sia B una base per X e sia B = RO(X).
Allora |B| < |B[Y.

Dimostrazione. Sia U € B. Consideriamo 'insieme
F={FIFCBNPU)AVE,F e F(F£F - FNF =0)}

ordinato dall’inclusione e una sua catena (F;);c;. Allora essa ammette maggiorante
Uies Fi» infatti J,.; Fi € BN P(U) perché F' € |J,.; F; implica che esiste i € I tale
che FF e 7; CBNP(U) e, per ogni ' # F' € |J,.; Fi, esistono 7,5 € I tali che F' € F;
e F' € F;. Essendo (F;);es catena, sia senza perdita di generalita F; C F;. Dunque
F,F" € Fj e quindi F' N F’ = (. Infine, per ogni j € I vale F; C |J,c; Fi-

Pertanto, per il Lemma di Zorn, sia F € § massimale e poniamo G = | JF. Vogliamo
mostrare che U = (G)°.

Se x € G, esiste F € F tale che x € F. Ma essendo F C P(U), si ha F € P(U),
ovvero F' C U e quindi x € U. Pertanto G C U. Essendo U aperto regolare, si ottiene
(G C (U)y =U.

Viceversa, consideriamo U ~ G. Esso ¢ aperto; se non fosse vuoto dovrebbe pertanto
contenere un aperto di base, ovvero esisterebbe V € Btale che V C U e VNG = 0, da cui
VNUF =0equindi VNF =0 per ogni F' € F. Ma allora si avrebbe F C FU{V} € F,
contro la massimalita di F. Quindi U~ G =0,dacuiU CGe U C é", come si voleva.
Pertanto, detto A I'insieme delle anticatene di X formate da aperti di base, la funzione
®: B — A, U — F ¢ iniettiva, in quanto ®(U) = ®(U’) implica (JF)° = (JF')° e
quindi per quanto visto U = U’. Dunque |B| < |A| < |B[*, in quanto ogni anticatena in
A é numerabile perché X é ccc. O]

Corollario 4.5. Se |I| = X,, allora R, < |RO(2)| < X%,

Dimostrazione. Per definizione una base B per la topologia di 27 é formata dagli insiemi

{f621|f(zl>:al77f(Zn):an}
al variare di iq,...,i, € I, diay,...,a, € 2edin € w. Allora
|B|:ZNZ‘2n:N0'Na=Na
necw

Come osservato prima di enunciare il Lemma 3.5, ogni insieme di questo tipo é regolare,
quindi sicuramente X, < |RO(2!)|. D’altro canto, per la Proposizione 4.2 2! & cce, quindi
per il Lemma 4.4 si ha | RO(27)] < Nlo. O
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Possiamo ora dimostrare il Teorema principale del Capitolo, per il quale particolari
scelte dell’insieme I prima considerato portano a far variare notevolmente la cardinalita
delle parti di w nel modello (sotto una certa ipotesi).

Teorema 4.6. Sia B = RO(2¢*“=). Se N} =R, allora
VP 2% =N,

Dimostrazione. Poiché |w X w,| = Ro- R, = V,, per il Corollario 4.5 si ottiene X, < |B| <
NP0 = N, cioe |B| = R,. Allora

| dom (PP (@))| = [BY"@] =R =R,
e poiché per il Lemma 2.26 si ha V7 |= |[PP(@)] < \domﬁ??(dj))\, otteniamo
VI [PA(@)] < Rl
e quindi, poiché dal Lemma 2.18 segue VZ |= PB (&) = P(&),
VP = [P@)] < Ry

Per il Corollario 4.3 B & ccc, pertanto per il Teorema 2.25 abbiamo V¥ = |2:la| = N4, da
cui

V2 E [P@)] < X
e quindi
VP =2t <R,
in quanto |P(X)| = 2XI per la Proposizione 1.9. Rimane da mostrare che V¥ = R4 < 280,
Sia, per ogni v < w,, u, tale che dom(u,) = dom(w) e, per ogni n € w,

uy () ={f €277 | f(n,v) = 1}

Mostriamo che u, € V¥ cioé u,(7) € B per ognin € w. Fissaton € w, vediamo che u,, (1)
¢ aperto: sia f € u,(n) e prendiamo p: (n,v) +— 1. Allora p € C(w X w,,2) e f D p, cioeé
f € N(p). Inoltre se g O p, banalmente g(n,v) = 1 ovvero g € u,(n), cioé¢ N(p) C u,(n).
u,(n) & anche chiuso. Sia f € 29« wu,(n). Allora f(n,rv) = 0 e analogamente a prima
si mostra che, detto ¢: (n,v) — 0, f € N(q) e N(q) C 27 \ u,(n). Quindi u,(n) &
aperto chiuso, dunque regolare.

Sappiamo inoltre che P = C'(w X w,,2) & insieme di condizioni per B. Mostriamo che,
per p € P:

plFneu, < ph,v)=1

Osserviamo innanzitutto che per definizione p -7 € u, <= N(p) C ||n € u,||. Ora:
(=) Sia f € N(p). Per ipotesi
el wl =\ (u(i) Al =) = u,(i)
mew
essendo || = m|| = 0 per n # m. Ma allora per definizione f(n,v) = 1. Quindi per

ogni f D psiha f(n,v) =1, dunque (n,v) € dom(p) e p(n,v) = 1.

o4



(<) Sia f € N(p), cioé f D p. Essendo p(n,v) = 1, anche f(n,v) = 1, pertanto
f €u,(n) =||n € u,| da quanto appena visto.

Da cio segue anche che pl-n ¢ u, <= p(n,v) = 0. Infatti, per il Teorema 3.3:

plk=(heu) < Pg2plqlkneu,) < 3q2pn,v)=1)
< Vq 2 p(q(n,v) =0) <= p(n,v) =0

Usiamo cio per dimostrare che, se p1 # v € w,, allora |lu, = u,|| = 0. Se per assurdo cosi
non fosse, allora esistono p # v € w, per cui ||y, = u,| # 0. Essendo P denso in B,
esiste allora p € P tale che p IF u, = u,. Il dominio di p ¢ finito, cio¢ esiste £ € w tale che
dom(p) = {(n1,&1),..., (N, &)Y con ny, ..., Ew e &y,..., & € we. B quindi possibile
scegliere n € w per cui (n,£) ¢ dom(p) per ogni £ € w,. Poniamo ora

p/ =pU {((naﬂ>7 1)7 ((n> V),O)}

Allora p'(n, ) = 1 e p'(n,v) = 0, cioé per quanto mostrato p’ IFn € u, e p' IF 7 ¢ u,.
Allora per il Teorema 3.3 p' IF 1 € u, A1 ¢ u,, da cui p' |- w, # u,. Ma per definizione
P 2pepl-u, =u, dacuip Fu, =u, cioé p’ =0, contro la densita di P.

Sia ora f € V¥ con

f={0,u)?: v <w,} x {1}

Vogliamo mostrare che
V? = f ¢ una funzione iniettiva da &, in P(&)

Cominciamo col mostrare che VZ |= Vo € &,y ((z,y)? € f).

Mz edady (@p)®eNll= A=\ V (FEAlz= ")

TEWQ yeVEB zedom(f)

= AV VIew?=(@y?

r<Wwey erB v<wea

=N\ V Vi

r<wea erB v<weq

| Ay = yll) =

in quanto per ogni x < w, ¢ sufficiente prendere v =z e y = u, = u,.
Vediamo ora che VZ =V € Ou((2,9)2 € fA (2, y)P € f =y =1).

IVa € @a((z,y)? € fA(my)P € f=y=Y)|=
= A (@& e fInl@Ey) e fll=lly=y1)

r<Weo

= ANCV lz=@&»°In \ lw=&y)"—=lly=y1)
r<wa z€dom(f) wedom(f)

= N\ (VI w)? = @921 A VG ue)” = @,9)°% = ly =9I
r<we V<wq {<wa

= AV VU@ w?=@y"IAIEu)” = @y)") = lly=y)

T<wa V<Wa E<wq
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ma per ogni z < w, per v =§& =z si ha

1(2,u:)” = (&,9) | A&, ue)® = (@, 9)°) <&, y)" = (@, ¢)"|
=z =2z Ally =19

=lly =¥
da cui [|(3,w)? = (&) AllEw)® = (&y)2] = lly = ¢l = 1 da cui quanto si
voleva.
Per poter concludere che V? f funzione con dominio @w,, rimane da mostrare che

VP ez e f— Fydr € b, ((1,y)? = 2), ma cio & immediato:

lefl= \V (@Alw=z)= V@ u)’ =2

wedom(f) T<wa
<\ V I@y)? =zl = [By3r € @ ((0,9)" = 2)]
yeVE r<wa

Mostriamo ora che VZ |= f ha codominio P(w). Vediamo innanzitutto che

lu, C & = A\ (@) = 7€ l) = A (u(h) —1)=1

necw ncw

Ricordando che ||P(w) = PB(@)|| = 1, vogliamo ||(x,y)? € f|| < ||y € PB(@)]|. Allora:

lyePP@l= "\  (PP@E) Allz=yl)

z€dom(PEB(@))
=V U=callnlz=yl
z€ Bdom(®)

> \/ (luy, C @I A f|u, = y]|) essendo {u, | ¥ < w,} C B

v<wa

= \/ |lu, = y| essendo ||u, C w|| =1

v<weq

>\/ (7 =] Allu, = yl)

v<wea

=V 1@ w)” = (2,9)"|

v<weq

- \/ (f(2) Az = (2, 9)"]) essendo f(z) =1

zedom(f)
=ll(z,9)" € f|
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Infine, vediamo l'iniettivita, ovvero VZ = (z,9)% € fA (2, )P € fAy =y — 2 =2
Iz, ) e fAE Y)Y efry=y —a=d=
=V le=@»?%Irn V llw=E ) ?lIrly=y—z=2|

z€dom(f) wedom(f)

=V VU w)? = @y)PIU A0 w)® = @ )P A ly =l = e =)
p<wa V<wea

=V Vla=zl Al =yl Allo =2l Al =5/ | Ally =5/ = Jlz = 2'])
p<wa V<we

=1

in quanto basta avere pu # v affinché
e = zl| Alluy = yll Ao = 2| Aluy = Yl Ally =yl < =zl AP = 2] Allw, = |
=0< |z =2

avendo gia mostrato che se u # v si ha ||u # v|| = 0. Questo conclude I'iniettivita di f in
\%e
Inoltre, essendo B cce, per il Teorema 2.25 si ha VP E W, = wa, quindi:

V?Z |= f ¢ una funzione iniettiva da wg in P(@)

da cui, come si voleva,
VB ER, < 2%

Per poter concludere, é necessario un risultato di consistenza relativa.

Lemma 4.7. Siano T, T" estensioni di ZF tali che Con(ZF) — Con(T"). Dato B € 'V,
se
T'+ B ¢ un’algebra di Boole completa

e, per ogni assioma 7 di T, vale
T F 7P = 1B
allora Con(ZF) — Con(T).
Dimostrazione. Se T é contraddittoria, esistono 71, ..., 7, assiomi di T tali che
FrA-oAT, — L

Allora per ipotesi
T'Em A Al <||L] =0

ma anche
T'H|nA- Al =1
e quindi
T'"F1<0
ovvero anche = Con(7”), da cui per ipotesi = Con(ZF). O
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Corollario 4.8.
Con(ZF) — Con(ZFC + —-CH)

Dimostrazione. Consideriamo T'= ZFC + -CH e T" = ZFC + GCH. Ovviamente, in
T', B = RO(2¥*“?) ¢ un’algebra di Boole completa e tutti gli assiomi di ZFC sono validi.

Inoltre in T" vale
N?;o _ (2N1)No — 2N1 — NZ

per cui in 77, per il Teorema 4.6, vale anche

VP 2% =R,
da cui 7" F |jo|| = 1 con ¢ = -CH, unico assioma di 7" non assioma di ZFC. Inoltre,
per il Teorema 4.1, Con(ZF) — Con(7"), pertanto per il Lemma 4.7 si conclude che
Con(ZF) — Con(T). O

Osserviamo che per ogni « ordinale successore 1'algebra B = RO(2“*“*) produce un
modello in cui 2% = R, e quindi, forse sorprendentemente, la cardinalita delle parti di
w (o equivalentemente quella di R) puo essere assunta arbitrariamente grande ottenendo
comunque una teoria coerente.
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