
Università degli Studi di Padova

DIPARTIMENTO DI MATEMATICA “TULLIO LEVI-CIVITA”

Corso di Laurea Triennale in Matematica

Modelli a valori booleani e risultati di indipendenza
in teoria degli insiemi

Relatore: Laureando: Jacopo Pedro Piccione

Dott. Samuele Maschio Matricola: 1231101

Anno Accademico 2022/2023

15 dicembre 2023





Indice

Introduzione 2

1 Prerequisiti 3

1.1 La teoria ZFC . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
1.2 Algebre di Boole . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
1.3 Elementi di topologia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

2 Il modello VB 12

2.1 Introduzione . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
2.2 Costruzione e proprietà di VB . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

2.2.1 Una logica per VB . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
2.2.2 VB è un’estensione di V . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

2.3 VB è modello di ZFC . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
2.4 Ordinali e cardinali in VB . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

3 Forcing 46

4 L’indipendenza di CH 52

Riferimenti bibliografici 59

1



Introduzione

Obiettivo di questa tesi è l’esposizione di un particolare modello per la teoria degli insiemi,
il modello a valori booleani, e della sua applicazione alle dimostrazioni di indipendenza.
Sarebbe più corretto parlare di modelli a valori booleani, in quanto, come si vedrà, nella
costruzione è coinvolta (e anzi ha un ruolo centrale) una data algebra di Boole completa
e algebre diverse danno luogo a modelli potenzialmente anche molto diversi. Essi, però,
condividono molte delle proprietà di base, permettendo quindi una trattazione piuttosto
omogenea. L’idea di base è interpretare i simboli relazionali della teoria degli insiemi
(uguaglianza e appartenenza) non più in modo binario, come forse viene naturale, ma con
più valori, precisamente a valori nell’algebra di Boole scelta. Potremmo considerare tale
operazione come una perdita di łcertezzaž, in cui permettiamo che due insiemi siano più o
meno uguali o contenuti uno nell’altro, con un certo grado di łprobabilitàž, con più o meno
nitidezza; però, se può essere una sfumatura di contorni, di certo non è completo miraggio:
ogni teorema della teoria degli insiemi risulta ancora valido sotto questa interpretazione.
Nel Capitolo 2, dopo aver realizzato esplicitamente la costruzione, si procederà proprio
con la dimostrazione della validità nel modello di ogni assioma di ZFC, per poi analizzare
alcune proprietà degli oggetti che corrispondono ai numeri ordinali e cardinali. Ciò servirà
per dare un esempio dell’utilità del modello, dimostrando nel Capitolo 4 l’indipendenza
dell’ipotesi del continuo, verosimilmente la più celebre delle proposizioni indipendenti di
ZFC. A tal őne, nel Capitolo 3 si esporrà brevemente la relazione di forcing, storicamente
rilevante proprio per quanto riguarda l’ipotesi del continuo. In effetti, fu proprio il metodo
di Cohen a ispirare nel 1965 Solovay e Scott e, indipendentemente, Vopěnka nell’ideazione
della teoria dei modelli a valori booleani; come mostrato da Shoenőeld nel 1971 [4], in
realtà, la distinzione tra quest’ultima e il forcing è puramente metodologica. La fonte
principale della tesi è Bell [7], il cui libro si basa proprio sulle note, non pubblicate, di
Scott.
In conclusione, i modelli booleani rappresentano un interessante e utile punto di vista
sulla teoria degli insiemi, capace forse di arricchire l’interpretazione tradizionale che le si
riserva anche nel resto della matematica. Dopotutto, forse non esiste un modo corretto
per visualizzare gli insiemi; esistono però buoni metodi per investigarli: con le parole di
Pessoa,

Se conoscessimo la verità, la vedremmo; tutto il resto è sistema e periferia.
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1 Prerequisiti

Per le dimostrazione dei risultati solo enunciati, si rimanda a [5] e [8] per 1.1, a [7] e [10]
per 1.2 e a [2] per 1.3.

1.1 La teoria ZFC

La teoria degli insiemi di Zermelo-Fraenkel ZF è la teoria classica predicativa con ugua-
glianza il cui linguaggio contiene il simbolo di relazione ∈ e dotata dei seguenti assiomi
extralogici:

• Estensionalità: ∀x∀y[∀z(z ∈ x↔ z ∈ y) → x = y]

• Separazione: ∀u∃v∀x[x ∈ v ↔ x ∈ u ∧ ϕ(x)] dove v non compare libera nella
formula ϕ(x)

• Rimpiazzamento: ∀u[∀x ∈ u∃yϕ(x, y) → ∃v∀x ∈ u∃y ∈ vϕ(x, y)] dove v non
compare libera nella formula ϕ(x, y)

• Unione: ∀u∃v∀x[x ∈ v ↔ ∃y ∈ u(x ∈ y)]

• Potenza: ∀u∃v∀x[x ∈ v ↔ ∀y ∈ x(y ∈ u)]

• Infinito: ∃u[∅ ∈ u ∧ ∀x ∈ u∃y ∈ u(x ∈ y)]

• Fondazione: ∀x[∀y ∈ xϕ(y) → ϕ(x)] → ∀xϕ(x) dove y non compare libera nella
formula ϕ(x)

Notiamo che dagli assiomi logici soltanto si può derivare ∃x(x = x), pertanto
esiste almeno un insieme. Allora, dato y insieme, per Separazione esiste l’insieme
{x ∈ y | x ̸= x}. Per Estensionalità tale insieme è unico ed è detto insieme vuoto e lo
indichiamo con il simbolo ∅, che compare anche in Infinito.
Dagli assiomi dati őno ad ora segue anche il seguente enunciato, incluso spesso tra gli
assiomi per comodità o per tradizione, nonostante non ne sia indipendente:

• Coppia: ∀x∀y∃z(x ∈ z ∧ y ∈ z)

Infatti, per Potenza e Separazione è possibile deőnire l’insieme 2 = {∅, {∅}}. Sia ora
ϕ(u, v) : (u = ∅ ∧ v = x) ∨ (u = {∅} ∧ v = y) dove x e y sono parametri. Dunque per
Rimpiazzamento si può deőnire l’insieme {x, y} come {v | ∃u ∈ 2 ϕ(u, v)} ed esso veriőca
Coppia.

È quindi possibile deőnire, tramite Coppia, la coppia ordinata (x, y) come l’insieme
{x, {x, y}}. È detta relazione un qualunque insieme R i cui elementi sono coppie ordinate.
Deőniamo allora

dom(R) = {x | ∃y ((x, y) ∈ R)}

im(R) = {y | ∃x ((x, y) ∈ R)}

Una relazione f è detta funzione se ∀x ∈ dom(f)∃!y ∈ im(f) (x, y) ∈ f . Dato x ∈ dom(f),
indichiamo con f(x) l’unico y ∈ im(f) tale che (x, y) ∈ f .

Possiamo ora dare l’assioma seguente:
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• Scelta: ∀u∃f funzione [dom(f) = u ∧ ∀x ∈ u(x ̸= ∅ → f(x) ∈ x)]

Chiamiamo ZFC la teoria che consta della teoria ZF con l’aggiunta dell’assioma Scelta.
Lavoreremo d’ora in avanti in ZFC, usando le notazioni insiemistiche con l’usuale signi-
őcato, essendo giustiőcato dagli assiomi.

Precisazione 1. La formulazione scelta per alcuni degli assiomi dati non è quella usuale
ma quella più utile per i nostri scopi; in particolare:

• l’assioma chiamato Rimpiazzamento è noto altrove come assioma di Collezione,
mentre con Rimpiazzamento si indica solitamente

∀u[∀x ∈ u∃!yϕ(x, y) → ∃v∀y(y ∈ v ↔ ∃x ∈ uϕ(x, y))]

Quest’ultimo è più debole di Collezione, ma in presenza degli altri assiomi i due
risultano equivalenti.

• l’assioma chiamato Fondazione è in realtà il principio di Induzione per ∈, mentre
con Fondazione si indica solitamente

∀u[u ̸= ∅ → ∃x ∈ u(x ∩ u ̸= ∅)]

I due enunciati risultano comunque essere equivalenti.

Inoltre, è utile dare alcuni risultati equivalenti, in presenza degli altri assiomi, a Scelta.
Una relazione R su un insieme u è detta ordine parziale largo se è:

• riŕessiva: per ogni x ∈ u, xRx

• antisimmetrica: per ogni x, y ∈ u, se xRy e yRx allora x = y

• transitiva: per ogni x, y, z ∈ u, se xRy e yRz allora xRz

Invece, una relazione R su un insieme u è detta ordine parziale stretto se è:

• asimmetrica: per ogni x, y ∈ u, se xRy allora ¬(yRx)

• transitiva: per ogni x, y, z ∈ u, se xRy e yRz allora xRz

Un ordine parziale stretto R su un insieme u è detto buon ordine se ogni sottoinsieme
non vuoto di u ammette minimo per R, cioè

∀x ⊆ u[x ̸= ∅ → ∃y ∈ x∀z ∈ x(z ̸= y → yRz)]

Il seguente risultato è equivalente a Scelta:

Teorema 1.1 (Teorema del buon ordinamento). Ogni insieme può essere ben ordinato.
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Un ordine parziale largo R su un insieme u è detto ordine totale se per ogni x, y ∈ u
si ha xRy oppure yRx. Se R è un ordine parziale largo su u, un sottoinsieme totalmente
ordinato di u è detto catena. Inoltre, u è detto induttivo se ogni sua catena ammette
maggiorante, cioè se, data v una sua catena,

∃x ∈ u ∀y ∈ v(yRx)

Un elemento x ∈ u è detto massimale in u se

∀y ∈ u(xRy → x = y)

Anche il seguente risultato è equivalente a Scelta.

Teorema 1.2 (Lemma di Zorn). Ogni insieme parzialmente ordinato induttivo non vuoto
ammette un elemento massimale.

Precisazione 2. Dato un insieme u e una formula ϕ(x), per Separazione è possibile
deőnire l’insieme v = {x ∈ u | ϕ(x)}. Invece, la scrittura v = {x | ϕ(x)} non individua,
in generale, alcun insieme. A tale scrittura si dà il nome di classe e la permettiamo,
pertanto, solo come abbreviazione: nell’esempio precedente, invece che ϕ(x) si scriverà
spesso x ∈ v. Per chiarezza, indichiamo le classi che non sono insiemi in grassetto. La
scrittura x ⊆ v indica che x è un sottoinsieme della classe v.

Notiamo che non esiste l’insieme di tutti gli insiemi, poiché in tal caso esso dovrebbe
appartenere a sé stesso, violando Fondazione. Indichiamo la classe di tutti gli insiemi
con V.

Una relazione R su un insieme u si dice ben fondata se ogni sottoinsieme di u ammette
un elemento R-minimale, cioè se

∀x ⊆ u[x ̸= ∅ → ∃y ∈ x(∄z ∈ x zRy)]

Notiamo ora che è possibile parlare anche di relazioni łtra classiž: una relazione R tra le
classi u = {x | ϕ(x)} e v = {y | ψ(y)} è una qualunque sottoclasse di u× v, ovvero, data
una formula ρ(x, y),R = {(x, y) | ϕ(x)∧ψ(y)∧ ρ(x, y)} e indichiamo xRy per (x, y) ∈ R.
Risultano così deőnite anche le funzioni tra classi.

Similmente a quanto deőnito precedentemente, una relazione R su una classe u è detta
ben fondata se ogni sottoinsieme di u ammette un elemento R-minimale, cioè se

∀x ⊆ u[x ̸= ∅ → ∃y ∈ x(∄z ∈ x zRy)]

Inoltre, R si dice set-like se tutti i suoi segmenti iniziali sono insiemi:

∀x ∈ u(pred(u, x,R) = {y ∈ u | yRx} ∈ V)

Per le relazioni ben fondate e set-like, valgono l’induzione transőnita e la ricorsione
transőnita, spesso utilizzate per deőnizioni e dimostrazioni.

Teorema 1.3. Se R è ben fondata e set-like su una classe u, allora ogni sottoclasse non
vuota di u ha un elemento R-minimale.

Teorema 1.4. Se R è ben fondata e set-like su una classe u, allora, data F : u×V → V,
esiste un’unica G : u → V tale che

∀x ∈ A[G(x) = F(x,G|pred(u,x,R))]
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Un insieme x è detto numero ordinale o più brevemente ordinale se è ben ordinato da ∈
e transitivo, cioè se ∀y ∈ x (y ⊆ x). La classe dei numeri ordinali verrà indicata con ON.
Si può dimostrare che ogni insieme ben ordinato è isomorfo a un ordinale, cioè che, dato
(u,R) buon ordine, esiste α ∈ ON e una biiezione f : u → α tale che, per ogni x, y ∈ u,
xRy se e solo se f(x) ∈ f(y).
Per ogni α ∈ ON, indichiamo α+1 = α∪{α} e osserviamo che esso è ancora un ordinale.
Ogni ordinale α per cui esiste γ ordinale tale che α = γ + 1 è detto ordinale successore.
Ogni ordinale diverso dal vuoto che non è successore è detto ordinale limite.
Osserviamo inoltre che ∈ su ON è ben fondata e set-like, pertanto a questi si applicano i
Teoremi 1.3 e 1.4. Possiamo pertanto introdurre l’universo di Von Neumann. Siano, per
ricorsione su α ∈ ON:

Vα =





∅ se α = 0

P(Vγ) se α = γ + 1⋃
γ<α

Vγ se α limite

Indichiamo inoltre WF =
⋃

α∈ON

Vα la classe degli insiemi ben fondati (well founded). Per

Fondazione vale V = WF.
Poiché ON è ben ordinato, dato x ∈ V, è ben deőnito il rango di x:

rk(x) = min{α ∈ ON | x ∈ Vα+1}

Diamo inőne alcune proprietà sul rango e sui Vα.

Proposizione 1.5.

i. α < γ ⇒ Vα ⊂ Vγ

ii. ∀x, y ∈ V, x ∈ y ⇒ rk(x) < rk(y)

iii. Vα = {x ∈ V | rk(x) < α}

iv. rk(y) = sup{rk(x) + 1 | x ∈ y}

Introduciamo ora i numeri cardinali.

Definizione. Dati x, y insiemi, indichiamo:

• card(x) ≤ card(y) se esiste una funzione iniettiva da x in y

• card(x) = card(y) se esiste una funzione biiettiva da x a y

Teorema 1.6 (SchröderśBernstein).
Se card(x) ≤ card(y) e card(y) ≤ card(x), allora card(x) = card(y).

Dato x insieme, se esso può essere ben ordinato (e ciò è sempre possibile in ZFC), allora
x è isomorfo ad un ordinale α e in particolare card(x) = card(α). Il minimo tra tali
ordinali si indica con |x| ed è chiamato cardinalità di x. Un ordinale α è detto cardinale
se α = |α|.
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Teorema 1.7 (Cantor). Per ogni x ∈ V, |x| < |P(x)|.

Per Infinito esiste almeno un insieme inőnito e per Scelta esso può essere ben
ordinato. Esiste dunque un ordinale ad esso isomorfo e tale ordinale deve essere inőnito:
è ben deőnito allora il minimo ordinale inőnito, ω. Esso coincide con la propria cardinalità.
Il Teorema di Cantor stabilisce che per ogni cardinale ne esiste uno maggiore; inoltre:

Lemma 1.8. Se X è un insieme di cardinali,
⋃
X è un cardinale.

Il lemma permette di dare la seguente

Definizione.

ℵα =





ω se α = 0

min{β cardinale | ℵγ < β} se α = γ + 1⋃
{ℵγ | γ < α} se α limite

Nonostante ogni cardinale sia ordinale, nei contesti in cui sarà utile sottolineare la natura
di ordinale piuttosto di quella di cardinale si indicherà ωα in luogo di ℵα.
Deőniamo inoltre l’elevamento a potenza tra cardinali, dati κ, λ cardinali, come

κλ = |AB|

dove |A| = κ, |B| = λ e AB indica l’insieme delle funzioni da B in A. Naturalmente, si
tratta di una buona deőnizione. L’utilità di tale operazione è evidente in luce di quanto
segue.

Proposizione 1.9. Se |X| = κ, allora |P(X)| = 2κ.

Conseguenza di ciò e del Teorema di Cantor è che ℵ1 ≤ 2ℵ0 . L’Ipotesi del Continuo è la
proposizione

Ipotesi del Continuo (CH). ℵ1 = 2ℵ0

CH può essere generalizzata, estendendo l’ipotesi ad ogni ordinale:

Ipotesi Generalizzata del Continuo (GCH). Per ogni α ∈ ON, ℵα+1 = 2ℵα.

1.2 Algebre di Boole

Un reticolo è un insieme non vuoto parzialmente ordinato largamente da ≤ per cui ogni
coppia di elementi ammette estremo inferiore ed estremo superiore. Indichiamo sup{a, b}
con a ∨ b e inf{a, b} con a ∧ b.
Un reticolo B che sia:

• limitato, ovvero per cui esistono massimo 1 e minimo 0, con 1 ̸= 0

• distributivo, ovvero per cui vale una delle seguenti due condizioni equivalenti:

per ogni a, b, c in B, a ∧ (b ∨ c) = (a ∧ b) ∨ (a ∧ c)

per ogni a, b, c in B, a ∨ (b ∧ c) = (a ∨ b) ∧ (a ∨ c)
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• complementato, ovvero per cui ∀a ∈ B ∃b ∈ B (a∧ b = 0 e a∨ b = 1) (tale b è detto
complemento di a)

è detto algebra di Boole.

Proposizione 1.10. Ogni reticolo distributivo, e in particolare ogni algebra di Boole,
gode delle seguenti proprietà:

i. dati a, b, c nel reticolo, se a ≤ b allora a ∧ c ≤ b ∧ c e a ∨ c ≤ b ∨ c

ii. assorbimento: dati a, b nel reticolo, (a ∧ b) ∨ a = a e (a ∨ b) ∧ a = a

Inoltre, in ogni reticolo distributivo complementato, e in particolare in ogni algebra di
Boole, ogni elemento ha un unico complemento.

Pertanto indichiamo il complemento di a con ¬a. È deőnita inoltre l’implicazione a → b
come ¬a ∨ b.

Un’algebra di Boole B è detta completa se vale una delle seguenti due condizioni equiva-
lenti:

• B è sup-completa, cioè per ogni X ⊆ B, esiste
∨
X in B

• B è inf-completa, cioè per ogni X ⊆ B, esiste
∧
X in B

Data un’algebra di Boole completa B, diciamo che un’algebra di Boole completa B′ è
una sottoalgebra completa di B se B′ ⊆ B, l’ordine di B′ è la restrizione su B′ dell’ordine
di B, e inf arbitrari, sup arbitrari e complementi di elementi di B′ coincidono con quelli
degli stessi elementi visti come elementi di B. Osserviamo, in quanto utile in seguito, che
l’algebra di Boole 2 = {0, 1} è sottoalgebra completa di ogni algebra di Boole.

Un sottoinsieme A ⊆ B è detto anticatena di B se per ogni a, b ∈ A distinti si ha
a ∧ b = 0. Invece, A ⊆ B è detto denso in B se 0 /∈ A e per ogni 0 ̸= b ∈ B esiste a ∈ A
tale che a ≤ b.

Inőne, si dice che una algebra di Boole B è ccc (cioè vale la countable chain condition)
se ogni anticatena di B è numerabile.

Algebre di Boole e logica classica

Proposizione 1.11. In ogni algebra di Boole B valgono le leggi di De Morgan:

¬(a ∨ b) = ¬a ∧ ¬b

¬(a ∧ b) = ¬a ∨ ¬b
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Inoltre, se B è completa, la distributività e le leggi di De Morgan si generalizzano a famiglie
arbitrarie di elementi:

a ∧
∨

i∈I

bi =
∨

i∈I

(a ∧ bi)

a ∨
∧

i∈I

bi =
∧

i∈I

(a ∨ bi)

¬(
∨

i∈I

ai) =
∧

i∈I

¬ai

¬(
∧

i∈I

ai) =
∨

i∈I

¬ai

Inoltre, la relazione ≤ è legata all’implicazione come segue.

Lemma 1.12. Dati a, b ∈ B algebra di Boole, vale

a ≤ b ⇐⇒ a→ b = 1

Dimostrazione. Per la Proposizione 1.10, da a ≤ b segue a∨¬a ≤ b∨¬a da cui 1 ≤ a→ b.
Viceversa, dalla stessa proposizione si ha che 1 ≤ a → b = ¬a ∨ b implica 1 ∧ a ≤
(¬a∨ b)∧a = (¬a∧a)∨ (b∧a) = 0∨ (b∧a) cioè a ≤ b∧a da cui in particolare a ≤ b.

Dai risultati esposti si nota come le proprietà che valgono per le operazioni delle algebre di
Boole e quelle che valgono per i connettivi logici siano le stesse: diamo qualche dettaglio
in più. Dato un linguaggio predicativo del primo ordine L, consideriamo ogni termine t
e ogni formula ϕ di L sotto contesto, cioè dati assieme a una lista di variabili distinte x
contenente almeno tutte le loro rispettive variabili libere. Indichiamo un termine sotto
contesto con t[x] e una formula sotto contesto con ϕ[x] (si tratta di fatto di considerare un
nuovo linguaggio łcontestualizzatož Lcont, ma per semplicità continueremo a indicarlo con
L).
Data ora un’algebra di Boole completa B e un insieme D detto dominio di interpretazione,
è detta valutazione booleana una funzione ν deőnita per casi: essa mappa

• le costanti k in elementi ν(k) di D;

• ogni simbolo relazionale R di arietà n in una funzione ν(R) da Dn in B;

• ogni simbolo funzionale f di arietà m in una funzione ν(f) da Dn in D.

Una tale valutazione può essere estesa innanzitutto ai termini in contesto t[x] valutandoli
in funzioni da Dn in D (dove n è la lunghezza del contesto di variabili [x] = [x1, ..., xn])
per ricorsione sulla struttura dei termini come segue:

ν(xi[x])(a) = ai

ν(k[x])(a) = ν(k)

ν(f(t1, ..., tm)[x])(a) = ν(f)(ν(t1[x])(a), ..., ν(tm[x])(a))

per ogni a = (a1, ..., an) ∈ Dn. La valutazione viene quindi estesa alle formule in contesto
φ[x] valutandole in funzioni da Dn in B (dove n è la lunghezza del contesto di variabili
[x] = [x1, ..., xn]) per ricorsione sulla struttura dei termini come segue:
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ν(R(t1, ..., tm)[x])(a) = ν(R)(ν(t1[x])(a), ..., ν(tm[x])(a))

ν(⊥[x])(a) = 0

ν(⊤[x])(a) = 1

ν(σ[x] ∧ τ[x])(a) = ν(σ[x])(a) ∧ ν(τ[x])(a)

ν(σ[x] ∨ τ[x])(a) = ν(σ[x])(a) ∨ ν(τ[x])(a)

ν(¬σ[x])(a) = ¬ν(σ[x])(a)

ν(σ[x] → τ[x])(a) = ν(σ[x])(a) → ν(τ[x])(a)

ν(∀yϕ[x])(a) =
∧

b∈D

ν(ϕ[x,y])(a, b)

ν(∃yϕ[x])(a) =
∨

b∈D

ν(ϕ[x,y])(a, b)

per ogni a = (a1, ..., an) ∈ Dn.
Indichiamo per brevità ν(ϕ[x])(a) con ν(ϕ(a)).

Un enunciato è una formula di L senza variabili libere. Diciamo che un enunciato ϕ è
vero per una valutazione booleana ν se ν(ϕ) = 1. Vale allora il seguente

Teorema 1.13 (Validità della semantica booleana). Se un enunciato è derivabile in logica
classica allora ogni valutazione booleana lo rende vero.

Vale anche un Teorema di Completezza per la semantica booleana, ma non sarà necessario
per i nostri scopi.

1.3 Elementi di topologia

Dato un insieme X non vuoto, è detta topologia un insieme τ ⊆ P(X) tale che:

• ∅, X ∈ τ

• se Yi ∈ τ , anche
⋃
Yi ∈ τ

• se Y1, Y2 ∈ τ , anche Y1 ∩ Y2 ∈ τ

Gli elementi di τ sono detti aperti e i loro complementari chiusi. Un sottoinsieme Y ⊆ X
è detto intorno di un elemento y ∈ X se contiene un aperto contenente y. Dato y ∈ Y con
Y ⊆ X, y è detto punto interno di Y se esiste un intorno di y contenuto in Y . L’insieme

dei punti interni di Y è detto interno di Y e viene indicato con
◦

Y . Esso risulta essere il
più grande aperto contenuto in Y .
Similmente, è detta chiusura di Y il più piccolo chiuso contenente Y , indicato con Y , che
si dimostra esistere sempre.
Y ⊆ X è detto aperto regolare se Y = (Y )◦. Ovviamente, ogni chiuso aperto è un aperto
regolare. Indichiamo l’insieme di tutti gli aperti regolari in X con RO(X).
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Lemma 1.14. Dato X spazio topologico, (RO(X),⊆) è un’algebra di Boole completa in
cui

0 = ∅

1 = X

U ∧ V = U ∩ V

U ∨ V = (U ∪ V )◦

¬U = X ∖ U
∧

i∈I

Ui =
(⋂

i∈I

Ui

)◦

∨

i∈I

Ui =

◦⋃

i∈I

Ui

Data una topologia τ su X, una famiglia B ⊆ τ è detta base per τ se per ogni Y ∈ τ
e per ogni x ∈ Y esiste B ∈ B tale che x ∈ B e B ⊆ Y . Diciamo in tal caso che B genera
τ , e che τ è la topologia generata da B.
Non tutte le famiglie B ⊆ P(X) risultano essere basi per una qualche topologia; in
particolare:

Proposizione 1.15. Dato X ̸= ∅ insieme, esiste una topologia τ di X con base una
famiglia B ⊆ P(X) se e solo se X =

⋃
B e per ogni B,B′ ∈ B e per ogni x ∈ B ∩ B′

esiste B′′ ∈ B tale che x ∈ B′′ e B′′ ⊆ B ∩ B′.

Inoltre, la deőnizione della base caratterizza gli aperti: data una base B di τ ,

Y è aperto di τ ⇐⇒ ∀x ∈ Y ∃B ∈ B (x ∈ B ∧ B ⊆ Y )

Dato X spazio topologico, un insieme {Yi}i∈I ⊆ τ è detto anticatena se Yi ∩ Yj = ∅
per ogni i ̸= j. X è detto ccc se ogni sua anticatena è numerabile.
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2 Il modello VB

2.1 Introduzione

Per ogni x ∈ V si consideri la funzione caratteristica χx : V → 2 = {0, 1} deőnita da

χx(y) =

{
1 se y ∈ x

0 se y /∈ x

Notiamo che χx(y) può essere interpretato come il valore di verità nella logica classica
bivalente della formula y ∈ x. Inoltre, l’informazione contenuta nella funzione χx è né
più né meno di quella contenuta in x: intuitivamente, si potrebbe identiőcare la classe
V con quella delle funzioni bivalenti, ossia delle funzioni caratteristiche così deőnite. Si
vorrebbe, però, che il dominio di ciascuna di queste funzioni sia formato non da insiemi
ma da altre funzioni bivalenti: ciò è possibile, come si vedrà.

Visto il Teorema 1.13, si potrebbe sostituire all’algebra di Boole 2 una generica algebra
di Boole completa B. Le sezioni seguenti hanno come obiettivo la costruzione di un
modello per la teoria degli insiemi formato quindi da funzioni a valori booleani, il modello
VB.

2.2 Costruzione e proprietà di VB

Sia B ∈ V un’algebra di Boole completa, che sarà considerata őssata d’ora in avanti. In
analogia con la costruzione dell’universo di Von Neumann, deőniamo, per induzione su
α ∈ ON:

V B
α =





∅ se α = 0

{x : D → B | D ⊆ V B
γ } se α = γ + 1⋃

γ<α

V B
γ se α limite

Quindi indichiamo la classe delle funzioni a valori booleani, o anche degli insiemi a valori
booleani :

VB =
⋃

α∈ON

V B
α = {x | ∃α ∈ ON x ∈ V B

α }

Poiché ON è ben ordinato, dato x ∈ VB, è ben deőnito il rango di x, in analogia con rk
su WF:

rkB(x) = min{α ∈ ON | x ∈ V B
α+1}

Diamo alcune proprietà di VB.

Proposizione 2.1.

i. Se γ < α allora V B
α ⊂ V B

γ

ii. V B
α = {x : D → B | ∃γ < α D ⊆ V B

γ }

iii. ∀x, y ∈ V
B, x ∈ dom(y) ⇒ rkB(x) < rkB(y)
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iv. V B
α = {x ∈ V

B | rkB(x) < α}

v. rkB(y) = sup{rkB(x) + 1 | x ∈ dom(y)}

vi. x ∈ V
B ⇐⇒ x : D ⊆ V

B → B

Dimostrazione.

i. Per prima cosa mostriamo per induzione che per ogni α ∈ ON, V B
α ⊆ V B

α+1.
Se α = 0, banalmente V B

0 = ∅ ⊆ V B
1 .

Supponiamo quindi V B
α ⊆ V B

α+1. Allora se y ∈ V B
α+1 si ha dom(y) ⊆ V B

α ⊆ V B
α+1 cioè

y ∈ {x : D → B | D ⊆ V B
α+1} = V B

α+2.
Inőne, dato λ ordinale limite, se y ∈ V B

λ , esiste α < λ tale che y ∈ V B
α . Allora per

ipotesi induttiva y ∈ V B
α+1 cioè dom(y) ⊆ V B

α ⊆ V B
λ , pertanto y ∈ V B

λ+1.

Inoltre, vale in realtà V B
α ⊂ V B

α+1:

|V B
α+1| ≥ |BV B

α | ≥ 2|V
B
α | > |V B

α |

per il Teorema di Cantor e perché B ha almeno i due elementi 0, 1.
Possiamo ora mostrare che se γ < α si ha V B

γ ⊂ V B
α . Ragioniamo per induzione su

α.
Il caso α = γ + 1 è stato appena mostrato.
Supponendo V B

γ ⊂ V B
α , da quanto visto si ha V B

α ⊂ V B
α+1, pertanto V B

γ ⊂ V B
α+1.

Se vale V B
γ ⊂ V B

α per ogni γ < α < λ con λ limite, si ha

V B
γ ⊂ V B

γ ∪
⋃

γ<α<λ

V B
α ⊆

⋃

α<λ

V B
α = V B

λ

ii. Se α = 0, l’uguaglianza è banalmente veriőcata.
Se α = β + 1 è ordinale successore, allora

V B
α = {x : D → B | D ⊆ V B

β } ⊆ {x : D → B | ∃γ < α D ⊆ V B
γ }

D’altronde, se esiste γ < α tale che D ⊆ V B
γ , allora γ ≤ β, quindi per i. si ha

D ⊆ V B
β e vale anche l’altra inclusione.

Inőne, se α è ordinale limite, per deőnizione x ∈ V B
α implica che esiste γ + 1 < α

successore tale che x ∈ V B
γ+1. Ma allora per tale γ < α si ha dom(x) ⊆ V B

γ .
Viceversa, se esiste γ < α tale che dom(x) ⊆ V B

γ , allora x ∈ V B
γ+1 ⊆ V B

α .

iii. Sia α = rkB(y). Allora y ∈ V B
α+1, cioè esiste γ < α + 1 per cui dom(y) ⊆ V B

γ , ma
notiamo che γ < α + 1 equivale a γ ≤ α. Pertanto, dato x ∈ dom(y), si ha x ∈ V B

γ

e quindi rkB(x) < γ ≤ α.

iv. rkB(x) < α ⇐⇒ ∃γ < α x ∈ V B
γ+1 ⇐⇒ ∃γ < α dom(x) ⊆ V B

γ ⇐⇒ x ∈ V B
α .

v. Sia α = sup{rkB(x) + 1 | x ∈ dom(y)}.

(≥) Da iii. segue α < rkB(y) + 1 cioè α ≤ rkB(y).
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(≤) Sia x ∈ dom(y). Allora rkB(x) + 1 ≤ α, cioè rkB(x) < α. Ma per iv. si ha
allora x ∈ V B

α . Pertanto dom(y) ⊆ V B
α , cioè y ∈ V B

α+1, da cui rkB(y) ≤ α.

vi. (⇒) x ∈ VB ⇒ ∃α ∈ ON x ∈ V B
α . Allora per ii. ∃γ < α dom(x) ⊆ V B

γ ⊆ VB.

(⇐) Supponiamo dom(x) ⊆ VB e sia α = sup{rkB(y) + 1 | y ∈ dom(x)}. Allora,
dato y ∈ dom(x), si ha rkB(y) + 1 ≤ α, cioè rkB(y) < α e perciò, da iv.,
y ∈ V B

α . Quindi dom(x) ⊆ V B
α da cui x ∈ V B

α+1 ⊆ VB.

Le proprietà i. e iii.-v. sono analoghe a quelle date nella Proposizione 1.5 per WF.
Inoltre, per VB vale un principio di induzione, che verrà utilizzato frequentemente nelle
dimostrazioni.

Teorema 2.2 (Principio di Induzione per VB). Per ogni formula ϕ(x),

∀x ∈ V
B(∀y ∈ dom(x) ϕ(y) → ϕ(x)) → ∀x ∈ V

Bϕ(x)

Dimostrazione. Supponiamo valga ∀x ∈ VB(∀y ∈ dom(x) ϕ(y) → ϕ(x)) e supponiamo
per assurdo ∃x ∈ VB¬ϕ(x). Sia N = {rkB(y) | y ∈ VB ¬ϕ(y)}. Allora N ̸= ∅ e N è
sottoclasse di ON. Dunque, poiché ∈ ben fondata e set-like su ON, per Teorema 1.3 esiste
µ ∈-minimale per N . Poiché ON totalmente ordinato da ∈, si ha in realtà µ = minN .
Sia allora x̄ ∈ VB tale che ¬ϕ(x̄) e rkB(x̄) = µ. Allora ∀y ∈ dom(x̄) rkB(y) < rkB(x̄) = µ
e quindi ∀y ∈ dom(x̄)ϕ(y). Per ipotesi si ha pertanto ϕ(x̄), assurdo.

2.2.1 Una logica per VB

Ora, affinché VB possa veramente essere un modello ła valori booleaniž per ZFC, vogliamo
valutare all’interno di B ogni formula della teoria degli insiemi. Sia quindi L il linguaggio
della teoria degli insiemi e deőniamo la valutazione booleana ∥·∥ sulle formule atomiche:

∥u ∈ v∥ =
∨

y∈dom(v)

(v(y) ∧ ∥u = y∥)

∥u = v∥ =
∧

x∈dom(u)

(u(x) → ∥x ∈ v∥) ∧
∧

y∈dom(v)

(v(y) → ∥y ∈ u∥)

E poi per ricorsione sulla complessità della formula, come già visto nel Capitolo 1:

∥σ ∧ τ∥ = ∥σ∥ ∧ ∥τ∥

∥σ ∨ τ∥ = ∥σ∥ ∨ ∥τ∥

∥¬σ∥ = ¬∥σ∥

∥σ → τ∥ = ∥σ∥ → ∥τ∥

∥∀xϕ(x)∥ =
∧

u∈V
B

∥ϕ(u)∥

∥∃xϕ(x)∥ =
∨

u∈V
B

∥ϕ(u)∥
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La deőnizione di ∥·∥ sulle formule atomiche può essere interpretata come una łpro-
babilitàž di appartenenza e di uguaglianza tra due insiemi. Essa viene intuitivamente
parzialmente giustiőcata dalle tautologie

u ∈ v ↔ ∃y ∈ v (u = y)

u = v ↔ ∀x ∈ u (x ∈ v) ∧ ∀y ∈ v (y ∈ u)

Più cruciale della naturalezza della deőnizione è chiedersi però se essa sia effettivamente
una buona deőnizione, poiché è stata data per ricorsione anche sulle formule atomiche
stesse. A tal proposito, deőniamo la relazione ≺ su VB × VB:

(x, y) ≺ (u, v) ⇐⇒ (x ∈ dom(u) ∧ y = v) ∨ (x = u ∧ y ∈ dom(v))

Vale il seguente

Risultato. ≺ è ben fondata e set-like su V
B ×V

B.

Dimostrazione.

• ≺ è ben fondata. Infatti, sia X ⊆ VB × VB, X ̸= ∅ e

R = {(rkB(x), rkB(y)) | (x, y) ∈ X}

Poiché X è insieme non vuoto, anche R è insieme non vuoto per Rimpiazzamento.
Sia ora R1 = {rkB(x) | (x, y) ∈ X}. Ancora, poiché X è insieme non vuoto,
per Rimpiazzamento anche R1 è insieme non vuoto. Inoltre, per deőnizione è
sottoclasse di ON e quindi ammette minimo: sia m1 = minR1. Sia similmente
R2 = {rkB(y) | (x, y) ∈ X ∧ rkB(x) = m1}. Anch’essa è sottoclasse non vuota di
ON, pertanto ammette minimo: sia m2 = minR2. Allora (m1,m2) ∈ R, quindi
esiste (x, y) ∈ X tale che rkB(x) = m1 e rkB(y) = m2. Esso è ≺-minimale per
X, infatti se esistesse (x′, y′) ∈ X tale che (x′, y′) ≺ (x, y), si dovrebbe avere, in
particolare, x′ ∈ dom(x) oppure y′ ∈ dom(y). Quindi, dalla Proposizione 2.1 iii. si
avrebbe rkB(x′) < rkB(x) = m1 oppure rkB(y

′) < rkB(y) = m2, assurdo in entrambi
i casi.

• ≺ è set-like. Infatti per ogni (u, v) ∈ VB × VB si ha

{(x, y) | (x, y) ≺ (u, v)} = {(x, y) | (x ∈ dom(u) ∧ y = v) ∨ (x = u ∧ y ∈ dom(v))}

= {(x, v) | x ∈ dom(u)} ∪ {(u, y) | y ∈ dom(v)}

Ma entrambi sono insiemi per Rimpiazzamento e la loro unione è un insieme per
Unione.

Pertanto, in forza del Teorema 1.4, è possibile deőnire per ricorsione su ≺ la funzione tra
classi G : VB × VB → V:

G(u, v) = (∥u ∈ v∥, ∥v ∈ u∥, ∥u = v∥, ∥v = u∥)

tramite una certa funzione tra classi F : VB × VB × V → V come l’unica funzione tale
che:

G(u, v) = F(u, v,G|{(x,y) : (x,y)≺(u,v)})

Da cui si ottiene la buona deőnizione di ∥u ∈ v∥ e di ∥u = v∥.
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Sottolineiamo che la łricorsione sulla complessità delle formulež utilizzata per deőnire
∥·∥ non è formalizzabile all’interno di ZFC. Si può evitare il problema effettuando la
costruzione di VB all’interno di un M ∈ V che sia modello per ZFC.

Diremo che1 σ è vera in VB se ∥σ∥ = 1. Se σ è vera in VB, scriveremo anche

VB |= σ

Il teorema seguente è un risultato fondamentale su ∥·∥.

Teorema 2.3. Tutti gli assiomi della logica classica predicativa del primo ordine con
l’uguaglianza sono veri in V

B. In particolare, si ha

i. ∥u = u∥ = 1

ii. u(x) ≤ ∥x ∈ u∥ per ogni x ∈ dom(u)

iii. ∥u = v∥ = ∥v = u∥

iv. ∥u = v∥ ∧ ∥v = w∥ ≤ ∥u = w∥

v. ∥u = v∥ ∧ ∥u ∈ w∥ ≤ ∥v ∈ w∥

vi. ∥v = w∥ ∧ ∥u ∈ v∥ ≤ ∥u ∈ w∥

vii. ∥u = v∥ ∧ ∥ϕ(u)∥ ≤ ∥ϕ(v)∥ per ogni formula ϕ(x)

Dimostrazione. Gli assiomi che non coinvolgono l’uguaglianza sono veri per il Teorema
1.13 perché ∥·∥ è una valutazione booleana. i. e vii. completano la dimostrazione per
quelli che coinvolgono l’uguaglianza.

i. Invochiamo il principio di induzione su VB. Sia quindi u ∈ VB e supponiamo che
∀x ∈ dom(u) ∥x = x∥ = 1. Allora, se x ∈ dom(u),

∥x ∈ u∥ =
∨

y∈dom(u)

(u(y) ∧ ∥x = y∥) ≥ u(x) ∧ ∥x = x∥ = u(x) (⋆)

Quindi:

∥u = u∥ =
∧

x∈dom(u)

(u(x) → ∥x ∈ u∥) ∧
∧

x∈dom(u)

(u(x) → ∥x ∈ u∥)

=
∧

x∈dom(u)

(u(x) → ∥x ∈ u∥)

=
∧

x∈dom(u)

(¬u(x) ∨ ∥x ∈ u∥)

≥
∧

x∈dom(u)

(¬u(x) ∨ u(x)) = 1

Da cui ∥u = u∥ = 1.

1Indichiamo qui con σ enunciati, ma anche formule con variabili libere: in questo caso se σ[x] è formula

in contesto, essa è vera in V
B se per ogni u ⊆ V

B della stessa lunghezza del contesto si ha ∥σ[x]∥(u) = 1.
Inoltre consentiremo, con un abuso di notazione, a σ di essere una formula in cui delle variabili sono

sostituite con elementi di V
B ; in tal caso ∥σ∥ sarà l’abbreviazione già introdotta precedentemente.
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ii. Già mostrato in (⋆), in quanto effettivamente vale i.

iii. Ovvio dalla simmetria nella deőnizione di ∥u = v∥.

iv. Anche qui per induzione su VB per la formula ϕ(x) : ∥x = v∥∧∥v = w∥ ≤ ∥x = w∥.
Siano quindi u, v, w ∈ VB e supponiamo ∀x ∈ dom(u), ∥x = v∥ ∧ ∥v = w∥ ≤
∥x = w∥. Siano ora y ∈ dom(v), z ∈ dom(w). Allora per ipotesi induttiva vale
∥x = y∥ ∧ ∥y = z∥ ≤ ∥x = z∥. Pertanto si ha

∥x = y∥ ∧ ∥y = z∥ ∧ w(z) ≤ ∥x = z∥ ∧ w(z)

⇒
∨

z∈dom(w)

(∥x = y∥ ∧ ∥y = z∥ ∧ w(z)) ≤
∨

z∈dom(w)

(∥x = z∥ ∧ w(z))

⇒ ∥x = y∥ ∧ ∥y ∈ w∥ ≤ ∥x ∈ w∥ (A)

Inoltre, per deőnizione di ∥v = w∥ e poiché y ∈ dom(v), si ha ∥v = w∥ ≤ v(y) →
∥y ∈ w∥, da cui:

∥v = w∥ ∧ v(y) ≤ ∥y ∈ w∥ (B)

Da (A) e (B) segue ∥x = y∥ ∧ ∥v = w∥ ∧ v(y) ≤ ∥x = y∥ ∧ ∥y ∈ w∥ ≤ ∥x ∈ w∥, da
cui

∨

y∈dom(v)

(∥x = y∥ ∧ ∥v = w∥ ∧ v(y)) ≤ ∥x ∈ w∥

⇒ ∥x ∈ v∥ ∧ ∥v = w∥ ≤ ∥x ∈ w∥ (C)

Inoltre, analogamente a (B) si ha anche ∥u = v∥∧u(x) ≤ ∥x ∈ v∥, da cui, sfruttando
(C):

∥u = v∥ ∧ u(x) ∧ ∥v = w∥ ≤ ∥x ∈ v∥ ∧ ∥v = w∥ ≤ ∥x ∈ w∥

Da cui ∥u = v∥ ∧ ∥v = w∥ ≤ u(x) → ∥x ∈ w∥, che implica:

∥u = v∥ ∧ ∥v = w∥ ≤
∧

x∈dom(u)

(u(x) → ∥x ∈ w∥) (D)

Ora osserviamo che per iii. l’ipotesi induttiva è equivalente a ∀x ∈ dom(u) ∥w =
v∥ ∧ ∥v = x∥ ≤ ∥w = x∥, che, con passaggi analoghi a quelli che hanno portato a
(D), porta a

∥w = v∥ ∧ ∥v = u∥ ≤
∧

x∈dom(w)

(w(x) → ∥x ∈ u∥)

che, insieme a (D), vista la deőnizione di ∥u = w∥, dà la tesi.

v. Già mostrato in (A), in quanto effettivamente vale iv.

vi. Già mostrato in (C), in quanto effettivamente vale iv.

vii. Mostriamolo per induzione sulla complessità della formula ϕ.
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• Se ϕ(u) è una formula atomica, allora è della forma u = y oppure u ∈ y oppure
y ∈ u, con y ∈ VB. Già mostrato in iv., v. e vi. rispettivamente.

• Se ϕ(u) : ψ(u) ∧ χ(u), supponiamo la tesi valga per ψ e per χ. Allora:

∥u = v∥ ∧ ∥ϕ(u)∥ = ∥u = v∥ ∧ ∥ψ(u) ∧ χ(u)∥ =

= ∥u = v∥ ∧ ∥ψ(u)∥ ∧ ∥χ(u)∥ =

= ∥u = v∥ ∧ ∥ψ(u)∥ ∧ ∥u = v∥ ∧ ∥χ(u)∥ ≤

≤ ∥ψ(v)∥ ∧ ∥χ(v)∥ = ∥ψ(v) ∧ χ(v)∥ = ∥ϕ(v)∥

• Se ϕ(u) : ¬ψ(u), supponiamo la tesi valga per ψ. Vale

∥u = v∥ ∧ ∥ψ(v)∥ ∧ ¬∥ψ(u)∥ ≤ ∥ψ(u)∥ ∧ ¬∥ψ(u)∥ = 0

cioè ∥u = v∥ ∧ ∥ψ(v)∥ ∧ ¬∥ψ(u)∥ = 0. Ora,

∥u = v∥ ∧ ∥ϕ(u)∥ = ∥u = v∥ ∧ ∥¬ψ(u)∥ = ∥u = v∥ ∧ ¬∥ψ(u)∥ ∧ 1 =

= ∥u = v∥ ∧ ¬∥ψ(u)∥ ∧ (∥ψ(v)∥ ∨ ∥¬ψ(v)∥) =

= (∥u = v∥ ∧ ¬∥ψ(u)∥ ∧ ∥ψ(v)∥) ∨ (∥u = v∥ ∧ ¬∥ψ(u)∥ ∧ ∥¬ψ(v)∥) =

= 0 ∨ (∥u = v∥ ∧ ¬∥ψ(u)∥ ∧ ∥¬ψ(v)∥) ≤ ∥¬ψ(v)∥ = ∥ϕ(v)∥

• Se ϕ(u) : ∃y ψ(y, u), supponiamo la tesi valga per ψ, cioè ∀w ∈ VB ∥u = v∥ ∧
∥ψ(w, u)∥ ≤ ∥ψ(w, v)∥. Allora:

∥u = v∥ ∧ ∥ϕ(u)∥ = ∥u = v∥ ∧ ∥∃y ψ(y, u)∥ = ∥u = v∥ ∧
∨

w∈V
B

∥ψ(w, u)∥ =

=
∨

w∈V
B

(∥u = v∥ ∧ ∥ψ(w, u)∥) ≤
∨

w∈V
B

∥ψ(w, v)∥ =

= ∥∃y ψ(y, v)∥ = ∥ϕ(v)∥

Da cui seguono anche le affermazioni analoghe per ∨, → e ∀ grazie alle leggi di De
Morgan.

Osservazione. In generale, in ii. non vale l’uguaglianza. Per vederlo in un esempio
concreto, consideriamo B = {0, a, b, 1}, con b = ¬a.

0

a b

1

Sia e = ∅, ex : e 7→ x per ogni x ∈ B. Vale allora, per ogni x ∈ B:

∥e ∈ ex∥ =
∨

y∈dom(ex)

(ex(y) ∧ ∥y = e∥) = ex(e) ∧ ∥e = e∥ = x ∧ 1 = x
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Da cui otteniamo

∥e0 = eb∥ =
∧

x∈dom(e0)

(e0(x) → ∥x ∈ eb∥) ∧
∧

x∈dom(eb)

(eb(x) → ∥x ∈ e0∥)

= (e0(e) → ∥e ∈ eb∥) ∧ (eb(e) → ∥e ∈ e0∥)

= (0 → b) ∧ (b→ 0) = 1 ∧ ¬b = a

(Similmente, si ottiene ∥e0 = ea∥ = b, ∥e1 = ex∥ = x per ogni x ∈ B e ∥ea = eb∥ = 0,
ma non sono utili per il nostro esempio.) Sia ora v : {e0, eb} → B, e0 7→ 1, eb 7→ 0. Allora
vediamo che

∥eb ∈ v∥ =
∨

x∈dom(v)

(v(x) ∧ ∥x = eb∥)

= (v(e0) ∧ ∥e0 = eb∥) ∨ (v(eb) ∧ ∥eb = eb∥)

= (1 ∧ a) ∨ (0 ∧ 1) = a ∨ 0 = a

e pertanto v(eb) = 0 ≨ a = ∥eb ∈ v∥.

Ciò va contro l’intuizione per cui gli elementi di VB sono łfunzioni caratteristiche a valori
booleaniž e ciò è giustiőcato dalla ricorsività nella deőnizione di ∥· ∈ ·∥; ciononostante,
tale idea può essere parzialmente recuperata. Deőniamo estensionali gli elementi v di VB

tali che v(x) = ∥x ∈ v∥ per ogni x ∈ dom(v). Allora vale il seguente

Risultato. Per ogni u ∈ V
B esiste v ∈ V

B estensionale tale che ∥u = v∥ = 1.

Dimostrazione. Sia u ∈ VB e vediamo che v = {(x, ∥x ∈ u∥) | x ∈ dom(u)} soddisfa le
richieste.

• ∥u = v∥ =
∧

x∈dom(u)

(u(x) → ∥x ∈ v∥) ∧
∧

y∈dom(v)

(v(y) → ∥y ∈ u∥) ma per deőnizione

dom(u) = dom(v) e ∥y ∈ u∥ = v(y), quindi v(y) → ∥y ∈ u∥ = 1. Inoltre, per 2.3,
u(x) ≤ ∥x ∈ u∥ = v(x) ≤ ∥x ∈ v∥ pertanto u(x) → ∥x ∈ v∥ = 1. Da queste insieme
segue ∥u = v∥ = 1.

• v è estensionale. Infatti, dal Teorema 2.3 si ha ovviamente v(x) ≤ ∥x ∈ v∥ ma
anche ∥x ∈ v∥ = ∥x ∈ v∥ ∧ 1 = ∥x ∈ v∥ ∧ ∥u = v∥ ≤ ∥x ∈ u∥ = v(x).

Inoltre, il Teorema 2.3 ha la seguente conseguenza, che giustiőca a posteriori la
deőnizione di ∥· ∈ ·∥ e ∥· = ·∥.

Corollario 2.4.

i. ∥∃x ∈ u ϕ(x)∥ =
∨

x∈dom(u)

(u(x) ∧ ∥ϕ(x)∥)

ii. ∥∀x ∈ u ϕ(x)∥ =
∧

x∈dom(u)

(u(x) → ∥ϕ(x)∥)
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Dimostrazione. Basta mostrare i., in quanto ii. segue per dualità. Dunque:

∥∃x ∈ u ϕ(x)∥ = ∥∃x(x ∈ u ∧ ϕ(x))∥

=
∨

x∈V
B

∥x ∈ u ∧ ϕ(x)∥

=
∨

x∈V
B

∨

y∈dom(u)

(u(y) ∧ ∥x = y∥ ∧ ∥ϕ(x)∥)

=
∨

y∈dom(u)

[u(y) ∧
∨

x∈V
B

(∥x = y∥ ∧ ∥ϕ(x)∥)]

=
∨

y∈dom(u)

[u(y) ∧ ∥∃x(x = y ∧ ϕ(x))∥]

=
∨

y∈dom(u)

(u(y) ∧ ∥ϕ(y)∥)

in quanto ϕ(y) e ∃x(x = y ∧ ϕ(x)) sono logicamente equivalenti e quindi hanno la stessa
valutazione per il Teorema 1.13.

2.2.2 VB è un’estensione di V

Come abbiamo visto, VB è una classe di funzioni e la sua costruzione non poteva che
avvenire in V, quindi è chiaro che VB è una sottoclasse di V. Vogliamo ora vedere che,
in realtà, vale anche l’altra inclusione, ovvero la classe VB contiene una copia isomorfa di
V. A tal őne, cominciamo considerando una sottoalgebra completa B′ di B e deőniamo
∥·∥B

′

a valori in B′ analogamente a quanto fatto per ∥·∥ per B.

Teorema 2.5. Sia B′ una sottoalgebra completa di B. Allora

i. V
B′

è una sottoclasse di V
B

Inoltre, per u, v ∈ V
B′

:

ii. ∥u ∈ v∥B
′

= ∥u ∈ v∥

iii. ∥u = v∥B
′

= ∥u = v∥

Dimostrazione.

i. Mostriamo per induzione su α ∈ ON che, per ogni α, V B′

α ⊆ V B
α .

• Se α = 0, V B′

0 = ∅ ⊆ ∅ = V B
0 .

• Sia V B′

α ⊆ V B
α per ogni α < γ. Allora

V B′

γ = {x : D → B′ | ∃α < γ D ⊆ V B′

α } ⊆ {x : D → B | ∃α < γ D ⊆ V B
α } = V B

γ

perché B′ ⊆ B e V B′

α ⊆ V B
α .
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ii.-iii. Mostriamo entrambi contemporaneamente per induzione su VB′

. Sia v ∈ VB′

e
supponiamo

∀y ∈ dom(v), ∀u ∈ VB′





∥u ∈ y∥B
′

= ∥u ∈ y∥

∥u = y∥B
′

= ∥u = y∥

∥y ∈ u∥B
′

= ∥y ∈ u∥

Allora vediamo subito che

∥u ∈ v∥B
′

=
∨

y∈dom(v)

(v(y) ∧ ∥u = y∥B
′

) =
∨

y∈dom(v)

(v(y) ∧ ∥u = y∥) = ∥u ∈ v∥

Inoltre si ha anche

∥v ∈ u∥B
′

=
∨

y∈dom(u)

(u(y) ∧ ∥v = y∥B
′

)

=
∨

y∈dom(u)

(u(y) ∧
∧

x∈dom(v)

(v(x) → ∥x ∈ y∥B
′

) ∧
∧

x∈dom(y)

(y(x) → ∥x ∈ v∥B
′

))

Ma ∥x ∈ y∥B
′

= ∥x ∈ y∥ per ogni x ∈ dom(v) per ipotesi induttiva e

∥x ∈ v∥B
′

=
∨

z∈dom(v)

(v(z) ∧ ∥z = x∥B
′

) =
∨

z∈dom(v)

(v(z) ∧ ∥z = x∥) = ∥x ∈ v∥

per ogni x ∈ dom(y), ancora per ipotesi induttiva. Quindi

∥v ∈ u∥B
′

=
∨

y∈dom(u)

(u(y) ∧ ∥v = y∥) = ∥v ∈ u∥

Inőne,

∥u = v∥B
′

=
∧

y∈dom(u)

(u(y) → ∥y ∈ v∥B
′

) ∧
∧

y∈dom(v)

(v(y) → ∥y ∈ u∥B
′

)

ma per ipotesi induttiva ∥y ∈ u∥B
′

= ∥y ∈ u∥ per ogni y ∈ dom(v) e

∥y ∈ v∥B
′

=
∨

x∈dom(v)

(v(x) ∧ ∥x = y∥B
′

) =
∨

x∈dom(v)

(v(x) ∧ ∥x = y∥) = ∥y ∈ v∥

per ogni y ∈ dom(u). Pertanto ∥u = v∥B
′

= ∥u = v∥ come si voleva.

Ciò in realtà vale per ogni formula ristretta ϕ, dove ϕ è detta ristretta se ogni suo
quantiőcatore è della forma ∃x ∈ y o ∀x ∈ y:

Teorema 2.6. Sia B′ una sottoalgebra completa di B. Allora per ogni formula ristretta
ϕ(v1, . . . , vn) e per ogni u1, . . . , un ∈ V

B:

∥ϕ(u1, . . . , un)∥
B′

= ∥ϕ(u1, . . . , un)∥

Dimostrazione. Facilmente per induzione sulla complessità di ϕ.
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• Se ϕ è elementare, si tratta del Teorema 2.5.

• Se ϕ : ψ ∧ χ, supponiamo la tesi valga per ψ e χ. Allora ∥ϕ∥B
′

= ∥ψ ∧ χ∥B
′

=
∥ψ∥B

′

∧ ∥χ∥B
′

= ∥ψ∥ ∧ ∥χ∥ = ∥ψ ∧ χ∥ = ∥ϕ∥.

• Se ϕ : ¬ψ, supponiamo la tesi valga per ψ. Allora ∥ϕ∥B
′

= ∥¬ψ∥B
′

= ¬∥ψ∥B
′

=
¬∥ψ∥ = ∥¬ψ∥ = ∥ϕ∥.

• Se ϕ(v1, . . . , vn) : ∃x ∈ u ψ(x, v1, . . . , vn), supponiamo la tesi valga per ψ(v0, . . . , vn).
Allora

∥ϕ∥B
′

= ∥∃x ∈ u ψ(x, v1, . . . , vn)∥
B′

=
∨B′

x∈dom(u)

(u(x) ∧ ∥ψ(x, v1, . . . , vn)∥
B′

) =

=
∨B

x∈dom(u)

(u(x) ∧ ∥ψ(x, v1, . . . , vn)∥) = ∥∃x ∈ u ψ(x, v1, . . . , vn)∥ = ∥ϕ∥

Gli altri per dualità.

Dunque, se VB è un modello di ZFC, VB′

risulta essere un łsottomodellož di VB.
Possiamo ora mostrare che V è una sottoclasse di VB. Diamo, a tal proposito, per
ricorsione su ∈, la seguente

Definizione. Per ogni x ∈ V, x̂
def
= {(ŷ, 1) : y ∈ x}

Osserviamo che per ogni x ∈ V, x̂ ∈ V2 che è sottoclasse di VB, in quanto 2 è sot-
toalgebra completa di B, come notato nel Capitolo 1.2. Chiamiamo standard gli elementi
u ∈ VB tali che esiste x ∈ V per cui u = x̂. Dal Teorema 2.5 segue che, dati x, y ∈ V:

∥x̂ ∈ ŷ∥ = ∥x̂ ∈ ŷ∥2 ∈ 2

∥x̂ = ŷ∥ = ∥x̂ = ŷ∥2 ∈ 2

ovvero appartenenza ed uguaglianza tra insiemi standard sono valutate in modo bivalente.
In realtà, V e V2 risultano essere isomorő:

Teorema 2.7.

i. Per ogni x ∈ V e per ogni u ∈ V
B si ha ∥u ∈ x̂∥ =

∨
y∈x

∥u = ŷ∥

ii. Per ogni x, y ∈ V si ha

x ∈ y ⇐⇒ ∥x̂ ∈ ŷ∥ = 1

x = y ⇐⇒ ∥x̂ = ŷ∥ = 1

iii. L’applicazione x 7→ x̂ è iniettiva da V in V
2.

iv. Per ogni u ∈ V
2 esiste un unico x ∈ V tale che ∥u = x̂∥ = 1.
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v. Per ogni formula ϕ(v1, . . . , vn) e per ogni x1, . . . , xn ∈ V vale

ϕ(x1, . . . , xn) ⇐⇒ ∥ϕ(x̂1, . . . , x̂n)∥
2 = 1

Se ϕ è ristretta, vale anche

ϕ(x1, . . . , xn) ⇐⇒ ∥ϕ(x̂1, . . . , x̂n)∥ = 1

Inőne, se ϕ è Σ1, ovvero della forma ∃vψ(v, v1, . . . , vn) con ψ ristretta, vale anche

ϕ(x1, . . . , xn) =⇒ ∥ϕ(x̂1, . . . , x̂n)∥ = 1

Dimostrazione.

i. Segue dalla deőnizione:

∥u ∈ x̂∥ =
∨

v∈dom(x̂)

(x̂(v) ∧ ∥u = v∥)

=
∨

y∈x

(x̂(ŷ) ∧ ∥u = ŷ∥) perché v ∈ dom(x̂) ⇐⇒ esiste y ∈ x tale che v = ŷ

=
∨

y∈x

(1 ∧ ∥u = ŷ∥) =
∨

y∈x

∥u = ŷ∥

ii. Per induzione sul rango di y. Supponiamo che, dato y ∈ V, per ogni z ∈ V con
rk(z) < rk(y) valga

∀x ∈ V





x ∈ z ⇐⇒ ∥x̂ ∈ ẑ∥ = 1

x = z ⇐⇒ ∥x̂ = ẑ∥ = 1

z ∈ x ⇐⇒ ∥ẑ ∈ x̂∥ = 1

Allora, per la Proposizione 1.5 ii. ed essendo ∥·∥ = ∥·∥2 su V2, si ottiene:

x ∈ y ⇐⇒ ∃u ∈ y(x = u) ⇐⇒ ∃u ∈ y (∥x̂ = û∥ = 1) ⇐⇒
∨

u∈y

∥x̂ = û∥ = 1

⇐⇒ ∥x̂ ∈ ŷ∥ = 1

grazie a i. Inoltre,

y ∈ x ⇐⇒ ∃u ∈ x(y = u) ⇐⇒ ∃u ∈ x(∀z ∈ y(z ∈ u) ∧ ∀z ∈ u(z ∈ y))

Ma z ∈ u ⇐⇒ ∥ẑ ∈ û∥ = 1 per ogni z ∈ y per ipotesi induttiva e

z ∈ y ⇐⇒ ∃w ∈ y(w = z) ⇐⇒ ∃w ∈ y(∥ŵ = ẑ∥ = 1) ⇐⇒
∨

w∈y

∥ŵ = ẑ∥ = 1

⇐⇒ ∥ẑ ∈ ŷ∥ = 1
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per ogni z ∈ u, similmente a quanto visto prima. Dunque

y ∈ x ⇐⇒ ∃u ∈ x(∀z ∈ y(∥ẑ ∈ û∥ = 1) ∧ ∀z ∈ u(∥ẑ ∈ ŷ∥ = 1))

⇐⇒
∨

u∈x

(
∧

z∈y

∥ẑ ∈ û∥ ∧
∧

z∈u

∥ẑ ∈ ŷ∥) = 1

⇐⇒
∨

u∈x

∥ŷ = û∥ = 1

⇐⇒ ∥ŷ ∈ x̂∥ = 1

grazie a i. Inőne,
1 = ∥x̂ = ŷ∥ =

∧

u∈x

∥û ∈ ŷ∥ ∧
∧

v∈y

∥v̂ ∈ x̂∥

è equivalente a ∀u ∈ x, ∀v ∈ y (∥û ∈ ŷ∥ = 1 = ∥v̂ ∈ x̂∥). Per ogni v ∈ y per ipotesi
induttiva si ha però ∥v̂ ∈ x̂∥ = 1 ⇐⇒ v ∈ x e da i. vale

1 = ∥û ∈ ŷ∥ =
∨

z∈y

∥û = ẑ∥

e ciò è equivalente per ipotesi induttiva a ∃z ∈ y (u = z) cioè u ∈ y. Pertanto,
abbiamo

∀u ∈ x, ∀v ∈ y (∥û ∈ ŷ∥ = 1 = ∥v̂ ∈ x̂∥) ⇐⇒ ∀u ∈ x, ∀v ∈ y (u ∈ y ∧ v ∈ x)

⇐⇒ ∀u ∈ x (u ∈ y) ∧ ∀v ∈ y (v ∈ x)

⇐⇒ x = y

da cui la tesi.

iii. Siano x, y ∈ V e supponiamo x̂ = ŷ. Allora ∥x̂ = ŷ∥ = 1 e quindi da ii. segue
x = y.

iv. Mostriamo l’esistenza per induzione su VB. Sia quindi u ∈ V2 e supponiamo che
per ogni v ∈ dom(u) esista y ∈ V tale che ∥v = ŷ∥ = 1. Dobbiamo mostrare che
esiste x ∈ V tale che ∥u = x̂∥ = 1. Sia quindi

x = {y ∈ V : ∃v ∈ dom(u) (∥v = ŷ∥ ∧ u(v) = 1)}

Si ha x ∈ V. Infatti, poiché dom(u) ∈ V, per Separazione

u′ = {v ∈ dom(u) : u(v) = 1}

è un insieme. Allora è istanza di Rimpiazzamento:

∀v ∈ u′∃y∥v = ŷ∥ = 1 → ∃x̃∀v ∈ u′∃y ∈ x̃∥v = ŷ∥ = 1

Poiché per ipotesi induttiva vale l’antecedente, esiste tale x̃ insieme. Allora per
Separazione è insieme

x = {y ∈ x̃ : ∃v ∈ u′(∥v = ŷ∥ = 1)}

= {y ∈ x̃ : ∃v ∈ dom(u) (∥v = ŷ∥ = 1 ∧ u(v) = 1)}

= {y ∈ V : ∃v ∈ dom(u) (∥v = ŷ∥ = 1 ∧ u(v) = 1)}
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dove l’ultima uguaglianza vale perché ∀v ∈ u′∃!y∥v = ŷ∥ = 1. Infatti, dato v ∈ u′

e y ∈ x̃ tale che ∥v = ŷ∥ = 1, preso z ∈ V tale che ∥v = ẑ∥ = 1, si ottiene
1 = ∥v = ẑ∥ ∧ ∥v = ŷ∥ ≤ ∥ẑ = ŷ∥ e quindi z = y per ii.
Dobbiamo mostrare che

1 = ∥u = x̂∥ =
∧

v∈dom(u)

(u(v) → ∥v ∈ x̂∥) ∧
∧

v∈dom(x̂)

(x̂(v) → ∥v ∈ u∥)

=
∧

v∈dom(u)

(u(v) → ∥v ∈ x̂∥) ∧
∧

z∈x

∥ẑ ∈ u∥

in quanto v ∈ dom(x̂) ⇐⇒ ∃z ∈ x (v = ẑ) e ∀v ∈ dom(x̂) x̂(v) = 1. Mostriamo
quindi che (a) se v ∈ dom(u), u(v) ≤ ∥v ∈ x̂∥; e (b) se z ∈ x, ∥ẑ ∈ u∥ = 1.

(a) Poiché u ∈ V2, dato v ∈ dom(u), si ha u(v) = 0 oppure u(v) = 1. Nel primo
caso la tesi vale banalmente. Se invece u(v) = 1, poiché v ∈ dom(u) per ipotesi
induttiva esiste y ∈ V tale che ∥v = ŷ∥ = 1 e quindi per deőnizione tale y
appartiene a x. Per ii. allora ∥ŷ ∈ x̂∥ = 1 da cui

u(v) = 1 = ∥v = ŷ∥ ∧ ∥ŷ ∈ x̂∥ ≤ ∥v ∈ x̂∥

(b) Se z ∈ x, per deőnizione esiste v ∈ dom(u) tale che ∥v = ẑ∥ = 1 e u(v) = 1.
Ma allora

1 = ∥v = ẑ∥ ∧ u(v) ≤ ∥v = ẑ∥ ∧ ∥v ∈ u∥ ≤ ∥ẑ ∈ u∥

cioè ∥ẑ ∈ u∥ = 1.

Mostriamo l’unicità. Siano u ∈ V2 e x1, x2 ∈ V tali che ∥u = x̂1∥ = 1 = ∥u = x̂2∥.
Allora per il Teorema 2.3 iv. si ha 1 = ∥x̂1 = u∥ ∧ ∥u = x̂2∥ ≤ ∥x̂1 = x̂2∥ cioè
∥x̂1 = x̂2∥ = 1. Pertanto da ii. segue x1 = x2.

v. Mostriamo la prima affermazione per induzione sulla complessità di ϕ.

• Il caso ϕ atomica è già mostrato in ii.

• Se ϕ : ψ ∧ χ, supponiamo ψ ⇐⇒ ∥ψ∥2 = 1 e χ ⇐⇒ ∥χ∥2 = 1. Allora

ϕ ⇐⇒ ψ ∧ χ ⇐⇒ ∥ψ∥2 = 1 = ∥χ∥2 ⇐⇒ ∥ψ∥2 ∧ ∥χ∥2 = 1 ⇐⇒ ∥ψ ∧ χ∥2 = 1

⇐⇒ ∥ϕ∥2 = 1

• Se ϕ : ¬ψ, supponiamo ψ ⇐⇒ ∥ψ∥2 = 1. Allora, essendo ∥·∥2 valutazione
binaria:

ϕ ⇐⇒ ¬ψ ⇐⇒ ∥ψ∥2 < 1 ⇐⇒ ∥ψ∥2 = 0 ⇐⇒ ¬∥ψ∥2 = 1 ⇐⇒ ∥¬ψ∥2 = 1

⇐⇒ ∥ϕ∥2 = 1

• Se ϕ : ∃xψ, siano x1, . . . , xn ∈ V e supponiamo

ψ(x, x1, . . . , xn) ⇐⇒ ∥ψ(x̂, x̂1, . . . , x̂n)∥
2 = 1

Allora:
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(⇒) Se ϕ(x1, . . . , xn), allora ∃x ψ(x, x1, . . . , xn). Per ipotesi allora

∃x ∈ V ∥ψ(x̂, x̂1, . . . , x̂n)∥
2 = 1

Ma, poiché x̂ ∈ V2, si ha certamente

1 =
∨

u∈V
2

∥ψ(u, x̂1, . . . , x̂n)∥
2 = ∥∃u ψ(u, x̂1, . . . , x̂n)∥

2 = ∥ϕ(x̂1, . . . , x̂n)∥
2

(⇐) Se 1 = ∥ϕ(x̂1, . . . , x̂n)∥
2 = ∥∃u ψ(u, x̂1, . . . , x̂n)∥

2 =
∨

u∈V
2

∥ψ(u, x̂1, . . . , x̂n)∥
2

allora ∃u ∈ V2 ∥ψ(u, x̂1, . . . , x̂n)∥
2 = 1. Ma da iv. abbiamo che ∃x ∈ V ∥u =

x̂∥2 = 1, pertanto ∃x ∈ V 1 = ∥ψ(u, x̂1, . . . , x̂n)∥
2∧∥u = x̂∥2 ≤ ∥ψ(x̂, x̂1, . . . , x̂n)∥

2

cioè ∃x ∥ψ(x̂, x̂1, . . . , x̂n)∥
2 = 1 da cui, per ipotesi induttiva, segue ∃x ψ(x, x1, . . . , xn)

che è esattamente ϕ(x1, . . . , xn).

Gli altri si ottengono per mezzo delle leggi di De Morgan.
La seconda affermazione segue dalla prima e dal Teorema 2.6.
Mostriamo l’ultima affermazione. Dalla prima segue che ∥ϕ(x̂1, . . . , x̂n)∥2 = 1 ovvero

∨

u∈V
2

∥ψ(u, x̂1, . . . , x̂n)∥
2 = 1

Essendo valutazioni bivalenti, deve esistere ū ∈ V2 tale che ∥ψ(ū, x̂1, . . . , x̂n)∥
2 = 1.

Per iv. esiste un unico x ∈ V tale che ∥ū = x̂∥ = 1. Essendo inoltre ψ ristretta, per
il Teorema 2.6 si ha

∥ψ(x̂, x̂1, . . . , x̂n)∥ ≥ ∥ū = x̂∥ ∧ ∥ψ(ū, x̂1, . . . , x̂n)∥

= 1 ∧ ∥ψ(ū, x̂1, . . . , x̂n)∥

= ∥ψ(ū, x̂1, . . . , x̂n)∥
2 = 1

Poiché x̂ ∈ VB, si ottiene quanto si voleva:

∥ϕ(x̂1, . . . , x̂n)∥ =
∨

u∈V
B

∥ψ(u, x̂1, . . . , x̂n)∥ ≥ ∥ψ(x̂, x̂1, . . . , x̂n)∥ = 1

2.3 VB è modello di ZFC

Vogliamo ora giustiőcare l’espressione łmodello a valori booleaniž, cioè vogliamo mostrare
che VB è un modello per ZFC. Bisognerà veriőcare che per ogni assioma σ di ZFC, si ha
∥σ∥ = 1; prima, però, è necessario dare qualche deőnizione e qualche risultato preliminare.

Dati sottoinsiemi {ai | i ∈ I} ⊆ B e {ui | i ∈ I} ⊆ VB, indichiamo con la combinazione∑
i∈I

aiui l’elemento u ∈ VB tale che

dom(u) =
⋃

i∈I

dom(ui)
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deőnito, ∀z ∈ dom(u), da
u(z) =

∨

i∈I

(ai ∧ ∥z ∈ ui∥)

Lemma 2.8. Siano {ai | i ∈ I} ⊆ B e {ui | i ∈ I} ⊆ V
B e sia u =

∑
i∈I

aiui. Se per ogni

i, j ∈ I vale
ai ∧ aj ≤ ∥ui = uj∥

allora, per ogni i ∈ I,
ai ≤ ∥u = ui∥

In particolare, il risultato vale se {ai | i ∈ I} è un’anticatena.

Dimostrazione. Scriviamo ∥u = ui∥ = a ∧ b, con

a =
∧

z∈dom(u)

(u(z) → ∥z ∈ ui∥)

b =
∧

z∈dom(ui)

(ui(z) → ∥z ∈ u∥)

Se z ∈ dom(u), allora

ai ∧ u(z) = ai ∧
∨

j∈I

(aj ∧ ∥z ∈ uj∥)

=
∨

j∈I

(ai ∧ aj ∧ ∥z ∈ uj∥)

≤
∨

j∈I

(∥ui = uj∥ ∧ ∥z ∈ uj∥) per ipotesi

≤
∨

j∈I

∥z ∈ ui∥ = ∥z ∈ ui∥

Pertanto ai ≤ u(z) → ∥z ∈ ui∥, da cui ai ≤ a. Inoltre, se z ∈ dom(ui):

ai ∧ ui(z) ≤ ai ∧ ∥z ∈ ui∥ ≤ u(z) ≤ ∥z ∈ u∥

da cui ai ≤ ui(z) → ∥z ∈ u∥ e quindi ai ≤ b. Dunque ai ≤ a ∧ b.

Tale lemma è utile per dimostrare il seguente risultato, che è di fatto un’existence
property per VB.

Teorema 2.9 (Principio del massimo). Data una formula ϕ, esiste u ∈ V
B tale che

∥∃xϕ(x)∥ = ∥ϕ(u)∥

In particolare, se ∥∃xϕ(x)∥ = 1, allora esiste u ∈ V
B tale che ∥ϕ(u)∥ = 1.
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Dimostrazione. Per deőnizione si ha

∥∃xϕ(x)∥ =
∨

u∈V
B

∥ϕ(u)∥

Poiché B è un insieme, lo è anche A = {∥ϕ(u)∥ : u ∈ VB} ⊆ B. Per ogni b ∈ A,
{rkB(u) : ∥ϕ(u)∥ = b} è classe di ordinali, quindi ammette minimo: sia

αb = min{rkB(u) : ∥ϕ(u)∥ = b}

Inoltre, per ogni b ∈ A consideriamo

Wb = {u ∈ VB : ∥ϕ(u)∥ = b ∧ rkB(u) = αb}

Esso è insieme in quanto sottoinsieme di V B
αb+1. Allora per Scelta da ciascun Wb possiamo

scegliere un elemento ub e per Rimpiazzamento è insieme {ub : b ∈ A}. Esso può essere
ben ordinato per Scelta come {uξ : ξ < α}.

Riassumendo, esistono un ordinale α e un insieme {uξ : ξ < α} ⊆ VB tali che
{∥ϕ(u)∥ : u ∈ VB} = {∥ϕ(uξ)∥ : ξ < α}. Quindi

∥∃xϕ(x)∥ =
∨

ξ<α

∥ϕ(uξ)∥

Siano ora, per ξ < α,
aξ = ∥ϕ(uξ)∥ ∧ ¬

∨

γ<ξ

∥ϕ(uγ)∥

Mostriamo che {aξ : ξ < α} è un’anticatena. Siano ξ < ζ < α. Allora

aξ ∧ aζ = ∥ϕ(uξ)∥ ∧ ¬
∨

γ<ξ

∥ϕ(uγ)∥ ∧ ∥ϕ(uζ)∥ ∧ ¬
∨

λ<ζ

∥ϕ(uλ)∥

= ∥ϕ(uξ)∥ ∧ ∥ϕ(uζ)∥ ∧
∧

γ<ξ

∥¬ϕ(uγ)∥ ∧
∧

λ<ζ

∥¬ϕ(uλ)∥ = 0

in quanto ∃λ < ζ tale che λ = ξ. Quindi {aξ : ξ < α} è anticatena.
Mostriamo che l’elemento cercato è

u =
∑

ξ<α

aξuξ

Infatti, per il Lemma 2.8 vale aξ ≤ ∥u = uξ∥ per ogni ξ < α. Inoltre, per deőnizione
aξ ≤ ∥ϕ(uξ)∥ per ogni ξ < α. Da queste insieme segue:

∥ϕ(u)∥ ≥ ∥u = uξ∥ ∧ ∥ϕ(uξ)∥ ≥ aξ

Quindi:
∥ϕ(u)∥ ≥

∨

ξ<α

aξ =
∨

ξ<α

∥ϕ(uξ)∥ = ∥∃xϕ(x)∥
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dove la penultima uguaglianza vale in quanto per deőnizione si ha
∨

ξ<α

aξ =
∨

ξ<α

(∥ϕ(uξ)∥ ∧
∧

γ<ξ

∥¬ϕ(uγ)∥)

e chiaramente ∨

ξ<α

(∥ϕ(uξ)∥ ∧
∧

γ<ξ

∥¬ϕ(uγ)∥) =
∨

ξ<α

∥ϕ(uξ)∥

Ciò mostra ∥ϕ(u)∥ ≥ ∥∃xϕ(x)∥. L’altra disuguaglianza ∥∃xϕ(x)∥ ≥ ∥ϕ(u)∥ vale banal-
mente in quanto u ∈ VB.

Dal Principio del massimo si ottiene il seguente

Corollario 2.10. Sia ϕ una formula tale che ∥∃xϕ(x)∥ = 1. Allora:

i. Per ogni v ∈ V
B esiste u ∈ V

B tale che ∥ϕ(u)∥ = 1 e ∥ϕ(v)∥ = ∥u = v∥.

ii. Se ψ è una formula per cui per ogni u ∈ V
B ∥ϕ(u)∥ = 1 implica ∥ψ(u)∥ = 1, allora

∥∀x[ϕ(x) → ψ(x)]∥ = 1.

Dimostrazione.

i. Sia v ∈ VB e sia w ∈ VB ottenuto dal Principio del massimo, cioè tale che
∥ϕ(w)∥ = 1. Sia b = ∥ϕ(v)∥ e poniamo u = bv + ¬bw. Allora, poiché chiaramente
{b,¬b} è un’anticatena, grazie al Lemma 2.8:

∥ϕ(u)∥ ≥ ∥u = v ∧ ϕ(v)∥ ∨ ∥u = w ∧ ϕ(w)∥ ≥ (b ∧ b) ∨ (¬b ∧ 1) = b ∨ ¬b = 1

Da questo segue anche che ∥u = v∥ = ∥u = v∥ ∧ ∥ϕ(u)∥ ≤ ∥ϕ(v)∥.
Inoltre, come già utilizzato, vale anche ∥u = v∥ ≥ b = ∥ϕ(v)∥.

ii. Sia v ∈ VB. Per i. esiste u ∈ VB tale che ∥ϕ(u)∥ = 1 e ∥ϕ(v)∥ = ∥u = v∥. Allora
per ipotesi si ha ∥ψ(u)∥ = 1 e quindi

∥ϕ(v)∥ = ∥u = v∥ = ∥u = v∥ ∧ ∥ψ(u)∥ ≤ ∥ψ(v)∥

Pertanto ∥ϕ(v) → ψ(v)∥ = 1 per ogni v ∈ VB, da cui

∥∀x[ϕ(x) → ψ(x)]∥ =
∧

v∈V
B

∥ϕ(v) → ψ(v)∥ = 1

È inoltre utile dare la seguente deőnizione. Un insieme v ⊆ VB è detto ritratto di u ∈ VB

se:

• per ogni x ∈ v, ∥x ∈ u∥ = 1

• per ogni y ∈ VB tale che ∥y ∈ u∥ = 1 esiste un’unico x ∈ v per cui ∥x = y∥ = 1

ossia v contiene tutti gli insiemi booleani che łappartengono secondo il modellož (cioè con
łprobabilitàž 1) a u. È vero che
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Teorema 2.11. Ogni u ∈ V
B ha un ritratto.

Dimostrazione. Sia u ∈ VB. Per ogni x ∈ VB sia fx ∈ VB con dom(fx) = dom(u) e, per
ogni z ∈ dom(fx),

fx(z) = u(z) ∧ ∥z = x∥

Sia ora F = {fx | x ∈ VB}. Si ha F ⊆ Bdom(u) ∈ V, pertanto F è insieme. Inoltre, chia-
ramente, ∀f ∈ F∃x(f = fx). Applichiamo allora la seguente istanza di Rimpiazzamento:

∀f ∈ F∃x(f = fx) → ∃w∀f ∈ F∃x ∈ w(f = fx)

Per costruzione, quindi, per tale w si ha che, per ogni y ∈ VB, esiste x ∈ w tale che fx = fy.
Per Scelta e Rimpiazzamento, sia v l’insieme ottenuto scegliendo un rappresentante per
ogni classe di equivalenza di ∼ sull’insieme a = {x ∈ w : ∥x ∈ u∥ = 1}, dove x ∼ y se e
solo se ∥x = y∥ = 1. Allora v è un ritratto di u:

• Poiché ∼ è deőnita su a = {x ∈ w : ∥x ∈ u∥ = 1}, se x ∈ v si ha banalmente
∥x ∈ u∥ = 1.

• Sia y ∈ VB con ∥y ∈ u∥ = 1. Allora come detto esiste x̃ ∈ w tale che fx̃ = fy.
Vediamo che, per ogni z ∈ dom(u):

∥x̃ = y∥ ≥ ∥x̃ = z∥ ∧ ∥z = y∥ ≥ u(z) ∧ ∥x̃ = z∥ ∧ ∥z = y∥ ∧ u(z) =

= fx̃(z) ∧ fy(z) = fy(z)

pertanto

∥x̃ = y∥ ≥
∨

z∈dom(u)

fy(z) =
∨

z∈dom(u)

(u(z) ∧ ∥z = y∥) = ∥y ∈ u∥ = 1

Ora,
∥x̃ ∈ u∥ ≥ ∥y ∈ u∥ ∧ ∥x̃ = y∥ = 1

cioè x̃ ∈ a. Ma allora per costruzione esiste un unico x ∈ v tale che ∥x = x̃∥ = 1 e
quindi ∥x = y∥ ≥ ∥x = x̃∥ ∧ ∥x̃ = y∥ = 1, come si voleva.

Osserviamo che, dati v1, v2 ritratti di u, per ogni x1 ∈ v1 si ha ∥x1 ∈ u∥ = 1 e pertanto
esiste un unico x2 ∈ v2 tale che ∥x1 = x2∥ = 1. Ovviamente vale anche che per ogni
x2 ∈ v2 esiste un unico x1 ∈ v1 tale che ∥x2 = x1∥ = 1, cioè la funzione x1 7→ x2 è
invertibile: il ritratto di un insieme booleano è quindi unico a meno di biiezioni date
dall’ługuaglianza nel modellož.
Inoltre, se 1 = ∥u ̸= ∅∥ = ∥∃x(x ∈ u)∥, per il Principio del massimo anche ogni ritratto
di u è non vuoto.

Lemma 2.12. Sia u ∈ V
B tale che ∥u ̸= ∅∥ = 1 e sia v un ritratto di u. Allora per ogni

x ∈ V
B esiste y ∈ v tale che ∥x = y∥ = ∥x ∈ u∥.
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Dimostrazione. Sia x ∈ VB. Per ipotesi 1 = ∥u ̸= ∅∥ = ∥∃zϕ(z)∥ con ϕ(z) : z ∈ u. Allora
per il Corollario 2.10 i. esiste w ∈ VB tale che ∥w ∈ u∥ = 1 e ∥x ∈ u∥ = ∥x = w∥. Poiché
∥w ∈ u∥ = 1, essendo v ritratto esiste un unico y ∈ v tale che ∥y = w∥ = 1. Mostriamo
che è l’elemento cercato, ovvero che ∥x = y∥ = ∥x ∈ u∥. Vale innanzitutto

∥x = y∥ ≥ ∥x = w∥ ∧ ∥w = y∥ = ∥x = w∥ = ∥x ∈ u∥

Inoltre, poiché da y ∈ v segue ∥y ∈ u∥ = 1:

∥x ∈ u∥ ≥ ∥x = y∥ ∧ ∥y ∈ u∥ = ∥x = y∥

da cui la tesi.

Finalmente possiamo mostrare che

Teorema 2.13. Tutti gli assiomi, e quindi tutti i teoremi, di ZFC sono veri in V
B.

tramite una serie di lemmi.

Lemma 2.14. Estensionalità è vero in V
B.

Dimostrazione. L’assioma si può scrivere come

∀x∀y[∀z ∈ x(z ∈ y) ∧ ∀z ∈ y(z ∈ x) → x = y]

Ma, dati x, y ∈ VB, la valutazione dell’antecedente per il Corollario 2.4 è
∧

z∈dom(x)

(x(z) → ∥z ∈ y∥) ∧
∧

z∈dom(y)

(y(z) → ∥z ∈ x∥)

che è precisamente la deőnizione di ∥x = y∥.

Lemma 2.15. Separazione è vero in V
B.

Dimostrazione. Ricordando che Separazione è

∀u∃v∀x[x ∈ v ↔ x ∈ u ∧ ϕ(x)]

prendiamo u ∈ VB e deőniamo v ∈ VB tale che dom(v) = dom(u) deőnito, se x ∈ dom(v),
da v(x) = u(x) ∧ ∥ϕ(x)∥. Vale

∥∀x[x ∈ v ↔ x ∈ u ∧ ϕ(x)]∥ = ∥∀x ∈ v[x ∈ u ∧ ϕ(x)]∥ ∧ ∥∀x ∈ u[ϕ(x) → x ∈ v]∥

ma

∥∀x ∈ v[x ∈ u ∧ ϕ(x)]∥ =
∧

x∈dom(v)

[v(x) → (∥x ∈ u∥ ∧ ∥ϕ(x)∥)]

=
∧

x∈dom(v)

[(u(x) ∧ ∥ϕ(x)∥) → (∥x ∈ u∥ ∧ ∥ϕ(x)∥)] = 1

in quanto u(x) ≤ ∥x ∈ u∥. Similmente

∥∀x ∈ u[ϕ(x) → x ∈ v]∥ =
∧

x∈dom(u)

[u(x) → (∥ϕ(x)∥ → ∥x ∈ v∥)] = 1

in quanto, per x ∈ dom(u) = dom(v), si ha u(x) ∧ ∥ϕ(x)∥ = v(x) ≤ ∥x ∈ v∥ che è
equivalente a u(x) ≤ ∥ϕ(x)∥ → ∥x ∈ v∥ ovvero u(x) → (∥ϕ(x)∥ → ∥x ∈ v∥) = 1.
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Lemma 2.16. Rimpiazzamento è vero in V
B.

Dimostrazione. Ricordando che Rimpiazzamento è

∀u[∀x ∈ u∃yϕ(x, y) → ∃v∀x ∈ u∃y ∈ vϕ(x, y)]

vogliamo mostrare che, őssato u ∈ VB, vale

∥∀x ∈ u∃yϕ(x, y)∥ ≤ ∥∃v∀x ∈ u∃y ∈ vϕ(x, y)∥

Il primo membro è

∥∀x ∈ u∃yϕ(x, y)∥ =
∧

x∈dom(u)

(u(x) → ∥∃yϕ(x, y)∥)

=
∧

x∈dom(u)

(u(x) →
∨

y∈V
B

∥ϕ(x, y)∥)
(1)

Vogliamo scrivere tale sup come su un insieme piuttosto che su una classe. A tal proposito
notiamo che, poiché B è un insieme, per ogni x ∈ dom(u) lo è anche

Ax = {∥ϕ(x, y)∥ : y ∈ VB} ⊆ B

Per ogni b ∈ Ax, {rkB(y) : ∥ϕ(x, y)∥ = b} è classe di ordinali, quindi ammette minimo: sia

αx,b = min{rkB(y) : ∥ϕ(x, y)∥ = b}

Inoltre, per ogni b ∈ Ax consideriamo

Wx,b = {y ∈ VB : ∥ϕ(x, y)∥ = b ∧ rkB(y) = αx,b}

Esso è insieme in quanto sottoinsieme di V B
αx,b+1. Allora per Scelta da ciascun Wx,b

possiamo scegliere un elemento yx,b e per Rimpiazzamento è insieme Wx = {yx,b : b ∈ Ax}.
Sia αx il minimo ordinale per cui Wx ⊆ V B

αx
. Allora per costruzione, per ogni x ∈ dom(u):

∨

y∈Wx

∥ϕ(x, y)∥ ≤
∨

y∈V B
αx

∥ϕ(x, y)∥ ≤
∨

y∈V
B

∥ϕ(x, y)∥ =
∨

y∈Wx

∥ϕ(x, y)∥

cioè in particolare, per ogni x ∈ dom(u):

∨

y∈V B
αx

∥ϕ(x, y)∥ =
∨

y∈V
B

∥ϕ(x, y)∥

Inoltre è funzione x 7→ αx. Essa ha dominio dom(u) e immagine α = sup{αx | x ∈ dom(u)}.
Chiaramente, per ogni x ∈ dom(u):

∨

y∈V B
αx

∥ϕ(x, y)∥ ≤
∨

y∈V B
α

∥ϕ(x, y)∥
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Dunque, mettendo tutto insieme e proseguendo da (1):

∥∀x ∈ u∃yϕ(x, y)∥ =
∧

x∈dom(u)

(u(x) →
∨

y∈V
B

∥ϕ(x, y)∥)

=
∧

x∈dom(u)

(u(x) →
∨

y∈V B
αx

∥ϕ(x, y)∥)

≤
∧

x∈dom(u)

(u(x) →
∨

y∈V B
α

∥ϕ(x, y)∥)

(2)

Sia ora v = V B
α × {1} ∈ VB. Allora

∨

y∈V B
α

∥ϕ(x, y)∥ = ∥∃y ∈ vϕ(x, y)∥

e vediamo che (2) è proprio ciò che si voleva dimostrare.

Lemma 2.17. Unione è vero in V
B.

Dimostrazione. Dobbiamo provare

∀u∃v∀x[x ∈ v ↔ ∃y ∈ u(x ∈ y)]

Sia quindi u ∈ VB e deőniamo v ∈ VB con dominio dom(v) =
⋃
{dom(y) | y ∈ dom(u)}

tale che, per ogni x ∈ dom(v):

v(x) = ∥∃y ∈ u(x ∈ y)∥

Allora

∥∀x ∈ v∃y ∈ u(x ∈ y)∥ =
∧

x∈dom(v)

(v(x) → ∥∃y ∈ u(x ∈ y)∥)

=
∧

x∈dom(v)

(∥∃y ∈ u(x ∈ y)∥ → ∥∃y ∈ u(x ∈ y)∥) = 1

Rimane da mostrare che ∀x[∃y ∈ u(x ∈ y) → x ∈ v] è vera. Mostriamo però che è vera
l’equivalente ∀y ∈ u∀x ∈ y(x ∈ v). Sia

a = ∥∀y ∈ u∀x ∈ y(x ∈ v)∥

=
∧

y∈dom(u)

(u(y) →
∧

x∈dom(y)

(y(x) → ∥x ∈ v∥))

=
∧

y∈dom(u)

(¬u(y) ∨
∧

x∈dom(y)

(¬y(x) ∨ ∥x ∈ v∥))

=
∧

y∈dom(u)

∧

x∈dom(y)

(¬u(y) ∨ ¬y(x) ∨ ∥x ∈ v∥)
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Se x ∈ dom(y) e y ∈ dom(u), per costruzione si ha x ∈ dom(v) e quindi per ogni
x ∈ dom(y) vale ∥x ∈ v∥ ≥ v(x). Inoltre, supponendo ancora x ∈ dom(y) e y ∈ dom(u):

u(y) ∧ y(x) ≤ u(y) ∧ ∥x ∈ y∥

≤
∨

y∈dom(u)

(u(y) ∧ ∥x ∈ y∥)

= ∥∃y ∈ u(x ∈ y)∥ = v(x)

Da cui ¬u(y) ∨ ¬y(x) ≥ ¬v(x). Quindi, tutto ciò considerato:

a ≥
∧

y∈dom(u)

∧

x∈dom(y)

(¬v(x) ∨ v(x)) = 1

come si voleva.

Lemma 2.18. Potenza è vero in V
B.

Dimostrazione. Bisogna mostrare la verità di

∀u∃v∀x[x ∈ v ↔ x ⊆ u]

dove x ⊆ u abbrevia ∀y ∈ x(y ∈ u). Sia quindi u ∈ VB e deőniamo v ∈ VB con
dom(v) = Bdom(u) = {x : dom(u) → B} tale che, per ogni x ∈ dom(v):

v(x) = ∥x ⊆ u∥ = ∥∀y ∈ x(y ∈ u)∥

Si ottiene facilmente

∥∀x ∈ v(x ⊆ u)∥ =
∧

x∈dom(v)

(v(x) → ∥x ⊆ u∥)

=
∧

x∈dom(v)

(∥x ⊆ u∥ → ∥x ⊆ u∥) = 1

Rimane quindi da mostrare ∥∀x(x ⊆ u → x ∈ v)∥ = 1. Sia quindi x ∈ VB e deőniamo
x̃ ∈ VB con dom(x̃) = dom(u) e, per ogni y ∈ dom(x̃), x̃(y) = ∥y ∈ x∥. Se mostriamo
che valgono

∥x ⊆ u∥ ≤ ∥x = x̃∥ (1)

∥x ⊆ u∥ ≤ ∥x̃ ∈ v∥ (2)

Allora si ha ∥x ⊆ u∥ ≤ ∥x = x̃∥ ∧ ∥x̃ ∈ v∥ ≤ ∥x ∈ v∥ e dunque la tesi.
Cominciamo da (1), osservando che, per ogni y ∈ VB

∥y ∈ x̃∥ =
∨

z∈dom(x̃)

(x̃(z) ∧ ∥z = y∥)

=
∨

z∈dom(x̃)

(∥z ∈ x∥ ∧ ∥z = y∥) ≤ ∥y ∈ x∥
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Quindi ∥x̃ ⊆ x∥ = ∥∀y(y ∈ x̃→ y ∈ x)∥ = 1. Inoltre, per ogni y ∈ VB si ha anche

∥y ∈ u ∧ y ∈ x∥ =
∨

z∈dom(u)

(u(z) ∧ ∥y = z∥) ∧ ∥y ∈ x∥

≤
∨

z∈dom(u)

(∥y = z∥ ∧ ∥y ∈ x∥)

≤
∨

z∈dom(u)

(∥y = z∥ ∧ ∥z ∈ x∥)

=
∨

z∈dom(x̃)

(∥y = z∥ ∧ x̃(z))

= ∥y ∈ x̃∥

cioè ∥∀y(y ∈ u ∧ y ∈ x → y ∈ x̃)∥ = 1, che possiamo abbreviare come ∥u ∩ x ⊆ x̃∥ = 1.
Poiché è verità logica che

∀y(y ∈ x→ y ∈ u) → ∀y(y ∈ u ∧ y ∈ x↔ y ∈ x)

cioè x ⊆ u→ u ∩ x = x, vale ∥x ⊆ u∥ ≤ ∥u ∩ x = x∥, quindi

∥x ⊆ u∥ ≤ ∥u ∩ x = x∥ ∧ 1 = ∥u ∩ x = x∥ ∧ ∥u ∩ x ⊆ x̃∥ ≤ ∥x ⊆ x̃∥

da cui, usando quanto mostrato precedentemente,

∥x ⊆ u∥ ≤ ∥x ⊆ x̃∥ ∧ 1 ≤ ∥x ⊆ x̃∥ ∧ ∥x̃ ⊆ x∥ = ∥x = x̃∥

ovvero (1). Procediamo con (2), che si ottiene in modo più diretto:

∥x ⊆ u∥ = ∥∀y(y ∈ x→ y ∈ u)∥

=
∧

y∈V
B

(∥y ∈ x∥ → ∥y ∈ u∥)

≤
∧

y∈dom(x̃)

(x̃(y) → ∥y ∈ u∥)

= ∥∀y ∈ x̃(y ∈ u)∥

= ∥x̃ ⊆ u∥ = v(x̃) ≤ ∥x̃ ∈ v∥

Ciò considerato, è utile dare la seguente deőnizione. Dato u ∈ VB, le parti booleane
PB(u) di u sono l’elemento v ∈ VB tale che dom(v) = Bdom(u) e, per x ∈ dom(v),
v(x) = ∥x ⊆ u∥. La dimostrazione appena data evidenzia come VB |= PB(u) = P(u).

Lemma 2.19. Infinito è vero in V
B.

Dimostrazione. Tale assioma è ∃uϕ(u) dove ϕ(u) è

∅ ∈ u ∧ ∀x ∈ u∃y ∈ u(x ∈ y)

Essa è chiaramente una formula ristretta; inoltre sicuramente vale ϕ(ω). Dunque, per il
Teorema 2.7, si ha ∥ϕ(ω̂)∥ = 1 e di conseguenza ∥∃uϕ(u)∥ = 1.
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Lemma 2.20. Fondazione è vero in V
B.

Dimostrazione. Tale assioma è ∀x[∀y ∈ xϕ(y) → ϕ(x)] → ∀xϕ(x). Poniamo

b = ∥∀x[∀y ∈ xϕ(y) → ϕ(x)]∥

Allora vogliamo mostrare che, per ogni x ∈ VB, b ≤ ∥ϕ(x)∥. Ragioniamo per induzione
su VB, cioè, őssato x ∈ VB, supponiamo la tesi valga per ogni y ∈ dom(x). Allora

b ≤
∧

y∈dom(x)

∥ϕ(y)∥ ≤
∧

y∈dom(x)

(x(y) → ∥ϕ(y)∥) = ∥∀y ∈ xϕ(y)∥

Ma per deőnizione di b si ha

b =
∧

z∈V
B

∥∀y ∈ zϕ(y) → ϕ(z)∥ ≤ ∥∀y ∈ xϕ(y) → ϕ(x)∥

Pertanto
b ≤ ∥∀y ∈ xϕ(y)∥ ∧ ∥∀y ∈ xϕ(y) → ϕ(x)∥ ≤ ∥ϕ(x)∥

come si voleva.

Lemma 2.21. Scelta è vero in V
B.

Dimostrazione. Mostriamo la validità del Lemma di Zorn, da cui segue la validità di
Scelta. Per il Corollario 2.10 ii. è sufficiente mostrare che, per ogni X,≤X∈ VB, se

VB |= (X,≤X) è un insieme parzialmente ordinato induttivo non vuoto

allora
VB |= (X,≤X) ha un elemento massimale

Supponiamo quindi valga l’antecedente e sia Y un ritratto di X. Deőniamo su Y la
relazione ≤Y come

y ≤Y y′ ⇐⇒ ∥y ≤X y′∥ = 1

per ogni y, y′ ∈ Y . Essa è un ordine parziale largo, infatti:

• vale la proprietà riŕessiva: per ipotesi si ha

∥∀y(y ∈ X → y ≤X y)∥ = 1

da cui, in particolare, per ogni y ∈ Y si ha ∥y ∈ X∥ ≤ ∥y ≤X y∥. Ma, essendo Y
ritratto di X, per ogni y ∈ Y vale ∥y ∈ X∥ = 1, da cui ∥y ≤X y∥ = 1 cioè y ≤Y y.

• vale la proprietà antisimmetrica: siano y, y′ ∈ Y e supponiamo y ≤Y y′ e y′ ≤Y y,
ovvero ∥y ≤X y′∥ = ∥y′ ≤X y∥ = 1. Per ipotesi si ha

∥∀y∀y′[(y ∈ X) ∧ (y′ ∈ X) ∧ (y ≤X y′) ∧ (y′ ≤X y) → (y = y′)]∥ = 1

da cui ∥y ∈ X∥ ∧ ∥y′ ∈ X∥ ∧ ∥y ≤X y′∥ ∧ ∥y′ ≤X y∥ ≤ ∥y = y′∥. Ma, essendo Y
ritratto di X, vale ∥y ∈ X∥ = ∥y′ ∈ X∥ = 1 e pertanto tutti i termini al primo
membro sono uguali a 1. Quindi ∥y = y′∥ = 1 e per proprietà del ritratto y = y′.
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• vale la proprietà transitiva: siano y, y′, y′′ ∈ Y e supponiamo y ≤Y y′ e y′ ≤Y y′′,
ovvero ∥y ≤X y′∥ = ∥y′ ≤X y′′∥ = 1. Per ipotesi si ha

∥∀y∀y′∀y′′[(y ∈ X)∧(y′ ∈ X)∧(y′′ ∈ X)∧(y ≤X y′)∧(y′ ≤X y′′) → (y ≤X y′′)]∥ = 1

da cui ∥y ∈ X∥∧∥y′ ∈ X∥∧∥y′′ ∈ X∥∧∥y ≤X y′∥∧∥y′ ≤X y′′∥ ≤ ∥y ≤X y′′∥. Ma,
essendo Y ritratto di X, vale ∥y ∈ X∥ = ∥y′ ∈ X∥ = ∥y′′ ∈ X∥ = 1 e pertanto tutti
i termini al primo membro sono uguali a 1. Quindi ∥y ≤X y′′∥ = 1 cioè y ≤Y y′′.

Vogliamo inoltre mostrare che (Y,≤Y ) è induttivo. Sia C una catena in Y . Sia C ′ ∈ VB

con dom(C ′) = C e C ′(z) = 1 per ogni z ∈ dom(C ′), cioè C ′ = C × {1}. Allora
VB |= C ′ è catena in X. Infatti, si ha VB |= C ′ ⊆ X, in quanto

∥C ′ ⊆ X∥ = ∥∀y ∈ C ′(y ∈ X)∥ =
∧

y∈dom(C′)

(C ′(y) → ∥y ∈ X∥) =
∧

y∈C

∥y ∈ X∥ = 1

essendo C ′(y) = 1 e ∥y ∈ X∥ = 1 per ogni y ∈ C ⊆ Y che è ritratto di X. Inoltre, poiché
C catena di Y :

∀x, y ∈ C(x ≤Y y ∨ y ≤Y x) ⇒ ∀x, y ∈ C(∥x ≤X y∥ = 1 ∨ ∥y ≤X x∥ = 1)

⇒ ∀x, y ∈ C(∥x ≤X y∥ ∨ ∥y ≤X x∥ = 1)

⇒ ∀x, y ∈ dom(C ′)(∥x ≤X y∥ ∨ ∥y ≤X x∥ = 1)

Ma quindi

1 =
∧

x∈dom(C′)

∧

y∈dom(C′)

(∥x ≤X y∥ ∨ ∥y ≤X x∥)

=
∧

x∈dom(C′)

[C ′(x) →
∧

y∈dom(C′)

[C ′(y) → (∥x ≤X y∥ ∨ ∥y ≤X x∥)]]

= ∥∀x, y ∈ C ′(x ≤X y ∨ y ≤X x)∥

ovvero è vero in VB che C ′ è catena in X. Per ipotesi allora

VB |= ∃x(x maggiorante di C ′ in X)

quindi, per il Principio del massimo, esiste u ∈ VB tale che

VB |= u è un maggiorante di C ′ in X

In particolare si ha quindi ∥u ∈ X∥ = 1 e, essendo Y ritratto di X, esiste (unico) w ∈ Y
tale che ∥u = w∥ = 1. Allora w è maggiorante di C in Y . Infatti, dato y ∈ C, vale
∥y ∈ C ′∥ ≥ C ′(y) = 1 da cui ∥y ≤X w∥ ≥ ∥u = w∥ ∧ ∥y ≤X u∥ = 1 che implica per
deőnizione y ≤Y w.
Pertanto Y è induttivo, come si voleva. Per il Lemma di Zorn su V, esiste c ∈ Y
massimale. Essendo Y ritratto di X, ∥c ∈ X∥ = 1. Per concludere, rimane da mostrare
che

VB |= c è elemento massimale di X
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Sia a tal proposito x ∈ VB. Per il Lemma 2.12, esiste y ∈ Y tale che ∥x ∈ X∥ = ∥x = y∥.
Allora

∥c ≤X x∥ ∧ ∥x ∈ X∥ = ∥c ≤X x∥ ∧ ∥x = y∥ ≤ ∥c ≤X y∥ (1)

Consideriamo ora la combinazione v = ay+¬ac, con a = ∥c ≤X y∥. Allora ∥v ∈ X∥ = 1,
infatti, per il Lemma 2.8, essendo {a,¬a} anticatena:

∥v ∈ X∥ ≥ ∥v = c∥ ∧ ∥c ∈ X∥ = ∥v = c∥ ≥ ¬a

∥v ∈ X∥ ≥ ∥v = y∥ ∧ ∥y ∈ X∥ = ∥v = y∥ ≥ a

e quindi ∥v ∈ X∥ ≥ a ∨ ¬a = 1. Da ciò, per deőnizione di ritratto esiste z ∈ Y per cui
∥v = z∥ = 1. Inoltre, similmente:

∥c ≤X v∥ ≥ ∥c ≤X y∥ ∧ ∥v = y∥ ≥ a ∧ a = a

∥c ≤X v∥ ≥ ∥c ≤X c∥ ∧ ∥v = c∥ ≥ 1 ∧ ¬a = ¬a

e quindi ∥c ≤X v∥ ≥ a ∨ ¬a = 1. Pertanto:

∥c ≤X z∥ ≥ ∥c ≤X v∥ ∧ ∥v = z∥ = 1

da cui per deőnizione c ≤Y z. Quindi, per massimalità di c, si ottiene c = z. Ma allora

∥c ≤X y∥ = a ≤ ∥y = v∥ = ∥y = v∥ ∧ ∥v = z∥ ≤ ∥y = z∥ = ∥y = c∥

che dà, assieme a (1):

∥c ≤X x ∧ x ∈ X∥ = ∥c ≤X x ∧ x ∈ X∥ ∧ ∥x ∈ X∥ ≤ ∥c ≤X y∥ ∧ ∥x ∈ X∥

≤ ∥y = c∥ ∧ ∥x = y∥ ≤ ∥x = c∥

da cui la tesi VB |= ∀x ∈ X(c ≤X x→ x = c).

Ciò conclude la dimostrazione che VB è un modello di ZFC.

2.4 Ordinali e cardinali in VB

Vediamo in questa sezione qual è l’interpretazione in VB degli ordinali e dei cardinali.
Indichiamo con Ord(x) la formula

∀y ∈ P(x)(y ̸= ∅ → ∃z ∈ y∀w ∈ y(w ̸= z → z ∈ w)) ∧ ∀y ∈ x(y ⊆ x)

ovvero łx è un ordinalež. Tale formula è ristretta, quindi per il Teorema 2.7 v. si ha
∥Ord(α̂)∥ = 1 per ogni α ordinale. Chiamiamo ordinali standard gli elementi di VB del
tipo α̂ per α ordinale. Il seguente teorema, nonostante non venga richiamato in seguito, è
di per sé interessante in quanto mostra come gli ordinali non standard non siano poi così
lontani dagli ordinali standard.

Teorema 2.22. Per ogni u ∈ V
B,

∥Ord(u)∥ =
∨

α∈ON

∥u = α̂∥
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Dimostrazione. Poiché ∥Ord(α̂)∥ = 1, si ha ∥u = α̂∥ = ∥u = α̂∥ ∧ ∥Ord(α̂)∥ ≤ ∥Ord(u)∥,
da cui ∨

α∈ON

∥u = α̂∥ ≤ ∥Ord(u)∥

Per mostrare la disuguaglianza inversa, consideriamo per ogni x ∈ dom(u) la classe
Dx = {ξ : ∥x = ξ̂∥ ≠ 0} e la funzione (tra classi)

Φx : Dx → B

ξ 7→ ∥x = ξ̂∥

Essa è iniettiva. Per mostrare ciò, osserviamo che, dati ξ ̸= η ∈ Dx, dal Teorema
2.7 segue ∥ξ̂ = η̂∥ < 1, ma, essendo ξ̂, η̂ ∈ V2, per il Teorema 2.5 si deve avere
∥ξ̂ = η̂∥ = 0. Allora se fosse Φx(ξ) = Φx(η), cioè ∥x = ξ̂∥ = ∥x = η̂∥, seguireb-
be ∥x = ξ̂∥ = ∥x = ξ̂∥ ∧ ∥x = η̂∥ ≤ ∥ξ̂ = η̂∥ = 0, assurdo perché ξ ∈ Dx. Pertanto Φx

è iniettiva e quindi invertibile nell’immagine. Essendo però Φx(Dx) ⊆ B insieme, per
Rimpiazzamento si ha Dx ∈ V. Quindi è insieme anche

D =
⋃

x∈dom(u)

Dx

Ora, dato α0 ordinale, se α0 > α per ogni α ordinale in D, chiaramente per ogni
x ∈ dom(u) si ha α0 > α per ogni α ordinale in Dx, quindi in particolare per ogni
x ∈ dom(u) si ha α0 /∈ Dx cioè ∥x = α̂0∥ = 0. Pertanto:

∥α̂0 ∈ u∥ =
∨

x∈dom(u)

(u(x) ∧ ∥x = α̂0∥) = 0

Essendo inoltre teorema di ZFC Ord(u) ∧Ord(v) → u ∈ v ∨ u = v ∨ v ∈ u, si ottiene

∥Ord(u)∥ ≤ ∥u ∈ α̂0∥ ∨ ∥u = α̂0∥ ∨ ∥α̂0 ∈ u∥ = ∥u ∈ α̂0∥ ∨ ∥u = α̂0∥ (1)

Essendo α0 ordinale, chiaramente

∥u = α̂0∥ ≤
∨

α∈ON

∥u = α̂∥

Inoltre
∥u ∈ α̂0∥ =

∨

α∈α0

∥u = α̂∥ ≤
∨

α∈ON

∥u = α̂∥

da cui, da (1):
∥Ord(u)∥ ≤ ∥u ∈ α̂0∥ ∨ ∥u = α̂0∥ ≤

∨

α∈ON

∥u = α̂∥

Passiamo ora ai cardinali. Indichiamo con ℵα̂ i cardinali łinterniž al modello, ovvero, ogni-
qualvolta scriveremo VB |= ϕ(ℵα̂) intenderemo VB |= ∃x(ϕ(x)∧R(x, α̂)), dove R(x, α) è la
formula che asserisce łx = ℵαž nel linguaggio della teoria degli insiemi. Indichiamo inoltre
con Card(x) la formula che asserisce łx è un cardinalež. Ovviamente, VB |= Card(ℵα̂).
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Teorema 2.23.

i. |x| = |y| ⇒ V
B |= |x̂| = |ŷ|

ii. V
B |= ℵ̂0 = ℵ0

iii. Per ogni α ∈ ON, V
B |= ℵ̂α ≤ ℵα̂

Dimostrazione.

i. Dati x, y ∈ V, la formula |x| = |y| è

∃f [∀x1 ∈ x∃!y1 ∈ y((x1, y1) ∈ f) ∧ ∀y1 ∈ y∃!x1 ∈ x((x1, y1) ∈ f)]

Ricordando anche che ∃!u ∈ v ϕ(u) abbrevia ∃u ∈ v(ϕ(u)∧∀u′ ∈ v(ϕ(u′) → u = u′)),
è chiaro che la formula tra parentesi quadre è ristretta e pertanto la formula |x| = |y|
è Σ1. Per il Teorema 2.7 v. segue quindi la tesi.

ii. La formula x = ℵ0 è un’abbreviazione della formula che deőnisce ℵ0, cioè, ad
esempio, łx è il più piccolo ordinale limitež. In simboli:

Ord(x) ∧ x ̸= 0 ∧ ∀y ∈ x(x ̸= y ∪ {y}) ∧ ∀y ∈ x(y = 0 ∨ ∃z ∈ y(y = z ∪ {z}))

Tale formula è ristretta e pertanto il risultato segue dal Teorema 2.7 v.

iii. Per induzione su α. Se α = 0, essendo 0̂ = ∅̂ = ∅ = 0, la tesi segue da i.
Supponiamo ora α > 0 e VB |= ℵ̂β ≤ ℵβ̂ per ogni β < α. Consideriamo ℵ0 ≤ ξ < ℵα.

Allora esiste β < α tale che |ξ| = ℵβ e quindi per i. ∥|ξ̂| = |ℵ̂β|∥ = 1. Per ipotesi
induttiva segue

1 = ∥|ξ̂| = |ℵ̂β|∥ ∧ ∥|ℵ̂β| ≤ ℵβ̂∥ ≤ ∥|ξ̂| ≤ ℵβ̂∥

dove ∥|ℵ̂β| ≤ ℵβ̂∥ = 1 in quanto è teorema di ZFC

Ord(ξ) ∧Ord(η) ∧ ξ ≤ ℵη → |ξ| ≤ ℵη

Essendo che VB |= Ord(ℵ̂β) e VB |= Ord(β̂) perché ℵβ, β ordinali e VB |= ℵ̂β ≤ ℵβ̂

per ipotesi induttiva, si ottiene la validità dell’antecedente, da cui la validità del
conseguente. Inoltre, per ξ < ℵ0, si ha VB |= ξ̂ < ℵ̂0 e quindi VB |= ξ̂ < ℵα̂ in
quanto

1 = ∥ξ̂ < ℵ̂0∥ ∧ ∥ℵ̂0 = ℵ0∥ ∧ ∥ℵ0 ≤ ℵα̂∥ ≤ ∥ξ̂ < ℵα̂∥

Pertanto, per ogni ξ < ℵα, vale VB |= ξ̂ < ℵα̂. Ricordando che sugli ordinali la
relazione < è esattamente la relazione ∈, abbiamo, dato η ∈ V:

∥η < ℵ̂α∥ =
∨

ξ<ℵα

∥η = ξ̂∥ =
∨

ξ<ℵα

(∥η = ξ̂∥ ∧ ∥ξ̂ < ℵα̂∥) ≤ ∥η < ℵα̂∥

Quindi VB |= ∀η(η < ℵ̂α → η < ℵα̂). Essendo che è teorema di ZFC

∀η(η < Υ → η < ℵξ) → Υ ≤ ℵξ

e avendo visto che vale in VB l’antecedente con Υ = ℵ̂α e ξ = α̂, si ottiene
VB |= ℵ̂α ≤ ℵα̂.
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Vale inoltre il seguente

Teorema 2.24.

i. V
B |= Card(α̂) per ogni α ≤ ω.

ii. Se V
B |= Card(α̂), allora Card(α).

Dimostrazione.

i. Se α = ω = ℵ0, dal Teorema 2.23 ii. si ottiene

1 = ∥Card(ℵ0)∥ ∧ ∥ℵ0 = ℵ̂0∥ ≤ ∥Card(ℵ̂0)∥ = ∥Card(ω̂)∥

essendo ∥Card(ℵ0)∥ = ∥Card(ℵ0̂)∥ = 1. È inoltre teorema di ZFC la formula
∀α(α ∈ ω → Card(α)). In più, come appena detto, ∥ω = ω̂∥ = 1, pertanto

VB |= ∀α(α ∈ ω̂ → Card(α))

cioè
∧
α∈ω

∥Card(α̂)∥ = 1, da cui la tesi.

ii. Mostriamo la contronominale. Notiamo che la formula ¬Card(x) è

¬Ord(x) ∨ ∃f∃y ∈ x(Fun(f, x, y) ∧ In(f, x, y))

dove Fun(f, x, y) è la formula ∀x1 ∈ x∃!y1 ∈ y∃z ∈ f(z = (x1, y1)) cioè łf è funzione
da x a yž e In(f, x, y) è la formula

∀x′ ∈ x∀x′′ ∈ x((x′ ̸= x′′ ∧ ∃y′ ∈ y∃y′′ ∈ y((x′, y′) ∈ f ∧ (x′′, y′′) ∈ f)) → y′ ̸= y′′)

cioè łf è iniettiva da x a yž. Essendo ¬Ord, Fun, In formule ristrette, ¬Card è
formula Σ1. Allora, se non vale Card(α), vale ¬Card(α) e per il Teorema 2.7 v.
segue che ∥¬Card(α̂)∥ = 1 e quindi ∥Card(α̂)∥ ≠ 1.

Osserviamo che Card(x) non è una formula Σ1 e quindi l’inverso di ii. in generale non
vale, ossia non tutti i cardinali in V rimangono cardinali se visti in VB. Vediamo però
che se B è ccc tale proprietà è veriőcata.

Teorema 2.25. Sia B algebra di Boole completa e ccc. Allora, dati α, x, y ∈ V,

i. Se Card(α), allora V
B |= Card(α̂).

ii. V
B |= ℵ̂α = ℵα̂

iii. |x| = |y| se e solo se V
B |= |x̂| = |ŷ|.

Dimostrazione.
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i. Sia α cardinale. Se α ≤ ℵ0, il risultato vale in generale come visto nel Teorema 2.24
i. Supponiamo quindi α > ℵ0. Osserviamo che è teorema di ZFC

∀α[Card(α) ↔ ∀β ∈ α ∄f (f funzione suriettiva da β in α)]

pertanto

VB |= ∀α[Card(α) ↔ ∀β ∈ α ∄f (f funzione suriettiva da β in α)]

da cui ∥Card(α)∥ = ∥∀β ∈ α ∄f (f funzione suriettiva da β in α)∥ e quindi in
particolare VB |= Card(α̂) è equivalente a

VB |= ∀β ∈ α̂ ∄f (f funzione suriettiva da β in α̂)

ovvero ∧

β<α

∥∄f (f funzione suriettiva da β̂ in α̂)∥ = 1

Supponiamo per assurdo che ciò non valga. Allora esistono un cardinale β < α e
0 ̸= a ∈ B tali che

∥∃f (f funzione suriettiva da β̂ in α̂)∥ = a

Per il Principio del Massimo esiste allora f ∈ VB tale che

∥f funzione suriettiva da β̂ in α̂∥ = a

quindi in particolare

a ≤ ∥∀η ∈ α̂ ∃ξ ∈ β̂ (f(ξ) = η)∥ =
∧

η<α

∨

ξ<β

∥f(ξ̂) = η̂∥

e perciò per ogni η < α esiste un ξη < β minimo tale che a ≤ ∥f(ξ̂η) = η̂∥ da cui

∥f(ξ̂η) = η̂∥ ∧ a ̸= 0

Di fatto è stata deőnita la funzione ϕ : α → β, η 7→ ξη. Essendo β < α e α non
numerabile, sicuramente esiste γ < β tale che

X = ϕ−1(γ) = {η < α | ξη = γ}

è non numerabile (altrimenti |α| = |
⋃

γ∈β ϕ
−1(γ)| ≤ |ω| · |β| = max{|ω|, |β|} < |α|).

Ma allora anche l’insieme

{∥f(γ̂) = η̂∥ ∧ a | η ∈ X}

è non numerabile. Infatti, dati η, µ ∈ X con η ̸= µ, si ha ∥η̂ = µ̂∥ = 0. Se fosse
∥f(γ̂) = η̂∥ ∧ a = ∥f(γ̂) = µ̂∥ ∧ a, si avrebbe l’assurdo

0 = ∥η̂ = µ̂∥ ≥ ∥f(γ̂) = η̂∥ ∧ ∥f(γ̂) = µ̂∥ ≥

≥ ∥f(γ̂) = η̂∥ ∧ a ∧ ∥f(γ̂) = µ̂∥ ∧ a = ∥f(γ̂) = η̂∥ ∧ a ̸= 0

Inoltre, tale insieme è un’anticatena di B, infatti in modo simile, dati η ̸= µ:

∥f(γ̂) = η̂∥ ∧ a ∧ ∥f(γ̂) = µ̂∥ ∧ a ≤ ∥η̂ = µ̂∥ = 0

Quindi esiste in B un’anticatena non numerabile, contro l’ipotesi di ccc.
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ii. Per induzione su α. Il caso α = 0 vale in generale per il Teorema 2.23 ii.
Supponiamo allora VB |= ℵ̂β = ℵβ̂ per ogni β < α. Per il Teorema 2.23 iii. è

sufficiente mostrare che VB |= ℵα̂ ≤ ℵ̂α. Per i. vale VB |= Card(ℵ̂α). Inoltre, per
β < α, ovviamente si ha VB |= ℵ̂β < ℵ̂α. Per ipotesi induttiva allora VB |= ℵβ̂ < ℵ̂α.
Dunque, come si voleva:

1 = ∥Card(ℵ̂α)∥ ∧
∧

β<α

∥ℵβ̂ < ℵ̂α∥ = ∥Card(ℵ̂α) ∧ ∀β < α̂(ℵβ < ℵ̂α)∥ ≤ ∥ℵα̂ ≤ ℵ̂α∥

dove l’ultima disuguaglianza vale perché è teorema di ZFC

Card(Υ) ∧ ∀β < α(ℵβ < Υ) → ℵα ≤ Υ

iii. Siano x, y ∈ V. Per il Teorema 2.23 i. basta mostrare che se VB |= |x̂| = |ŷ|
allora |x| = |y|. Siano α, β cardinali tali che |x| = α e |y| = β. Tali formule sono
abbreviazioni: ad esempio, |x| = α è

Card(α) ∧ ∃f(Fun(f, x, α) ∧ In(f, x, α)) ∧ ∃g(Fun(g, α, x) ∧ In(g, α, x))

Poiché per i. Card(α) implica VB |= Card(α̂) e poiché le formule con cui è congiunta
Card(α) sono Σ1, abbiamo VB |= |x̂| = α̂ e analogamente VB |= |ŷ| = β̂. Ma allora
per ipotesi VB |= α̂ = β̂ da cui α = β e quindi |x| = |y|.

Per poter dare un ultimo utile risultato riguardo le cardinalità, dobbiamo deőnire le coppie
ordinate in VB. Dati u, v ∈ VB, siano

{u}B
def
= {(u, 1)}

{u, v}B
def
= {u}B ∪ {v}B

(u, v)B
def
= {{u}B, {u, v}B}B

È chiaro che sono tutti elementi di VB. Notiamo incidentalmente che {u, v}B veriőca
Coppia:

∥u ∈ {u, v}B∥ =
∨

w∈dom({u,v}B)

({u, v}B(w) ∧ ∥w = u∥)

=
∨

w∈{u,v}

∥w = u∥ = ∥u = u∥ ∨ ∥v = u∥ = 1

e analogamente ∥v ∈ {u, v}B∥ = 1. Inoltre, (u, v)B ha effettivamente le proprietà di una
łcoppia ordinataž, infatti vale che

VB |= ∀x∀y∀u∀v[(x, y)B = (u, v)B ↔ x = u ∧ y = v] (⋆)

Lemma 2.26. Per ogni u ∈ V
B esiste f ∈ V

B tale che

V
B |= Fun(f) ∧ dom(f) = d̂om(u) ∧ u ⊆ im(f)

e pertanto V
B |= |u| ≤ |d̂om(u)|.
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Dimostrazione. Sia u ∈ VB e deőniamo

f = {(ẑ, z)B | z ∈ dom(u)} × {1}

Veriőchiamo ora che VB |= Fun(f) ∧ dom(f) = d̂om(u), ovvero

VB |= ∀x ∈ d̂om(u) ∃y((x, y)B ∈ f) (1)

e
VB |= ∀x ∈ d̂om(u)((x, y)B ∈ f ∧ (x, y′) ∈ f → y = y′) (2)

e inőne
VB |= z ∈ f → ∃x ∈ d̂om(u)∃y(z = (x, y)B) (3)

Partiamo da (1), la cui valutazione è uguale a

∧

x∈dom(u)

(1 →
∨

y∈V
B

∥(x̂, y)B ∈ f∥)

=
∧

x∈dom(u)

∨

y∈V
B

∨

z∈dom(f)

(f(z) ∧ ∥z = (x̂, y)B∥)

=
∧

x∈dom(u)

∨

y∈V
B

∨

z∈dom(u)

∥(ẑ, z)B = (x̂, y)B∥ poiché f(z) = 1

=
∧

x∈dom(u)

∨

y∈V
B

∨

z∈dom(u)

(∥ẑ = x̂∥ ∧ ∥z = y∥) per (⋆)

e ciò è uguale a 1 in quanto è sufficiente prendere, per ogni x ∈ dom(u), y = z = x.
Passiamo a (2).

∥∀x ∈ d̂om(u)((x, y)B ∈ f ∧ (x, y′) ∈ f → y = y′)∥ =

=
∧

x∈dom(u)

(∥(x̂, y)B ∈ f∥ ∧ ∥(x̂, y′)B ∈ f∥ → ∥y = y′∥)

=
∧

x∈dom(u)

(
∨

z∈dom(f)

∥z = (x̂, y)B∥ ∧
∨

w∈dom(f)

∥w = (x̂, y′)B∥ → ∥y = y′∥)

=
∧

x∈dom(u)

(
∨

z∈dom(u)

∥(ẑ, z)B = (x̂, y)B∥ ∧
∨

w∈dom(u)

∥(ŵ, w)B = (x̂, y′)B∥ → ∥y = y′∥)

=
∧

x∈dom(u)

∨

z∈dom(u)

∨

w∈dom(u)

(∥(ẑ, z)B = (x̂, y)B∥ ∧ ∥(ŵ, w)B = (x̂, y′)B∥ → ∥y = y′∥)

però per ogni x ∈ dom(u) per z = w = x si ha

∥(x̂, x)B = (x̂, y)B∥ ∧ ∥(x̂, x)B = (x̂, y′)B∥ ≤ ∥(x̂, y)B = (x̂, y′)B∥

= ∥x̂ = x̂∥ ∧ ∥y = y′∥

= ∥y = y′∥
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da cui ∥(x̂, x)B = (x̂, y)B∥ ∧ ∥(x̂, x)B = (x̂, y′)B∥ → ∥y = y′∥ = 1 da cui quanto si voleva.
Mostriamo che vale (3):

∥z ∈ f∥ =
∨

x∈dom(f)

(f(x) ∧ ∥z = x∥)

=
∨

x∈dom(u)

∥z = (x̂, x)B∥ essendo f(x) = 1

≤
∨

x∈dom(u)

∨

y∈V
B

∥z = (x̂, y)B∥

= ∥∃x ∈ d̂om(u)∃y(z = (x, y)B)∥

Inőne, vale ∥u ⊆ im(f)∥ = ∥y ∈ u→ ∃x(x, y)B ∈ f∥. Però

∥∃x (x, y)B ∈ f∥ =
∨

x∈V
B

∥(x, y)B ∈ f∥

=
∨

x∈V
B

∨

z∈dom(f)

(f(z) ∧ ∥z = (x, y)B∥)

=
∨

x∈V
B

∨

z∈dom(u)

∥(ẑ, z)B = (x, y)B∥ poiché f(z) = 1

=
∨

z∈dom(u)

∨

x∈V
B

(∥ẑ = x∥ ∧ ∥z = y∥) per (⋆)

=
∨

z∈dom(u)

(∥z = y∥ ∧
∨

x∈V
B

∥ẑ = x∥)

=
∨

z∈dom(u)

∥z = y∥

≥
∨

z∈dom(u)

(u(z) ∧ ∥z = y∥) = ∥y ∈ u∥

da cui la tesi.
Per concludere, notiamo che, in ZFC, se esiste f : B → A e A′ ⊆ im(f), allora è possibile
deőnire g : A′ → B iniettiva, scegliendo per ogni a ∈ A′ un elemento in f−1(a). Da ciò
per deőnizione |A′| ≤ |B|. Poiché VB è modello di ZFC, da quanto mostrato őnora segue

VB |= |u| ≤ |d̂om(u)|.
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3 Forcing

Esporremo in questo Capitolo il concetto di forcing, adattandolo al contesto dei modelli a
valori booleani. Sia (P,≤) un insieme parzialmente ordinato. Dati p, q ∈ P , diciamo che
p raffina q o anche p è un raffinamento di q se p ≤ q e diciamo invece che sono compatibili
se esiste r ∈ P tale che r ≤ p e r ≤ q. Scriveremo in tal caso Comp(p, q). P è detto
raffinato se

∀p, q ∈ P [q ̸≤ p→ ∃p′ ≤ q ¬Comp(p, p′)]

cioè se, ogniqualvolta q non raffina p, esiste un raffinamento di q incompatibile con p. Per
ogni p ∈ P sia

Op = {q ∈ P | q ≤ p}

Osserviamo che P =
⋃

p∈P{p} ⊆
⋃

p∈P Op e che, dati p, q ∈ P , per ogni r ∈ Op ∩ Oq

si ha che r ∈ Or ⊆ Op ∩ Oq. Allora, per la Proposizione 1.15, esiste su P una topologia
generata dagli Op al variare di p ∈ P ed essa è detta topologia dell’ordine. RO(P ) indica
quindi l’insieme degli aperti regolari in P per tale topologia.

Lemma 3.1.

i. P è raffinato se e solo se Op ∈ RO(P ) per ogni p ∈ P .

ii. Se P è raffinato, la mappa p 7→ Op è un isomorősmo d’ordine da P in un sottoin-
sieme denso di RO(P ).

Dimostrazione.

i. Vediamo innanzitutto che, nella topologia dell’ordine su P , per X ⊆ P , si ha

(X)◦ = {q ∈ P | ∀p′ ≤ q ∃r ∈ X (r ≤ p′)} (1)

A tal őne, mostriamo che X è aperto se e solo se per ogni y ∈ X e per ogni
x ≤ y si ha x ∈ X. Sia X aperto, y ∈ X e x ≤ y. Allora esiste p ∈ P tale che
Op ⊆ X e y ∈ Op, ma per deőnizione di Op si ha allora y ≤ p da cui x ≤ p e
quindi x ∈ Op ⊆ X. Viceversa, ricordando la caratterizzazione degli aperti data nel
Capitolo 1.3, supponiamo per assurdo che esista x̄ ∈ X tale che, per ogni p ∈ P , se
Op ⊆ X allora x̄ /∈ Op. Per ipotesi si ha, per ogni x ≤ x̄, che x ∈ X, da cui Ox̄ ⊆ X
e quindi x̄ /∈ Ox̄, assurdo.
Dato X ⊆ P , consideriamo CX = {p ∈ P | ∃q ∈ X (q ≤ p)}. Possiamo ora mostrare
che CX = X. Chiaramente X ⊆ CX e CX è chiuso in quanto il complementare
P ∖ CX = {p ∈ P | ∀q ∈ X (q ̸≤ p)} è aperto. Infatti, consideriamo y ∈ P ∖ CX e
x ≤ y. Dalla prima segue che per ogni q ∈ X, q ̸≤ y e questo, assieme alla seconda,
implica x /∈ X, da cui x /∈ CX ossia x ∈ P ∖ CX . Inőne, mostriamo che P ∖ CX è
il più grande aperto che non interseca X, cioè, se P ∖ CX ⊆ U e X ∩ U = ∅ con
U aperto, vale U = P ∖ CX . Siano quindi p ∈ U e q ∈ X. Se fosse q ≤ p, essendo
U aperto si avrebbe q ∈ U , assurdo perché U non interseca X. Quindi q ̸≤ p e per
deőnizione segue q ∈ P ∖ CX , come si voleva. Pertanto concludiamo che

X = {p ∈ P | ∃q ∈ X (q ≤ p)} (2)

46



Mostriamo ora che, dato X ⊆ P , si ha
◦

X = IX , con IX = {p ∈ P | ∀q ≤ p (q ∈ X)}.
Sicuramente IX ⊆ X. Inoltre, IX è aperto: siano y ∈ IX e x ≤ y. Allora per ogni
z ≤ x si ha z ≤ y da cui, per deőnizione di IX , z ∈ X. Ma allora, sempre per
deőnizione, x ∈ IX , cioè IX è aperto. Inőne, IX è il più grande aperto contenuto in
X, cioè, se IX ⊆ U ⊆ X con U aperto, deve essere IX = U . Infatti, sia p ∈ U . Per
ogni q ≤ p, essendo U aperto, si ha q ∈ U da cui q ∈ X. Ma allora per deőnizione
p ∈ IX , come si voleva. Concludiamo allora che

◦

X = {p ∈ P | ∀q ≤ p (q ∈ X)} (3)

Da (2) e (3) segue quindi (1). Utilizzando quanto trovato per X = Op, si ottiene

(Op)
◦ = {q ∈ P | ∀p′ ≤ q ∃r ≤ p (r ≤ p′)}

= {q ∈ P | ∀p′ ≤ q Comp(p, p′)}

Possiamo ora mostrare la tesi.

(⇒) Poiché Op è aperto, si ha sicuramente Op ⊆ (Op)
◦. Inoltre, se q /∈ Op, si

ha q ̸≤ p e quindi, essendo P raffinato, esiste p′ ≤ q per cui ¬Comp(p, p′) e
pertanto q /∈ (Op)

◦. Quindi Op = (Op)
◦, cioè Op ∈ RO(P ).

(⇐) Se Op ∈ RO(P ), allora Op = (Op)
◦, quindi, poiché da q ̸≤ p segue q /∈ Op, si

ha q /∈ Op = (Op)
◦, ovvero ∃p′ ≤ q ¬Comp(p, p′). Quindi P è raffinato.

ii. Sia Φ: p 7→ Op. Poiché P è raffinato, da i. segue Op ∈ RO(P ). Poiché {Op | p ∈ P}
è una base per RO(P ), per ogni ∅ ≠ X ∈ RO(P ) esiste p ∈ P per cui Op ⊆ X, cioè
Φ(P ) è denso in RO(P ). Mostriamo che Φ è iniettiva. Se Op = Op′ , poiché p ∈ Op

e p′ ∈ Op′ , valgono p ≤ p′ e p′ ≤ p, da cui p = p′. Inoltre, Φ preserva l’ordine in
quanto, se p ≤ p′, per deőnizione Op ⊆ Op′ .

Corollario 3.2. P è raffinato se e solo se esiste un isomorősmo d’ordine tra P e un
sottoinsieme denso di un algebra di Boole completa.

Dimostrazione. Il łsolo sež segue dal Lemma 3.1. Viceversa, supponiamo che esista un
isomorősmo d’ordine tra P e un sottoinsieme denso di un algebra di Boole completa B.
Identiőchiamo allora P con la sua immagine, che è densa in B. Vediamo che q ≤ p se e
solo se q ∧ ¬p = 0. Infatti, da q ≤ p segue q ∧ ¬p ≤ p ∧ ¬p = 0. Se invece q ∧ ¬p = 0,
allora q ≤ q ∧ 1 = q ∧ ¬(q ∧ ¬p) = q ∧ (¬q ∨ p) = (q ∧ ¬q) ∨ (q ∧ p) = q ∧ p ≤ p, come si
voleva. Mostriamo ora che P è raffinato. Supponiamo q ̸≤ p; allora q ∧¬p ̸= 0. Poiché P
è denso, esiste p′ ∈ P tale che p′ ≤ q ∧ ¬p. Perciò p′ ≤ q. Inoltre ¬Comp(p, p′). Infatti,
se esistesse r ∈ P tale che r ≤ p e r ≤ p′, da quest’ultimo si avrebbe r ≤ q ∧ ¬p ≤ ¬p.
Ma quindi r ≤ p ∧ ¬p = 0, assurdo perché 0 /∈ P essendo P denso.

Possiamo allora dire che un’algebra di Boole completa B è detta completamento boo-
leano di P se esiste un isomorősmo d’ordine tra P e un sottoinsieme denso di B. Pertanto,
P ammette completamento booleano se e solo se è raffinato. Il completamento booleano
è unico a meno di isomorősmo (cfr. [9]).

Dato P raffinato e B suo completamento booleano tramite Φ, P verrà d’ora in avanti
identiőcato con il sottoinsieme denso Φ(P ) e verrà chiamato insieme di condizioni per B.
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Sia quindi B un’algebra di Boole completa e sia P un insieme di condizioni per B, con P
sottoinsieme denso di B. Diamo őnalmente la seguente

Definizione (Forcing). Per ogni enunciato σ e per ogni p ∈ P , diciamo che p forza σ, e
scriviamo p ⊩ σ, se p ≤ ∥σ∥, ove ∥σ∥ indica la valutazione booleana a valori in B di σ.

Teorema 3.3. Siano σ e τ enunciati e sia ϕ una formula. Allora:

i. p ⊩ ¬σ ⇐⇒ non esiste q ≤ p tale che q ⊩ σ

ii. p ⊩ σ ∧ τ ⇐⇒ p ⊩ σ e p ⊩ τ

iii. p ⊩ σ ∨ τ ⇐⇒ per ogni q ≤ p esiste r ≤ q tale che r ⊩ σ o r ⊩ τ

iv. p ⊩ σ → τ ⇐⇒ per ogni q ≤ p, se q ⊩ σ allora q ⊩ τ

v. p ⊩ ∀xϕ(x) ⇐⇒ per ogni u ∈ V
B si ha p ⊩ ϕ(u)

vi. p ⊩ ∃xϕ(x) ⇐⇒ per ogni q ≤ p esiste r ≤ q ed esiste u ∈ V
B tali che r ⊩ ϕ(u)

vii. Se a ∈ V, p ⊩ ∀x ∈ â ϕ(x) ⇐⇒ per ogni x ∈ a si ha p ⊩ ϕ(x̂)

viii. Se a ∈ V, p ⊩ ∃x ∈ â ϕ(x) ⇐⇒ per ogni q ≤ p esiste r ≤ q ed esiste x ∈ a tali
che p ⊩ ϕ(x̂)

ix. ∥σ∥ = 0 ⇐⇒ non esiste p tale che p ⊩ σ

x. ∥σ∥ = 1 ⇐⇒ per ogni p si ha p ⊩ σ

xi. Per ogni p esiste q ≤ p tale che q ⊩ σ o q ⊩ ¬σ

xii. Se p ⊩ σ allora non è vero che p ⊩ ¬σ

xiii. Se q ≤ p e p ⊩ σ allora q ⊩ σ

Dimostrazione.

i. Se p ⊩ ¬σ, per deőnizione p ≤ ¬∥σ∥. Allora per ogni q ≤ p si ha q ̸≤ ∥σ∥, in quanto
se così non fosse si avrebbe q ≤ ∥σ∥ ∧ ¬∥σ∥ = 0, assurdo in quanto P denso in B.
Quindi non vale q ⊩ σ. Viceversa, se non è vero che p ⊩ ¬σ, allora p ̸≤ ¬∥σ∥, da
cui p∧ ∥σ∥ ≠ 0. Quindi, essendo P denso, esiste q ∈ P tale che q ≤ p∧ ∥σ∥, ovvero
esiste q ≤ p tale che q ≤ ∥σ∥, cioè q ⊩ σ.

ii. p ⊩ σ ∧ τ ⇐⇒ p ≤ ∥σ ∧ τ∥ = ∥σ∥ ∧ ∥τ∥ ⇐⇒ p ≤ ∥σ∥ e p ≤ ∥τ∥ ⇐⇒
p ⊩ σ e p ⊩ τ .
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iii. Vediamo che

p ⊩ σ ∨ τ ⇐⇒ p ⊩ ¬(¬σ ∧ ¬τ)

⇐⇒ non esiste q ≤ p tale che q ⊩ ¬σ ∧ ¬τ

⇐⇒ non esiste q ≤ p tale che q ⊩ ¬σ e q ⊩ ¬τ

⇐⇒ non esiste q ≤ p tale che non esista r ≤ q per cui r ⊩ σ

e non esista r ≤ q per cui r ⊩ τ

⇐⇒ per ogni q ≤ p esiste r ≤ q tale che r ⊩ σ

o esiste r ≤ q tale che r ⊩ τ

⇐⇒ per ogni q ≤ p esiste r ≤ q tale che r ⊩ σ o r ⊩ τ

iv. (⇒) Supponiamo che p ≤ ∥σ → τ∥ = ¬∥σ∥ ∨ ∥τ∥ e sia q ≤ p con q ≤ ∥σ∥. Allora
q ≤ p ≤ ¬∥σ∥ ∨ ∥τ∥ e quindi

q ≤ ∥σ∥ ∧ (¬∥σ∥ ∨ ∥τ∥) = ∥σ∥ ∧ ∥τ∥ ≤ ∥τ∥

(⇐) Essendo p∧∥σ∥ ≤ p e p∧∥σ∥ ≤ ∥σ∥ cioè p∧∥σ∥ ⊩ σ, per ipotesi p∧∥σ∥ ⊩ τ ,
ovvero p ∧ ∥σ∥ ≤ ∥τ∥. Ma allora

p ≤ ¬∥σ∥ ∨ p = ¬∥σ∥ ∨ (p ∧ ∥σ∥) ≤ ¬∥σ∥ ∨ ∥τ∥ = ∥σ → τ∥

cioè p ⊩ σ → τ .

v. p ⊩ ∀xϕ(x) ⇐⇒ p ≤
∧

u∈V
B

∥ϕ(u)∥ ⇐⇒ p ≤ ∥ϕ(u)∥ per ogni u ∈ VB ⇐⇒

p ⊩ ϕ(u) per ogni u ∈ VB.

vi. Vediamo che

p ⊩ ∃xϕ(x) ⇐⇒ p ⊩ ¬∀x¬ϕ(x)

⇐⇒ non esiste q ≤ p tale che q ⊩ ∀x¬ϕ(x)

⇐⇒ non esiste q ≤ p tale che per ogni u ∈ VB si abbia q ⊩ ¬ϕ(u)

⇐⇒ non esiste q ≤ p tale che per ogni u ∈ VB non esista r ≤ q

tale che r ⊩ ϕ(u)

⇐⇒ per ogni q ≤ p esiste u ∈ VB ed esiste r ≤ q tale che r ⊩ ϕ(u)

vii. Vediamo che

p ⊩ ∀x ∈ â ϕ(x) ⇐⇒ p ≤
∧

x∈dom(â)

(â(x) → ∥ϕ(x)∥)

⇐⇒ p ≤
∧

x∈a

(â(x̂) → ∥ϕ(x̂)∥)

⇐⇒ p ≤
∧

x∈a

∥ϕ(x̂)∥

⇐⇒ p ≤ ∥ϕ(x̂)∥ per ogni x ∈ a

⇐⇒ p ⊩ ϕ(x̂) per ogni x ∈ a
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viii. Vediamo che

p ⊩ ∃x ∈ â ϕ(x) ⇐⇒ p ⊩ ∃x(x ∈ â ∧ ϕ(x))

⇐⇒ per ogni q ≤ p esiste r ≤ q ed esiste u ∈ VB tale che

r ⊩ u ∈ â ∧ ϕ(u)

⇐⇒ per ogni q ≤ p esiste r ≤ q ed esistono u ∈ VB e x ∈ a

tali che r ⊩ u = x̂ ∧ ϕ(u)

⇐⇒ per ogni q ≤ p esiste r ≤ q ed esistono u ∈ VB e x ∈ a

tali che r ≤ ∥u = x̂∥ ∧ ∥ϕ(u)∥

e questo chiaramente implica r ≤ ∥ϕ(x̂)∥, cioè r ⊩ ϕ(x̂). Viceversa, cioè se per ogni
q ≤ p esiste r ≤ q ed esiste x ∈ a tale che r ⊩ ϕ(x̂), basta prendere u = x̂ e l’ultima
affermazione tra le precedenti è veriőcata.

ix. Se ∥σ∥ = 0, essendo P denso si ha p ̸≤ ∥σ∥ per ogni p. Se invece per ogni p ∈ P si
ha p ̸≤ ∥σ∥, si deve avere ∥σ∥ = 0, in quanto, se così non fosse, ancora per densità
di P esisterebbe p tale che p ≤ ∥σ∥. Quindi ∥σ∥ = 0 se e solo se per ogni p si ha
p ̸≤ ∥σ∥, se e solo se non esiste p tale che p ≤ ∥σ∥.

x. Se ∥σ∥ = 1, per ogni p si ha p ≤ ∥σ∥ cioè p ⊩ σ. Viceversa, supponiamo che per
ogni p si abbia p ≤ ∥σ∥. Se fosse ∥σ∥ ≠ 1, allora ∥¬σ∥ ≠ 0 e dalla densità di P
segue che esiste p tale che p ≤ ∥¬σ∥ cioè p ⊩ ¬σ. Ma allora da ii. si ha p ≤ 0,
assurdo perché P denso.

xi. Sia p ∈ P . Se p ⊩ σ, basta prendere q = p. In caso contrario, si ha p ̸≤ ∥σ∥ e quindi
p ∧ ¬∥σ∥ ≠ 0. Dalla densità di P , esiste q ≤ p ∧ ∥¬σ∥ da cui q ⊩ ¬σ.

xii. Supponiamo p ⊩ σ. Se per assurdo p ⊩ ¬σ, da ii. segue p ⊩ ⊥ cioè p = 0, assurdo.

xiii. Se q ≤ p e p ≤ ∥σ∥, per transitività q ≤ ∥σ∥, da cui la tesi.

Consideriamo ora un caso leggermente diverso che tornerà utile nel Capitolo successivo.
Siano X, Y ∈ V con |Y | ≥ 2 e poniamo C(X, Y ) = {f : X̃ → Y | X̃ ⊆ X ∧ |X̃| < ℵ0}.
Mostriamo che

Lemma 3.4. (C(X, Y ),⊇) è insieme parzialmente ordinato raffinato.

Dimostrazione. ⊇ è ovviamente ordine parziale. Siano allora f, g ∈ C(X, Y ) tali che
g ̸⊇ f , ovvero esiste x̄ ∈ dom(f) tale che x̄ /∈ dom(g) oppure f(x̄) ̸= g(x̄). Vogliamo
mostrare che esiste h ∈ C(X, Y ) con h ⊇ g per cui non esista r ∈ C(X, Y ) tale che r ⊇ f
e r ⊇ h. Se f(x̄) ̸= g(x̄), basta prendere h = g e ogni estensione di f non potrà essere
estensione di g. Se invece x̄ /∈ dom(g), sia h : dom(g) ∪ {x̄} → Y con

h(x) =

{
g(x) se x ∈ dom(g)

y se x = x̄
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con y ∈ Y tale che y ̸= f(x̄), che esiste in quanto Y ha almeno due elementi. Allora
h ∈ C(X, Y ), h ⊇ g e ogni estensione r di h non è estensione di f in quanto differisce da
f in almeno x̄.

Vogliamo mostrare che vale un risultato simile al Lemma 3.1 ii., ovvero che C(X, Y )
è isomorfo a un sottoinsieme denso di un’algebra di Boole completa. Descriviamo esplici-
tamente tale isomorősmo e tale algebra di Boole. Per ogni p ∈ C(X, Y ), sia

N(p) = {f ∈ Y X | f ⊇ p}

Similmente a quanto già visto, osserviamo che gli insiemi N(p) costituiscono una base
per una topologia su Y X . Infatti essi ricoprono Y X in quanto ogni funzione estende una
sua restrizione a un sottoinsieme őnito del suo dominio, e inoltre, dati p, q ∈ C(X, Y ), se
N(p) ∩ N(q) ̸= ∅ allora N(p ∪ q) = N(p) ∩ N(q), essendo ancora p ∪ q ∈ C(X, Y ), e si
conclude grazie alla Proposizione 1.15.
Nella topologia generata dall’insieme {N(p) | p ∈ C(X, Y )} su Y X , ogni N(p) è chia-
ramente aperto in quanto elemento della base. Inoltre N(p) è anche chiuso: mostriamo
infatti che il complementare è intorno di ogni suo punto. Sia f ∈ Y X ∖ N(p). Allora
f ̸⊇ p, ovvero esiste x̄ ∈ dom(p) tale che f(x̄) ̸= p(x̄). Deőniamo

q : X̃ ∪ {x̄} → Y

x 7→ f(x)

ove X̃ ⊆ X con |X̃| < ℵ0. Chiaramente q ∈ C(X, Y ) e f ⊇ q, cioè f ∈ N(q). Inoltre,
se g ∈ N(q), si ha g ⊇ q e quindi q ̸⊇ p perché g(x̄) ̸= p(x̄), pertanto g ∈ Y X ∖ N(p).
Quindi N(q) ⊆ Y X ∖N(p) e N(p) è chiuso. Quindi in particolare N(p) è aperto regolare;
pertanto, è deőnita la mappa N : C(X, Y ) → RO(Y X), p 7→ N(p).

Lemma 3.5. N è un isomorősmo d’ordine con un sottoinsieme denso di RO(Y X).

Dimostrazione.

• N è iniettiva. Infatti, dati p1 ̸= p2, o dom(p1) ∩ dom(p2) = ∅ o esiste
x̄ ∈ dom(p1) ∩ dom(p2) tale che p1(x̄) ̸= p2(x̄). Nel primo caso, osserviamo che
esistono funzioni in Y X che coincidono con p1 su dom(p1) e che differiscono da
p2 su (almeno un elemento di) dom(p2) in quanto |Y | ≥ 2. Nel secondo caso
ogni estensione di p1 non può essere estensione di p2. In entrambi i casi quindi
N(p1) ̸= N(p2).

• N è isomorősmo d’ordine tra C(X, Y ) e la sua immagine. Infatti, se p1 ⊇ p2, per
deőnizione f ∈ N(p1) implica f ∈ N(p2), cioè N(p1) ⊆ N(p2).

• L’immagine diN è densa in RO(Y X). Infatti chiaramente per ogni p ∈ C(X, Y ) si ha
N(p) ̸= ∅, cioè 0RO(Y X) = ∅ /∈ N(C(X, Y )). Inoltre, poiché {N(p) | p ∈ C(X, Y )}
è base, segue subito che per ogni ∅ ̸= U ∈ RO(Y X) esiste p ∈ C(X, Y ) per cui
N(p) ⊆ U .

Pertanto RO(Y X) è il completamento booleano di C(X, Y ) e quest’ultimo è un insieme
di condizioni per RO(Y X).
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4 L’indipendenza di CH

Obiettivo di questo Capitolo è dare un esempio di come il modello VB possa essere utile
nella ricerca di risultati di indipendenza in teoria degli insiemi. In particolare, mostreremo
metà dell’indipendenza dell’Ipotesi del Continuo dalla teoria ZFC, ossia la coerenza di
ZFC + ¬CH. Ci serviremo del modello VB ove B è una speciőca algebra di Boole
completa. Sarà comunque necessario il seguente

Teorema 4.1 (Gödel).

Con(ZF) → Con(ZFC+GCH)

Per la dimostrazione si veda [5] o direttamente [1].

Come algebra di Boole useremo RO(2I), con I un particolare insieme, già introdotta
nel Capitolo precedente. La Proposizione seguente assicura che valgano le forti proprietà
sui cardinali del Teorema 2.25.

Proposizione 4.2. Sia I un insieme e consideriamo l’insieme 2I dotato della topologia
generata da {N(p) | p ∈ C(I, 2)} con N(p) = {f ∈ 2I | f ⊇ p}. Allora tale spazio
topologico è ccc.

Dimostrazione. Sia U un’anticatena di 2I . Allora per ogni U ∈ U esiste pU ∈ C(I, 2)
tale che N(pU) ⊆ U . (N(pU))U∈U è ancora un’anticatena di 2I e |(N(pU))U∈U | = |U|.
Possiamo pertanto supporre che U sia un’anticatena di aperti di base. Deőniamo allora,
per ogni n ∈ ω

Sn(U) = {N(p) ∈ U : | dom(p)| = n}

Mostriamo per induzione sui naturali che, per ogni U anticatena di aperti di base, Sn(U)
è insieme őnito, da cui segue che |U| =

∑
n∈ω |Sn(U)| ≤ ℵ0. Sia n ∈ ω e supponiamo

dunque che per ogni m < n e per ogni U come sopra si abbia |Sm(U)| < ℵ0.
Fissiamo ora U anticatena di aperti di base e N(p) ∈ Sn(U). Per ogni ∅ ≠ A ⊆ dom(p) e
per ogni q : A→ 2 siano

JA,q = {h ∈ C(I, 2) : N(h) ∈ Sn(U) ∧ dom(h) ∩ dom(p) = A ∧ h|A = q}

e
VA,q = {N(h∖ q) : h ∈ JA,q}

Dati h, h′ ∈ JA,q, si deve avere dom(h ∖ q) ∩ dom(h′ ∖ q) ̸= ∅ perché altrimenti esiste-
rebbe un’estensione comune sia ad h che ad h′, ovvero N(h) ∩N(h′) ̸= ∅ contro l’ipotesi
che U è anticatena. Per lo stesso motivo nell’intersezione dei loro domini h ∖ q e h′ ∖ q
non possono coincidere e pertanto N(h ∖ q) ∩ N(h′ ∖ q) = ∅. Inoltre, se h ∈ JA,q si ha
dom(h ∖ q) = n − |A|. Pertanto VA,b è un’anticatena e Sn−|A|(VA,q) = VA,q. Essendo
n − |A| < n, per ipotesi induttiva VA,q ha cardinalità őnita. Inoltre è chiaro che
|VA,q| = |JA,q| e che, per ogni N(h) ∈ Sn(U), dom(h) ∩ dom(p) ̸= ∅ e che per
A = dom(h) ∩ dom(p) vale h ∈ JA,h|A . Ma allora, essendo i sottoinsiemi A di dom(p)
in numero őnito come anche le funzioni q : A→ 2,

|Sn(U)| = |
⋃

A,q

{N(h) : h ∈ JA,q}| ≤
∑

A,q

|JA,q| < ℵ0

come si voleva.
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Corollario 4.3. RO(2I) è ccc.

Dimostrazione. Ogni anticatena di RO(2I) è anche anticatena di 2I , dunque numerabile.

Sarà inoltre necessario disporre di una buona stima della cardinalità dell’algebra di
Boole considerata. A tal őne diamo anche i seguenti risultati.

Lemma 4.4. Sia X spazio topologico ccc. Sia B una base per X e sia B = RO(X).
Allora |B| ≤ |B|ℵ0.

Dimostrazione. Sia U ∈ B. Consideriamo l’insieme

F = {F|F ⊆ B ∩ P(U) ∧ ∀F, F ′ ∈ F(F ̸= F ′ → F ∩ F ′ = ∅)}

ordinato dall’inclusione e una sua catena (Fi)i∈I . Allora essa ammette maggiorante⋃
i∈I Fi, infatti

⋃
i∈I Fi ⊆ B ∩ P(U) perché F ∈

⋃
i∈I Fi implica che esiste i ∈ I tale

che F ∈ Fi ⊆ B ∩ P(U) e, per ogni F ̸= F ′ ∈
⋃

i∈I Fi, esistono i, j ∈ I tali che F ∈ Fi

e F ′ ∈ Fj. Essendo (Fi)i∈I catena, sia senza perdita di generalità Fi ⊆ Fj. Dunque
F, F ′ ∈ Fj e quindi F ∩ F ′ = ∅. Inőne, per ogni j ∈ I vale Fj ⊆

⋃
i∈I Fi.

Pertanto, per il Lemma di Zorn, sia F ∈ F massimale e poniamo G =
⋃

F . Vogliamo
mostrare che U = (G)◦.
Se x ∈ G, esiste F ∈ F tale che x ∈ F . Ma essendo F ⊆ P(U), si ha F ∈ P(U),
ovvero F ⊆ U e quindi x ∈ U . Pertanto G ⊆ U . Essendo U aperto regolare, si ottiene
(G)◦ ⊆ (U)◦ = U .
Viceversa, consideriamo U ∖ G. Esso è aperto; se non fosse vuoto dovrebbe pertanto
contenere un aperto di base, ovvero esisterebbe V ∈ B tale che V ⊆ U e V ∩G = ∅, da cui
V ∩

⋃
F = ∅ e quindi V ∩F = ∅ per ogni F ∈ F . Ma allora si avrebbe F ⊊ F ∪{V } ∈ F,

contro la massimalità di F . Quindi U ∖G = ∅, da cui U ⊆ G e U ⊆ G
◦
, come si voleva.

Pertanto, detto Λ l’insieme delle anticatene di X formate da aperti di base, la funzione
Φ: B → Λ, U 7→ F è iniettiva, in quanto Φ(U) = Φ(U ′) implica (

⋃
F)◦ = (

⋃
F ′)◦ e

quindi per quanto visto U = U ′. Dunque |B| ≤ |Λ| ≤ |B|ℵ0 , in quanto ogni anticatena in
Λ è numerabile perché X è ccc.

Corollario 4.5. Se |I| = ℵα, allora ℵα ≤ |RO(2I)| ≤ ℵℵ0
α .

Dimostrazione. Per deőnizione una base B per la topologia di 2I è formata dagli insiemi

{f ∈ 2I | f(i1) = a1, . . . , f(in) = an}

al variare di i1, . . . , in ∈ I, di a1, . . . , an ∈ 2 e di n ∈ ω. Allora

|B| =
∑

n∈ω

ℵn
α · 2n = ℵ0 · ℵα = ℵα

Come osservato prima di enunciare il Lemma 3.5, ogni insieme di questo tipo è regolare,
quindi sicuramente ℵα ≤ |RO(2I)|. D’altro canto, per la Proposizione 4.2 2I è ccc, quindi
per il Lemma 4.4 si ha |RO(2I)| ≤ ℵℵ0

α .
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Possiamo ora dimostrare il Teorema principale del Capitolo, per il quale particolari
scelte dell’insieme I prima considerato portano a far variare notevolmente la cardinalità
delle parti di ω nel modello (sotto una certa ipotesi).

Teorema 4.6. Sia B = RO(2ω×ωα). Se ℵℵ0
α = ℵα, allora

V
B |= 2ℵ0 = ℵα̂

Dimostrazione. Poiché |ω×ωα| = ℵ0 · ℵα = ℵα, per il Corollario 4.5 si ottiene ℵα ≤ |B| ≤
ℵℵ0
α = ℵα, cioè |B| = ℵα. Allora

| dom(PB(ω̂))| = |Bdom(ω̂)| = ℵℵ0
α = ℵα

e poiché per il Lemma 2.26 si ha VB |= |PB(ω̂)| ≤ | ̂dom(PB(ω̂))|, otteniamo

VB |= |PB(ω̂)| ≤ |ℵ̂α|

e quindi, poiché dal Lemma 2.18 segue VB |= PB(ω̂) = P(ω̂),

VB |= |P(ω̂)| ≤ |ℵ̂α|

Per il Corollario 4.3 B è ccc, pertanto per il Teorema 2.25 abbiamo VB |= |ℵ̂α| = ℵα̂, da
cui

VB |= |P(ω̂)| ≤ ℵα̂

e quindi
VB |= 2ℵ0 ≤ ℵα̂

in quanto |P(X)| = 2|X| per la Proposizione 1.9. Rimane da mostrare che VB |= ℵα̂ ≤ 2ℵ0 .
Sia, per ogni ν < ωα, uν tale che dom(uν) = dom(ω̂) e, per ogni n ∈ ω,

uν(n̂) = {f ∈ 2ω×ωα | f(n, ν) = 1}

Mostriamo che uν ∈ VB, cioè uν(n̂) ∈ B per ogni n ∈ ω. Fissato n ∈ ω, vediamo che uν(n̂)
è aperto: sia f ∈ uν(n̂) e prendiamo p : (n, ν) 7→ 1. Allora p ∈ C(ω × ωα, 2) e f ⊇ p, cioè
f ∈ N(p). Inoltre se g ⊇ p, banalmente g(n, ν) = 1 ovvero g ∈ uν(n̂), cioè N(p) ⊆ uν(n̂).
uν(n̂) è anche chiuso. Sia f ∈ 2ω×ωα ∖ uν(n̂). Allora f(n, ν) = 0 e analogamente a prima
si mostra che, detto q : (n, ν) 7→ 0, f ∈ N(q) e N(q) ⊆ 2ω×ωα ∖ uν(n̂). Quindi uν(n̂) è
aperto chiuso, dunque regolare.
Sappiamo inoltre che P = C(ω × ωα, 2) è insieme di condizioni per B. Mostriamo che,
per p ∈ P :

p ⊩ n̂ ∈ uν ⇐⇒ p(n, ν) = 1

Osserviamo innanzitutto che per deőnizione p ⊩ n̂ ∈ uν ⇐⇒ N(p) ⊆ ∥n̂ ∈ uν∥. Ora:

(⇒) Sia f ∈ N(p). Per ipotesi

f ∈ ∥n̂ ∈ uν∥ =
∨

m∈ω

(uν(m̂) ∧ ∥n̂ = m̂∥) = uν(n̂)

essendo ∥n̂ = m̂∥ = ∅ per n ̸= m. Ma allora per deőnizione f(n, ν) = 1. Quindi per
ogni f ⊇ p si ha f(n, ν) = 1, dunque (n, ν) ∈ dom(p) e p(n, ν) = 1.
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(⇐) Sia f ∈ N(p), cioè f ⊇ p. Essendo p(n, ν) = 1, anche f(n, ν) = 1, pertanto
f ∈ uν(n̂) = ∥n̂ ∈ uν∥ da quanto appena visto.

Da ciò segue anche che p ⊩ n̂ /∈ uν ⇐⇒ p(n, ν) = 0. Infatti, per il Teorema 3.3:

p ⊩ ¬(n̂ ∈ uν) ⇐⇒ ∄q ⊇ p(q ⊩ n̂ ∈ uν) ⇐⇒ ∄q ⊇ p(q(n, ν) = 1)

⇐⇒ ∀q ⊇ p(q(n, ν) = 0) ⇐⇒ p(n, ν) = 0

Usiamo ciò per dimostrare che, se µ ̸= ν ∈ ωα, allora ∥uµ = uν∥ = 0. Se per assurdo così
non fosse, allora esistono µ ̸= ν ∈ ωα per cui ∥uµ = uν∥ ≠ 0. Essendo P denso in B,
esiste allora p ∈ P tale che p ⊩ uµ = uν . Il dominio di p è őnito, cioè esiste k ∈ ω tale che
dom(p) = {(n1, ξ1), . . . , (nk, ξk)} con n1, . . . , nk ∈ ω e ξ1, . . . , ξk ∈ ωα. È quindi possibile
scegliere n ∈ ω per cui (n, ξ) /∈ dom(p) per ogni ξ ∈ ωα. Poniamo ora

p′ = p ∪ {((n, µ), 1), ((n, ν), 0)}

Allora p′(n, µ) = 1 e p′(n, ν) = 0, cioè per quanto mostrato p′ ⊩ n̂ ∈ uµ e p′ ⊩ n̂ /∈ uν .
Allora per il Teorema 3.3 p′ ⊩ n̂ ∈ uµ ∧ n̂ /∈ uν , da cui p′ ⊩ uµ ̸= uν . Ma per deőnizione
p′ ⊇ p e p ⊩ uµ = uν , da cui p′ ⊩ uµ = uν , cioè p′ = 0, contro la densità di P .
Sia ora f ∈ VB con

f = {(ν̂, uν)
B : ν < ωα} × {1}

Vogliamo mostrare che

VB |= f è una funzione iniettiva da ω̂α in P(ω̂)

Cominciamo col mostrare che VB |= ∀x ∈ ω̂α∃y ((x, y)B ∈ f).

∥∀x ∈ ω̂α∃y ((x, y)B ∈ f)∥ =
∧

x∈ωα

(1 →
∨

y∈V
B

∨

z∈dom(f)

(f(z) ∧ ∥z = (x̂, y)B∥))

=
∧

x<ωα

∨

y∈V
B

∨

ν<ωα

∥(ν̂, uν)
B = (x̂, y)B∥

=
∧

x<ωα

∨

y∈V
B

∨

ν<ωα

(∥ν̂ = x̂∥ ∧ ∥uν = y∥) = 1

in quanto per ogni x < ωα è sufficiente prendere ν = x e y = uν = ux.
Vediamo ora che VB |= ∀x ∈ ω̂α((x, y)

B ∈ f ∧ (x, y′)B ∈ f → y = y′).

∥∀x ∈ ω̂α((x, y)
B ∈ f ∧ (x, y′)B ∈ f → y = y′)∥ =

=
∧

x<ωα

(∥(x̂, y)B ∈ f∥ ∧ ∥(x̂, y′)B ∈ f∥ → ∥y = y′∥)

=
∧

x<ωα

(
∨

z∈dom(f)

∥z = (x̂, y)B∥ ∧
∨

w∈dom(f)

∥w = (x̂, y′)B∥ → ∥y = y′∥)

=
∧

x<ωα

(
∨

ν<ωα

∥(ν̂, uν)
B = (x̂, y)B∥ ∧

∨

ξ<ωα

∥(ξ̂, uξ)
B = (x̂, y′)B∥ → ∥y = y′∥)

=
∧

x<ωα

∨

ν<ωα

∨

ξ<ωα

(∥(ν̂, uν)
B = (x̂, y)B∥ ∧ ∥(ξ̂, uξ)

B = (x̂, y′)B∥ → ∥y = y′∥)
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ma per ogni x < ωα per ν = ξ = x si ha

∥(x̂, ux)
B = (x̂, y)B∥ ∧ ∥(x̂, ux)

B = (x̂, y′)B∥ ≤∥(x̂, y)B = (x̂, y′)B∥

=∥x̂ = x̂∥ ∧ ∥y = y′∥

=∥y = y′∥

da cui ∥(x̂, ux)B = (x̂, y)B∥ ∧ ∥(x̂, ux)
B = (x̂, y′)B∥ → ∥y = y′∥ = 1 da cui quanto si

voleva.
Per poter concludere che VB |= f funzione con dominio ω̂α, rimane da mostrare che
VB |= z ∈ f → ∃y∃x ∈ ω̂α ((x, y)B = z), ma ciò è immediato:

∥z ∈ f∥ =
∨

w∈dom(f)

(f(z) ∧ ∥w = z∥) =
∨

x<ωα

∥(x̂, ux)
B = z∥

≤
∨

y∈V
B

∨

x<ωα

∥(x̂, y)B = z∥ = ∥∃y∃x ∈ ω̂α ((x, y)B = z)∥

Mostriamo ora che VB |= f ha codominio P(ω). Vediamo innanzitutto che

∥uν ⊆ ω̂∥ =
∧

n∈ω

(uν(n̂) → ∥n̂ ∈ ω̂∥) =
∧

n∈ω

(uν(n̂) → 1) = 1

Ricordando che ∥P(ω̂) = PB(ω̂)∥ = 1, vogliamo ∥(x, y)B ∈ f∥ ≤ ∥y ∈ PB(ω̂)∥. Allora:

∥y ∈ PB(ω̂)∥ =
∨

z∈dom(PB(ω̂))

(PB(ω̂)(z) ∧ ∥z = y∥)

=
∨

z∈Bdom(ω̂)

(∥z ⊆ ω̂∥ ∧ ∥z = y∥)

≥
∨

ν<ωα

(∥uν ⊆ ω̂∥ ∧ ∥uν = y∥) essendo {uν | ν < ωα} ⊆ Bdom(ω̂)

=
∨

ν<ωα

∥uν = y∥ essendo ∥uν ⊆ ω̂∥ = 1

≥
∨

ν<ωα

(∥ν̂ = x∥ ∧ ∥uν = y∥)

=
∨

ν<ωα

∥(ν̂, uν)
B = (x, y)B∥

=
∨

z∈dom(f)

(f(z) ∧ ∥z = (x, y)B∥) essendo f(z) = 1

=∥(x, y)B ∈ f∥
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Inőne, vediamo l’iniettività, ovvero VB |= (x, y)B ∈ f ∧ (x′, y′)B ∈ f ∧ y = y′ → x = x′.

∥(x, y)B ∈ f ∧ (x′, y′)B ∈ f ∧ y = y′ → x = x′∥ =

=
∨

z∈dom(f)

∥z = (x, y)B∥ ∧
∨

w∈dom(f)

∥w = (x′, y′)B∥ ∧ ∥y = y′∥ → ∥x = x′∥

=
∨

µ<ωα

∨

ν<ωα

(∥(µ̂, uµ)
B = (x, y)B∥ ∧ ∥(ν̂, uν)

B = (x′, y′)B∥ ∧ ∥y = y′∥ → ∥x = x′∥)

=
∨

µ<ωα

∨

ν<ωα

(∥µ̂ = x∥ ∧ ∥uµ = y∥ ∧ ∥ν̂ = x′∥ ∧ ∥uν = y′∥ ∧ ∥y = y′∥ → ∥x = x′∥)

= 1

in quanto basta avere µ ̸= ν affinché

∥µ̂ = x∥ ∧ ∥uµ = y∥ ∧ ∥ν̂ = x′∥ ∧ ∥uν = y′∥ ∧ ∥y = y′∥ ≤ ∥µ̂ = x∥ ∧ ∥ν̂ = x′∥ ∧ ∥uµ = uν∥

= 0 ≤ ∥x = x′∥

avendo già mostrato che se µ ̸= ν si ha ∥µ ̸= ν∥ = 0. Questo conclude l’iniettività di f in
VB.
Inoltre, essendo B ccc, per il Teorema 2.25 si ha VB |= ω̂α = ωα̂, quindi:

VB |= f è una funzione iniettiva da ωα̂ in P(ω̂)

da cui, come si voleva,
VB |= ℵα̂ ≤ 2ℵ0

Per poter concludere, è necessario un risultato di consistenza relativa.

Lemma 4.7. Siano T , T ′ estensioni di ZF tali che Con(ZF) → Con(T ′). Dato B ∈ V,
se

T ′ ⊢ B è un’algebra di Boole completa

e, per ogni assioma τ di T , vale

T ′ ⊢ ∥τ∥B = 1B

allora Con(ZF) → Con(T ).

Dimostrazione. Se T è contraddittoria, esistono τ1, . . . , τn assiomi di T tali che

⊢ τ1 ∧ · · · ∧ τn → ⊥

Allora per ipotesi
T ′ ⊢ ∥τ1 ∧ · · · ∧ τn∥ ≤ ∥⊥∥ = 0

ma anche
T ′ ⊢ ∥τ1 ∧ · · · ∧ τn∥ = 1

e quindi
T ′ ⊢ 1 ≤ 0

ovvero anche ¬Con(T ′), da cui per ipotesi ¬Con(ZF).
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Corollario 4.8.

Con(ZF) → Con(ZFC+ ¬CH)

Dimostrazione. Consideriamo T = ZFC + ¬CH e T ′ = ZFC +GCH. Ovviamente, in
T ′, B = RO(2ω×ω2) è un’algebra di Boole completa e tutti gli assiomi di ZFC sono validi.
Inoltre in T ′ vale

ℵℵ0
2 = (2ℵ1)ℵ0 = 2ℵ1 = ℵ2

per cui in T ′, per il Teorema 4.6, vale anche

VB |= 2ℵ0 = ℵ2̂

da cui T ′ ⊢ ∥σ∥ = 1 con σ = ¬CH, unico assioma di T non assioma di ZFC. Inoltre,
per il Teorema 4.1, Con(ZF) → Con(T ′), pertanto per il Lemma 4.7 si conclude che
Con(ZF) → Con(T ).

Osserviamo che per ogni α ordinale successore l’algebra B = RO(2ω×ωα) produce un
modello in cui 2ℵ0 = ℵα e quindi, forse sorprendentemente, la cardinalità delle parti di
ω (o equivalentemente quella di R) può essere assunta arbitrariamente grande ottenendo
comunque una teoria coerente.
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