Universita degli Studi di Padova

DIPARTIMENTO DI FISICA E ASTRONOMIA
Corso di Laurea in Fisica

Soluzioni cosmologiche “tracking”
e ’attuale accelerazione dell’universo

Laureando: Relatore:
Elia Zanoni Prof. Nicola Bartolo

Matricola 1053940
Correlatore:

Prof. Sabino Matarrese

Anno Accademico 20142015






Indice

1 Introduzione

2 Modello cosmologico e previsioni teoriche

2.1 Equazione di Friedmann . . . . .. .. .. ... ... .....
2.2 L’equazione dei fluidi . . . . . . ... ... 00
2.3 L’equazione di accelerazione . . . . . . ... ... ... ....
2.4 Lalegge di Hubble e il redshift cosmologico . . . . ... ...
2.5 Risoluzione analitica delle equazioni di Friedmann e dei fluidi .

2.5.1 Universo formato solamente da materia . . . . . . . . .

2.5.2  Universo formato solo da radiazione . . . . . . . . . ..

2.5.3 Modellimisti . . . ... ... ... ... ...
2.6 Dipendenza dal redshift . . . . . ... ... ... ...
2.7 Lacostante k . . . . . . . . .. .. ... ...
2.8 La costante cosmologica . . . . . . ... ... ... ... ..

3 Soluzioni "tracking" per modelli di quintessenza

3.1 Problemi del modello precedente . . . . . . . . ... ... ...

3.2 Modelli di quintessenza, . . . . . . . . ... ... ... .....

3.3 Terminologia e equazioni del moto . . . . . . . . ... ... ..
3.3.1 Un po’ di terminologia . . . . . . ... ... ... ...
3.3.2 Equazioni fondamentali . . . . . . ... ... ... ...

3.4  Proprieta delle soluzioni tracker e dei potenziali tracker . . . .
3.4.1 Quali potenziali ammettono soluzioni tracker? . . . . .
3.4.2 Dimostrazione del ‘teorema’ . . . . .. ... ... ...
3.4.3 Casi di overshooting e undershooting . . . . . . . . ..
3.4.4 Piccole oscillazioni . . . . . . ... ... ... ...

3.5 Soluzioni tracker per potenziali con legge di potenza inversa

3.6 Soluzioni tracker di potenziali con legge esponenziale . . . . .

4 Conclusione

21
21
22
23
23
23
26
26
27
29
30
32
36

39



4 INDICE

A Derivazione di I 41

Bibliografia 45



Capitolo 1

Introduzione

Questo lavoro di tesi si divide essenzialmente in due parti. Nella prima
si indagano alcuni fondamenti della cosmologia, si introducono i concetti di
sistema di coordinate comovente, fattore di scala e costante di Hubble. Viene
ricavata l’equazione di Friedmann, che esplicita la dipendenza della costante
di Hubble dalla densita di materia e si familiarizza con il modello di fluido
per I'evoluzione delle componenti cosmologiche. Si risolvono poi le equazioni
di Friedmann in alcuni casi particolari. Viene inoltre introdotto il redshift
cosmologico e si studia come esplicitare la dipendenza di un fluido da questo
parametro. Infine si introduce il concetto di costante cosmologica.

Nella seconda parte, invece, si sottolineano i limiti del modello fin qui di-
scusso (costituito dalle componenti di radiazione, materia e costante cosmo-
logia) e viene presentato il concetto di quintessenza. I modelli di quintessenza
rappresentano un’ alternativa alla costante cosmologica per spiegare 1’ acce-
lerazione attuale dell’universo, cosi‘ come evidenziata da diverse osservazioni
cosmologiche. Nell’ambito di tali modelli si evidenziano si evidenziano due
problemi, il ‘fine-tuning problem’ e il ‘coincidence problem’. Viene spie-
gato il concetto di soluzione tracking per risolvere il secondo e si studiano
le proprieta di questo tipo di soluzioni. Viene enunciato un teorema’ che
permette di stabilire se esistono o meno le condizioni per una soluzione trac-
ker e successivamente vengono analizzati due casi che ammettono soluzioni
tracking.



CAPITOLO 1. INTRODUZIONE



Capitolo 2

Modello cosmologico e previsioni
teoriche

2.1 Equazione di Friedmann

Tutta la cosmologia si basa su quello che viene chiamato "Principio cosmo-
logico". Una sua formulazione, particolarmente utile successivamente ¢é la
seguente:

"L’ universo, visto su scale sufficientemente grandi ¢ omogeneo e isotropo.’
7]

Questa affermazione non € banale come pud sembrare e storicamente fu mol-
to difficile accettarla. Anche adesso, se qualcuno pensa all’universo, ha nel
suo immaginario un insieme di galassie ben distinte tra loro e in questa im-
magine che ognuno si crea ovviamente i punti non sono equivalenti gli uni
agli altri. Serve pensare a una scala enormemente piti grande per accettare
I’omogeneita e l'isotropia.

!

Per ottenere I'equazione di Friedmann abbiamo bisogno di un altro risul-
tato, facile da ricavare analiticamente ma che, essendo gia stato dimostrato
durante il percorso di studi, non riteniamo necessario riportare qui. Questo
risultato, ricavato originariamente da Newton, afferma che:

"In una distribuzione di materia a simmetria sferica, una particella a una
certa distanza dal centro non sente alcuna forza dalla materia pit distante
dal centro, e la materia pit vicina al centro da esattamente la forza che da-
rebbe se fosse tutta concentrata nel centro.”|4]

Questa é una conseguenza del fatto che la forza gravitazione dipende dall’in-
verso del quadrato della distanza.

Pensiamo adesso all’'universo come a un oggetto con una densita p il quale
si espande col passare del tempo. Supponiamo ora di prendere un punto qual-

7
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siasi (sono tutti equivalenti) come nostro punto di osservazione e di chiamarlo
centro. Se tutti i punti sono equivalenti, ciascun punto piu essere pensato
come centro di una distribuzione sferica. Adesso supponiamo di prendere
una particella (piccolo volume, rispetto a scale cosmologiche, contenente una
massa m) a una distanza r dal centro.

Per il principio sopra enunciato, questa particella risentira solo della massa
a una distanza piu piccola di r dal centro ed é come se fosse tutta concen-
trata nel centro. Dato che p é costante e ho una distribuzione sferica, trovo
facilmente che M = %‘Wpr?’, da cui possiamo riscrivere la classica equazione
di gravitazione universale in questo modo:

GMm _ 4mprm

F = = 2.1.1
Da questa ricaviamo facilmente ’energia potenziale:
GM 47 pr?
oo _2am_ Amprm (2.1.2)
r 3
Possiamo anche definire I’energia cinetica della particella come:
I
T= o (2.1.3)
Adesso possiamo utilizzare la conservazione dell’energia,
U=T+V = const. (2.1.4)
Sostituendo infatti otteniamo
1 . 4
U= §mr2 - %Gper. (2.1.5)

A questo punto affermiamo che questa é la relazione che lega due qualsiasi
particelle nell’'universo e lo possiamo fare in forza del principio cosmologico.
Possiamo quindi passare a un sistema di coordinate differenti, dette coor-
dinate comoventi. Queste restano costanti durante 1’espansione. Dato che
I’espansione ¢ uniforme possiamo scrivere la relazione tra la distanza fisica e
la distanza comovente come [4]

7= a(t)? (2.1.6)

dove I'omogeneita assicura che a dipenda solo dal tempo e 'isotropia che sia
scalare. La quantita a(t) é nota come fattore di scala dell’universo e mostra
come le distanze fisiche variano col tempo, in quanto le ¥ restano costanti.
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Utilizzando il fattore di scala per riscrivere ’equazione (2.1.5) e tenendo
presente che x = 0, perché le coordinate comoventi sono fisse, ottengo:
1 2 47

U= Emd r? — ?Gpaza:zm. (2.1.7)

Dividendo tutto per $ma*z? ottengo facilmente [4]

a\? 8rG kc?
) ==y 2.1.8
(a) 3 a? ( )
Ove k = —2U/z? e resta sempre costante. L’equazione (2.1.8) ¢ nota come

equazione di Friedmann e sara una delle equazione che ricorrera piu spesso
all’interno di questa tesi.

2.2 L’equazione dei fluidi

Solo con I'equazione di Friedmann si farebbe ben poco, infatti serve sapere
come varia p col passare del tempo. Per fare questo é necessario conoscere
un’altra grandezza caratteristica, ovvero la pressione, indicata con p.
Possiamo ricavare a questo punto I’equazione dei fluidi a partire dalla prima
legge della termodinamica,

dE + pdV = TdS, (2.2.1)

applicata a un volume V, unitario in coordinate comoventi, di universo in
espansione. Questo é ’equivalente di applicare la prima legge della termodi-
namica a un gas in un pistone. Il volume quindi ha raggio fisico a e I’energia
¢ data da E = mc?, da cui abbiamo:

4m 2

E = ?pa% : (2.2.2)
La variazione di energia nel tempo ¢ quindi:
dE da 4m 4dp
— =dwa’pd— + —-a’ - 2.2.3
a TP T (2.23)
La variazione di volume ¢ semplicemente
av da
— =dra®—. 2.2.4
at e (2:24)

Supponendo adesso che espansione sia reversibile e adiabatica (dS = 0)
otteniamo che

Y :
4ra’pca + ?ﬂa?’ch + pdma’a = 0. (2.2.5)
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Da questa facilmente ricaviamol4]:
p+32(p+ L) =0, (2.2.6)
a ¢

Questa é nota come equazione di continuitd dei fluidi in un universo in
espansione.

2.3 L’equazione di accelerazione

Con l'equazione di Friedmann e ’equazione dei fluidi possiamo ricavare una
terza equazione che descrive 'accelerazione del fattore di scala. Infatti deri-
vando 'equazione (2.1.8) rispetto al tempo otteniamo:

Laai—a’ _ 8nG. | g2k
a a2 37 a’

(2.3.1)

Sostituendo p dall’equazione (2.2.6) e eliminando il fattore 2a/a in ciascun
termine otteniamo

9—(9)2 - —47rG<p+ p) . (2.3.2)

a \a c2 a?’

e come ultimo passaggio, usando di nuovo I'equazione (2.1.8) arriviamo al-
I'equazione di accelerazione [4]:

%: _¥<p+3%>' (2.3.3)

Facciamo notare che, contrariamente a quanto uno possa pensare, la presenza
9 Y

di pressione non implica un’espansione pitt veloce ma proprio il contrario, la

pressione infatti da un contributo negativo all’accelerazione.

2.4 Lalegge di Hubble e il redshift cosmologico

Possiamo, a partire da considerazioni che abbiamo gia fatto, ricavare la leg-
ge di Hubble, la quale dice che la velocita di recessione di un oggetto (per
esempio una galassia distante), dovuta all’espansione dell’universo, & propor-
zionale alla distanza dall’osservatore. Innanzitutto, la velocita di recessione
¢ data da: .
dr |7 a
U= == %F: EF’ (2.4.1)
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in quanto & & costante. Facciamo quindi notare che la legge di Hubble afferma
che ¥ = H7 e che confrontandolo con I’equazione sopra si ottiene:

a
H=-. 2.4.2
! (242)

Abbiamo quindi trovato in modo molto semplice la legge di Hubble e abbia-
mo definito una stima teorica del parametro H. Possiamo anche stimarne
I'evoluzione, infatti derivando la (2.1.8) e sostituendo con l'equazione (2.2.6)
otteniamo(per k = 0):

H = —47G(p + p). (2.4.3)

Vogliamo ora legare 1’equazione del redshift

Ao
1 = — 244
+ z N ( )

dove )\, ¢ la lunghezza d’onda di una radiazione emessa da una sorgente (per
esempio una galasia lontana) vista dall’osservatore e A, & quella emessa, al
fattore di scala.

Introduciamo adesso una metrica adatta per misurare le distanze in gio-
co. Un universo omogeneo ed isotropo é definito dalla metrica di Fridman-
Robertson-Walker. La metrica. FRW, per un universo piatto, puod essere
scritta in questo modo:

ds* = 2dt* — a(t)*(dr® 4 r*(df* + sin® 0d¢?)). (2.4.5)

Consideriamo adesso la propagazione della luce. Possiamo dire con certezza
che ds? = 0. A un certo tempo tutti i punti, secondo il principio cosmologico,
sono equivalenti, per semplicita quindi consideriamo un raggio luminoso che
si propaga dar =0 ar =rg con df = d¢p = 0. Le coordinate spaziali sono
comoventi, quindi le galassie restano a coordinate fissate: I’espansione é tutta
data dal fattore di scala a(t).

Nel nostro caso quindi

g (2.4.6)

a(t)

Per sapere quanto tempo impiega da » = 0 a r = ry basta semplicemente

integrare.
tr dt o)
/C—:/ dr. (2.4.7)
te @ 0

Supponiamo adesso che il raggio di luce sia emesso leggermente dopo, cioé a
t. + dt. e verra ricevuto a t, + dt,. Le galassie invece saranno sempre nello
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stesso punto in quanto sto considerando coordinate comoventi. Possiamo

quindi scrivere:
tr+dt T
T T Cdt 0
/ — = / dr. (2.4.8)
tetdte @ 0

Dalle ultime due equazioni vediamo subito che:

trtdte ot toedt
/ “r_ / “ (2.4.9)
tetdte @ te @

Questo diventa

t tr+dt te+dt t
v dt Tt o dt eTdle ot r dt
/ C_+/ C_:/ C_+/ “r (2.4.10)
tetdte @ tr a te a tetdte @
te+dte dt tr+dt, dt
/ o / « (2.4.11)
te a tr a

Ora poiché stiamo integrando su una porzione infinitesima 1’equazione pre-
cedente diventa

dt, dt,

a(t,)  a(t)
Se dt, = 1/v, e dt, = 1/v, (dove v, e 1,) sono le frequenze della luce emessa
e assorbita) otteniamo:

(2.4.12)

vea(te) = voa(t,) (2.4.13)
o equivalentemente (6]
Aroalty)
— 2.4.14
Ae alte) ( )

L’applicazione standard é fissare il tempo di ricezione al tempo attuale t; e
di conseguenza abbiamo
a(to)
at.)
Questa € la relazione che cercavamo tra il fattore di scala e il fattore di
redshift cosmologico. Facciamo notare che 1+ 2z = 1 significa tempo presente
mentre 1+ z — oo significa primi momenti dell’universo.

=1+ (2.4.15)

2.5 Risoluzione analitica delle equazioni di Fried-
mann e dei fluidi

Procediamo adesso a risolvere le equazioni di Friedmann e dei fludi, in par-
ticolare considereremo casi particolari risolvibili analiticamente.
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2.5.1 Universo formato solamente da materia

Una delle proprieta della materia (non collisionale) & che la pressione interna
¢ p = 0. Da questa otteniamo facilmente:

a 1d d
0+3-p=0 ——(pa®) =0 —(pa®) = 0. 2.5.1
pt3-p=0= ——(pa’) =0= —(pa’) (2.5.1)
Da questa otteniamo che
1
p X pER (2.5.2)

Questo tipo di soluzione é proprio quella che ci aspettavamo, infatti la den-
sita cala proporzionalmente all’aumento di volume, come ¢ naturale che sia.
Risolviamo adesso 1'equazione di Friedmann ponendoci nel caso k£ = 0. In
questo momento pud sembrare che lo si faccia per comodita di calcolo, ma
vedremo tra poco che ¢é il caso piu significativo. Inoltre, dato che compa-
re solo a/a possiamo moltiplicare a per una costante in modo che ai nostri
giorni a = 1. Questa scelta implica inoltre che le coordinate comoventi siano
anche le coordinate fisiche all’epoca presente. Per tutte le quantita useremo
il pedice "0" per indicare che sono al tempo attuale.

Abbiamo quindi che
-3
L :(3) , (2.5.3)

e sostituendola nell’equazione (2.1.8)

o 87Gpya}
= ——. 2.5.4
a T, (2.5.4)
Supponendo una soluzione del tipo a o t?, questa ¢ risolta da [4]
t\3 pot
H=(-)". 1) = 200 2.5.5
) =(+ o) =2 (255)

Possiamo scrivere anche un’equazione che lega la densita al redshift cosmo-
logico utilizzando le equazioni (2.4.15) e (2.5.3):

p=po(l+2)* (2.5.6)

Questa espressione sara utile, in quanto é molto utilizzata in cosmologia la
variabile 1 + z al posto della variabile temporale.
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2.5.2 Universo formato solo da radiazione

Supponiamo adesso di aver un universo formato solo da radiazione. Questa
obbedisce alla legge p = pc?/3, quindi otteniamo:

p+4gp: 0. (2.5.7)

Risolvendo come nel caso precedente troviamo:

1
e arriviamo a [4]:
t\1/2 p t2
a(t) Z(%) p(t) = % p=po(l+2)" (2.5.9)

2.5.3 Modelli misti

Nel nostro universo convivono sia materia sia radiazione e quindi € utile ve-
dere cosa succede in questo caso. Assumiamo che la densitd di radiazione
sia molto maggiore della densita alla materia. Questo vuol dire che, risol-
vendo '’equazione dei fluidi, trascuriamo la parte di materia e consideriamo
solo quella di radiazione. Vediamo poi come evolve la densita di materia nel
tempo.

Le equazioni sono quindi:

a(t) o #1/2 Prad X tl? Prmat X % x 153% (2.5.10)
Facciamo notare che la densita di materia diminuisce nel tempo meno velo-
cemente rispetto alla velocita di radiazione, ci sara quindi un momento in
cui saranno confrontabili. Per quanto piccola la percentuale di densita di
materia sia all’inizio, a un certo punto diventera dominante. Risolviamo ora
le equazioni considerando la materia la componente dominante dell’universo
e otteniamo:

1 1 1
a(t)t2/3 Prmat O 7 Prad X —3 O 5. (2.5.11)
Se la materia quindi a un certo punto € dominante, lo sara sempre nell’e-
voluzione dell’universo perché la densita di radiazione cala pit velocemente
rispetto alla densita di materia.



2.6. DIPENDENZA DAL REDSHIFT 15

2.6 Dipendenza dal redshift

Abbiamo calcolato come evolvono le densita di materia e di radiazione nel
tempo assumendo che 'una o I’altra sia trascurabile e poi abbiamo ricavato
la loro dipendenza dal redshift. Esiste un procedimento pitt corretto per
arrivare a tale dipendenza, che non implica nessuna assunzione a priori. Per
valutare p,, e p, basta infatti risolvere due semplici equazioni differenziali.

pm +3Hp, =0 pr+4Hp, = 0. (2.6.1)

Vediamo pit nel dettaglio cosa comporta la derivazione.

d dl+z) d _day d _ aay d _ (262)
at’ = dat dl+2)’  dadi+r)’ T aadiro)’ T T
4 HO 42— (2.6.3)
at’ = d(1+2)" v

Possiamo quindi sostituire la (2.6.3) nella (2.6.1) e semplificare H ottenendo:

—(1+4 2) Pm+3pm =0 —(1+2) pr+4p, =0. (2.6.4)

d d
d(1+2) d(1+2)

Risolvendo queste equazioni differenziali otteniamo:

Pm = p07m<1 + Z)3 Pr = pO,T’(l + Z)4 (265)

Queste sono identiche alle equazioni ricavate in precedenza e non abbiamo
fatto nessuna approssimazione per trovarle. In questo lavoro utilizzeremo un
parametro di densita che avra come valore al giorno d’oggi py,, = 0.2. Il
valore di py, € stato scelto in modo da essere trascurabile rispetto a quello
di materia in quanto oggi po, < po,m. Per il valore di pg,, spiegheremo dopo
il perché di tale scelta. Sottolineiamo di nuovo che il pedice 0 indica i valori
attuali. Ricordiamo che il valore 1 + z = 1 coincide con il valore attuale,
mentre abbiamo scelto come valore iniziale 14 z = 10'2. Si puo vedere che a
un certo punto la densita di materia diventa dominante rispetto a quella di
radiazione. Parleremo spesso piu avanti di densita di background

PB = Pr+ Pm- (2.6.6)

Si puo vedere che la densita di background segue prima la densita di radia-
zione, in quanto é la componente dominante, e poi quella di materia.
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Densita di materia e di radiazione

L
z
Mo
1
1022k B materia
R ~~-~-~ radiazione
af St
10 =
P 1 1 1 z - .1
100 108 10'°
Figura 2.1: Dipendenza da 1+ z di p,, € py
Densitd di materia e di radiazione
s
2
o
1
background
L A o~ i materia
----- - radiazione
1%
1 1 1 r+1

- 100 108 100

Figura 2.2: Densita di background pg = pm + pr
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2.7 La costante k

La costante k£ ha un significato molto piu profondo rispetto a quello che le
abbiamo attribuito noi nella nostra derivazione. Infatti se I’avessimo ricavata
partendo da un modello che tenesse conto della Relativita Generale avremmo
visto che k quantifica la curvatura dell’'universo. Abbiamo quindi tre casi di-
versi di valori possibili per la costante &k che caratterizzano diverse geometrie
dell’universo|7].

e k > (0 geometria sferica;
e k = 0 geometria piatta;
e k < 0 geometria iperbolica.

Ora, per quel che riguarda il nostro universo, varie osservazioni cosmologiche
sono con estrema precisione del tutto compatibili con una geometria piatta
(k=0), per cui per tutto il resto della trattazione considereremo solo questo
caso.

2.8 La costante cosmologica

Quando Einstein formulo la relativita generale credeva fortemente che 1'uni-
verso fosse statico Introdusse la costante cosmologica per ottenere un modello
statico dell’universo. Benché adesso il motivo per cui A ¢é stata introdotta ori-
ginariamente sia svanito, questa resta un importante oggetto in cosmologia,
rappresenta infatti la componente dominante all’epoca presente.
Questa costante appare nell’equazione di Friedmann in questo modo:
8t kA
H=—p——=+-. 2.8.1

3 a> 3 ( )
A pud essere sia positiva che negativa, il caso piu considerato ¢ A > 0.
Considerando il caso in cui k = 0, ’equazione di accelerazione diventa:

a 4G 3p A
- == <p+02>+3. (2.8.2)
Appare quindi evidente che A puo dare un contributo positivo all’accelera-
zione, agendo come forza repulsiva. Se A fosse abbastanza grande potrebbe
dominare sul primo termine e determinare un universo in accelerazione, dan-
do cosi una spiegazione teorica alle evidenze sperimentali che il nostro univer-
so sta attraversando una fase di espansione accelerata (si veda per esempio
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Supernova Cosmology Project
Suzuki, et al., Ap.J. (2011)

14F '

1:2
Union2.1 SN la
Compilation

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

A
L2

0'%.[} 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Qpy

Figura 2.3: Regioni di confidenza al 68.3%, 95.4%, e 99.7% nel piano Qp;, Qx
dalle osservazioni sulle SNe combinate con i risultati delle osservazioni
su BAO e CMB entrambi senza errori sistematici. Si ¢ assunta una
costante cosmologica (w = —1) per la dark energy.




2.8. LA COSTANTE COSMOLOGICA 19

la figura 2.3 [3]). La figura 2.3 riporta le misure sperimentali di Qy; e Q5 ¢
rappresenta una delle stime piu precise dello stato attuale delle cose.
Definendo pp = A/87G abbiamo

8¢ k
H? = 3 (Pt pa) = . (2.8.3)

L’equazione dei fluidi per A risulta essere
pa + 3H(pr +pa) = 0. (2.8.4)

Poiché A ¢é costante deve essere

PA = —PA (2.8.5)

Da cui wy = —1.

Abbiamo pero dei problemi teorici che nascono dall’introduzione della
costante cosmologica. Infatti per essere rilevante oggi prn =~ pmar ~ 10747
GeV. Questo valore ¢ dai 50 ai 120 ordini di grandezza pitt piccolo della
densita del vuoto, che dipende dalle fluttuazioni quantistiche dei campi sullo
stato di vuoto. Abbiamo inoltre che, poiché p,,.; varia nel tempo mentre
A resta costante, le condizioni iniziali devono essere fissate in modo molto
accurato per far si che i valori delle due densita siano confrontabili al giorno
d’oggi.



20CAPITOLO 2. MODELLO COSMOLOGICO E PREVISIONI TEORICHE



Capitolo 3

Soluzioni "tracking" per modelli
di quintessenza

3.1 Problemi del modello precedente

Le equazioni ricavate precedentemente sono:

H? :(%)2 = k(Pmat + Prad) (3.1.1)
p+3H(p+p) =0 (3.1.2)
%: _ﬁ(ﬁgp) (3.1.3)
H = —47G(p + p). (3.1.4)

Dove k = 81G/3 e ¢ = 1.

Dall’ultima equazione appare evidente che, considerando i casi in cui siano
presenti solo materia (p = 0) o radiazione (p = p/3), & impossibile avere
un’accelerazione positiva. Per averla infatti servirebbe che p < —p/3 come si
deduce dall’equazione (3.1.3). Ora i dati sperimentali riguardo alle superno-
vae Ia [2| (e altre osservazioni cosmologiche, come per esempio le anisotropie
in temperatura del Fondo Cosmico di Microonde [3]) dicono che il nostro uni-
verso si sta espandendo in modo accelerato, deve esserci quindi qualcos’altro
che permetta questo tipo di accelerazione. Un primo candidato puo essere
trovato nella costante cosmologica, ma abbiamo visto i problemi teorici che
si porta dietro. Viene quindi introdotto il concetto di ‘Dark energy’, ovvero
un’energia con pressione negativa che non riusciamo a misurare direttamente
ma di cui possiamo vederne gli effetti su scala cosmologica.

21
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3.2 Modelli di quintessenza

Uno dei modi per modellizzare questa 'Dark energy’ ¢ attraverso quella che
viene definita quintessenza. Questa é una componente dinamica, in lenta
evoluzione, spazialmente non omogenea e ha pressione negatival6]. Ai fini
della dinamica di background (in un universo cioe‘ omogeneo ed isotropo)
tale componente puo essere pensata come un campo scalare dipendente dal
tempo ¢(t) e soggetto a un potenziale V(¢). Possiamo quindi scrivere la
densita di energia e la pressione come:

po =50 +V(®) pe=sb —V(e).  (321)

La prima di queste due equazioni ci determina la densita di energia ed ¢
possibile notare la dipendenza da un termine cinetico sommato a un poten-
ziale. Questa ha quindi la forma caratteristica dell’energia di una particella.
La seconda invece si puo ricavare attraverso il tensore energia impulso del
campo [1].

Se definiamo una funzione di stato wy, = ];—Z, per il campo scalare essa
sara’ compresa tra -1 e 1, permettendo alla pressione di essere negativa. A
seconda del potenziale a cui ¢ soggetto il campo questa pressione puod essere
costante, in evoluzione pitt 0 meno lenta o oscillante. Puo anche succedere che
durante I’evoluzione wy diventi positiva e successivamente ritorni a soddisfare
la definizione di quintessenza. Un problema di questo modello ¢ che al giorno
d’oggi py e la densita di materia sono confrontabili, nonostante il fatto che
queste componenti evolvano in modo completamente diverso. Pertanto le
condizioni iniziali dovrebbero essere impostate ad hoc per avere la situazione
attuale. Questo é noto come ‘coincidence problem’. Un secondo aspetto é che
il valore della densita di energia di quintessenza, che potrebbe essere pensata
come energia del vuoto, é molto piccolo rispetto ai valori tipici della fisica
delle particelle. Questo € noto come ‘fine-tuning problem’. Un modo per
aggirare il coincidence problem’ & quello di parlare di tracker field’, il quale ha
un’equazione del moto con soluzioni che si comportano in modo simile a degli
attrattori, nel senso che un’ampio insieme di condizioni iniziali convergono
a una stessa soluzione per 'evoluzione di ps; e wg. Questo vedremo che ci

permette anche di avere come condizione iniziale per 2, = ’;—4’ un valore
c

di 107® che ¢ compatibile con 'equipartizione di energia tra tutti gli stati
iniziali.!

1Con p. indichiamo la densita critica, ovvero quella per cui p. = H/k cioé p. =
Po + Pmat + Prad
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3.3

Terminologia e equazioni del moto

3.3.1 Un po’ di terminologia

Vogliamo adesso per chiarezza definire alcune parole chiave che ci saranno
utili nei prossimi paragrafi|6].

Quintessenza: una componente dell’energia che evolve nel tempo, non
omogenea nello spazio, con una pressione negativa e un’equazione di
stato wg < 0.

Q-field: campo la cui energia si comporta come quintessenza ai giorni
nostri, in periodi precedenti potrebbe avere wy > 0.

Tracker field: campo la cui evoluzione secondo la sua equazione del
moto definisce la tracker solution, ovvero la soluzione attrattrice a cui
convergono le soluzioni dell’equazione del moto del campo di quintes-
senza per un vasto insieme di condizioni iniziali del campo e delle sue
derivate.

Convergenza: comportamento nel quale le soluzioni dell’equazione del
moto del Q-field sono trascinate a una soluzioni comune. C’¢ une leg-
gera differenza tra 'tracking’ e convergenza perché le soluzioni tracker
possono attraversare un periodo in cui non si avvicinano le une alle
altre.

Famiglia di soluzioni tracker: Per un potenziale V(¢) = M*0(Q/M)
dove (7 ¢ una funzione dimensionale di Q/M), ¢’¢ una famiglia di so-
luzioni tracker parametrizzate da M. Il valore di M si trova misurando
sperimentalmente 2,,,; al giorno d’oggi.

3.3.2 Equazioni fondamentali

Abbiamo visto che

1.2

po =50 + V() Pe=56 V(). (331)

Inserendo queste equazioni nell’equazione di continuita (3.1.2) otteniamo:

(6 V) 1 (36 V) + 56 V@) =0, (332)

b6+ V'(@)6 + 3H =0, (3.3.3)
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dove con ’ intendiamo la derivata rispetto al campo. Riscrivendo otteniamo:
G+3Hp+ V' =0[1]. (3.3.4)

Questa é nota come equazione del moto e in questa é contenuta l’evoluzione
del campo nel tempo. Ricordiamo pero che H non ¢ costante ma dipende
dalle densita in gioco:

H2=<g)2:n(mn+pr+%¢2+xq¢». (3.3.5)

L’equazione di stato é:

157
%:@:ﬁ_l@ (3.3.6)

.92 .
Po 36 +V(9)

Possiamo combinare queste tre espressioni in una forma piu utile successiva-
mente. Definiamo

-2

1+’LU¢ 1¢

= = —-—. 3.3.7
v 1—w¢ 2V ( )

d dt d ad 14d

dlna  dlnadt adt Hdt
Si nota facilmente che z ¢ il rapporto tra energia cinetica e potenziale del cam-
po mentre la derivazione rispetto a Ina e’ spesso utile da usare in cosmologia
rispetto al tempo t.

(3.3.8)

dlnzx 1d 1z
=——lnzr=—-— 3.
dlna  Hdt = Ha (3:3.9)
)
dinz 1 1wy 1200V — Voo
= — — . 3.3.10
dlna H1+ w2 V2 ( )
Usando l'’equazione del moto otteniamo
.92 . .3
dinz 1 Twy 1(—61{(;5 V-2VVep-V'e ) (3.3.11)
dina  H1+wg?2 V2 ’ o

e quindi
dinz 1 Tlwg 1( 6H¢2> 1 1wy ( v Vv ¢3> (33.12)
dlna  H1+ws?2 v vaov) T




3.3. TERMINOLOGIA E EQUAZIONI DEL MOTO 25

Da qui segue

/

dlnzx 1 Twg qb 2V
6 - = (-=- ) 3.3.13
Tdwe  Hirwav\ T 0 (3:3.13)
2
dlnz 1 ¢ /2+ VNV’
el () LAV N 3.14
dlna H( ¢ ) V (3:3.14)
Utilizzando la definizione di H (3.3.5) e di 2, = ’;—i possiamo scrivere:
2
!/
Ziiz /2 ohi 129 + V%, (3.3.15)
SERVAYL Y S T
e
dlnx [Q phi o \/ 1/2¢ —i—VV’
3.1
dlna (3:3.16)
e infine

dlnx
/ «/1+w 6+dl a) (3.3.17)

D’ora in avanti ci riferiremo a questa equazione quando parleremo di equa-
zione del moto[6].

La soluzione tracker ha la proprieta che wy € quasi costante e giace tra
—1 < wy < wp. Supponendo 1 + wy = O(1) abbiamo che:

V/ \/> =1+ wg ~ s (3.3.18)

Questo é cio che prevede 'equazione del moto per la soluzione tracker e infatti
¢ nota come condizione tracker[6]. Un’importante funzione le cui proprieta
determinano se la soluzione tracker esista o meno ¢ data dal6]:

V'V
V/Z

(i si rende conto facilmente che se facciamo la derivata dell’equazione del
moto otteniamo:

=

(3.3.19)

(%)' _ V"VV—;W - ‘;_/22<VV”;/ . 1) (3.3.20)
da cui: Vi NA
M= = 1+( v> o (3.3.21)
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Possiamo riscrivere I' in termini di # = dIlnxz/dIna, di Z = d*Inx/dIna® e
delle funzioni di stato wy e wp

2 T 1—w¢ T 3 (wB—w¢)(1—Q¢)

=1- — — , ,
14wy (6+2)2 2(14+wy)b6+z 642 I+ wy

(3.3.22)
Ci riferiremo a questa come equazione tracker.

Facciamo adesso notare che ’equazione (3.3.22) non & quella riportata
nella Ref. [6], ovvero in quello principalmente usato in questo lavoro di tesi.
Tale articolo infatti propone la seguente espressione come equazione per I'
wWp — Wy 1+w3—2w¢ z 2 z

- . (3.3.23)

'=1+ : .

La derivazione di (3.3.22) ¢é riportata nell’appendice A e, nella Ref. [§],
gli autori arrivano, pur seguendo un procedimento diverso dal nostro alla
stessa espressione (abbiamo voluto inserire in questo lavoro la derivazione
che avevamo fatto ancora prima di sapere che 'equazione in Ref.|6] fosse
sbagliata). Gli autori di tale articolo quindi hanno mostrato che 1’equazione
3.3.22 ¢ l'espressione corretta mente (3.3.23) presenta errori. Le differenze
tra le due sono minime ma non trascurabili.

3.4 Proprieta delle soluzioni tracker e dei po-
tenziali tracker

3.4.1 Quali potenziali ammettono soluzioni tracker?

Vogliamo vedere adesso quali proprieta devono avere i potenziali, e di con-
seguenza la funzione I' affinché esistano soluzioni tracker. Possiamo eviden-
ziare tre diversi casi e questo sara il "teorema" centrale di tutta la nostra
discussione|6]:

e Ogni potenziale tale per cui I' > 1 e quasi costante su tutto il range di
valori iniziali di ¢ ammette una soluzione tracking con la peculiarita di
avere wy < Wg;

e Ogni potenziale tale per cui 1 — (1 —wp)/(6 +2wg) < T < lel &
quasi costante ammette un comportamento tracker con wp < wyg <
(1/2)(1 + ws)

e Non esiste nessun comportamento di tipo tracker se invece I' < 1—(1—
wg)/(6 + 2wg).
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Osserviamo che le condizioni che abbiamo indicato, per come sono espresse,
sono sufficienti e non necessarie. Facciamo notare che le condizioni iniziali
possono variare di oltre 50 ordini di grandezza. Infatti ¢ possibile scegliere
come valore iniziale della densita del campo di quintessenza qualsiasi valore
tra la densita critica oggi e la densita di background nelle fasi iniziali dell’u-
niverso. L’importanza di questo teorema € che per capire se esistano o meno
soluzioni tracking basta fare un semplice test sul potenziale e in particolare
sulla funzione I'. Quando si dice che I'" deve essere quasi costante si intende
che:

d
— (T r 4.1
a0 < (3.0
ovvero che .
dI’ |0
== |7 < || (3.4.2)

E considerando che la condizione per la soluzione tracker ¢ V'/V ~ H/ gb
otteniamo /

v
< L (3.4.3)

Questa condizione vediamo che dipende solo dal potenziale e tramite questa
é possibile verificare I'ipotesi di avere I' quasi costante.

3.4.2 Dimostrazione del ‘teorema’

La dimostrazione di questo teorema é divisa in due parti. Nella prima vo-
gliamo verificare che a dati valori di I' corrispondano i valori richiesti della
funzione di stato wy, nella seconda invece verificheremo che, indipendente-
mente dal valore iniziale, le soluzioni seguono da un certo punto in poi la
stessa soluzione traccia.

La condizione che I' sia costante ¢ importante per determinare I’equazione
di stato. Tenendo presente che 0y < 1 per tutta I’evoluzione della soluzione
tracker, e assumendo che I' dipenda poco da x e dalle sue derivate, in modo
tale da risultare costante abbiamo che

Wp — Wy

I'14+ ————.

(3.4.4)

Da cui invertendo otteniamol6]:

Wy ~ .
P I42 - 1)

(3.4.5)
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Si nota facilmente che la condizione I' > 1 assicura che wy < wp. Risolvendo
I'equazione (3.4.5) per il caso 1 — (1 —wp)/(6 + 2wp) < I' < 1 otteniamo
facilmente che wp < wyg < (1/2))(1 + wp). Ora il caso pit interessante
fisicamente ¢ il primo perché ¢ il caso in cui w, puod essere minore di zero,
che & appunto quello che vogliamo.

Se siamo esattamente sulla soluzione tracking, cio¢ w, rispetta la (3.4.5)
per tutta la sua evoluzione possiamo ricavarci come varia la densita di energia
di quintessenza. Abbiamo infatti che:

Yy .

Pe
Da questa otteniamo facilmente, ricordandoci come ricavare la dipendenza
dal+z2
ps = po(1 + 2)30Fwe), (3.4.7)

La soluzione tracker é quindi perfettamente determinata conoscendo I' e la
funzione di stato di background. Precedentemente abbiamo determinato solo
la densita di background ma possiamo ricavarci facilmente wg

1
wy = Pm P3P (3.4.8)

Pt Pr Pt Py

Si nota facilmente che wp ~ 1/3 nella prima parte della sua evoluzione nella
quale domina p, mentre wp =~ 0 quando domina p,,.

Bisogna adesso dimostrare che se I' & const le soluzioni generiche dell’e-
quazione del moto per differenti valori iniziali convergono verso la soluzione
tracker scritta in precedenza. In particolare, con tutta generalita, pf]ﬁ potra
variare tra pyp. e pp, ovvero la densita critica attuale e la densita di back-
ground iniziale. Vogliamo che pé) < p% in modo tale da non influire sulla
formazione delle strutture cosmiche. Per dimostrare questa seconda parte
conviene riscrivere la (3.3.17) in questo modo. |[6]

ldlnzx V’
G da = \/_ = A(t) - 1. (3.4.9)

3\/ 1+w¢

Possiamo inoltre riscrivere questa equazione tenendo conto che:

dlnz 2 dlnwg
— ) 3.4.10
dlna 1— wi Hdt ( )
La (3.4.9) diventa
1 1 dhnwg
— = A(t) — 1. 4.11
31 —w? Hdt (*) (3 )

¢
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Questa equazione mostra che se A = 1 allora saro sulla soluzione tracker in
quanto wy ~ const, altrimenti w, variera pitt o meno rapidamente. Nel para-
grafo successivo vedremo come, indipendentemente dalle condizioni iniziali,
avremo che la funzione di stato convergera alla soluzione tracker(completando
cosi la dimostrazione).

3.4.3 Casi di overshooting e undershooting

Abbiamo detto che po. < pi, < pf, se pero indichiamo con pyla condizione
iniziale della soluzione tracker possiamo distinguere due casi, ovvero pg. <
Pl < Py € ﬁ; < ply < pi, nel primo.caso dirergo che si tratta di un caso di
undershooting mentre nel secondo di overshooting.

Iniziamo analizzando il caso di overshooting. Possiamo dividere ’evolu-
zione in tre fasi.|6]

1. Il campo, siccome abbiamo un’energia potenziale molto alta e V'/V
¢ grande, rotola immediatamente e rapidamente lungo il potenziale e
viene a dominare da subito I'energia cinetica. Abbiamo quindi w, —
+1. Anche dalla (3.4.10) possiamo vedere che w, tende al suo valore
massimo in quanto sono grandi sia V'/V che Q,, quindi anche A e di
conseguenza dInx/dIna > 1. In questa fase I'energia cinetica & molto

grande e quindi ¢ attraversa ¢ senza stabilirsi su essa.

2. Mentre ¢ rotola V'/V e €, diminuiscono rapidamente e quindi A di-
venta piu piccolo di 1. Cio significa che wy inizia a diminuire da +1 fino
a -1. Quando raggiunge -1 il campo ¢ praticamente congelato attorno
ad un valore costante, percio anche pg4 ¢ costante.

3. Quando wg ~ —1, A ricomincia a crescere in quanto, anche se V'/V
e py restano costanti, diminuisce pp e quindi aumenta 4. Quando A
raggiunge di nuovo l'unita w, ricomincia a crescere e il campo rotola di
nuovo. Adesso perd l'energia cinetica ¢ minore rispetto al primo punto
e quindi con delle piccole oscillazioni abbiamo che ¢ si stabilisce sulla

soluzione tracking ¢.

Torneremo tra un attimo a queste piccole oscillazione, prima pero consi-
deriamo il caso di undershoot. In questo caso abbiamo che anziché partire
dal punto 1, dovremo partire dal punto 3 in quanto siamo gia nel caso in cui
Wy — —1.
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3.4.4 Piccole oscillazioni

Ci resta da dimostrare che se siamo sufficientemente vicini alla soluzione
tracker allora abbiamo una convergenza verso tale soluzione.
Riprendiamo ’equazione relativa a I'

F—1—|— 3 (wB—w¢)(1—Q¢) 1—w¢ T 2 T
6+ 1+ w, 21+ wy) 6 +a 14wy (6+1)2
(3.4.12)

Ora supponiamo di avere wgy = wy + 0 , dove wy ¢ il valore della soluzione
tracker, e lo sostituiamo nella (3.4.12) tenendo poi in considerazione solo i
termini lineari in § e nelle sue derivate.

Assumiamo che I sia costante o comunque vari molto lentamente e che 2, <
1. I termini I' e 1 sono soluzioni di § e pertanto si elimineranno assieme agli
altri primi termini dello sviluppo.

Il secondo termine dopo 1'uguale puo essere scritto come:

(wp —ws)(1 =0y)  wp—wo—0  wp—wo—06 (3.4.13)

2(1 + wy) 2(1 4+ wo + 0) 2(1 4 wo) (1 + 1+6w0)
_’LUB—U)O—5 ) _’LUB—UJO_ ) wp — Wy 2
—2(1 + wp) ( 1+wo>_2(1+wo) 2(1+wo)< 1+wo>+0(5)
(3.4.14)

Ora il primo termine dello sviluppo, come tutti i primi termini dei vari svilup-
pi che faremo, soddisfa ’equazione (3.4.12) e quindi complessivamente dara
contributo nullo all’equazione su §. Trascuriamo per questa analisi i termini
agli ordini superiori al secondo. Otteniamo quindi come primo contributo il

termine
o(1
_w' (3.4.15)
2(1 —+ w0)2
Per considerare il termine che dipende da z nella (3.4.12) dobbiamo prima
capire come questo si espande rispetto §.

1 1 1
= +1U¢: +WQ+5: +ZUQ+(S§ _ (3416)
1—w¢ 1—w0—5 (1—w0)(1—1_w0)
1—|—w0+5 ) 1+U)0 ) 1—|—w0
o) (o) ™ T * 1w (L 7wl +00)
(3.4.17)
1 20
_ 1t | . (3.4.18)

(1 — wo) (]_ — w0)2
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Quello che serve per calcolare le derivate é pero il Inz

20 20
lnx = ln(.’ll'o + m) = hl[l'o(l + (1 T w0)<1 — w0>):| = (3419)
26 )
=1 In(1 =1 . (3.4.20
”“”(+u+mm—wﬂ 20+ A gy O A20)
Quindi abbiamo che
r=x+ 2 T, = xg+ 2 (3.4.21)

(1—|—’LU0)(1—’LU0) (1—{—’LUO)(1—IUO)

Sostituendo nella (3.4.12) e semplificando i primi termini dello sviluppo che
soddisfano la loro equazione per I' otteniamo:

o d0tws)  1-w, 1 26 B
214+ we)? 2(T+wg) 6+ 2 (14 wo)(1 — wp)

2 1 26
Tty G0ty &4

Ora notiamo che il secondo e il terzo termine dipendono ancora da wg. Se
poi espandiamo in serie di Taylor tutti i termini che non abbiamo ancora
considerato compaiono derivate ad ordini superiori al primo. Gli unici termini
in cui ¢ e le sue derivate restano al primo ordine sono quelli in cui wg, €
diventato semplicemente wg, ovvero i termini zero dello sviluppo.

g d0+ws) 1wy 1 26 B
214 we)? 2(1+w) 6+ 2 (1 + wp) (1 — wy)
2 1 20

T (Lt wo) (6+ @) (L + wo)(1 — wo) (3.4.23)

A questo punto facendo le dovute semplificazioni otteniamo:

0:5+im+¢xyﬂ%w+éu+wwa—w@m+@%. (3.4.24)

Tra le ipotesi avevamo che I' fosse quasi costante, di conseguenza x varia
molto lentamente e quindi possiamo trascurare i termini zd e zd ottenendo:

5—}— 2(1 — wO)S + g(l + wB)(l — w0)5 =0. (3.4.25)
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Questa non ¢ altro che una equazione differenziale del secondo ordine che ci
dice come varia la distanza della soluzione iniziale dalla soluzione tracker.
Le soluzioni sono del tipo 6 ~ a” con

3 ? 9
La parte reale dell’esponente ¢ negativa per —1 < wy < 1 che include tutti
i casi di nostro interesse. Senza altre condizioni quindi scopriamo che le
soluzioni che si avvicinano alla soluzione tracker convergono ad essa in modo
esponenziale.

3.5 Soluzioni tracker per potenziali con legge
di potenza inversa

Fino adesso abbiamo trattato solo il caso generale. Vediamo cosa succe-
de praticamente prendendo un determinato potenziale. Consideriamo V =
M4 /¢ [6], dove M e una scala di energia. In questo caso troviamo

M4+a
V/ — _a—¢a+1 s (351)
M4+a
V// = Oé(Oé + 1)@, (352)
e quindi
V//V M4+a M4+a 1 ¢a+1 2

= V/Q = ¢a O[(Q{ + ].)W( — aw> s (353)

che porta infine a
F=1+at (3.5.4)

Abbiamo quindi constatato che I' > 1, ed é costante per questo tipo di po-
tenziali e quindi ammette soluzioni tracking con la condizione w, < wp che
é quella fisicamente pitl interessante. Andiamo quindi a vedere se effettiva-
mente abbiamo tale comportamento.

Dobbiamo risolvere delle equazioni differenziali, lo faremo numericamen-
te, per capire come si comportera il sistema. Vogliamo pero riscriverle utiliz-
zando la dipendenza da 14z evidenziata nel paragrafo 2.6. Utilizziamo questo
paragrafo perché altrimenti dovremmo risolvere un’equazione differenziale in
pit, ovvero quella relativa al fattore di scala. Troviamo

pe = pom(1+2)° + po,(1+2)" (3.5.5)
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H? =& |pp + %éf 1 V(cb)] =K [pB - %¢’2H2<1 +2)°+V(¢)|. (35.6)

In questo caso si ¢ indicato con ’ la derivazione rispetto a 1 + z. Ricavando
di nuovo H? otteniamo:
o Klps +VI(9))

= — T o (3.5.7)

Abbiamo inoltre che, partendo dall’equazione (3.1.4), possiamo scrivere

. 3 .2
= —x <pB tps+é ) . (3.5.8)
Da questa come prima
3
HH' (14 2) = o o5+ pE+ H*(1+2)%¢"7]. (3.5.9)

L’ultima equazione che ci manca da esplicitare rispetto a 1 + z ¢
O+3Hp+ V=0 (3.5.10)

dove adesso indichiamo con ’apice ¢ la derivata rispetto al campo, facciamo
notare che questa notazione é diversa da quella usata precedentemente.

—H(1+2)(—H(1+2)¢') —3H*(1+2)p +V? =0 (3.5.11)

H?*(1+2)%¢" + HH'(1 + 2)%¢' —2H*(1 + 2)¢/ + V? =0 (3.5.12)

Questa, una volta sostituiti H2 e H'H, ¢ un’equazione differenziale del se-
condo ordine.

Adesso dobbiamo valutare le grandezze in gioco. Una stima della co-
stante di Hubble ai nostri giorno ¢ Hy ~ 1072 GeV. Abbiamo inoltre che
k? =~ 87G =~ m;?, dove mp; ~ 10'® GeV ¢ la massa di Plank ridotta.
Possiamo a questo punto fornire una stima di M. Abbiamo infatti che
HZ =~ k*V(¢y), in quanto in tempi recenti diventa dominante la densita di
quintessenza. Supponendo inoltre che ¢y ~ mp; (condizione necessaria per
avere un’accelerazione in tempi recenti) abbiamo che Him%, ~ M*T/m$,.
Da questa otteniamo|5]:

Hy \ 7%=
M z(—[)) e (3.5.13)
mpy

Con i valori indicati sopra e o = 6 otteniamo M = 10° GeV, che ¢ un’energia
confrontabile con quelle della fisica delle particelle.
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Desita di energia vs (1+2), Legge di potenza inversa
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Figura 3.1: Soluzioni tracking per potenziale con legge di potenza inversa V =
1/¢%. Possiamo notare che sia il caso di overshooting che undershoo-
ting dopo un periodo in cui restano congelati convergono alla soluzione
tracker

A questo punto, per comodita di calcolo definiamo H = H/Hy, ovvero

otteniamo Hy = 1. Mettendoci poi in unita naturali abbiamo che k£ = 1
e quindi mp; =~ 1. Le nostre unita di misura d’ora in avanti saranno tutte

rispetto a HZ. In queste dimensioni abbiamo M = 1. Questo ¢ un valore
approssimato che rende bene il fatto che al giorno d’oggi diventa importante

la densita di energia del campo scalare. Noi utilizzeremo M = 1, il valore
esatto viene fissato in modo preciso andando a considerare il valore misurato
di Q4.

Risolvendo I'equazione differenziale (3.5.12) con diversi valori di ¢(10'?),
dove 10'% ¢ il valore iniziale che abbiamo scelto per 1 + z e considerando che

po= 36 +V(6) = 5(L+ 2P HY” + V(0) (3.5.14)

otteniamo il grafico in figura 3.1 nel quale é evidenziata la densita di back-
ground, la soluzione tracker e un caso di overshoot e uno di undershoot.
Risolvendo l'equazione (3.4.5) con I' = 1+ a~! otteniamo

awg — 2
a+ 2

Da questa equazione troviamo che, per « = 6, wy, = 0 durante il periodo
dominato dalla densita di radiazione (wp = 1/3), mentre wy = —0.25 du-

(3.5.15)

w¢:
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w_¢ vs (1+z)Legge di potenza inversa
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Figura 3.2: Equazione di stato per la soluzione tracker e per i casi di overshooting
e undershooting

rante il periodo dominato dalla densita di materia (wp = 0). In figura 3.2
possiamo vedere come varia la funzione di stato w,;. Come abbiamo sotto-
lineato in precedenza, nel caso di overshooting tende subito a +1, poi a -1
e infine si stabilizza sulla soluzione tracker trovata analiticamente. Nel caso
dell’'undershooting invece resta ferma a -1 e poi vie attratta anch’essa sulla
soluzione tracker. In figura 3.3 sottolineiamo la dipendenza di 2, da (1 + 2)
e notiamo che €2, oggi diventa dominante.

Vogliamo adesso motivare la scelta di @« = 6. Innanzitutto per a < 5
non c’é convergenza alla soluzione tracker entro ’epoca attuale. Per a > 5
invece la convergenza avviene entro ’equivalenza materia radiazione. In piu
vogliamo che « sia piccolo in modo tale da avere w, abbastanza vicino a -1
con €, ~ 0.8. Abbiamo ricavato prima come wy dipende da a ed ¢é facile
verificare che pitl v € piccolo, piti lo € wy. 1l valore o = 6 € quindi il valore che
rende meglio questo compromesso tra la convergenza in tempi ragionevoli e
wy sufficientemente piccolo. Sperimentalmente vogliamo che wy < —0.6 con
24 = 0.8 ma con il tipo di potenziale scelto finora non riusciamo ad ottenere
tale risultatol6].
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Figura 3.3: Q4 nei casi di overshooting, undershooting e tracker. Si pud notare
che in tutti e tre i casi tende a 10° per (1 +2) — 1

3.6 Soluzioni tracker di potenziali con legge espo-
nenziale

Prima abbiamo visto che sarebbe conveniente avere potenziali ¢~%, con «
grandi all’inizio per consentire la convergenza e piccoli alla fine per avere
wy pil piccolo possibile. Un compromesso ¢ una serie infinita di potenze.
Infatti all’inizio, con ¢ < 1 domineranno i termini con « piu grande mentre
al crescere di ¢ inizieranno a dominare i termini con « piccolo. Un buon
candidato ¢ V(¢) = M*exp(M/¢). Vediamo se soddisfa le condizioni su T’
per avere una soluzione tracker.

exp(M/¢)

V/ — _M4 ¢2 ]\j7 (361)
- M4(1 + 2¢/]V246XP(M/¢) M2, (3.6.2)

e quindi s
r=1+ 2M' (3.6.3)

Con questa verifica sappiamo che I' é sempre maggiore di 1 ed é costante pur-
ché % < 1, caso che a noi va bene. M viene determinato con considerazioni
simili a quelle fatte nel caso del potenziale con legge di potenza inversa.
Vediamo quindi, anche in questo caso, come si comportano le soluzioni
dell’equazione differenziale (3.5.12). In figura 3.4 riportiamo come variano le
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Figura 3.4: Soluzioni tracking per il potenziale V(¢) = exp(1/¢), come nel caso
precedente si pud vedere che sia 1’overshoot che 'undershoot conver-
gono alla soluzione tracker la quale supera la densita di background
in tempi recenti

densita dei casi di overshooting e undershooting e la densita di background.
Facciamo notare che il potenziale esponenziale ci da il comportamento tracker
voluto, come assicurato dal teorema enunciato precedentemente. Il grafico in
figura 3.5 mostra inoltre che ¢ possibile avere valori di w4 molto vicini a -1 ai
giorni nostri. Il potenziale esponenziale quindi ha una maggiore compatibilita
con i dati sperimentali ai giorni nostri rispetto al potenziale precedentemente
usato. Riportiamo poi per completezze in figura 3.6 come varia {24 in questo
caso e facciamo notare che si puo vedere molto bene il fatto che sia dominante
al nostri giorni.
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Figura 3.5: In questo caso vediamo che wg ha il comportamento desiderato di

avvicinarsi a -1 ai giorni nostri

0_¢ vs (1+2) Potenziale esponenziale
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Figura 3.6: Questo grafico ci mostra come varia Q4 e il fatto che diventa la

componente dominante ai nostri giorni



Capitolo 4

Conclusione

In questo lavoro di tesi ci siamo proposti di ripercorrere alcuni modelli co-
smologici che sono stati formulati durante gli anni e capire i loro punti di
forza e le loro debolezze. Ci siamo quindi resi conto che un universo formato
solo da materia o radiazione non permetteva 1’accelerazione dell’universo ve-
rificata sperimentalmente. Una prima soluzione ¢ stata trovata introducendo
una costante cosmologica, purtroppo perd questa sollevava problemi teorici
difficilmente eliminabili. Ci siamo quindi concentrati su quelli che si chia-
mano modelli di quintessenza. Anche qua sono sorti problemi, in particolare
due, il problema di coincidenza e il problema di "fine-tuning’. Per risolvere il
problema di coincidenza abbiamo introdotto il concetto di soluzioni tracker.
Queste sono soluzioni della stessa equazione differenziale ma con condizioni
iniziali molto diverse. Con opportune condizioni sul potenziale che governa
I’evoluzione di tali soluzioni ¢ possibile trovare famiglie di soluzioni che du-
rante la loro evoluzione si uniscono su una traccia comune. Queste soluzioni
soddisfano la richiesta di diventare confrontabili con la densita di background
al giorni nostri, di essere trascurabili rispetto a questa nelle fasi iniziali e di
avere una grande liberta sulle condizioni iniziali. Questo tipo di soluzioni
risolve opportunamente il problema della coincidenza.

Resta in sospeso il 'fine-tuning problem’; la densita di energia di quintes-
senza infatti ¢ molto piccola rispetto alla densita del vuoto tipica della fisica
delle particelle. Questo implica che, o tale densita non ¢ un buon candidato
per la quintessenza, o la quintessenza non sia il modello adatto per questo
problema. Abbiamo trovato perd un risultato che concilia leggermente il mo-
dello di quintessenza con i valori della fisica particolare. Infatti la scale di
masse in gioco nel parametro libero del potenziale ¢ compatibile con le mas-
se della fisica delle particelle. Questo ovviamente non risolve il 'fine-tuning
problem’ ma ¢ positivo che, senza nessuna ragione a priori, tali grandezze
siano simili.
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Appendice A

Derivazione di I'

Partiamo dall’equazione (3.3.17) che riscriviamo per comodita

dl
‘/ «/1—|—w¢ 6+dln‘2) (A.0.1)

e consideriamo anche I'equazione (3.3.21)

V"V _ (V’)’V2

I'= V/Q V V/2

(A.0.2)

Dobbiamo quindi riuscire a derivare V' /V rispetto al campo ¢. Riscriviamo
la (A.0.1) in questo modo:

%\/EJ pB+1/22¢ +V(¢)J L <6+ZEZ> (A.0.3)
120 +V(¢)  \N1/26 +V(9)

da cui .
% _ _%H+(6+r). (A.0.4)
1/2¢ +V(9)

Adesso facciamo notare che

d d dtdlna d d 1 d?
— = — =-H———. A.0.
dpdlna d¢ dt dlnadlna 4 din®a (4.0.5)

Possiamo adesso derivare (A.0.4) e moltiplicarlo per (V/V’)2. Definiamo

_1H+ — A 6+i)=B (A.0.6)
2120 +V(9)

41
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Quello che dobbiamo fare & andare a calcolare

(%)2(,43’ + A'B). (A.0.7)
Iniziamo con il primo dei due termini tra parentesi
(%)2,43' . ! ' %H ¢ (Ex) — (A.0.8)
GH A —(6+2)7 1/26 +V(g) "¢
2
L 1/2¢0 +V(p) = 2 T
=7 5 (64+2)2 14wy (64z)2 (8.0.9)
Il secondo termine é molto pitt complicato
VN2 1
— ) AB=—
() T S
(;Hl/%zw(@ 6+5)7
. . ) . -2
L(H'G + H@))(1/20 +V(6) = HOU/20 + VO (010
— 0.
’ (1/26 +V(9))
2 1 1 3 2\ - 1- 1.2
= _6+$H2¢2 L_b (‘5“) (PB +pB+ o ) ¢+H:b¢ <§¢ +V> +
2 1 (1t )\
61z H2¢52H¢ (;qﬁqﬁ +V ) = (A.0.11)
2 3 1 2 ¢ | (1.2
T v | 2y (o5 +p5+4) Y (§¢ +V) *
+ 2 . (i—l— V/) = (A.0.12)
6+ H¢ Ho
2 [ 3 1 1.2 Skd b\ 1/20 +V
: K
= ot _§RH2<}§2 (pB +PB) (§¢ +V> + <_§F + H_¢> T +

() e
6+ \H¢ Ho
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Definisco
2 3 1 1.2
e
2 3 6 o 1/2<b2+v oV
=513 (‘5%*@) 7 _<H_¢+H¢> A0

Ho quindi, usando(3.3.4) e (3.3.6),

_§E¢S_2+—3H¢S—V’ L (=sHe-v v
2 H? H@ 1+ wy H¢ H('b

(A.0.16)

Y

-2

3 ¢ ( w¢ ) V/ 1
ke +3 .-
2 H2(1+IU¢) 1+1U¢ H¢1+1U¢

2
6+

(A.0.17)

e quindi

-2
3K 1/2¢9 +V +3 ( We ) |4
—_—— '2 - .
2 k(op +1/20 +V) I+tws) VHGL+ws
(A.0.18)

Sfruttando I'equazione (A.0.4) otteniamo

2 3 1 ' )1
pe ot [aa(ie ) () L
(A.0.19)
da cui
2 3 U}¢ 6+ZE1—U)¢
D =— - |—=Qy+ 3 A.0.2
6—|—x{ 5t T <1+w¢)+ 4 1+wJ’ (4.0-20)
e
1—w¢ T 2 3 w¢ 31—w¢
D=—- - — - | —=Q4 + 3 — . (A.0.21
2(1+wy) 6 + 6+:c( gt T 1—|—w¢+21+w¢> (4.021)
Da questa arriviamo alla forma finale
1— ' 3 1-9Q Qy—1
SR k. (vl =) D . (A.0.22)
20l +wg)6+2 6+2 1+ wy wy + 1
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Riprendiamo ora I’equazione (A.0.14), la quale diventa

3 PB + DB 1

= - - , (A.0.23)
da cui
e infine 3 (1- 0.1

C (1= $2)(1 +wp) (A.0.25)

T 6+a Ltuw,

Tenendo presente I’equazione (A.0.7) e facendo tutte le sostituzioni otteniamo
un’espressione esplicita per l'equazione (A.0.2)

B 2 T
1+IU¢(6+JI)2
1—w¢ I 3 U)¢(1—Q¢) Q¢—1
- -+ - | — +
214 wy)6+2 6+ 1+ wy we + 1
3 (1—-0Q4)(1
=S)LHws) ) 9g)
6+ x 14+ wy
che diventa
r—1-— 2 x . 1—w¢ x 3 (wB—w¢)(1—Q¢)
B l+ws (64+1)2 2(1+wy)b6+z 6+ 1+ wy '
(A.0.27)

Questa é ’equazione che poi ¢ riportata nella sezione 3.3.2.
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