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Introduzione

Il problema del trasporto ottimo venne studiato per la prima volta in
Francia nel 1781, con un lavoro di Gaspard Monge intitolato "Mémoire sur
la théorie des déblais et des remblais.” In tale lavoro venne affrontato il pro-
blema, prettamente militare,di minimizzare il costo di trasporto di materiale
dal luogo di scavo al luogo di utilizzo per la costruzione di fortificazioni.
Successivamente la teoria ebbe un ulteriore sviluppo negli anni '40, grazie ai
lavori di L.Kantorovich, nei quali studio il modo migliore di distribuire beni
dai luoghi di produzione a quelli di vendita. Tali lavori ebbero importanti
applicazioni economiche, che portarono Kantorovich a vincere il premio No-
bel per ’economia nel 1975.

Un ulteriore sviluppo della teoria si verifico negli anni 80 grazie ai lavori
di Y. Brenier e L. Riischendorf. Tali lavori mostrarono un collegamento tra

PDE, dinamica dei fluidi, analisi funzionale e la teoria del trasporto ottimo.

La tesi ¢ divisa in tre principali capitoli.

Nel primo capitolo, dopo aver introdotto il problema del trasporto ottimo
nelle formulazioni di Monge e Kantorovich, viene studiata ’esistenza di so-
luzioni per il problema di Kantorovich e successivamente viene presentata la

formulazione duale di Kantorovich del problema.

Nel secondo capitolo si studia il problema del trasporto ottimo in R™ con
funzione costo uguale al quadrato della norma Euclidea, fino ad arrivare ai

teoremi di Knott-Smith e di Brenier.
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INTRODUZIONE

Nel terzo ed ultimo capitolo, sempre nelle ipotesi del capitolo precedente, si
studia la regolarita della mappa di trasporto ottimo. In particolare si mostra
la relazione tra la mappa di trasporto ottimo e I'equazione di Monge-Ampere
e grazie ad un teorema di Caffarelli si studia la regolarita delle soluzioni di

quest’ultima.
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Notazione

Dato (X, 7) spazio topologico, indichiamo con:
e P(X) insieme delle misure di probabilita borelliane su X
e M(X) insieme delle misure borelliane con segno finite su X

e M™(X) insieme delle misure borelliane finite e non negative su X

Data p € M(X) e E insieme misurabile, si definisce la misura uF
come
pLE(B) := p(E N B)

Dato un insieme A indichiamo con #A la sua cardinalita






Capitolo 1

Teoria generale

1.1 Formulazione di Monge-Kantorovich

La formulazione originale del problema del trasporto ottimo fu presentata
da Monge come segue.
Siano (X, ), (Y,v) due spazi di probabilita, e sia ¢: X x Y — Rt U {+o0}
funzione misurabile.

Ricordiamo la definizione di Push forward :

Definizione 1 (Push forward). Siano dati due spazi topologici X,Y, u €
M(X) e una funzione borelliana 7' : X — Y. Il Push forward di p tramite

T ¢ la misura borelliana definita da

Ty(E) = (T~ (E)).

Sia U(u,v) l'insieme delle mappe di trasporto ammissibili, ovvero l'insie-
me delle mappe T : X — Y misurabili e tali che T#p = v. 1l problema di

Monge ¢ allora il seguente:

min /Xc(x, T(z))du(z) (1.1)

Tev(p,v)
Tale formulazione richiede I'ipotesi che la massa non venga divisa, ovvero

che ad ogni locazione x in X venga associata un’unica destinazione y in Y.

1



1. Teoria generale

In generale, il problema di Monge non e ben posto. Infatti, come mostra il
seguente esempio, indipendentemente dalla funzione costo, si possono trovare

misure i e v per le quali I'insieme delle mappe ammissibili ¢ vuoto.

Esempio 1. Sia X =Y =R" , v = L"[0,1]" e p = Jy. Allora ogni mappa
T : R" — R" misurabile soddisfa T#pu = dp(g), ovvero T#pu # v.

Infatti T#p & atomica, mentre v & diffusa (i.e. priva di atomi).

E’ quindi indispensabile procedere con una visione piu generale del pro-
blema. La formulazione di Kantorovich in questo senso fornisce una versione
debole del problema di Monge.

Siano (X, u), (Y,v) ec: X xY — R* U {400} come sopra. Sia I(u,v)
I'insieme delle misure 7 di probabilita su X X Y con misure marginali p su

X evsuY ovvero:
w[Ax Y] =puld], 7[X x B]=v[B]

per ogni insieme misurabile A di X e Bdi Y.

Questo ¢ equivalente a chiedere che per ogni coppia di funzioni (¢,v) €
L' (du) x LY(dv) o in L*(dp) x L*°(dv) valga:

/X [9(o) + vl)ldr(a,y) = /X o) du(x) + /Y b(x)dv(z)

Infatti 'uguaglianza sopra vale per funzioni caratteristiche e quindi per cop-
pie di funzioni in L'(dpu) x L'(dv). 1l problema del trasporto ottimo nella

formulazione di Kantorovich, assume la seguente forma:

min / c(x,y) dn(z,y) (1.2)
m€l(mr) oy
La formulazione di Kantorovich presenta un notevole vantaggio in quanto
I'insieme II(p, v) € sempre non vuoto. Infatti la misura prodotto
p ® v appartiene a II(u,v).

La formulazione di Kantorovich e piu generale della formulazione di Mon-

ge. Infatti ad ogni mappa di trasporto 7" : X — Y si puo associare una misura



1.1 Formulazione di Monge-Kantorovich

di probabilita 7 in P(X,Y’) come segue:
mr = (Id x T)#u.

Per la proposizione 4 in appendice si verifica facilmente, essendo v[Y] = 1,

che

[y i) = [ cla T,

X
A questo punto, resta da vedere sotto quali ipotesi la misura w7 appartiene

a II(u, v). Deve verificarsi, per ogni sottoinsieme misurabile B C Y

Quindi se v = T#pu si ha mp € (@, v).

Esempio 2. Supponiamo che X e Y siano due spazi discreti e che ogni punto

abbia la stessa massa:

1l — 1
P ISP

L’insieme 7 € II(p,v) ¢ quindi I'insieme delle matrici bistocastiche n x n
7 = (m;;), ovvero delle matrici tali che 7;; € non negativo per ogni i, j e tali

che

Vj, Zﬂ'ﬂ == 1, V’L, Zﬂi]’ =1
i=1 j=1
In tal caso il problema di Kantorovich e quindi
. 1
rr]in - Z i i¢(xi, yj)
/L?]
ove B,, ¢ I'insieme delle matrici bistocastiche n x n.

Con il problema (1.1) il problema del trasporto ottimo trova quindi una
buona formulazione. Inoltre, come vedremo, sotto ragionevoli ipotesi sugli
spazi (X, u), (Y,v) e su ¢, tale problema ammette soluzione unica. Scopo del
prossimo paragrafo ¢ quello di indagare esistenza e unicita della soluzione del

problema (1.1) . Diamo prima la seguente definzione:
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Definizione 2. Definiamo il funzionale costo come la funzione C' : I(p, v) —

0, +00] tale che

1.2 Esistenza di piani ottimali

In questa sezione diamo una dimostrazione dell’esistenza di piani di ta-

sporto ottimali. Abbiamo bisogno di alcune definizioni e risultati preliminari.

Lemma 1 (lemma tecnico). Siano (X,d) spazio metrico, ¢ : X — [0, +00]
funzione semicontinua inferiormente. Allora esiste una successione (cy)gen

che verifica Vk le seguenti proprieta

o ¢ : X — [0,k

e ¢, é k-lipschitziana,

o 0 <c¢ip(z) <cpp(x) <clxr) VrelX,

o sup,cyCk(z) =c(z) VeeX
Dimostrazione. Definiamo per k € NT ex € X

ce(x) = inf {c(2) Ak + kdx(z,2')}

r’'eX
(ck)r soddisfa tutte le proprieta richieste. Infatti per k& € N si verifica che
cp(x) € [0,k] per ogni x € X. Inoltre la funzione gy . (z) = c(a’) ANk +

kdx(x,z'") e k-lipschitziana e quindi ¢; ¢ k-lipschitziana per ogni k. Inoltre

essendo

0 < g (7) < Gor1,00(2) < ()
si ha che 0 < ¢x(x) < cxq1(z) < ¢(x), Vo € X. Inoltre sicuramente vale
perz € X

sup ci () < c(a).
keN
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Dobbiamo quindi mostrare la disuguaglianza opposta.

Per ogni k € N esiste zj, tale che
c(xh) Nk + kdx (2, 2}) < cp(z) +27F

Essendo supyey cx(x) < oo, deve valere d(x, x}) — 0. Sfruttando la semicon-

tinuita inferiore di ¢ si ha quindi

c(r) < liminf ¢(z},) = liminf c(x}) A k =< lim cp(z) + 277 = sup cx(2)

k—ro00 k—ro00 k—o0 keN

]

Definizione 3 (Convergenza debole per misure di Radon). Sia X spazio
topologico, (fin)nen una successione di misure in M(X) e pi5, una misura in
M(X). Sidice che p, converge debolmente™ a ji.., € si indica con p, —=* piso,

se per ogni funzione test f € C), vale

im [ f, = / Fdpoo
X

n—oo
Si dimostra facilmente che se X,Y sono spazi metrici allora gli spazi
MT(X) e P(X) sono chiusi rispetto alla convergenza debole*. Mostriamo

che anche I1(u, v) & chiuso rispetto a tale convergenza.
Lemma 2. TI(u, v) € chiuso in M (X xY) rispetto alla convergenza debole*.

Dimostrazione. Sia(m,)nen una successione di misure in IT(x, v) convergente

debole® a 1., in M(X x Y). Per quanto detto sopra sappiamo che 7, €

P(X xY). Dobbiamo mostrare che m € II(y,v). Prese Py : X xY — X,

Py : X XY — Y proiezioni sulle componenti x e y rispettivamente, dobbiamo

mostrare che Px#7,, = p e Py#m, = v. Ogni funzione test f € Cp(X) puo

essere vista come f € Cy(X x Y) scrivendo f = f o Px. Vale quindi
foPxdny, = fdrs = lim fdm,

XxXY XxXY n=o Jxxy

— lim (Y /fdu /fdu

Dalla formula del cambio di misura (si veda appendice proposizione 4) si ha
che Px#m, = p. Allo stesso modo si mostra che Py #m,, = v.

[
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Mostriamo ora che il funzionale costo C : II(p, v) — [0, 00], sotto certe ipo-

tesi sulla funzione costo, € semicontinuo inferiormente rispetto la convergenza

debole*.

Teorema 1 (Semicontinuita inferiore del funzionale costo). Supponiamo che
la funzione costo ¢ sia semicontinua inferiormente. Allora il funzionale costo

C : II(p,v) — [0,00] & semicontinuo inferiormente rispetto la convergenza
debole*.

Dimostrazione. Sia (7,)nen una successione di misure in II(u, v) convergente

debole* a 7, .Dobbiamo mostrare che

C(7oo) < liminf C(m,)

n—o0

Come abbiamo gia visto m, € II(p, ). Per il lemma 1, esiste una successione

di funzioni (¢ ) lipschitziane e limitate tali che V(z,y) € X x Y vale:

o 0 <ck(z,y) < crpi(z,y) <c(z,y)
® SUPpeN Ck:(‘ray) = C(ZL‘7y)

Quindi Vk € N, essendo le ¢; funzioni test ammissibili, dalla convergenza
debole* si ha:

liminf C(7,,) > lim inf/ cpdm,, = / Crdmse
XxY XxY

n—oo n—oo

Per il teorema di Beppo Levi si ha quindi:

liminf C(m,) > sup/ Crpdmsy = / cdmo = C(Too)
XxXY X XY

n—oo keN

]

A questo punto per mostrare 1’esistenza di piani ottimali, non resta che
studiare la compattezza di II(u, v).
Richiamiamo brevemente alcune definizioni e risultati che ci saranno utili in

questo.
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Definizione 4 (Spazio Polacco). Uno spazio metrico (X, d) si dice polacco

se € completo e separabile.

Definizione 5 (Equi-tightness). Una famiglia di misure positive F C M+ (X)
si dice equi-tight se Ve > 0 esiste un compatto K C X tale che Vi € F si ha

p(X\K) <e

Teorema 2 (Prokhorov). Dato (X, d) spazio polacco e F famiglia in P(X)

sono equivalenti:
e F ¢ equi-tigth
e La chiusura di F ¢ sequezialmente debole* compatta
Per una dimostrazione del teorema di Prokhorov vedere [3].

Lemma 3 (lemma di Ulam). Sia (X, d) spazio polacco e 4 € M*(X). Allora
Ve > 0 esiste un compatto K C X tale che u(X \ K) < e.

Dimostrazione. Sia D = {z;|i € N} insieme denso numerabile in X. Per ogni
k € Nt vale
X = U E(ZL‘“ 2_k

€N

Essendo p misura finita, per ogni k € N esiste n(k) € N tale che

(X\ U) (24,2 )<2:+1.

ie<n(k

Definiamo l’'insieme
K= m( U B2 k>).
keN M<n(k)

Si vede che K & totalmente limitato ed & chiuso. Essendo (X, d) completo,

vale quindi K completo. Quindi K e compatto. Infine

M(X\K)SZM(X U E(xi,z—k)><e.

keN ie<n(k)
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Proposizione 1. Siano X,Y spazi polacchi p € P(X),v € P(Y). Al
lora l'insieme II(p,v) € sequenzialmente compatto rispetto la convergenza

debole*.

Dimostrazione. Come abbiamo gia visto I1(u, v) € chiuso rispetto la conver-
genza debole*. Basta quindi mostrare che ¢ relativamente compatto. Per
il lemma di Prokhorov ¢ sufficiente mostrare che II(p,v) ¢ equi-tigth. Sia
€ > 0. Per il lemma di Ulam esistono insiemi compatti X C X,L C Y, tali
che

u(X\K)<§, u(Y\L)<§.

K x L & compatto in X X Y e quindi presa m € II(u, v) si ha
R((X % Y)\ (K x L) £ 7((X \ K) x ¥) + 7(X x (V' \ ))
=uwX\K)+v(Y\L)<e.
]

Si noti che I'ipotesi che XY siano spazi polacchi ¢ stata fondamentale
per potere usare il lemma di Ulam.
A questo punto siamo in grado di dimostrare 1’esistenza del minimo per il

problema di Kantorovich.

Teorema 3 (Esistenza del minimo per il problema di Kantorovich). Sia-
no X,Y spazi polacchi p € P(X),v € P(Y). Allora il funzionale costo C

ammette minimo su II(u,v).

Dimostrazione. L’insieme II(u,r) € sequenzialmente compatto rispetto la
convergenza debole®. Il funzionale costo C & semicontinuo inferiormente

rispetto la convergenza debole* e si puo quindi concludere. O

1.3 Formulazione duale di Kantorovich

In questa sezione introdurremo la formula di dualita di Kantorovich, se-
guendo il testo [7]. Per mostrare la generalita di tale formula, resteremo

sempre nelle ipotesi di X, Y spazi polacchi.
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Teorema 4. [Dualita di Kantorovich] Siano XY spazi polacchi p € P(X),v €
P(Y). Siac: X xY — RT U {+o0} una funzione costo semicontinua infe-

riormente.
Per m € U(u,v) e (¢,v) € L*(du) x L'(dv), si definisca

Im) = d = .
= [ ceninten). Jo0) = [ oduw)+ [ vivty)
Sia ®. I'insieme delle coppie di funzioni (¢, ) € L'(du) x L'(dv) tali che

o(x) +Y(y) < c(z,y)

per du q.o. x e dv q.o. y.
Allora

inf : I[n] = S(;lp J(p, 1) (1.3)

(v
Inoltre il valore del sup nella (1.3) non cambia se lo si restringe alle funzioni

continue limitate.

Una disuguaglianza della (1.3) & semplice da dimostrare. Vale infatti il

seguente risultato.

Proposizione 2. Sotto le ipotesi del teorema 4, vale

sup J(p,1) < sup J(¢,v) <

inf
®.NC) d.NL (p,v)

I[n].

Dimostrazione. La prima disuguaglianza & banale in quanto Cy,xCj, C L' (du)x
L'(dv).
Sia ora (¢,v) € ®.N L' e sia m € I(p, ). Per definizione di II(u, ) si ha

J(6,9) = /X o+ /Y vy = [ o) + vly)dr(a.y).

Ora ¢(z) + ¢¥(y) < c(x,y) m q.o. Infatti siano N,, N, insiemi misurabili
tali che p[N,],v[N,] = 0 e tali che valga la disuguaglianza sopra per ogni

(z,y) € Ny x N;. Allora siccome 7 ha come marginali 1, v si ha 7[N, x Y] =
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p[Nz] = 0,7[X x Ny| = v[N,] =0 e quindi 7[(Ng x N;)°| = 0.
Di conseguenza

(@) + )dr(ay) < [ cla)dn(z,y) = 17

XxY X XY

prendendo il sup e I'inf si conclude. O

Prima di dimostrare il teorema 4, richiamiamo alcuni risultati sulle fun-
zioni convesse. L’idea e di sfruttare un principio di min-max per passare da

inf a sup in (1.3).

Definizione 6. Sia F spazio normato, © funzione convessa su £ a valori in
RU{+o00}. Si definisce trasformata di Legendre-Frenchel di © e si indica con
©*, la funzione definita sul duale topologico di £, E* dalla formula:
O*(2*) = sup[(z*, 2)—O(z)].
2€E
Teorema 5 (dualita di Fenchel-Rockafellar). Sia E spazio normato, E* il
duale topologico, e ©, = due funzione convesse su E a valori in R U {+o0}.
Siano ©* =* le trasformate di Legendre-Fenchel di ©,= rispettivamente.

Assumiamo che esista zp € E tale che
("‘)(ZO> < +OO,E(ZO) < +00
© sia continua in z.

Allora

i%f[@ + Z] = max [-O"(—z") — =Z*(2")]. (1.4)

Z*ER*
Dimostrazione. Dobbiamo provare che
sup inf < O(z)+ = 2w — =inf O(z) + =(x) ;.
sup_int {ele) + 20 + 0 ) | ~nf 000 + 200
Scegliendo z = y si vede subito che il membro di sinistra ¢ minore uguale
del membro di destra. Quindi basta solo mostrare 'esistenza di una forma

lineare z* € E* tale che

Vo,y € E, O(z)+E(y)+ (z,z—y)>m= inf{@ + E}
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Siccome O(zp) + =(z0) < 400, m & finito. Sia

C_&%MGEXR;A>W@}

/

Cz{wMEExR;MSm—ﬂw}

Siccome ©, = sono convesse, cosi sono anche C' e C" Inoltre (2, O(2) + 1) €
Int(C), e in particolare C' ha parte interna non vuota.Questo implica che
C = Int(C). Inoltre C' e C" sono disgiunti perché m = inf(©+=). Quindi per
il teorema di Hann-Banach geometrico esiste una forma lineare [ € (E x R)*

tale che

ilhe)= it ()2 sup {i,¢).

Quindi esiste w* € E* e a € R, (w*, ) # (0,0), tale che
(w*, z)+aX > (w*,y)+apu

non appena A > O(z) e p < m — Z(y). Ma questo ¢ possibile solo se a > 0;

qunidi, se z* = % si ha
<z*,x>+>\ > <z*,y>+u

In particolare

(z*,2)+0(z) > (", y)+m — E(y).

Siccome questo vale per ogni z e y in E, si conclude. ]
Siamo ora pronti per dimostrare il teorema 4

Dimostrazione. L’idea e di usare il principio di dualita di Fenchel-Rockafellar.
Dividiamo la dimostrazione in piu step di crescente generalita.

1. Supponiamo che XY siano compatti e che ¢ sia continua su X x Y. Sia

E:Ob(X XY)
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I'insieme delle funzioni continue limitate, dotato della norma infinito. Per il
teorema di Riesz (si veda I’appendice), il duale topologico di E puo essere

identificato con lo spazio delle misure di Radon
E*=M(X xY)

dotato della norma variazione totale.

Introduciamo

0 sewu(x,y) > —clz,y),
O:uec (X xY)—s (#,9) 2 ~elz.y)

+o00 altrimenti

Jx ddp+ [, vdv se u(z,y) = ¢p(x) + (x),

+oo altrimenti

ErueC(X xXY)—

Si noti che = & ben definita. Si noti inoltre che le ipotesi del teorema 5 sono

verificate con zgp = 1. Quindi 'equazione (1.4) ¢ verificata. Si ha quindi
wt{ [0 du+ [van o)+ 60 2 o}
X Y

= —sup{J(¢,¢); (9,¢) € D.}.

Ricaviamo ora le trasformate di Legendre-Fenchel di ©, =.

©*(—m) = sup {—/U(m,y)dﬂ(fﬁ,y); U(w,y)z—C(ﬂf,y)}

ueCH(XXY)
~ { [ wtevyantay) u(x,y>3c<x,y>}.
u€CL(XXY)

e Se ™ non ¢ una misura non negativa, allora esiste una funzione non
positiva v € Cy(X x Y) tale che [wvdr > 0.Allora scegliendo u = v,

per A — +o0o si vede che I'estremo superiore e +oc.

e Se invece m e non negativa, allora ’estremo superiore ¢ chiaramente

[ cdr.
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Quindi

+o00 altrimenti

Con argomenti simili si vede che

0 se V(6.4) € Cyx Chy [lolx) +(y)ldn(e,y) = [ ddu+ [ e,

400 altrimenti

Mettendo tutto assieme e cambiando segno si ha quindi

il’lf)[[ﬂ'] = sup J(¢,v).

I8 (787 ®.NC,

2.Indeboliamo ora l'ipotesi di compattezza di X e Y. Assumiamo che ¢

sal limitata e uniformemente continua. Definiamo
clloo = sup c(z,y)
XxXY

L’idea e di ricondursi al caso compatto tramite troncamento. Sia 7* il piano
ottimale per il problema di Kantorovich ovvero
I[7*] = inf I[~x]
well(p,v)
Sia 6 > 0. II(p,v) € equi-tigth quindi esistono Xy C X, Yy C Y compatti e
tali che
WX\ X <6, v\ Yy <0

e quindi

(X % Y)\ (Xp x Yp)) < 26,

Definiamo
1X0 X YO

T [XO X %] s

0 —

notiamo che ¢ una misura di probabilita su Xy x Yj, e siano ug, vy le misure

marginali su Xy, Yy rispettivamente. Definiamo I1g(j, ) come I'insieme delle
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misure di probabilita my su Xy X Yy con marginali g, v e definiamo I su

Iy(p, v) come
him) = [ cay)dma.y)
X()XYO

Sia T € o (o, o) che minimizza I

INEN inf I
O[WO] WOGI%(ENOWO) O[WO]

A partire da 7y costruiamo una misura 7 € II(x, v) come combinazione di 7

e di 7,:
7T = [ Xo X Yo]To + Lixoxvp)e s
Quindi
I[7] = m[Xo x Yo]lo[To] + / c(x, y)dm,
(XoxYp)e

< Io[fo] + 2|l¢f|oed = inf I + 2[|c]| o

Introduciamo ora il funzionale

Jo(¢o, to) = Godpo + [ Poduy

Xo Yo

definito su L'(dug) x L'(dvp). Per il punto 1, essendo X e Y, compatti vale
inf Iy = sup Jy ove l'estremo superiore e fatto rispetto alle coppie ammisibili,
cioe le coppie (¢g, Vo) € L' (dug) x L'(dvy) tali che ¢ + 1o < c(z,y) per q.o

x,y. In particolare esiste quindi una coppia ammissibile (éo, 1&0) tale che

Jo(Go, o) > sup Jo — 6.

A partire da ((50, QZO) vorremo costruire una coppia (¢, 1) ammissibile che sia
efficiente nella minimizzazione di J(¢, ).

E utile garantire che la disuguaglainza do(x) +o(y) < c(x,y) valga per ogni
x e y e non q.o. Per fare questo possiamo ridefinire (qz~50, @ZD) nel modo seguen-
te. Siano N, N, insiemi di misura nulla per cui vale la disuguaglianza per
(z,y) € Ng x Ny, e imporre che ((50,150) valga —oo su N,, N, rispettivamente.
Proviamo ora a controllare ((50,1;0) da sotto in un punto di X xY. Siad < 1.

Siccome Jy(0,0) = 0, sappiamo che sup Jy > 0 e che quindi
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Jo(Go,t) > —6 > —1.
Da

Jo(o, Yo) = / [bo(x) + Po(y)]dmo(z, y),
XxY
ove o € Ily(po, o), deduciamo che esiste una coppia (zo, yo) € Xo X Yp tale

che
ng(xo) +¢o(y0) > —1.

Se al posto di (<;~50, 1;0) usiamo (Q;o + 5,10 — s) per qualche s € R il valore di

Jo(¢o, o) non cambia, Scegliendo bene s possiamo assumere che

- 1 - 1

Po(wo) > 5 Yo(yo) > 3

Quindi Y(z,y) € X x Yj si ha

do(r) < c(w,y0) — Yo(yo) < c(x,y0) + %

?Lo(w < c(zo,y) — ¢o(xo) < c(xo,y) + %

Definiamo per x € X,

¢o(z) = inf [e(z,y) — Yo(y)]

yeYo

Si noti che da ¢o(z) < c(x, y) —o(y) si ha che ¢y < ¢ su Xo. Questo implica
che Jy(¢g, o) > Jo(do, o). Inoltre siamo in grado di controllare ¢, da sopra
e da sotto in termini di ¢(x,y)

bo(x) > Inf [c(,y) — (w0, )] -

N | —

— ~ 1
¢o(x) < c(@,y) — Yo(yo) < c(z,y0) + 3
Allo stesso modo definiamo per y € Y

Yo(y) = inf [c(x,y) — do()].

zeX
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Si vede che (¢g,1,) € ®.. Inoltre si mostra facilmente che Jy(d,, ) >
Jo(60, ) = Jo(Po, ). Inoltre per ogni y €Y,

To(y) > infle(r,y) el w)] — 5

zeX

_ 1
Foly) < c(z0,4) — o) < el ) + 5
In particolare

Po(2) = —llellos —

)

N~ DN~

bo(y) = —llellee —

A questo punto il gioco e fatto. Infatti

%@ﬂmzé%w+é%w

- /X [3o(o) + Tl = m.[Xo x i / Bo(2) + To)ldmo(z, v)

XoXYo

! /(XUXYo)c $o(a) + Dol (z,9)

> (1=20)( | oo+ | Do) ~(2llellc + ) [(Xo x o)’

Xo
1—-20
1—-20
1—20
1—-20

Jo(@0, o) — 2(2||cfloo + 1)8
Jo(o, o) — 2(2l|cfloc + 1)8
(inf I — &) — 2(2[|¢[|c + 1)0
(

inf I — (2]|¢|loo +1)6) — 2(2]|¢||oc + 1)6.

v

v

> )
( )
( )
> )

Dall’arbitrarieta di ¢ si conclude che sup J(¢,1) > inf I come si voleva.
3. Torniamo ora al caso generale. Sia ¢, successione crescente di funzioni
non negative , uniformemente continue, tai che ¢ = supc¢,. Assumiamo ¢,
limitata (a meno di prendere inf(c,,n)).

Definiamo
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Dal passo 2 sappiamo che vale

inf I,[r]= sup J(¢,7) (1.5)

WEH('UHV) (¢,¢)6<I’Cn

Vorremo mostare che

inf I|w] =sup inf I,|7 1.6
WGH(HHV) [ ] npweH(H,J/) [ ] ( )
e che
sup  J(o,9) < sup  J(¢,v) (1.7)
(‘ﬁﬂ/’)eq%n ((ﬁ,iﬁ)e@c

Infatti la combinazione delle tre equazioni sopra implica che

inf I[r] < sup J(¢,1))

mell(p,v) CXDIZ

Ma la (1.7) € banale in quanto ®,, C ®., mentra la (1.6) & una conseguenza
della continuita del funzionale costo rispetto la convergenza debole* e dalla
compattezza di II(u, v) rispetto tale convergenza come visto del paragrafo

precedente. O
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Capitolo 2
Funzione costo quadratico

In questo capitolo analizzeremo il problema del trasporto ottimo utiliz-
zando come funzione costo la distanza al quadrato.

_ lz—yl?
2

In particolare avremo X =Y = R" e ¢(z,y) . Il problema sara quindi

minimizzare

2
I —_
rinl = | bl (),
R7 xR™

Considereremo misure di probabilita u, v su R” con momento secondo finito,

ovvero

2 2
M, ::/ %du(m) +/ %du(y) < 400

Tale ipotesi garantisce che I[r] sia finito su II(u, v).
Come visto nel capitolo precedente, il principio di dualita di Kantorovich

garantisce che

inf I[r] = sup J(¢,v).

m€ll(p,v) (pP)ede

In questo capitolo vedremo come la scelta della funzione costo, offrira piu

spunti nello studio del problema duale.

19
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2. Funzione costo quadratico

2.1 Problema duale

Iniziamo con il ricordare che (¢,9) € ¢, <= ¢(z) + Y(y) < @ per
dp quasi ogni z,dv quasi ogni y. Riordinando i termini si ottiene:
22 y|?
vy < |5 = o))+ [ - )]

| 2

Definiamo ¢(x) = % —o(2),Y(y) = ‘yT —1(y). Nel seguito non indicheremo
il simbolo ~. La dualita di Kantorovich assume quindi la seguente forma

inf I[r] = M, — sup{/(x ~y)dm(z,y);  w € (p, V)},

rell(u,v)

SupJ = My — mf{w,w); (6.0) € <1>}

b,
ove ® ¢ l'insieme delle coppie (¢,v) € L' (du) x L'(dv) tali che per quasi
ogni x,y

z-y < ox) +P(y). (2.1)

Di conseguenza si ha
so{ [ nintey 7 et b=t sovs 6 e d}. @2

Introduciamo ora una processo di doppia convessificazione. Siano (¢,1) € d.

per dv quasi ogni y € Y definiamo la convessa coniugata
¢"(y) == sup[z -y — ¢(x)] < P(y)

Osservazione 1. L’estremo superiore nella precedente definizione va inteso
nel seguente senso: Da (¢,v) € ® sappiamo che esistono insiemi N, N, con
u(N;) = 0,v(N,) = 0 tali che 2.1 vale per ogni (z,y) € N, x N,.. Ridefinendo
¢ = +oosu N, e ¢ = +o0 su N, allora possiamo definire I’estremo superiore
che definisce ¢*.

Si noti che Vz,y € R", x -y < ¢(x) + ¢*(y). Di conseguenza J(¢, ) >
J(6,67).
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Allo stesso modo possiamo definire per du quasi ogni z € X
¢" () :=suplz -y — ¢"(y)] < o(x).
)

Come prima si ha ancora che Vzr,y € R, z-y < ¢™(x) + ¢*(y) e J(¢, 9*) >
Di conseguenza

inf J(¢,v) > inf J(¢™, 0).
s (¢.7) e B (9™, %)

Ipotizzando quindi che (¢**, ¢*) € L'(du)x L' (dv) si ha chiaramente (¢**, ¢*) €
® e si pud quindi passare dall’inf sull'insieme ® a I'inf sull’'insieme delle coppie
(9™, ¢*). Si noti inoltre che le funzioni ¢**, ¢* sono convesse e semicontinue
inferiormente.

Il nostro obbiettivo ¢ quello di mostrare il seguente teorema:

Teorema 6. Siano p, v misure si probabilita su R™, con momento secondo
finito. Sia ® definito come sopra. Allora, esiste una coppia (¢, ¢*) di funzioni

coniugate, convesse e semicontinue inferiormente, tale che
inf J = J(¢, 0").
3

Per dimostrare tale teorema abbiamo bisogno del seguente importante

lemma:

Lemma 4 (Lemma di doppia convessificazione). Siano p,v misure di pro-

babilita con supporto nei sottoinsiemi X,Y di R”, che soddisfano

_ [ =P lyl?
M, = [ ——du(x)+ [ =—dv(y) < +oc.
x 2 y 2
Date ¢, v funzioni misurabili a valori in R U {+o0} definiamo

¢*(y) = suplr -y — ¢()],

zeX

Y™ (x) = suplz -y — P(y)].

yey

Sia (P, Y )ken successione minimizzante J in ®. Allora
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1. La successione (¢, ¥x) puo essere modificata su insiemi di misura nulla
in modo che la disuguaglianza (2.1) valga per ogni (z,y) € R" x R™,

senza modificare il valore di J(¢x, ¥x).

2. Esiste una successione di numeri reali (ay)ren tale che

(On, Vi) = (65" — an, &} + ai)

sia ancora una successione minimizzante J su ®, e che soddisfi

- jz? — lyl?
lim inf inf ¢_<)+@ <inf J + M,
NG AR ES S

e o >\ _ .

1 f inf ~ | <inf M.

int (T + 1 ) <+ 30

3. In particolare scegliendo X = Y = R", l'operazione % coincide con
I'usuale trasformata di Legendre e quindi

inf J = inf J(¢™,0").

® €L (du)

Quindi I'estremo inferiore non cambia se ci si restringe al sottoinsieme

di ® formato dalle coppie di funzioni convesse coniugate e proprie.

Dimostrazione. 1l punto 1 e gia stato dimostrato nell’osservazione 1. Inoltre
il punto 3 ¢ una conseguenza diretta del punto 2. Resta quindi da mostrare
il punto 2.

Sia (¢, 1) una successione minimizzante J. Per il punto 1 possiamo as-
sumere che per ogni z,y valga ¢r(x) > x -y — ¥r(y). Dato che 1, non e
identicamente +o0 deduciamo che ¢y, ¢ limitata da sotto da una affinita del

tipo x - yo + by, per qualche yy € Y. Segue che

or(yo) = 5161)13[33 Yo — Pr(z)] < —bo.
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In particolare ¢; non ¢ identicamente +oo.
Allo stesso modo ¢; e limitata da sotto da una funzione affine. Questo implica
che

ar, = inf | ¢p(y) + lyl”
yeyY k 2
e finito. Scegliamo

(On, V1) = (D1 + ar, & — ay).

Si noti che ¢, = (Ek)* Per costruzione

. 2
inf (wk(y) + %) =0.
Inoltre
2 2 9
Gula) + 20 = @) () + - = s [ y— Dily) + %]

> sup {—% — %(y)] = — inf {% +%(y)} = 0.

yey

Mostriamo ora che ¢,, 1/, sono integrabili. Sappiamo che

J(Dp b)) = J(057, 01) < T (e, i) < 400

A(@ + 5k(l’))du(l’) + /Y(g +%(y))du(y) < +oo.

Siccome le due integrande sono non negative si conclude che sono integra-

ovvero

bili. Inoltre avendo ipotizzato u,r con momento secondo finito, si ha che
¢, € LYdp), 1, € LYdv) e quindi (¢,,,) € ®. Inoltre dalla precedente

disuguaglianza segue che (¢, 1) € una successione minimizzante. Da

s+t = [ (o) + B Yautor + [ (o) + 12 )avi

i

2
> inf (o) + )+ nt (0n0) + ).
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Si ha quindi

2
lim inf inf ((bk(:):) - %) < liminfinf J(¢pg, ) + My = inf J + M.
o0 (3]

k—oo zeX T k=

Allo stesso modo, quanto visto sopra vale per 1 e la dimostrazione & conclusa.

]
Siamo ora in grado di dimostare il teorema 6.

Dimostrazione. Dividiamo la dimostrazione in cinque passi.

lz+y|? .

Passo 1. Rimpiazziamo z -y con ~—5-;

per fare cio sommiamo delle funzioni

integrabili nel seguente modo:

~ 2 9 9 9 )
(¢,¢) € ® [¢(x)+%}+{¢(y)+%}z %+%+x.y: |95+2y| '

Sia (¢, 1¥x) successione minimizzante J. Per il lemma precedente possiamo

supporre: , ,
0< oun) + 0 ety) + 12
{m(:c) + g} + {wk(y) + g} > lo+yP > 0.

Si osservi che e quindi tutto non negativo.

Passo 2. L’idea ora ¢ quella di estrarre da ¢y (x) + % e Yr(y) + %,
sottosuccessioni debolmente convergenti in L'. Tuttavia tali successioni sono
solamente limitate in L' e questo non ci permette di concludere. Procediamo

con il troncare le due successioni: VI € N, definiamo ¢!, ! nel seguente modo:
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<
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|
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|

e
|

J(Oh, k) < J(Bres k)

2 2 2
Bh(2) + vh) zmm[“f;y\ l]_(|7l+|%)

Passo 3. Per il passo precedente vale

|z

Hhlw) = —2-+0()

La successione ¢} ¢ quindi limitata in L!, equiintegrabile e quindi per il teo-
rema di Dunford-Pettis (si veda appendice teorema (15)), a meno di estrarre

sottosuccessioni
l [
o, — ¢, k— o0

Allo stesso modo di puo trovare una sottosuccessione di (1L); che converge
debolmente ad una certa 1! in L!(dv).
Con un procedimento di estrazione diagonale, si puo estrarre usa successione

in k tale che la convergenza valga per ogni [. Si ha quindi:

Pt <P <

<<,
Pr<y? <<yl <
J(¢v') = Jim J (6}, 1) < liminf J(@r, ) = inf J,

2 2 2
)+ () 2 min[EE ) (B I

Passo 4. Per quanto visto nel punto precedente, possiamo applicare il
teroema di convergenza monotona e dedurre 'esistenza di limiti ¢, in L!

definiti q.o da
¢ = lim ¢!, = lim ¢!,
l—o00 =00
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tali che
J(¢,) = lim J(¢',¢') < inf J.
l—o0 P

Passando al limite in

#(2) + ' (y) > mm{’m ;y‘g,l} . (ﬂ . @)

2 2

si vede che (¢, 1) € ® e che quindi ¢ una coppia ottimale.
Passo 5. Effettuando una doppia convessificazione di (¢, ), si ottiene una

coppia ottima composta da funzioni convesse coniugate e proprie. ]

2.2 Teorema di Brenier

Siamo ora in grado di enunciare e dimostrare il seguente teorema che ci

dara una caratterizzazione della mappa di trasporto ottimo.

Teorema 7. Siano pu, v misure di probabilita su R"™, con momento di ordine
secondo finito. Consideriamo il problema di Monge-Kantorovich con funzione

costo quadratico ¢(z,y) = @ Allora

1. (Criterio ottimale di Knott-Smith) 7 € II(u,v) ¢ ottimale se, e
solo se, esiste una funzione convessa semicontinua inferiormente ¢ tale

che
Supp(m) C Graph(¢), (2.3)

o equivalentemente per dm-q.o. (z,y), y € 0¢(z).

Inoltre, in questo caso, la coppia (¢, ¢*) minimizza il problema

wt{ [ ot [ vt o). ooy <o)+t

Rn

2. (Teorema di Brenier) Se y < L", allora esiste un unico piano ottimo
7, definito da

dr(z,y) = du(z)dly = V()]

o equivalentemente

T = (Id X Vo)#u



2.2 Teorema di Brenier 27

ove V¢ ¢& il gradiente (definito du quasi ovunque) di una funzione

convessa ¢ tale che Vo#u = v.

3. Sotto le stesse ipotesi del punto 2, V¢ e I'unica soluzione del problema

di Monge :

[t = Vo)Pduta) = int | [ 1o =) Pduta),

o equivalentemente

/ o Vol)dp(n) = int / o T(r)dp(r).

THpu=v
4. Infine, se anche v < L", allora per du quasi ogni x e dv quasi ogni vy,

Vo oVo(x) =z, VooVei(y) =y,

e V¢* ¢ il gradiente (definito dv —gq.0) di una funzione convessa tale che
Vo¢*#v = u, ed e anche soluzione del problema di Monge di trasporto
di v su p.

Dimostrazione. e [’equivalenza nel teorema di Brenier ¢ gia stata dimo-
strata nei primi capitoli (si veda pagina 2). Infatti se II € TI(u,v) e
T#u = v allora

[dr —q.o.,y =T(x)] < [r = (Idx T)#u).

Inoltre essendo Graph(9¢) chiuso, il supporto di 7 & interamente con-
tenuto in Graph(d¢).

e Sappiamo che sotto le ipotesi del teorema esiste un piano di trasporto
ottimo 7. Inoltre per il teorema 6 esistono una coppia di funzioni con-
vesse coniugate (¢, ¢*), che sono ottimali per il problema duale. Dalla

definizione di II(y, ) e dalla dualita di Kantorovich si ha quindi:

/ (- y)dn(z,y) = / odu+ [ ovdv
R7 xR"™ n R
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:/Rn Rn[¢(x)+¢*(y)]dﬂ(x,y)

/Rn o [6(z) + ¢*(y) — x - yldn(z,y) = 0.

Essendo I'integranda non negativa, deve quindi essere nulla dm q.o. Per
la caratterizzazione del sotto-differenziale (si veda appendice proposi-

zione 6) questo implica
y € d¢(x),dm q.o.(x,y).

Viceversa supponiamo che 7 € II(p, v) soddisfiy € d¢(z) , dm q.0. (x,y)..

Allora
Aann($.y)dﬁ($,y):/ngz)dw/nqj*dy.

Quindi 7 e (¢, ¢*) sono ottime e la dimostrazione del punto 1. &

conclusa.

supponiamo ora che u < L™ e sia ¢ come nei punti precedenti. Sia
Dom(¢) linsieme in cui ¢ ¢ finita. Siccome ¢ € L'(du) essa ¢ finita
q.0, ovvero p[Dom(¢)] = 1. Inoltre dDom(¢) ha misura nulla rispetto
la misura di Lebesgue essendo il bordo di un insieme convesso. Quindi
wlInt(Dom(¢))] = 1. In Int(Dom(¢)) I'insieme dei punti di non diffe-
renziabilita ha misura nulla. Quindi ¢ e differenziabile per du q.o. x.
Questo implica che il sottodifferenziale di ¢ ¢ per du q.o. x, {V¢(z)}.

In conclusione otteniamo che y = V¢(x) per dr-q.o. (z,y).

Mostriamo ora I'unicita del piano di trasporto ottimo. Sia ¢ un’altra
funzione convessa tale che Vo#u = v. Mostriamo che Vo = Vo a
meno di insiemi di misura nulla. Per il punto 1 del teorema, sappiamo
che (Id x V$)#u ¢ un piano di trasporto ottimo, e che (¢, ¢*) ¢ ottima

per il problema duale. Quindi

odp + / o*dv = odp + o dv.
R n

R R
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Sia 7 piano di trasporto associato a ¢. Dalla precedente uguaglianza
segue che

/Rn Rﬂ/[ﬁ_b(x)vL&(y)]dW(x,y) =/ [6(2) + ¢* (y)]dr(z, )

R xR"™

[ @it
R® xRR"™
Ma 7 = (Id x V@)#u e quindi si puo scrivere

[ 6@+ FVs@)ldnta) = [ o Vowintz)

/ () + *(Vo(x)) — x - Vo(a)|du(z) = 0.

Siccome 'integranda ¢ non negativa, deve annullarsi q.o.. Quindi per la
caratterizzazione del sotto-differenziale si ha che V() € 0¢(x) per du
q.0. 7, ed essendo ¢ differenziabile q.o. si conclude che Vé(z) = Vo(z)
per du q.o. x.

e Il punto 3. ¢ una consegueza dei precedenti e della equivalenza tra

problema di Monge e di Kantorovich.

e Siccome 7 & ottimale, sappiamo che dr-q.o. (z,y), y = V¢(x), che
equivale a x € 9¢*(y);ma siccome ¢* ¢ differenziabile dv q.o. y, dm-q.o.
(z,y) si ha o = Vo*(y) = Vo*(Vo(x)). Passando alle marginali, si ha
che questo vale du(z)—q.o. Per simmetria vale anche 'altra asserzione.

O]
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Capitolo 3

Regolarita della mappa di

trasporto

3.1 Legame tra la mappa di trasporto ottimo
e ’equazione di Monge-Ampere

Assumiamo che p, v siano misure assolutamente continue rispetto la mi-

sura di lebesgue L":

p=p LY v=pL"
e che
supppr =1 suppps = Qs
con Q1,8 C R” limitati e tali che £"(0Q) = L"(0€:) = 0. Assumiamo
inoltre che esista un A € R

1
)\Sphpzﬁx

Come abbiamo visto nel capitolo 2, sotto tali ipotesi si ha esistenza di una
mappa di trasporto ottimo 7" e tale mappa e data dal gradiente di una fun-
zione convessa u. Ogni regolarita di v influira quindi sulla regolarita della

mappa 7.

31
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3. Regolarita della mappa di trasporto

Mostriamo che la condizione Vu#u = v implica che u soddisfa una partico-
lare equazione di Monge-Ampere.

Prima di mostrare tale relazione, richiamiamo alcuni risultati.

Teorema 8 (Formula di Area). Sia 7" mappa differenziabile q.o. Posto ¥ =

Dom(VT) si ha per ogni funzione ¢ misurabile e limitata
/ o(x)|detV T (z)dx = / ( > gzﬁ(x))dy (3.1)
2 R ze€XNT~1(y)

Essendo Vu#pu = v si ha per la formula di cambio di misura (si veda

appendice proposizione 4) che per ogni ¢ € C,(R") vale

[ owmdy= [ 6V

Inoltre per il teorema di Aleksandrov (si veda Appendice teorema 18), essen-
do u convessa, Vu e differenziabile q.o.
Possiamo quindi applicare a Vu la formula (3.1) e ottenere che per ogni ¢

limitata, borel misurabile vale

/(b(y)pgdy = /gb(Vu(a:))pQ(Vu(x))detDQu(:v)d:v
Dalla arbitrarieta di ¢ si ottiene la seguente equazione di Monge-Ampere

P1
p20oVu

det D*u(x) = (3.2)

con la condizione Vu(€2;) C §2y. Chiameremo soluzione di Brenier dell’equa-
zione 3.2 ogni funzione convessa che risolve tale equazione e la condizione
Vu(Qy) C Q.

A questo punto dalla regolarita della soluzione dell’equazione di Monge-
Ampere, possiamo ricavare informazioni sulla regolarita della mappa ottimale

T = Vu.

Osservazione 2. In generale una soluzione dell’equazione di Monge-Ampere
non e regolare. Infatti, come mostra il seguente esempio, pur ipotizzando che

le densita pi, py siano lisce, la soluzione non ¢ nemmeno continua.
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Esempio 3. Siano p; = %, p2 = % ove B={|z| <1} e B",B™ le

due semisfere traslate:
B+:€1+Bm{l’1>0}, B+:—61+Bﬂ{$1<0}.

p1, p2 sono liscie sul loro supporto ma per ragioni topologiche non esiste una
mappa continua che soddisfa Vu#u = v.

(Si mostra che la soluzione ¢ u(x) = % +|z1| il qui gradiente ¢ discontinuo).

Il precedente esempio ci fa capire che la stretegia scelta per dimostrare
la regolarita di w non va in generale bene. Tuttavia, come vedremo nei
prossimi capitoli, richiedendo che il supporto delle due densita sia convesso,
allora si puo dimostrare, sotto dovute ipotesi, 1’esistenza di soluzioni regolari

dell’equazione.

3.2 Soluzione di Aleksandrov

In questa sezione introduciamo il concetto di soluzione di Aleksandrov per
I’equazione di Monge-Ampere e mostriamo sotto quali ipotesi una soluzione
di Brenier e soluzione di Aleksandrov. Ricordiamo che dato §2 sottoinsieme
aperto di R® e v : 2 — R, si definisce iperpiano di supporto per u nel
punto (zg,u(zg)), una funzione affine I(z) = wu(zxg) + p - (x — o) tale che
u(z) > l(x) per ogni x € Q. Inoltre si definisce sottodifferenziale di u la
mappa Ou : 2 — P(Q) definita da:

ou(zg) = {p: u(x) > u(xg) +p- (r —x9), Vre}

Inoltre dato E C Q si definisce Ou(E) = |, Ou(z).

D’ora in poi dato A C R™ misurabile indicheremo con |A| la sua misura di

zeFE

Lebesgue.

Teorema 9. Dato (2 insieme aperto e u € C(£), allora la classe

M={E CQ:0u(E) ¢ Lebesque misurabile}
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¢ una o-algebra di Borel. Inoltre la funzione Mu : S — R definita da
Mu(E) = |0u(E)|

€ una misura, finita sui compatti.
Inoltre la densita della parte assolutamente continua di Mwu rispetto alla

misura di Lebesgue L£" e
dMu

= D?u.
arn detD*u

Definizione 7 (Misura di Monge-Ampere). Chiamiamo la misura Mu :

M — R definita sopra, misura di Monge-Ampere associata a u.
Prima di dimostrare il teorema 9, dimostriamo i seguenti lemmi.

Lemma 5. Se 2 € R" ¢ aperto, u € C(Q) e K ¢ compatto, allora Ju(K) ¢

compatto.
Per una dimostrazione vedere [5].
Lemma 6. Sia () insieme aperto e u continua su €2, allora 'insieme
S ={peR": esistono z,y € Q,x #y e p € du(x)Niu(y)}
ha misura di Lebesgue nulla.

Dimostrazione. Assumiamo che (2 sia limitato, altrimenti possiamo scrivere
Q = U, Q, ove Q; C Qpyqsono insiemi aperti con €2, compatti. Se p € S,

allora esistono z,y € , x # y tali che
u(z) > u(x) +p- (2 —x)

u(z) > u(y) +p- (2 —y)

per ogni z € (). Siccome che §2;; sono crescenti z,y € €2, per qualche m e le

disuguglianze sopra valgono per ogni z € 2. Quindi se

Sy ={p € R": esistono z,y € Q,x #y e p € O(u|Qn)(x) NO(u|Qy)(y)}
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si ha che p € S,,, e S C |J,, Sm € per ipotesi S,, ha misura nulla.

Ipotizziamo quindi €2 limitato. Sia u* la trasformata di Legendre di u cioe

u*(p) = ilelg(x -p —u(z)).

Essendo u* finita e convessa, essa e differenziabile q.o. Sia
E ={p:u"non ¢ differenziabile in p}.
Mostriamo che
S ={peR": esistono z,y € Qo #y e p€ du(x)Ndu(y)} CE
Ora, p € du(x) se e solo se z € Ju*(p). Quindi
Sc{p:#0ou'(p)>1t=FE

e si conclude essendo |E| = 0. O

Siamo ora pronti a dimostrare il teorema 9
Dimostrazione. Dobbiamo mostrare che

M={E € Q:0u(E) e Lebesque misurabile}

e una o—algebra. Ovviamente M e chiusa rispetto alle unioni numerabili
essendo du(lJ Ex) = |J Ou(Ey), inoltre 2 € M essendo unione numerabile di
insiemi convessi. Mostriamo che S ¢ chiusa rispetto complementazione. Sia
E € M allora

u(Q\ E) = (u(Q) \ du(E)) U (u(Q\ E) N du(E))

Per il lemma precedente (Ou(2 \ F) N Ou(F)) ha misura nulla e quindi
(Q\ E) € M. Per mostrare che Mu ¢ una misura, ¢ sufficiente mostrare
che ¢ o—additiva (in quanto ¢ banalmente misura esterna). Sia (E};) ey suc-
cessione numerabile di insiemi disgiunti misurabili in M e indichiamo con

H; = Ou(FE;). Dobbiamo mostrare che

o0

(@uJ Bl =D | Hi

i=1
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Siccome Ou(lJ;~, Ei) = s, H; basta mostrare che

Jml =11
i=1 i=1

Abbiamo E;NE; = () per i # j. Quindi per il lemma precedente |H;NH;| = 0

per @ # j. Riscriviamo

GHi:H1U(Hz\Hl)U(Hg\(HQUHl))U(H4\(H3UH2UH1)U..

i=1

ove gli insiemi al secondo membro sono tutti disgiunti. Ora
H,=[H,N(H,-1UH, 5.. UH)|U[H,\ (Hy-1 UH,2U...UH;)|.

Ancora una volta per il lemma precedente si ha |H,N(H,_1UH, _5...UH;)| =
0 e quindi
|H,,| = [Hy \ (Hpo1 UHy 2 U ..U Hy))

Di conseguenza Mu ¢ o—additiva. Sia ora

S = {x € Q: Vu(x) e D*u(x) esistono}.

Chiaramente S ha misura di Lebesgue piena in §2. Inoltre indicando con Mu®

la parte assolutamente continua di Mwu si ha
Mu® = Mu®LS
Sia F C S,dalla formula di Area si ha

/Edethu(x)dx = #{x € E: Vu(zr) =y}dy.

Rn
Per il lemma 6 l'insieme degli y tali che #{x € E : Vu(z) = y} > 1 ha

misura nulla e quindi
/ det D*u(z)dx = / lyueydy = |Vu(E)| = |0u(E)| = Mu(E).
E n

Quindi MuLS = detD*udx e quindi si conclude. ]
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Siamo ora in grado di dare la definizone di soluzione di Aleksandrov

Definizione 8 (Soluzione di Aleksandrov). Dato € aperto convesso, p mi-
sura di Borel su Q. Una funzione convessa u € C() si dice soluzione

generalizzata o di Aleksandrov dell’equazione di Monge-Ampere
detD*u =
se la misura di Monge-Ampere Mu associata a u coincide con pi.

Proposizione 3. Assumiamo che
p=pL" v=pL"

soddisfano le stesse condizioni poste ad inizio di questa sezione, e che {25 sia
convesso. Se T' = Vu e la mappa di trasporto ottimale tra u e v, allora u
coincide su €2; con una soluzione di Aleksandrov dell’equazione

P1

detD? = —
etD*u(x) Y ova

ove poniamo p; = 0 fuori da €.

Dimostrazione. Definiamo u(x) = supg, (v -y — u*(y)).

Ricordando che u(x) = supga(x -y — u*(y)), si vede subito che u < w.
Essendo Qy compatto e u* semicontinua inferiormente, si ha che il sup nella
prima uguaglianza sopra ¢ in realta un massimo e quindi u ¢ localmente
limitata e quindi continua.

Sia x € Dom(Vu(x)), allora vale

u(z) =z - Vu(z) — u*(Vu(z))

allora per tutti gli = tale che Vu(z) € Qs si ha u(z) < u(z). Essendo tale
insieme denso in ; otteniamo che v = @ su ;. Di conseguenza, nei punti
in cui u e differenziabile, Vu esiste coinicide con Vu e quindi Vu#u = v.
Mostriamo ora che u e soluzione di Aleksandrov per ’equazione di Monge-
Ampere. Abbiamo visto che Mu® = detD*u e quindi la disuguaglianza

P1 rn

Muy> ———
! p2 0o Vu
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e verificata, senza ipotesi su {25. Basta quindi mostrare che
x
Mu(R") < / _ple) g,
o, p2(Vu(z))
Dalla convessita di du(z) e dal fatto che ogni suo punto interno p puo essere
approssimato da una successione di punti py = Vu(zg) con xp — x (si veda

Appendice), si ha, grazie alla convessita di €29
Ou(R™) C co[Vu(R")] C Q.

In conclusione

o o p2(y) _ 2169 "
Ma(R?) < [0l = /Q pg(y)dy a /sz pz<Vﬂ($))d

3.3 Regolarita ¢

A questo punto sappiamo che se T" = Vu e sono verificate le ipotesi del
paragrafo precedente, u coincide su §2; con una soluzione di Aleksandrov.
Appoggiandosi ad un risultato di Caffarelli, mostriamo ora che u € C-%. In

loc

particolare siamo interessati alla soluzione di Aleksandrov di:

1
A < detD*u < 3 (3.3)

su 2 ove 2 C R™ convesso limitato, nel senso di soluzione di Aleksandrov
dell’equazione
detD*u = f (3.4)

1
con 0 <A< f< 5.

Teorema 10 (Caffarelli). Sia u : 2 — R soluzione strettamente convessa di
(3.3). Allorau € C;%(Q) per « fissato. Pilt precisamente per ogni €' C Q,con
q c ), esiste una costante C' che dipende solo da A, € e dal modulo di
convessita di u tale che
Vu(x) — Vu
oy V() = V()

z,ye) |.T - y|a

<C

per x # y.
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Per una dimostrazione consultare [2].
Dobbiamo quindi mostrare che la funzione u che definisce la mappa di tra-

sporto ottimale T" = Vu e strettamente convessa. Vale infatti:

Teorema 11. Siano u = p1L", v = po L™ come nel primo paragrafo e suppo-
niamo {2y convesso. Se T' = Vu ¢ la mappa di trasporto ottimo, allora u e

strettamente convessa su ;.

Per dimostrare il teorema 11 abbiamo bisogno di alcune nozioni prelimi-

nari.

Lemma 7. Siano u,v funzioni convesse su R". Se A & un insieme aperto e

limitato tale che u = v su 0A e u > v su A, allora
Ou(A) > dv(A).
In particolare quindi Mu(A) > Muv(A).
Dimostrazione. Sia p € 0v(2). Allora esiste xg € A tale che Vo € Q
v(z) > v(zo) +p- (@ — x0)
Sia
a= itelg{v(:vo) +p-(x—x0) —u(z)}
Da v(zg) > u(xg) segue che a > 0.Vogliamo mostrare che v(zg)+p-(x—z9)—a

¢ un iperpiano di supporto per « in un certo punto in A. Siccome A ¢ limitato,

esiste 71 € A tale che a = v(zg) +p - (21 — 29) — u(r1) e quindi
u(z) >v(xg)+p-(x—x0) —a=u(xy) +p-(r —2x1) VreA

Si ha quindi
v(zy) > v(xg) +p- (11 —20) = u(xy) +a

Quindi, se a > 0 allora x; ¢ 0A e quindi si conclude. Se invece a = 0 allora

u(zo) +p - (x — o) € un iperpiano di supporto per u in x. ]

Una conseguenza del precedente lemma ¢ il seguente teorema
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Teorema 12 (Principio di massimo di Aleksandrov). Sia € R™ aperto

convesso e limitato e u : 2 — R convessa. Se u = 0 su 92 allora
[u(z0)| < Cp(diamQ)™ dist(xq, OQ)|0u(S2)]
per ogni zy € (2, ove la costante dipende solo da n.
Dimostrazione. Consultare [5]. O

Lemma 8. Siano u,v funzioni convesse definite su un insieme aperto, con-
vesso e limitato Q. Se u > v su 99 e detD?*u < detD?v in 2, allora v > v in

Q.

Per una dimostrazione consultare [5].

Diamo ora la definizione e alcuni risultati riguardo la sezione di una funzione.

Definizione 9. Sia v : 2 — R una funzione convessa. Per ogni punto
x € Q,p € Ou(z) e t > 0 definiamo la sezione centrata in x con altezza t

ripetto a p come
S(z,p,t) ={y € Q:uly) <u(z)+p-(y—z)+1t}
Un insieme Z C R" si dice normalizzato se
B(0,1) ¢ Z € B(0,m).

Inoltre dato un insieme convesso aperto e limitato S C R" esiste un elissoide
E tale che E C S C mE. Esiste inoltre una affinta T tale che T'(F) = B(0,1)
e quindi

B(0,1) c T(S) c B(0,m).

Chiamiamo T'(S) normalizzato di S. Inoltre integrando rispetto la misura di

Lebesgue sopra si ottiene che

| By
—— < |detT| <
S

n"| B |
S|

Data T : R®* — R" trasformazione affine invertibile con Tz = Az + b e

¢ :R" = Re X >0, definiamo ,(y) = %gb(T‘ly). Vogliamo vedere che
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relazione consiste tra gli iperpiani di supporto di ¢ e di ¥, e quindi tra le
relative misure di Monge-Ampere. Vale infatti: I(z) = ¢(z0) + p - (z — 20)
¢ iperpiano di supporto di ¢ in (zg, ¢(z0)) se, e solo se, l(y) = ¥(Txzy) +
%(A_l)tp- (y — Tzo) ¢ iperpiano di supporto di ¥ in (T'zg, ¥r(Txo)).

Siano p.;r le misure di Monge-Ampere associate a ¢, 1, rispettivamente. Si

noti che

LA @0(E)) = 0un(TE)

Di conseguenza

_ 1 _
FTE) = . ldetA™ |n(E)
Siamo ora in grado di dare la definizione di soluzione normalizzata.

Definizione 10. Sia u soluzione strettamente convessa di (3.3). Per ogni
e econ CcQeQ C (), eiste ty abbastanza piccolo tale che S(x,p,t) C Q

per ogni t < t5. Allora se T' & I'affinita che normalizza S(z,p,t), la funzione
v(2) = (detT)a[u(T2) —p- (T2 —2)—1] p€ du(z)

risolve

\ < detD*v < % inZ
v=0 ndZ

ove Z = T(S(z,p,t)). Chiameremo v soluzione normalizzata.
La soluzione normalizzata soddisfa il seguente lemma:

Lemma 9. Sia v soluzione normalizzata, allora esistono costanti cq,cy tali
che
0<c <|info] <e
Z

Dimostrazione. Si applichi il lemma (8) alle funzioni w; = A(|z|* — 1)/2,
wy = (|z|? — n?)/2) per ottenere wy < v < w;. Infatti wy < 0 su dZ,wy > 0

su 0Z. Inoltre per come sono definite le due e funzioni si ha
1
Mw; <X, Muwy > N

e si conclude. ]
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Diamo ora alcuni risultati riguardo gli iperpiani di supporto di una fun-

zione convessa.

Lemma 10. Sia €2 € R" insieme convesso aperto e limitato e ¢ funzione
convessa in €2 tale che ¢ <0sudf. Sex € Qel(y) =¢(z)+p-(y—x) e un
iperpiano di supporto di ¢ in (z, ¢(z)) allora

—¢(z)
Ipl < dist(x,00)

piu in generale, se O c Q, allora

DH(Y) C B(O mare (=¢) )

' dist(Y, 00)
Dimostrazione. Asssumiamo p # 0. Abbiamo allora ¢(y) > ¢(x)+p- (y — x)
per ogni y € {2 Se 0 <1 < dist(z,09), allora yo = x+7rk € Qe 0> ¢(y) >

¢(x) +rpl.

O

Lemma 11. Sia 2 C R” insieme aperto convesso e limitato, ¢ funzione
convessa su €2 con ¢ = 0 su 0€2. Sia p la misura di Monge-Ampere associata
a ¢ e assumiamo che p(€2) < co. Sia A > 0, e AQ la dilatazione (omotetia) di
Q) rispetto al suo centro di massa. Allora esiste un costante positiva ¢, che
dipende solo da n tale che
min
B (0, J(ha—%> C 9p(\Q)

per A\, < A <1 con

)\ —ma 11_ 1 |minge| \"
n T Y Cnpt(2) \ diam(§2) '

Lemma 12. Sia {2 sottoinsieme di R™ con centro di massa uguale a 0, €}

normalizzato e ¢ funzione convessa su €2 con ¢ = 0 su 0€2. Sia p la misura
di Monge-Ampere associata a ¢ e assumiamo che esista C > 0e ) < a <1
tale che p(Q2) < Cu(af?). Allora

Cifmin ¢|" < p(Q) < Cof min ¢|"

ove (', Cy sono positive e dipendono solo da C, a, n.
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Per una dimostrazione dei precedenti lemmi consultare [5]. Mostriamo
ora che se la soluzione di 3.3 non e strettamente convessa allora l’'insieme
in cui essa coincide con uno dei suoi iperpiani di supporto deve intersecare

I'insieme in cui € definita. Diamo prima la seguente definizione:

Definizione 11. Dato un insieme convesso C, un punto x € 9C' si dice punto
estremale se non puo essere espresso come combinazione convessa non banale

di due punti di C.
Diamo inoltre la seguente caratterizzazione dei punti estremali:

Lemma 13. Sia z; un punto estremale di 2. Allora dato § > 0 esiste un

iperpiano di supporto /(z) in un certo punto di 02, e un ¢y > 0 tale che :
o O C{x:l(zx) >0},
o diam{r € Q:0<I(r) < e} <0,
e 0<I(x) < ¢
Per una dimostrazione consultare [5].

Teorema 13. Sia {2 un sottoinsieme aperto, convesso e limitato di R", u

funzione convessa su 2 tale che
0 <A <detD*u<A
come soluzione di Aleksandrov. Assumiamo che u© > 0 in €2 e sia
I'={z € Q:u(zx) =0}
Se I' € non vuoto e contiene piu di un punto, allora I' non ha punti estremali
all’interno di €.

Dimostrazione. Per assurdo supponiamo esista un punto estremale zq in €.
Siccome u € convessa e u > 0 si ha che I' & convesso. Inoltre per il lemma
precedente, dato § < %dist(mo,ﬁ(l), esistono €y > 0 e un iperpiano di sup-
porto [(z) in un certo punto z; € JI" tale che I' C {z : I(x) > 0}, diam{z €
T:0<I(z)<e}<de0d<I(xy) < €. Definiamo
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S={zreT:0<I(z) <e}

I ={z:1l(z) =€}
Iy ={z:l(z) =0}
Fe={xeQ:l(z) <epulx) <ele—IU(z))},

per e > 0. SihaS CT.perognie>0e() . =S5 C Int(). Quindi per

>0
e sufficientemente piccolo I'. C Int().
Definiamo I3 = {z : I(z) = =0}, =z €1Il3, T.C{z:Il(x)> —0, con
de > 0.

In altre parole II3 ¢ il piano parallelo a II; che tocca OT'¢ in un certo punto
Ze.

Definiamo u.(z) = u(x)—e(eg—I(x)). Si vede che u, ¢ convessa e che infy, u. <

0 (basta sostituire x; in wu.). Si ha inoltre che

diSt(Hg, Hg) = 56, diSt(Hl, Hg) = €p

dist(HQ,Hg)
dist(Hl ,HQ)

Volgiamo ora studiare

:%eée—>0pere—>0.
0

ue (1)
infr, ue”

e quindi

Siccome u = 0 su II; NI si ha che infr, u = 0. Inoltre u.(x) = u(x) — €(ey —
[(x)) > infr, u — €(eg — I(z)) per x € T'.. Quindi

ue(1)] €0
|infp, ue| ~ € + O
e quindi
i int 1%<@DL

e=0  |infr, .|
Sia T, I'affinita che normalizza I'.. La funzione u}(x) = |detT.|*"u (T z),
risolve A < detD?uf < A e uf =0 su 9’7, con I'* = T(T,). Per quanto detto

precedentemente vale
@l
| infps uf
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loc

Per il lemma 12, | infp. w!| &~ Mu}(T¥))Y"™ e quindi [uf (T.zy)| > CMut(T))Y™.
Mostriamo ora che dist(T.xy,0I'*) — 0 per € — 0. Infatti siano I} = T.II;
peri=1,2,3.

dist(I13,113) _ dist(IT2,IT o J— P
distgn%nzg = diszgniﬂz; — 0 e quindi dist(I13,115) — 0 essendo dist(I13, I13) <
C per una certa C.

Sia ora OI'; la parte di bordo di I'* contenuta tra II; e II} e p. il punto su

dI'; tale che la linea tra T'x; e p. sia perpendicolare a II;. Allora
dist(Texy,017) < dist(T.xy,0Ty) < |Texy — pe| < dist(113,113),

che implica dist(Tx1,0If) — 0 per ¢ — 0. Tuttavia per il principio di

massimo di Aleksandrov:
|ul (Txq)|" < Cpdist(Texy, OUF) Mul(I'Y)

ottenendo una contraddizione essendo

/

dist(T.x1,017) > C

n
per quanto visto precedentemente. O]

Osservazione 3. A meno di sommare funzioni lineari, si vede facilmente
che il precedente teorema vale sostituendo a I' l'insieme IV = {z € Q :
u(x) = l(x)} ove I(x) € un piano di supporto. Vale pertanto solo una delle
seguenti possibilita: u e strettamente convessa, oppure l'insieme dei punti in

cui coincide con uno degli iperpiani di supporto, deve intersecare ).

Definizione 12. Un punto z € § si dice esposto se esiste un semispazio
chiuso H tale che Q C H e QUOH = {z}.

Siamo finalmente in grado di dimostrare il teorema 11.
Dimostrazione. Per la proposizione 3 sappiamo che u risolve
2 2 1
A 191 S detD*u S ﬁlQl (35)

nel senso di Aleksandrov. Supponiamo per assurdo che u non sia strettamente

convessa in €2;. A meno di sommare funzioni lineari, possiamo assumere che
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u >0 eche W = {u = 0} contenga piu di un punto in €;. Consideriamo i

seguenti casi:
e I/ non ha punti esposti, e quindi contiene una retta,
e esiste T punto esposto di W.

Supponiamo di essere nel primo caso e sia (z1,0), x; € R la retta contenuta

in W ovvero u((x1,0)) = 0 per ogni z; € R. Quindi se z € R" e p € Ju(x)
0 =u(tx,0) > u(zy,2') + (t — V)proy + p'a’ > (¢ — D)pray + p'a’

Mandando ¢t — oo si vede che p; = 0 e quindi che Ju(R™) C {p; = 0}. Ma
questo contraddice il fatto che u soddisfa nel senso di Aleksandrov I’equazione
sopra riportata. Supponiamo quindi di essere nel secondo caso. Per il teorema

13 = non puo stare in ;. Assumiamo ¥ =0 e
W C{z; <0}, {z; =0} nW = {0}
Vale quindi uno dei seguenti casi:
e 0 cR"\ Q,
o (€ 0N
Supponiamo di essere nel primo caso. Allora definita
we =u — €(x1 + €)

e K. = {w. < 0} € R*\ Q. Allora per 'equazione (3.5) deve valere
|Ow.(K,)| = 0, mentre infx, w. < 0 contraddicendo il principio di massimo

di Aleksandrov. Supponiamo quindi di essere nel secondo caso, ovvero
06891, ZZ‘EleW, WC{I‘1§0}

Definiamo v, = u — €(z1 — (Z1 —¢)) e Jo = {ve < 0}. Si noti che per ¢
piccolo J, € un aperto convesso limitato, € J, e |J| > 0. Sia T, laffinita

che normalizza J, e 9, = (detT.)*™v. o T—'. Allora @, soddisfa

- 1
A21T€(Ql) S detD2v€ S ﬁlTE(Ql)
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loc

Siccome T'(J.) & normalizzato, per il principio di massimo di Aleksandrov si
ha
[0:(T2(0))]" < C(n)|Te(Je) N T()|dist(Te(0), Te(9 ) /N?

1
| Je

Siccome detJ, ~ | si ha
|5.(0)]" < C(n, N)|Je||Je N Q4 |dist(T.(0), T.(0J.)).

Tuttavia considerando la dilatazione di T.(.J.) rispetto 0, si ha per il lemma
11 che per x € T.(J.)/2, p € Qu(x),

ol < infr, (7, Oc
PU= Gist(T(J.)2), T.(9.))

Per il lemma 10 vale

dist(T.(J./2), T.(D.1.)) > %
e quindi
Ip] < C(n)] Ti?fe)m
06.(T.(J.)/2) C B(O, Cw) int U|>
Quindi

;_nmue) NTAQ)| = NITe(J.) /2N Te() /2]
< N|T(Je) /2N T.())|
< [95(T.L2)/2) < C@l inf &l

e\Je

Tornando a v, si ha
||| Je N Q| < C(n, A)] i?fvﬁ|”

e quindi
|ve(0)]

|inf ;. v

< O(n, N dist(T.(0), T.(D.].)).

A questo punto otteniamo <% — 1 ¢ dist(T.(0), T.(8.J.)) — 0 ¢ argomen-

inf 7_ ve

tando come nel teorema 13 si ottiene una contraddizione. O
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Capitolo 4

Appendice

4.1 Richiami di Teoria della Misura e Analisi

Funzionale

Definizione 13 (Push forward). Siano dati due spazi topologici X,Y, u €
M (X) e una funzione borelliana f : X — Y. Il Push forward di p tramite f

¢ la misura borelliana definita da

fen(E) = p(f1(E)).

Proposizione 4. (Formula di cambio variabili) Dati due spazi metrici X, Y,
una funzione boreliana f : X — Y, una misura boreliana p € M (X) e una
funzione borelina ¢ : Y — [—00, +00]. Allora ¢ ¢ integrabile rispetto a fupu

se, e solo se, ¢ o f lo e rispetto p e in tal caso vale

[ oo = [ oo s

Proposizione 5.

Siano X, Y spazi metrici, p € MY(X), v € M*(Y)eT : X — Y funzione

borelliana. Si ha che v = T, se, e solo se,
/ gbdu:/ poTdu, VoeCyY).
Y X

49
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Teorema 14 (Teorema di Riesz). Sia (X, d) spazio metrico compatto, allora
'insieme F(X) delle misure di Radon dotato della norma variazione totale,

¢ isometrico al duale topologico di C,(X) tramite I'isometria

E(X)> pu— (fr—>/ fdu)).
X
Per una dimostrazione dei precedenti risultati si veda [4].

Definizione 14 (Equiintegrabilitd). Una famiglia di funzioni F C L'(X, u)

si dice equiintegrabile se :

1. per ogni € > 0 esiste un insieme misurabile A di misura finita tale che

/ fldu<e, VfeF
X\A

2. per ogni € > 0 esiste un 6 > 0 tale che per ogni insieme misurabile F

con u(E) < 4 si ha
/ |fldu <€, ~VfeF.
E

Teorema 15 (Dunford-Pettis). F' C L'(X,u) una famiglia limitata e equi-
nitegrabile di funzioni, allora F' e debolmente sequenzialmente compatta,

ovvero esiste una successione (fx)ren C F' ed una funzione f € F tale che
Je—f
in L.
Per una dimostrazione consultare [3].

Teorema 16 (Teorema di Banach geometrico). Sia E spazio vettoriale nor-
mato, A C E, B C E due insiemi convessi non vuoti tali che AN B = (.
Assumiamo che A sia chiuso e B sia compatto. Allora esiste un iperpiano

chiuso che separa strettamente A e B.

Per una dimostrazione consultare [1].
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4.2 Richiami di analisi convessa

In questa sezione sono riportati i principali risultati di analisi convessa

utilizzati nei capitoli precedenti. Per le dimostrazioni mancanti si veda [6].

Definizione 15. Una funzione ¢ : R — R U {+o0} si dice dice convessa se
Vg RN VEE 0,1, otr+ (1—t)y) < to(x) + (1 — Do(y)

Inoltre si dice strettamente convessa se ogni volta che vale I'uguaglianza
nell’equazione sopra si ha * = y ot = 0 ot = 1. Una funzione si dice
propriamente convessa se non ¢ identicamente +o0o e non assume mai valore

—o00. Si definisce Dom(¢) come l'insieme in cui ¢ ¢ finita.

Definizione 16. Data ¢ convessa si definisce il sottodifferenziale di ¢ come

la mappa 0¢ definita da
y € 0¢(x) <= [Vz€R", ¢(2) = ¢(x) +y- (2 — z)]

Si verifica facilmente che 0¢(z) ¢ un sottoinsieme convesso di R”. Inoltre
Graph(0¢) € un sottoinsieme chiuso di R"™ x R".

Definizione 17 (Funzione coniugata). Data ¢ : R* — RU {400} non iden-
ticamente 400, si definisce funzione convessa coniugata, o trasformata di
Legendre, la funzione

¢*(y) = sup (z -y — é(x)).

zeR?

Si vede facilmente che ¢* € convessa,non identicamente infinita (per di-
mostrare si usa il teroema di Hann-Banach geometrico) e semicontinua infe-
riormente.

Grazie alla nozione di funzione coniugata, possiamo dare una caratteriz-
zazione del sottodifferenziale di una funzione convessa semicontinnua infe-

riormente. Dalla definizione segue che

Va,y e R™, -y < ¢(x) + ¢*(y)
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Proposizione 6. Sia ¢ una funzione convessa non identicamente infinita e

semicontinua inferiormente su R". Allora per ogni =,y € R” vale
-y =¢()+¢"(y) = y€p(x) < v €I (x)
Dimostrazione.
-y =d@)+¢"(y) <= v y=>o)+¢(y)
— VzeR N z-y>d(x)+y-z—¢(2)
< VzeR", ¢(2) 2 ¢(z) +y- (2 —2)
< y € 0¢(x)
O

Proposizione 7 (Dualita di Legendre per funzioni convesse s.c.i.). ¢ : R" —
R U {+00} non identicamnte +oo. Allora le seguenti affermazioni sono

equivalenti:
1. ¢ e convessa s.c.i.,
2. ¢ = 1" per una qualche 1 non identicamente infinita,

3. ¢ = ¢.

Proposizione 8. Sia ¢ una funzione convessa e finita. Allora valgono i

seguenti fatti:
1. Va € Int(Dom(¢)), 0¢p(x) € non vuoto,

2. ¢ e differenziabile in un punto x <= ¢(x) contiene un solo punto,
che ¢ Vo(z).

Proposizione 9. Sia ¢ funzione convessa e x € Int(Dom(¢)). Sia
V.o(x) = {p € 0¢(x) : esiste una successione di punti differenziabili xy, xy — x,Vo(rr) — p}.

Allora
9¢(x) = co[V.o(x))].
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Diamo ora alcuni risultati sulla differenziabilita delle funzioni convesse.

Lemma 14. Se u e funzione convessa su {2 C R™ aperto, K C €2 compatto,

allora u € uniformemente Lipschitziana in K.

Dimostrazione. u ¢ convessa e possiede quindi un iperpiano di supporto in
ogni punto z € Q. Sia C' = sup{|p| : p € Ou(K)}. Si noti che C' < +00. Se
z € K allora u(y) > u(z) +p- (y — x) per p € du(x) e per ogni y € Q. In
particolare, se y € K allora u(y) — u(x) > —|p| - |y — z|. Scambiano il ruolo

di x e y si conclude. O

Teorema 17 (Rademacher). Sia f : @ — R Lipschitziana, allora f ¢
differenziabile £"-q.o0.

Lemma 15. Sia u : {2 — R convessa, allora u ¢ differenziabile £"-q.o0.
Dimostrazione. si vedano lemma e teorema precedenti. O

Vale il seguente classico teorema riguardo la differenziabilita del secondo

ordine di una funzione convessa (si veda [3]).

Teorema 18 (Aleksandrov). Sia w funzione convessa, allora per L"-q.o.

punto di differenziabilita x all’interno del dominio di u, vale :

u(y) = u(a) + Vu(e) - (y — ) + 3Vu(x)(y — 2) - (s — 2) + olly — o).

Per una dimostrazione vedere [3].
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