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Capitolo 1

Introduzione

La Teoria dei Giochi ¢ un ramo della Matematica che analizza situazioni di
interazione strategica tra piu decisori (o giocatori). Noi tratteremo di giochi
dinamici, non cooperativi ad informazione completa ed orizzonte temporale
infinito. Per giochi dinamici si intendono quei giochi in cui la natura del
gioco ¢ intrinsecamente dinamica: le componenti (stati, payoff, insiemi di
strategie...) varieranno nel tempo a seconda delle mosse dei giocatori; per
non cooperativi si intende che non vi e possibilita tra i1 giocatori di stringere
accordi vincolanti. Essendo il gioco ad informazione completa tutti i giocatori
sono a conoscenza dei parametri di gioco (per esempio gli insiemi di strategie
e payoft degli altri giocatori). Il nostro obiettivo e quello di introdurre alcuni
metodi che permettano di risolvere questo tipo di giochi, ovvero di ricavare
Equilibr: di Nash. Mostreremo come e possibile ricavare tali strategie tramite
due metodi: le Equazioni di Eulero e tramite una funzione potenziale. Verra
infine presentato come esempio il Gioco del lago nel caso “deterministico”.
Mostreremo che si tratta di un gioco potenziale e ricaveremo strategie di
equilibrio.

Possiamo pensare ad un gioco con ad un sistema dinamico che evolve nel
tempo a seconda delle mosse che 1 giocatori scelgono di utilizzare. Indiche-
remo con J = {1,..., N} I'insieme dei giocatori, con X C R™ l'insieme degli
stati di gioco e con U; € R™ I'insieme delle strategie disponibili per il gioca-
tore 7. Il gioco che considereremo e a tempo discreto e a orizzonte temporale
infinito, l'insieme degli istanti temporali sara dunque N. Ad ogni istante
t € N e associato uno stato r; € X; C X detto stato attuale, lo stato iniziale
zo ¢ fissato e considerato noto a tutti. I glocatori possono agire sullo stato
del gioco attraverso mosse o controlli u; € U] (x¢) con j € J. Gli insiemi X;
¢ Uf (x;) indicano rispettivamente gli stati che possono essere raggiunti all’i-
stante ¢ tramite una qualche successione di controlli dei giocatori e I'insieme

on
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dei controlli ammissibili per il giocatore j-esimo all'istante ¢ dato lo stato
attuale. Introduciamo strategie e multistrategie.

Definizione 1.1. Chiameremo strategia per il giocatore j la sequenza v’ =
{fwf}!EN. Essa rappresenta la successione di mosse che il giocatore decidera
di utilizzare istante per istante. Indicheremo con U7 linsieme di strategie
per il giocatore j-esimo.

Definizione 1.2. Chiameremo multistrategia la N-upla u = (u', ... u”)

delle strategie dei vari giocatori. Indicheremo con U = Ul x -.- x UN C
RYN*™ [insieme delle multistrategie.

Definizione 1.3. Chiameremo strategia openloop una strategia espressa
in funzione dello stato iniziale o e dell’istante t:

uj = 'I.L’J (Iﬂa t)
Definizione 1.4. Chiameremo strategia feedback una strategia espressa
in funzione dello stato attuale z;:

u{;' = ! ()

Osservazione 1.1. [ controlli u;g che formano la strategia di un giocato-
re sono scelti nell’insieme U} (x,) dei controlli ammissibili per il giocatore
j-esimo dato lo stato attuale x; e listante t. Indicheremo con Uy(x;) =
Ul(z,) x - x UN(x,) Uinsieme delle N-uple di controlli utilizzabili dai gio-
catori allistante t dato lo stato attuale x;. L’insieme U(xq) indichera invece
[insieme delle multistrategie ammissibili fissato lo stato iniziale xy.

D’ora in avanti u™/ = (v}, ... w71, v/t . uV) indichera la (N — 1)-upla
delle strategie di tutti i giocatori tranne il j-esimo, analogamente U7 sara
I'insieme di tali elementi. Commettendo un piccolo abuso di notazione si
indichera con (#’,u™) la multistrategia (v!,...,w/ =", @, v, .. u") in cui &
stata cambiata la componente j-esima della multistrategia u.

Osservazione 1.2. Diamo un piccolo chiarimento sulla notazione: le multi-
strategie u saranno indicate in grassetto, le strategie dei giocatori v/ avranno
solo un apice che indica il giocatore a cui appartiene tale strategia. Ricor-
diamo che le strategie sono sequenze di mosse w = {u) },en. le mosse ul da
utilizzare istante per istante secondo la strategia v’ avranno un pedice t che
indica listante in cui sono collocate all interno della sequenza.

Una volta che i giocatori hanno deciso le loro strategie abbiamo che lo stato
x; evolvera nel tempo sotto 'influenza dei vari controlli scelti. Per deter-
minacere come evolve lo stato di gioco e necessaria, per ogni ¢ € N, una
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funzione f; : X; x Uy(x;) — X4, che stabilisce quale sia lo stato risultante

dalle mosse u;}, ..., u} dato lo stato x;:

Liyl = ft(illt-_ 1.-:;)_

Chiameremo la funzione f, dinamica del gioco. Se le strategie u',....u"

dei giocatori sono fissate allora e possibile determinare l'intera successione
{z; }ten di stati che derivano da tali strategie grazie alla dinamica del gioco,
chiameremo camminz tali successioni di stati.

I giocatori valutano l'efficienza delle loro strategie grazie ad una funzione
P’ : U — R detta payoff. 11 payoff del giocatore j7-esimo sara dato dalla
funzione:

Pi(w) = 3 gl w).
=0

La funzione gf 0 Xy X Uy(zy) - R U {—o0} rappresenta il payoff relativo
all'istante t per il giocatore j-esimo. Il pavoff di ogni giocatore dipende, in
genere, anche dalle scelte di tutti gli altri e dall’'intera dinamica.

Osservazione 1.3. [ giocatori scelgono la loro strategia nellistante iniziale
t = 0 con xyg noto. Una volta che hanno deciso la dinamica del gioco é
completamente determinata ed é possibile valutare il payoff di ognuno.

Diamo la definizione di multistrategia ammissibile che verra utilizzata per

definire gli Equilibri di Nash.

Definizione 1.5. Una multistrategia é detta ammissibile se u; € Uy(x;) e
.']:t+1 —_— ft(:ﬂ't._ 'ut) Ht 'E N

1.1 Equilibri di Nash

Nei giochi non cooperativi assume notevole importanza il concetto di Equili-
brio di Nash. venne introdotto per la prima volta dal matematico John Forbes
Nash Jr. che ne dimostro l'esistenza in una particolare classe di giochi nel

1950 [6].

Definizione 1.6. Un equilibrio di Nash ¢ una multistrategia ammaissibile
u tale che per ogni j € {1..... N} e per ogni v/ € U’ si ha:

Pi(@1) > Pi(d, 6 9). (1.1)
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La proprieta 1.1 viene detta di miglior risposta per il giocatore j rispetto a
ti™7. Come si puo vedere ogni giocatore & scoraggiato dal cambiare la propria
strategia supponendo che gli altri non devino dalla strategia di equilibrio in
quanto sicuramente non migliorerebbe il proprio payoff cambiando strategia

unilateralmente.

Per ricavare degli equilibri € necessario risolvere un problema di controllo
ottimo per ogni giocatore. Introduciamo tale problema dal punto di vista
del giocatore j-esimo. Il giocatore j-esimo ricavera una strategia di miglior
risposta {ﬂ‘g }en rispetto a 177, ovvero supporra che tutti gli altri giochino
secondo la multistrategia di equilibrio 1™ e cerchera una sequenza di controlli
ammissibili che massimizzino il proprio payoff. Questa procedura puo essere
tradotta nel seguente problema di controllo ottimo che indicheremo con P;:

sup Y gf (xy.u, 077 (1.2)

w €U 4

s.a. Ty = filze, ul, 4;7). (1.3)

Osservazione 1.4. Ricordiamo che 4™’ viene data per nota dal giocatore
7-€s81mo.

Per ricavare l'intera multistrategia di equilibrio € necessario risolvere gli
N problemi P; con j € J simultaneamente. Presenteremo due metodi
per ricavare multistrategie di equilibrio: le Equazioni di Eulero e 1 giochi
potenziali.

1.2 Equazioni di Eulero

Nell’ambito della meccanica classica le Equazioni di Eulero sono equazioni
differenziali che descrivono un sistema dinamico conservativo. Definita la
funzione lagrangiana L, che in genere descrive 'energia totale del sistema. le
Equazioni di Eulero (a tempo continuo) sono:

e =] (1.4)

in cui g(t) e ¢(t) rappresentano rispettivamente le coordinate generalizzate
del sistema e le loro derivate temporali. A partire dalla funzione lagrangiana
puo essere definito il funzionale d’azione:

5(d) = f " L(a(t), (). t)dt. (1.5)

(
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Si dimostra che le traiettorie ¢(#) che minimizzano il funzionale & sono so-
luzioni delle equazioni (1.4). Nella pratica cio significa che 1’evoluzione del
sistema sara tale da avere il minimo livello di energia possibile, ovvero le
soluzioni saranno punti stazionari (minimi) del funzionale d’azione.
Seguendo principi molto simili a quelli che portano alle Equazioni di Eulero
in meccanica ¢ possibile ricavare condizioni sulla dinamica indotta da Equili-
bri di Nash nei giochi dinamici, tali condizioni verranno chiamate Equazioni
di Fulero per questa analogia. Prima di enunciare tali condizioni e necessa-
rio riformulare 1 problemi P; in funzione della dinamica del sistema, questo
¢ possibile supponendo che il giocatore j-esimo riesca a ricavare il proprio
controllo -uf in funzione di z;, x;4, € ut_j :

ug :h(mhmt+lﬂu£—j) (16)
Nel Capitolo 2! vedremo come sia possibile definire la funzione h : X; x X;4; X
U7 (xz;) — U}(x,). Sottolineiamo ancora una volta che per il giocatore j-
esimo le strategie degli altri giocatori sono date per note nella risoluzione dei
problemi P;, in particolare & equivalente scegliere il controllo ] o lo stato che
si intende raggiungere z;+1. Una volta definita la funzione h introdotta poco
sopra ¢ possibile esprimere il payoff dei giocatori in funzione della dinamica.
Prima di riformulare 1 problemi P; in funzione della dinamica e necessario
definire I'insieme dei cammini ammassibili.

Definizione 1.7. Dato l'insieme dei controlly Uy(x) si puo definire l'insieme:
[(z) = {fi(xe,ws) € Xpp1 te. ue € Up(xy)}. (1.7)

Linsieme T'(x;) rappresenta gli stati in X;4+1 che possono essere raggiunti
dallo stato attuale x; con un qualche u; € Uy(xy).

Definizione 1.8. Una successione di stati {x;};en che appartiene all’in-
sieme P(xy) = {{l‘i}rem t.c. x4 € Li(xy) ‘?’t} verra detta cammaino
ammizissibile.

Indicheremo con ®(zy) I'insieme dei cammini ammissibili con stato iniziale
To. Sia ¢ = {x; }1en un cammino ammissibile, il payoff del giocatore j-esimo
in funzione di tale cammino e dato da:

ﬁj(‘f’) = ZGf{Ii:Il—}—l:ut_j)* (1.8)

t=0

1Si vedano i Lemmi (2.1) e (2.2).
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E’ ora possibile riformulare i problemi di controllo ottimo P; introdotti nella
Sezione 1.1 in funzione esclusivamente della dinamica e non della strategia
del giocatore j-esimo:

sup B(6). (1.9)

PpED(xp)

Indicheremo questo nuovo problema di controllo ottimo con ﬁj. Le Equazio-
ni di Eulero e una condizione di trasversalita verranno ricavate supponendo
che 1 cammini indotti da le multistrategie di equilibrio siano cammini stazio-
nari per E(m) similmente a quanto avviene in Meccanica per le traiettorie di
equilibrio. Si vedra prima sotto quali ipotesi le Equazioni di Eulero e la con-
dizione di trasversalita risultano una condizione necessaria per tali cammini,
successivamente si verifichera che aggiungendo alcune ipotesi di concavita

risulteranno condizioni sufficienti.

1.3 (Giochi potenziali

Abbiamo visto nella Sezione 1.1 che la ricerca di multistrategie di equilibrio
richiede la risoluzione simultanea degli NV diversi problemi di controllo ottimo
P;. Vista la complessita della ricerca di Equilibri di Nash potrebbe essere
utile semplificare il procedimento necessario per ricavarli, cio e possibile nei
giochi potenziali. Si tratta di giochi in cui e possibile ridurre la risoluzione
degli N problemi P; ad uno solo. Diamo la definizione di gioco potenziale
dinamico®.

Definizione 1.9. Un gioco dinamico si dice potenziale se esiste un problema
di controllo ottimo la cutr soluzione € un Equilibrio di Nash per tale gioco.

Per individuare giochi potenziali dinamici € necessario definire una successio-
ne di funzioni { H,(x;, u;) }ien tale che le soluzioni del problema di controllo
ottimo 1.10 siano equilibri.

400
TE%; H,(x;, u;) (1.10)

5.a. Ti41 = f!(Ih Ut)

Nel Capitolo 3 vedremo due tipi di giochi potenziali e come sia possibile
caratterizzarli. Il primo tipo di giochi potenziali richiedera la risoluzione di
un problema inverso (si veda la Sezione 3.1). Nel secondo tipo di giochi
potenziali che vedremo sara possibile ricavare una funzione potenziale se il
payoff di ogni giocatore risultera additivamente separabile.

2Si veda ([1] p.54)
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1.4 1l gioco del lago

Nel Capitolo 4 introdurremo un modello che descrive I'utilizzo dell’acqua di
un lago da parte delle comunita che ne usufruiscono. Nel gioco che intro-
durremo J = {1, 2, ..., N} sara I'insieme delle comunita, lo stato del sistema
x; sara dato dal livello di fosforo nel lago, mentre i controlli u}f saranno dati
dalle quantita di fosforo rilasciate nel lago dalle comunita. Il fosforo infatti
e 'elemento principale dei fertilizzanti utilizzati da parte degli agricoltori e
puo raggiungere il lago tramite corsi d’acqua affluenti oppure venendo tra-
sportato dalle piogge nelle falde acquifere e successivamente nel lago. Un
livello troppo elevato di questo elemento nell’acqua puo essere problematico
in quanto e il principale nutriente di alghe e piante acquatiche. Nel caso
in cui queste specie proliferassero eccessivamente potrebbero rendere 'acqua
non adatta per i servizi, per la pesca e per la balneazione.

Introdurremo dettagliatamente il modello nel Capitolo 4. Vedremo che le
Equazioni di Eulero risultano essere solo una condizione necessaria per le
soluzioni di equilibrio, non é quindi assicurato che le soluzioni di tali equazioni
siano equilibri. Tuttavia si tratta di un gioco potenziale grazie al Teorema
3.4 (si veda la Sezione 3.2). Trattandosi di un gioco potenziale vedremo
che sara possibile formulare un problema di controllo ottimo le cui soluzioni
sono multistrategie di equilibrio. Tale problema di controllo ottimo avra la
seguente forma:

+0oc
max E B H(x;,u;)
ucU =

S.a. Ty = ft(l'z:“:]

ug € Up(xy) VE=0,1,...;

con ro noto. La notazione ¢ la stessa introdotta nella Sezione (1.1): z; € X,
rappresenta la variabile di stato, u = (u', ..., u") rappresenta una multistra-
tegia. v/ = {ul hen € la strategia del giocatore j-esimo e Uy(z;) € I'insieme

. . N . = -
dei controlli u; = (u},...,u)") ammissibili dato lo stato u;.

1.5 Programmazione dinamica

Nel Capitolo 4, dopo aver ricavato una funzione potenziale per il Gioco del
Lago, ci troveremo a dover risolvere il problema di controllo ottimo introdotto
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nella sezione precedente?:

+00
max Y ['H(zi,u) (1.11)

ueU(xg) et

5.d. Ti41 = fz(Iz, Ht)
u; € Ug(zy) VE=0,1,...;

Per risolvere il problema (1.11) ci serviremo della Programmazione Dinamica.
Si tratta di un metodo risolutivo per problemi di controllo ottimo basato
(nel caso a tempo discreto) sull’ Equazione di Bellman, essa rappresenta una
condizione necessaria (e in alcuni casi anche sufficiente) per le soluzioni di
un problema di controllo ottimo.

1.5.1 Equazione di Bellman

Ricordiamo che U(zy) indica 'insieme delle multistrategie ammissibili con-

siderando lo stato iniziale xy. Definiamo la funzione valore V. : Xy —

R:

+00
V(zg) = max B H(x;, u;)

ueU(xzo) =

Enunciamo il principio di ottimalita di Bellman da cui e possibile ricavare
I’Equazione di Bellman:

Una strategia ottimale {u;},en soddisfa la sequente proprieta: qualsia-
st sta lo stato iniziale xg e la decisione iniziale ug la sequenza di decisioni
{u }4=0 deve costituire una strategia ottimale per il problema di controllo ot-
timo con stato iniziale x1 consequente dalla decisione ug e dallo stato x.

In virtu del principio di ottimalita e possibile suddividere il problema intro-
dotto nel seguente modo:

max ){H(fﬂm ug) + BV (x1)}

ug eyl xg

Lo stato x; = fo(xg,up) € risultante dalla decisione uy e dallo stato zy. In
questo modo abbiamo diviso il problema decisionale evidenziando gli effetti

3Si tratta di un problema scontato ovvero un problema di controllo ottimo in cui la
dipendenza temporale di H; ¢ limitata al fattore di sconto 3. Per questo in questa
Sesione e nel Capitolo 4 indicheremo Hy(xy, u;) = 8*H(x4, uy).



1.5, PROGRAMMAZIONE DINAMICA 13

della scelta di ug sullo stato attuale e definendo un nuovo problema deci-
sionale con stato iniziale z;%. Reiterando il ragionamento effettuato sopra
considerando lo stato generico x; e considerando la definizione di funzione

valore s1 ottiene:

V(z,) = H(zy, w) + BV (fizy, wp)) (1.12)

Grazie alle considerazioni fatte fino a questo punto abbiamo che la fun-
zione valore V & soluzione della seguente equazione funzionale, nota come
Equazione di Bellman:

V(z) = max {H(xy, ) + BV (fi(z, we))} (1.13)

ueU(x¢)

Fino a questo punto abbiamo mostrato che 1'Equazione di Bellman ¢ una
condizione necessaria ma non sufficiente per l'ottimalita. Tuttavia esponia-
mo ora una condizione sotto la quale 'Equazione di Bellman risulta essere
anche condizione sufficiente®. Consideriamo la funzione valore dato lo stato
iniziale z— V (z), sia {1, }1en una multistrategia ottimale e {T; };en il cam-
mino indotto da tale multistrategia. Se vale la seguente condizione qualsiasi
sia gy e per ogni stato x; del cammino:

lim V(z,) = 0, (1.14)

L—00

allora I'Equazione di Bellman risulta condizione sufficiente.

Osservazione 1.5. Si noti che la condizione (1.14) é soddisfatta nel caso
in cui, per ogni cammino ammissibile {x;}en € multistrategia {u; }1en che
induca un tale cammino:

400
| Z B'H(xy, u;)| < +00
=0

1.5.2 Iterazione di valore

Non sempre ¢ possibile risolvere analiticamente I'equazione (1.13), introdu-
ciamo un metodo numerico che permette di approssimare la funzione valore
V e la multistrategia ottimale. Data una funzione V : X — R consideriamo
il seguente funzionale 7' che mappa l'insieme delle funzioni da X in R in se
stesso:

T(V(x)):= max {H(zy,u) + BV (fi(xe, we))}. (1.15)

utEU{:r.tj

4Anziché considerare gli stati xg e z1,come & stato fatto per semplicita, e possibile
considerare genericamente T; € Tyyq.
°Si veda [9] Teorema 5.10 p.153
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Notiamo che la funzione valore V & un punto fisso per il funzionale 7"
T(V(x)) = V(x)

E’ possibile inoltre dimostrare che il funzionale T' & una contrazione rispetto
alla norma uniforme se si considerano le funzioni V : X — R limitate®. La
norma uniforme di una funzione V : X — R’ e data da:

Voo := sup [V(z)].

reX

Essendo 7" una contrazione avremmo che soddisfera la seguente proprieta per
ogni coppia di funzioni V;, V5 : X — R limitate e per una costante k € (0, 1):

|T(V1) = T(V2)lloe < K[[V2 = V2.

A questo punto grazie al Teorema delle Contrazioni si ha che il funzionale
T ha un punto fisso ed esso ¢ unico, questo sara la nostra funzione valore.
E’ possibile approssimare la funzione valore con un iterazione di punto fisso.
Sia data una funzione valore iniziale V;, (in genere Vy(z) = 0 Vz € X) si
procede secondo il seguente schema iterativo:

Vs =T | %) [
Sostituendo la definizione di 7' si ottiene:

Vat1(ze) = E{ﬁ J{H(II:HI) + BVa(fe(ze, ue))}

In questo modo abbiamo che la successione di funzioni V,, converge unifor-
memente a V essendo questo un punto fisso per 7. Ricavare la funzione
valore permette di ottenere anche il controllo ottimale da utilizzare e quindi
di risolvere il problema di controllo ottimo (1.11). Conoscendo il valore del-
la funzione valore per ogni x € X (o una sua approssimazione) ¢ possibile
stabilire quale controllo ¢ preferibile utilizzare dato lo stato x.

9Si vedano [8] e [9].
"Essendo le funzioni considerate limitate la norma di tali funzioni e limitata.



Capitolo 2

Equazioni di Eulero

Richiamiamo i problemi di controllo ottimo P; introdotti nella Sezione (1.1)
necessari per ricavare strategie di equilibrio.

o]
sup Y g7 (ze, ul, ;7). (2.1)
well ,_g,

5.a. Ty = folze, ul, 077). (2.2)

Alcune delle principali tecniche utilizzate per risolvere tali problemi sono il
Principio del Massimo e la Programmazione Dinamica. Noi ci concentreremo
su un metodo variazionale che porta alle cosiddette Equazion: di Eulero e
ad una condizione di trasversalita. Prima di esporre i risultati di questo
Capitolo sono necessari alcuni chiarimenti. In primo luogo il metodo che
intendiamo presentare pone condizioni sui cammini indotti da multistrategie
di equilibrio, sara quindi necessario riformulare i problemi P; in funzione di
tali cammini e non piu in funzione delle strategie dei giocatori. In secondo
luogo, per ricavare tali condizioni verra utilizzata la derivata direzionale (o
di Gateauz) che verra introdotta con il Lemma (2.3), sara quindi necessario
introdurre tale strumento e le ipotesi necessarie al suo utilizzo.

Osservazione 2.1. Ne: problem: P; si davano per note al giocatore j-esimo
le strategie di equilibrio di tutti gl altri giocatori. Per questo motivo verra
omessa la variabile G, .

Ipotesi 2.1. Supponiamo che il giocatore j-esimo sia in grado di decidere

il proprio controllo in base alle variabili x; e x;4,, ovvero che esista h; :

X; %X X341 = Ul(x,) tale che:

Uf — h-r(-fz-. -'171-+1)-
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Per ricavare tale funzione e poter cambiare il setting del nostro problema di
controllo ottimo si possono utilizzare due metodi. Il primo sfrutta il Teorema
della Funzione Implicita, mentre il secondo sfrutta il Metodo dei moltiplicator:
di Lagrange. Introduciamoli con dei lemmi.

Lemma 2.1. Consideriamo la funzione F; : X; X X411 X Uf(:ﬂf) — R™
differenziabile, definita come seque:

Fi(z,y,u) =y — filz,u).

Sia {Z:} la dinamica indotta da una multistrategia ammissibile (v’, u™’) € U
(u™’ fissato). Se V., f,(Z;,u]) ha rango massimo per ogni t allora é possibile
definire la funzione implicita w] = hy(x;. x441) per ogni t.

Dimostrazione. Per la Definizione (1.5) di multistrategia ammissibile si ha
che F,(Z;. Zy41.u]) = 0 per ogni t. Ponendo ¢t = 0 si ha Fy(z, Z;. uf}) = 1l
con xy fissato. A questo punto si puo utilizzare il Teorema della Funzione
Implicita per ricavare il controllo ’u:{ in funzione di z;, a tale scopo e necessario
che V, Fy(xg.Z1,u) = V, fi(xg. T1,u) abbia rango massimo in un intorno di
(zo, Z1. uf}) Reiterando questo procedimento si possono ottenere i controlli
u; per ogni t fino ad avere la strategia completa del giocatore j. []

Il secondo metodo che andremo ad introdurre e indispensabile nel caso in cui
non possa essere utilizzato il precedente. In particolare nel caso in cui esista
pit di un u € Uf(.rt) tale che z;41 = f;(x;,u) andremo a cercare il controllo
che tra questi massimizzi il payoff, a tale scopo utilizzeremo il metodo dei
moltiplicatori di Lagrange.

Lemma 2.2. Definiamo la funzione G : X; x Xi41 — R U {—o00} come
seque:

G€($i=$i+l) = Ilax {gt(ItaH) t.c. Tip1 = ft(In'H)}-
ueUs(x¢)

Una condizione necessaria affinché tale funzione possa essere definita e che
esista un vettore A € R" tale che:

Vugi(xy,u) — A - Vi fi(xs,u) =0

Sl Hepr= Rlan ).

Dimostrazione. Per ricavare la funzione GY(x;. x,51) € necessario risolvere il
seguente problema di ottimizzazione vincolata:

max g(z,u),  sa Ty = fi(zeu).
uclUs(xt)



Lf

Come ben noto, il metodo dei Moltiplicatori di Lagrange fornisce delle con-
dizioni necessarie per le soluzioni di tale problema. Applicando il metodo si
ottengono che le seguenti condizioni:

vugt(mh H) =t A Vu [I{+l s fI(It-,. H)]= ()

Ti41 — ft(ilft-_ H) =0

Da cui segue direttamente la tesi. L]

Siamo ora in grado di esprimere i problemi di controllo P; in funzione del
cammino {z; };en. Richiamiamo la definizione di cammino ammissibile data
nella Sezione 1.2.

Definizione 2.1. Dato l'insieme dei controlli U;(x;) st puo definire l'insieme:
C(zy) = {fi(zs,ws) € Xy tc. uy € Up(y)}- (2.3)

L insieme T'(x;) rappresenta gli stati in X, che possono essere raggiunti
dallo stato attuale x; con un qualche u; € Uy(xy).

Definizione 2.2. Una successione di stati {x;}1en che appartiene all’in-
sieme P(xy) = {{Ii}IEN t.c. Ty € Li(xy) \?’t} verra detta cammaino
ammaissibile.

Osservazione 2.2. Notiamo che una multistrategia ammissibile induce un
cammino ammuissibile. L’insieme ®(xy) dipende dallo stato iniziale xy noto,
conoscendo U;(x;) per ogni t si possono determinare tutti © possibili insiemi
[y(xy) degli stati raggiungibili con un cammino ammassibile.

Indicheremo con ¢ = {z7}ien gli elementi dell'insieme ®(zy). Il payoff
del giocatore j-esimo puo essere espresso ora in funzione del cammino ¢ =

{zf}ien. Siavra P7: ®(zy) — RU {—oo}:

Pi(s) = " Gilat at,n). (2.4)

=l

In cul Gg(iﬂf, If+1) = QE(II: hy(zy, Tyq1))-

Osservazione 2.3. Ricordiamo che conoscendo xy e la multistrategia u é

0 g
possibile risalire all’intero cammino indotto da u grazie alla dinamica del
qLoco.
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Introduciamo il nuovo problema di ottimizzazione, ora in funzione del cam-
mino: )

sup P’(¢) (2.5)

de®(xq)

Non e piu necessario indicare il vincolo della dinamica in quanto esso e in-
trinseco al nuovo payoff P. Ricavare un cammino ottimale {Z)}1en per (2.4)
permette al giocatore j-esimo di stabilire quale sia la sua strategia di miglior
risposta rispetto a 1,7 tramite la funzione h, introdotta nei Lemmi (2.1) e

(2.9),

Osservazione 2.4. Per risolvere il problema (2.5) deriveremo il payoff P?(¢)
(nel senso di Gdteauz) per ricavare cammini interni* stazionari. Si ha in-
fatti che una multistrategia di equilibrio G indurra un cammino (5 = {1 }ien
ottimo per P?($) e quindi stazionario se interno.

Ora che abbiamo modificato il setting del problema e il payoff dei giocatori
e stato posto in funzione della dinamica del gioco € possibile introdurre la
derivata di Gateauzr o direzionale e le Ipotesi che permettono la buona de-
finizione del problema (2.5). Si indichera con V, il gradiente rispetto alla
prima variabile vettoriale, mentre V, indichera quello rispetto alla seconda.

Ipotesi 2.2. Supponiamo che per ogni xg € Xy:
- Q(Iﬂ) 7£ E);-

o csista una successione di numeri reali positivi {mj(zq) }ien tale che:

Gi(z},xfy,) < mi(z0) Vo € D(xo), Vte Y ;ogmi(zo) < +00

o Vo € ®(xq) si abbia che esiste il limate:

limyp_, o EL[} Gl (x?, If_l_l) (eventualmente —oo)
e csista almeno un ¢ € ®(xqy) tale che il limite sopra non sia —oc

e che la funzione G‘g(:r, y) sia differenziabile nell’interno di X; X X+

Vi= 0,1, 2...

A questo punto risulta ben definito il payoff (2.4), inoltre ¢ ben definita la
funzione:

P'(zo) = sup {Pi(¢)}.

ﬂf'E*i‘(Iﬂ}

lsi veda la Definizione (2.4)
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I1 nostro obiettivo & quello di trovare un cammino ¢ tale che P’ (zg) = Pi(¢)
per ogni j € J. Per trovare tale cammino vorremmo poter derivare il payoft
Pi(¢) rispetto al cammino {z,},en per ricavarne dei cammini stazionari;
infatti nel caso in cui una multistrategia di equilibrio esista, indurra un
cammino stazionario per P7(¢).

Definizione 2.3. Defintamo cammino ottimale un cammino c,;‘:' € ®(xo)
tale che P’ (z9) = PI(¢).

Per ricavare tali cammini stazionari ricorreremo alla derivata direzionale o
di Gdteauz. questo strumento generalizza il concetto di derivata per una
funzione definita su di uno spazio vettoriale localmente convesso. Prima di
definire tale strumento sono necessarie alcune ipotesi ed osservazioni.

Osservazione 2.5. Notiamo che Uinsieme A = {\ = (0,27, z3,..) t.c. z)€
R" t =1,2...} delle successioni in R™ € uno spazio vettoriale. La prima
componente di ogni elemento di A é nulla in quanto non deve modificare lo
stato tniziale o considerato noto.

Definizione 2.4. Chiameremo ¢ un cammaino interno a ®(xy) nella di-
reztone di A € A se esiste eg > 0 tale che:

O+ € P(xyg) Ve &€ (—eg.20).

Dato un qualche cammino ¢ interno a ®(xy) nella direzione di A € A,
definiamo:

0%(€) = G(xo, 27 + e7)
j
L

G’-(E) = G{(:rf" T EI?: I?—Fl + EI?—H)'

dgj (<)
de

Ipotesi 2.3. Supponiamo che esista un g > 0 tale che Y -, converga

uniformemente per ogni € € (—eq, +£0).

Osservazione 2.6. Notiamo che dato ¢ interno a ®(xo) nella direzione di
A € A € definita una curva 7y : |0,g9] = ®(x0) con y(¢) = ¢+ cA. Data la
curva vy € possibile definire il rapporto incrementale:

Pi(3(e)) = PI(3(0) _ [dﬁw 4 EA)]
ds I

lim
e—0 £

L’osservazione (2.6) giustifica la definizione che stiamo per dare di derivata
di GGateaur con il seguente lemma.
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Lemma 2.3. (/1] p.16) Supponiamo che valgano le Ipotesi (2.2) e (2.3).
Consideriamo un cammino ¢ interno a ®(zy) nella direzione di A € A tale
che ﬁj(qﬁ) > —o0. Un tale cammino esiste per ipotesi, puo quindi essere
definita la derivata di Gateauxr della funzione 153(4:1“)] znd; nella direzione di

)\ .

(2.6)

S DJ (&
5PI(,\) = [dP (qiv—l—r-:)\)] |
de £=0
Sostituendo (2.4) in (2.6) si ottiene:
5PI($,A) = VyGh(o,20) - 23 +

+221(VTG?3 (I?a If—}—l) : I? T VyGi(x?, 1':11) : I?—l—l)*

dg’ ; ;
—q;fi—‘ﬂ uniformemente convergente 1n
(—eg. +&¢) e poiché per £ = 0 il limite limg_, ZLD GI(zf, Ifﬂ) & conver-

gente:

Dimostrazione. Essendo la serie ) .

dPi(d+e)) d XN — dg] (¢)
ds daz (€) Z *

Notiamo che, pert =1, ..

dgp (<)

j & A A
= VyGy(zo, 7y +€27) - 77

de
d‘?g(f) T, A ¢ A A T A O A A
5 = V:Gi(x} +ex) 2 i +exiyq) 7 + Vo Gi(xg +exp, 231 + €2i41) - T3
Ponendo £ = 0 si conclude. (]

2.1 Condizionl necessarie

Nella sezione precedente e stato introdotto un Lemma che permette di calco-
lare la derivata di Gdateauz di V?(¢) se dato un cammino interno a ®(zp) in
direzione di A € A. Tuttavia, dato un cammino ottimale r;E: non e garantito
che esso sia interno. Supponiamo che ¢ € ®(xzy) sia un cammino ottimale,
per ricavare condizioni necessarie su tale cammino sono necessarie le seguenti
ipotesi:

Ipotesi 2.4. Supponiamo che per ognit = 0,1, ...:
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o _: * : oy .
e 7., sia un punto interno di I'y(zy),

o esista g, > () tale che I?_H e I'y(x) sel||lx — :rf|| G o

Prima di enunciare le condizioni necessarie dobbiamo introdurre un Lemma
che verra utilizzato nella dimostrazione.

Lemma 2.4. (/3] p.4) Supponiamo che &; sia interno a ®(xy) nella direzione
di A e che valga:

P’(z0) = PI(9).
Supponiamo inoltre che valgano (2.2) e (2.3), in modo che sia ben definita
la derivata di Gdteauz dP’(p,\). Allora si ha che:

6P (o, ) = 0.

Dimostrazione. Consideriamo la funzione J : (—&g,€) — R definita come
segue:

J(e) = P?(¢ + el Z q; (€
t=0
Poiché valgono le Ipotesi (2.2) e (2.3) essa € continua e derivabile in (—zg, +&¢)
ed ha un massimo in £ = (0 per il Teorema di Fermat sui punti stazionari si

ha che:

0= [diiJ(g)] = 0PI (¢. \).

=0

L]

Teorema 2.1. (/1] p.17) Sia ¢ = {:1:?} un cammino ottimale, supponiamo
che valgano le Ipotesi (2.4) , (2.2). Allora:

e ¢ soddisfa le Equazioni di Eulero per ognit=1,2, ...

V,Gi_i(zf_, a8) + V.Gi(z?, z?,,) = 0; (2.7)

e Supponiamo inoltre che ¢ sia un piano interno nella direzione di X € A
e che valgano le Ipotesi (2.3). Allora ¢ e X\ soddisfano la condizione di
trasversalita:

lim V,G_ (z2 ,,22) -z} = 0. (2.8)

I——+00
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Dimostrazione. : Siano x € R™ e 7 > 1 un intero. Definiamo il cammino
¢-(z) = {z;} come segue:

;=0 t#T7
Ti= 1 4 =T

Grazie alle Ipotesi (2.4) esiste &, > 0 tale che ¢ + ex € T,_i(2%_,) e

22, , € I';(z? + ez) per ogni ¢ € (—&,,+€,), questo equivale a dire che ¢
¢ un cammino interno nella direzione di ¢,(x). Si ha inoltre che per il cam-

: Y : : : dq! . :
mino ¢ € ®(zy) e la direzione ¢.(z) la serie ) 2/ qu(E:' ¢ uniformemente

convergente essendo 1 suoi termini tutti nulli tranne il 7-esimo, infatti:

— dgj (¢) d i d .3 \ Qi (7 B 4 i (Prex. o®
Z t\=) _ Z ;G}:”.(If, zd )+—Gl_ (=2, ;rf—I—EI)—I—EGf.(If—I—E;r, AT

Tale termine risulta essere finito in quanto per ogni € € (—&,, +£;) si ha che

;r?r_“ +ex € I,_1(z?_,) C X,. Per ¢ abbastanza piccolo si ha che tali punti

sono interni a X, in cui G*f (z,y) e differenziabile. Questo dimostra che per
o € ®(x) e ¢,(x) vale (2.3) e quindi & possibile calcolarne la derivata di
Gateauz.

Grazie al Lemma (2.4) e poiché il cammino ¢ ¢ ottimale e interno si ha:

= vyci—l(If—la If) %+ VG, Ierl) -z =0.

=0

[dﬁ’j (¢ + ()
de

Per I'arbitrarieta di x e 7 segue (2.7).

Dimostriamo ora (2.8). Supponiamo che ¢ sia un cammino ottimale interno
nella direzione di A € A e supponiamo che valgano le Ipotesi (2.3) per tale
cammino e tale direzione. Date tali ipotesi, per il Lemma (2.3) si ha che:

o0

VyGé(mm -T?) 2y + Z(VIGg(mf’, I?H) oy + vyG‘g—(I?-. Ifﬂ) ‘ $?+1) = 0.

t=1

Dall’equazione (2.7) otteniamo tuttavia che, per ogni 7 = 2,3...:

vyGi—l(If—la %) 2} Z(vxaf(mi Iil) 27+ VHG‘E(I?, -T?H) ; $i+1) = 0.

=T
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Facendo tendere = — 400 si ottiene:

~ i (2? . 2P . =
lim V.G (2l 22 a2 =0.
T—+00

L]

Osservazione 2.7. In alternativa la condizione di trasversalita (2.8) puo
essere riscritta in virtu delle Equazioni di Eulero (2.7):

: (@ 22 ). A —
lim V.Gl (z?,z7,,) z2=0.
T—+00

2.2 Condizioni sufficienti

Vediamo ora che sotto alcune ipotesi di convessita le Equazioni di Eulero e
la condizione di trasversalita sono anche condizioni sufficienti per Equilibri
di Nash. Considereremo sempre il problema nella forma (2.4).

Ipotesi 2.5. Supponiamo che per il problema (2.}) valgano le sequenti per
ognit e per ogni j € J:

e GJ(x,y) sia concava e differenziabile;
o ®(xg) sia un insieme convesso;

; 6 — B _
o X, sia un sottoinsieme di R} = {(z1,...,z,) t.c. z; 20,i=1,... n},

o per ognii =1, ...,n si abbia OG) /0z; > 0.

Teorema 2.2. (/1] p.18) Sia ¢ € ®(xg) un cammino ammissibile che soddisfi
le Equazioni di Fulero (2.7) e la condizione di trasversalita (2.8). Se valgono
le Ipotesi (2.5) allora ¢ é un cammino ottimale.

Dimostrazione. Consideriamo un qualsiasi cammino ammissibile ¢ = {z;} €
®(z). essendo G concava e differenziabile per ogni ¢ = 0, 1... si ha:

-~

G‘:ﬁﬁ Ifﬂ)_Gg(ﬂ?h 17!+1) = VEGf(mf, Ifﬂ)‘(-ff_-xt)JrvyGf (If, Ifﬂ)‘(mfﬂ _It+1)-

Essendo la disuguaglianza vera per ogni ¢, si ha:

5r(‘f5a ff?) = Gé(It}aIﬁ) —Gﬁ(Imiﬂl)JFZ;l] Gg(:ﬂ?ﬂIf—l—l) —Gf(fﬂz-.fﬁrﬂ) >
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el

N T - 2 % 4
::n ?IGf (If If+1) * (I[fp — It) 5 VyGf (If If+1) : (Ii—l — L1 ):

Grazie alle Equazioni di Eulero (2.7) il termine con t = 7 — 1 € 'unico che
rimane alla destra della disuguaglianza:

A (P ) 2 VyG‘i_l(in_l, %)~ (22— 25).

Sempre per (2.7) con t = T:

A (@, ¢) = —V.Gi(x?,2%,,) (af —a,).

Ora. essendo z, un vettore ad entrate non negative e poiché 9GJ/dz; > 0
per ogni? = 1....n:

DB, ¢) > —V,Gi(a8,a,,) - 22,
A questo punto il cammino ¢ soddisfa la condizione di trasversalita (2.8):

o~

. o . 7 5 ol A .
Jim Ar(pp) 2 lm —VoGi(a7,27,,) 27 =0.
Questo dimostra che ¢ € un cammino ottimale, essendo:
PI(¢) — P'(p) = lim Ar(p,¢) 2 0.
T—+00

Ci10 conclude la dimostrazione. []



Capitolo 3

(z1ochi potenziali

In questo Capitolo vedremo due tipi di giochi potenziali dinamici, si tratta
di giochi in cui e possibile individuare un problema di controllo ottimo le cui
soluzioni sono Equilibri di Nash. Richiamiamo la Definizione (1.9) di gioco
potenziale.

Definizione 3.1. Un gioco dinamico si dice potenziale se esiste un problema
di controllo ottimo la cui soluzione ¢ un Equilibrio di Nash per tale gioco.

Come gia notato nei Capitoli precedenti la ricerca degli equilibri per un
gioco comporta la soluzione di N diversi problemi di controllo ottimo. Vi
sono due principali vantaggi nell’identificare giochi potenziali: in primo luogo
anziché dover risolvere N problemi ¢ sufficiente risolverne uno solo, inoltre
'esistenza di soluzioni di equilibrio e garantita dall’esistenza di soluzioni per
tale problema.

3.1 Giocl potenziali tramite problema inver-
SO

In questa Sezione identificheremo un primo tipo di giochi potenziali tramite
quello che viene chiamato problema inverso, introduciamo tale metodo. Ge-
neralmente in ottimizzazione si cerca di massimizzare/minimizzare una certa
funzione e ricavare le soluzioni che la rendono ottima, si tratta in questo
caso di un problema diretto. Al contrario in un problema inverso e necessario
ricavare una funzione i cui massimi/minimi sono soluzioni prefissate. Nel no-
stro caso vorremmo ricavare una funzione (il potenziale) i cui massimi siano
soluzioni di equilibrio. Nel gioco che considereremo il numero di giocatori e
la dimensione dello spazio degli stati coincidono. Considereremo il seguente
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210C0: )
({¥;}ieq:{Fi}ieas J)- (3.1)

L'insieme J = {1,...,n} indica I'insieme dei giocatori, ¥; indica le strategie
del giocatore j-esimo mentre P; ¢ il payoff di questo giocatore. Analogamente
al Capitolo 2 l'insieme ®(z,) ¢ formato dai cammini ammissibili fissato lo
stato iniziale xg. I payoff f"j . ®(x9) — R sono espressi in funzione della
dinamica:

Pi(¢) = Gi(af,xd). (3.2)

Ricordiamo che. se I;E:‘ e una soluzione di equilibrio e {Z; };en € la dinamica
indotta da tale equilibrio, allora {Z;},cn € soluzione del seguente problema
di controllo ottimo per ogni j € J:

max ﬁ’j(qﬁ) (3.3)

deED(xp)

Supponiamo che valgano le Ipotesi (2.2), (2.3) e (2.4) formulate nel Capitolo
2'; in questo modo, se {#;};en € soluzione di (3.3) allora per il Teorema (2.1)
sono verificate le Equazioni di Eulero per ogni t =1.2,..., per ogni j € J:

VG (Fs_1, %) + VG (&, $441) = 0. (3.4)

Inoltre sempre per il Teorema (2.1) ¢ verificata per ogni j € J la condizione
di trasversalita:
lim vng_l(iI_lj .'i?t) . .'f-'t =) (35)

L—-00

Ipotesi 3.1. Supponiamo che il gioco (3.1) rispetti le sequenti ipotesi:

1) linsieme degli statt X; C R™ € non vuoto, semplicemente connesso ed
aperto perogna t=0,1,...;

2) il payoff istantaneo GJ(x,y) é di classe C* in entrambe le variabili per
ogni 3 € J eper ognit =0,1....;

3) linsieme delle strategie V; che consideriamo permette al giocatore j-
esimo di influenzare solo la componente j-esima x|, della dinamica,

questo significa che scegliendo ! il giocatore sceglie -~

o =>FfH @A) Yi=0,....m

1Si tratta delle ipotesi che garantiscono la differenziabilita di P; nel senso di Gateaux.
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Osservazione 3.1. Ricordiamo che la dinamica del gioco € determinata dalla
funzione:

Lagpl — ft(iﬂn 71!’111 Cae s I.f"’;l)

Essendo f; una funzione a valori in R"™ indichiamo con f; la sua compo-
nente j-esima, analogamente Ig indica la componente j-esima di x;. Una
consequenza importante dell’Ipotesi (3.1.3) € che variazioni di strategia per
il giocatore j-esimo comportano variazioni soltanto nella componente j-esima
x] della dinamica.

Indicheremo con ¥ = ¥y X --. X ¥, l'insieme delle multistrategie con ¥;
come nell'Ipotesi (3.1.3). Dati i payoff istantanei G} : X; x X;.1 — R di
classe C*con j € Jet=0,1,... & possibile definire le successioni di funzioni

{a,(z,y) }ien € {bi(z,y) }ien- di classe C' come segue:

0G, (z,y)/0y" - - - 0G} (z,y)/0y" |: (3.6)

— =

ﬂt(ma y) :

oG, (z,y)/0z" - - - OG}(z,y)/O0x"™|. (3.7)

=

I

bt(mﬂy) :

Ipotesi 3.2. Date le funzioni a; e by appena introdotte supponiamo che
valgano le sequenti ipotesi per ognit =0,1,.. .. ;

1) Viay(z,y) = [Vybi(z,y)] ;

n O0G_i(zy) , n 9G] (z.y) : ;
LI t\EY) 3.9
2) le forme ijl — 5y diy’ e Ej=1 L an sono chiuse, ?SSEHGED X,

aperto e semplicemente connesso le due forme introdotte risulteranno

esatte.

Osservazione 3.2. Consideriamo la multistrategia di equilibrio IE’ e Ve
il cammino {Z;}1en indotto da . Grazie all’equazione (3.4) il cammino
{Zi}ien € soluzione della sequente equazione per ogni j € J:

Gy oG’
5‘yj .' dx j

(£, Ze41) = 0. (3.8)

Ora € facile dedurre da (3.8) che, per come sono definite a;(x,y) e by(x. y)
il cammino {Z,}ien € soluzione della sequente equazione:

"
A

Fy(Z4-1, T4, T141) = @p—1(ZTi—1, Z1) + by (&4, Te41) = 0. (3.9)

Partendo dall’equazione (3.9) mostreremo come sia possibile identificare un
gioco potenziale risolvendo un problema inverso. Il nostro obiettivo ¢ quello






