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Sommario

La presente tesi si propone di implementare numericamente un modello accop-
piato di deformazione con danno e diffusione di fluidi — in mezzi porosi totalmente
saturi — al fine di studiare la frattura di terreni e rocce soggetti a sollecitazioni
esterne o flussi.

Il modello matematico si basa sull’equilibrio statico delle miscele dalla teoria di Biot,
considerando la tensione efficace dipendente dalle proprieta elastiche e dal grado di
danneggiamento del mezzo poroso, a cui viene accoppiata la legge di bilancio della
fase fluida, considerando la permeabilita del materiale dipendente dalla variabile di
danno.

I1 modello costitutivo utilizzato per descrivere la frattura del materiale ¢ quello di
danno continuo ed isotropo, che utilizza due criteri di danneggiamento: il primo ba-
sato sulla massima tensione volumetrica a trazione e compressione; il secondo sulla
sola tensione principale massima. Oltre alle condizioni di Karush-Kuhn-Tucker per
la descrizione delle fasi di carico e scarico, si considerano due leggi evolutive di danno
con hardening o softening, rappresentate da equazioni bilineari ed esponenziali.

La soluzione numerica del problema accoppiato alle condizioni iniziali ed al contorno
é ottenuta attraverso il metodo agli elementi finiti, con ausilio di elementi tridimen-
sionali misti per 'integrazione nello spazio. L’integrazione temporale é affidata allo
schema di Eulero implicito, il quale viene inserito in un algoritmo numerico alla New-
ton—Raphson per la soluzione del problema non-lineare.

Da questo modello numerico € stato quindi sviluppato un codice di ricerca in am-
biente MATLAB, ed infine — attraverso alcuni casi di riferimento ed applicazioni

pratiche — & stata verificata la validita e Uefficacia della procedura implementata.
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Introduzione

Motivazione e scopo della tesi

La frattura idraulica riveste un ruolo fondamentale nell’ingegneria petrolifera per
la sua capacita di potenziare la produzione di giacimenti di petrolio e gas. Questa
caratteristica ha suscitato notevole interesse sia a livello industriale che accademico,
al punto che si sono sviluppati numerosi approcci di modellazione mirati a simulare
la frattura indotta da fluidi pressurizzati. Nello specifico, tra gli approcci pit si-
gnificativi — oltre al classico metodo agli elementi finiti (FEM) (Hughes, 2012) —
si individuano il metodo degli elementi finiti estesi (XFEM) (Lecampion, 2009), il
metodo degli elementi finiti generalizzati (GFEM) (Gupta & Duarte, 2014), il me-
todo degli elementi discreti (DEM) (Thallak, Rothenburg & Dusseault, 1991) e il
metodo della peridinamica (PEM) (Turner, 2013). Tuttavia, tali metodologie pre-
sentano alcune limitazioni in termini di applicabilita; infatti — pur ricorrendo a dati
microsismici per monitorare la configurazione delle fratture — spesso non riescono a
determinare con precisione le micro-fessure causate dal danneggiamento della roccia.
La meccanica del danno continuo (CDM) (Valko & Economides, 1994) — a differen-
za di quella delle fratture — identifica la perdita di rigidezza come causa di questo
danneggiamento.

Concentrando 'attenzione sulla meccanica del danno anziché su quella della frat-
tura, la presente tesi si propone di implementare un modello accoppiato per lo studio
della frattura in mezzi porosi saturi sottoposti a sollecitazioni esterne o flussi (Fig. la
e 1b). Questo approccio non si limita alla sola ingegneria petrolifera, bensi si estende
a tutti i campi in cui il danneggiamento dei terreni o delle rocce € influenzato dai
processi associati al fluido e dall’interazione tra questa fase e quella solida (Fig. 2a
e 2b). In particolare, I'iniezione di fluidi ad alta pressione provoca un aumento della

pressione nei pori vicini alla sorgente con conseguente danneggiamento del mezzo,
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generalmente accompagnato dalla formazione di micro-fessure. A loro volta, queste
non determinano solamente una perdita di rigidezza del materiale, ma anche un au-
mento della sua permeabilita. Allo stesso modo, le sollecitazioni esterne generano
sovrappressioni e concentrazioni di tensioni, tra le principali cause di danneggiamen-
to della matrice solida. Questi effetti consentiranno una descrizione approfondita e
una comprensione dettagliata dei risultati delle analisi condotte su specifici modelli
attraverso l'utilizzo del codice di calcolo agli elementi finiti. Dopo essere stato svi-
luppato teoricamente, questo codice ¢ stato implementato in MATLAB.

La scelta di adottare MATLAB come linguaggio per la presente ricerca é motivata
da diverse ragioni. Innanzitutto, presenta una struttura basata su array che facili-
ta 'implementazione di modelli matematici espressi in forma matriciale e vettoriale,
rendendo gli algoritmi piu semplici ed efficienti rispetto ad altri linguaggi di program-
mazione. Inoltre — essendo un sistema interattivo — consente di scrivere programmi
tramite istruzioni chiare e succinte. In aggiunta, tali programmi possono essere scrit-
ti in parallelo, consentendo I’esecuzione simultanea del codice su piu core e portando
ad una significativa riduzione dei tempi di soluzione, particolarmente vantaggiosa

per modelli numerici di dimensioni considerevoli.

(a) Provino soggetto a sollecitazione (b) Provino soggetto a iniezione
(GEOSISM, nd). (Wu et al., 2018, p. 251).

Figura 1: Esempi di mezzi porosi danneggiati.
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(a) Costruzione di viadotti («Viadotto Sfalassa», 2020).

b) Costruzione di gallerie («Traforo Monte Bianco», 2023).

Figura 2: Esempi applicativi.

Organizzazione della tesi

La struttura della tesi riflette il percorso compiuto, partendo dalla definizione
delle basi teoriche e procedendo con l'individuazione dei modelli costitutivi e della
soluzione numerica, fino ad arrivare all’implementazione e all’applicazione del codice
di calcolo per lo studio della frattura in mezzi porosi saturi.

I primi tre capitoli approfondiscono la teoria alla base del problema accoppiato
di deformazione, considerando il danno e la diffusione di fluidi, due aspetti che —
come vedremo — sono strettamente connessi tra di loro.

Nel primo capitolo, si definiscono le leggi di equilibrio e di bilancio della massa che
regolano l'interazione tra le fasi solida e liquida di un mezzo poroso completamente
saturo. Inizialmente riferite al mero problema elastico, queste leggi di bilancio ver-
ranno successivamente aggiornate (Cap. 3) considerando il contributo della variabile
di danno, introdotta e descritta nel Cap. 2. Questo capitolo prosegue con la spiega-
zione dei modelli costitutivi, distinguendoli in due categorie sulla base del criterio di

danneggiamento su cui si fondano: tensione volumetrica a trazione e compressione
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e valore massimo di tensione. Per entrambi i tipi di modelli, si sono individuate le
equazioni evolutive di danno bilineari ed esponenziali con hardening e softening.
Nel terzo capitolo, si determina la soluzione numerica del problema accoppiato. Le
equazioni governative definite nel Cap. 1 vengono aggiornate — al fine di tener con-
to del contributo della variabile di danno — e riformulate dapprima in forma forte
o differenziale e successivamente in forma debole o integrale. Le forme variazionali
risultanti vengono discretizzate nello spazio attraverso il metodo agli elementi finiti
e nel tempo tramite lo schema di Eulero implicito. Poi, le equazioni vengono li-
nearizzate e riscritte in forma matriciale. Infine, la soluzione ¢ determinata tramite
I’applicazione dello schema iterativo di Newton-Raphson.

Il quarto capitolo fornisce una breve descrizione dell’implementazione del codice
di calcolo agli elementi finiti in ambiente MATLARB, riflettendo lo schema del soft-
ware in pre-processore, processore e post-processore. E’ importante notare che il
programma permette analisi sia in piccole che in grandi deformazioni, ma nella tesi
si approfondiscono esclusivamente le prime. Inoltre, nel codice sono presenti altri
modelli costitutivi — simmetrici a trazione e compressione — che perd non sono
stati analizzati.

Nel quinto capitolo, il codice di calcolo viene validato confrontando i risultati
ottenuti riproducendo ’esempio presente nell’articolo di Yi et al. (2019), basato a
sua volta sul confronto con l'esperimento pratico svolto da Wu et al. (2018) su un
campione di carbone forato inserito in una roccia.

Nel sesto capitolo si presentano i risultati ottenuti applicando il codice a diversi
esempi numerici. Il primo di questi esempi riguarda ’applicazione di una sollecitazio-
ne di trazione alla sommita di una colonna. Questo tipo di sollecitazione provochera
lo sviluppo di reazioni vincolari alla base che — come verra mostrato — si opporran-
no al carico fino al raggiungimento della condizione di rottura. Inoltre, si osservera
una deformazione nella direzione di applicazione del carico, la quale sara compensata
dall’ingresso di un volume equivalente di fluido. Infine, si dimostrera che la condi-
zione di carico applicata portera allo sviluppo di micro-fratture che comporteranno
un aumento della permeabilita.

Il secondo esempio, invece, concerne l'iniezione di fluido lungo il fianco di una la-
stra. Le analisi eseguite mostreranno innanzitutto che questa condizione di carico

determinera un aumento della pressione nei pori vicini alla sorgente, con conseguente



INTRODUZIONE )

danneggiamento degli elementi finiti. Inoltre, verra illustrata la maggiore sensibilita
delle analisi compiute con un modello di softening rispetto a quelle ottenute con
un modello di hardening. Questo confronto permettera di verificare che nel caso di
softening il materiale perde progressivamente la propria resistenza, mentre nel caso
di hardening mantiene una certa rigidita. Questa peculiarita si riflettera nel danneg-
giamento e, di conseguenza, anche nello spostamento dei nodi sommitali.

Il terzo esempio consiste nell’iniezione di fluido attraverso lo spigolo verticale di un
quarto di cubo forato. Questo caso rappresenta ’evoluzione tridimensionale del mo-
dello utilizzato per la validazione del codice di calcolo, consentendo cosi di verificare
I’accuratezza del codice non solo su esempi bidimensionali, ma anche su casi tri-
dimensionali. L’applicazione della suddetta sollecitazione comportera un aumento
della pressione nei nodi circostanti la zona di iniezione, con conseguente danneggia-
mento degli elementi finiti. In particolare, questo consentira al fluido di penetrare
all’interno del modello e di dirigersi verso le superfici permeabili con una velocita
che — come verra mostrato — sara proporzionale alla distanza dalla sorgente di
applicazione della sollecitazione.

L’ultimo esempio riguarda l’applicazione di una sollecitazione di compressione ad
una parte della superficie laterale di un cilindro, al fine di replicare le condizioni di
una prova brasiliana. Le analisi condotte evidenzieranno innanzitutto I’alternanza
di zone soggette a compressione e a trazione lungo la verticale dei nodi parallela
alla direzione del carico applicato. Inoltre, si notera lo sviluppo del danneggiamento

lungo la stessa verticale.






Capitolo 1
Leggi di bilancio

Questo capitolo si propone di delineare le leggi di bilancio che governano l'inte-
razione tra le fasi solida e liquida di un mezzo poroso completamente saturo. Inizial-
mente definite in maniera distinta, queste leggi vengono successivamente combinate
tramite I'applicazione della teoria delle miscele. Inoltre, si assume il moto caratte-
ristico della fase solida come riferimento per descrivere il comportamento della fase
liquida. La formulazione matematica riprende quella proposta da Andrade e Borja
(1995).

Prima di procedere nella trattazione, si fanno alcune precisazioni in merito a nota-
zioni e simboli usati non solo in questo capitolo ma anche in quelli successivi. Nello
specifico si ha che: le lettere in grassetto indicano tensori e vettori; il simbolo ‘-’
denota un prodotto interno di due vettori oppure una singola contrazione degli adia-
centi indici di due vettori; il simbolo ‘:” esprime un prodotto interno di due tensori del

secondo ordine oppure una doppia contrazione degli adiacenti indici di due tensori

di rango due o superiore; il simbolo ‘®’ indica un prodotto tensoriale.

1.1 Equilibrio del momento lineare

Si considera un moto ¢y : % — R™s di un corpo solido saturo d’acqua & C R"s e
un insieme % di condizioni al contorno continue a tratti tali che % C %, si considera
inoltre un moto del fluido pari a qﬁ{ : BI — R™d_ che potrebbe differire da quello
del solido nel caso di infiltrazione nella regione satura & C %f. Definito con n il

vettore unitario normale alla superficie della regione deformata ¢(% ), il tensore di
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tensione totale di Cauchy risulta dato dalla seguente espressione:
F=0°+o’, (1.1)

dove o® e of rappresentano i tensori parziali di Cauchy delle tensioni intergranulari
e del fluido, rispettivamente.
In assenza di forze inerziali, si definisce la seguente equazione di equilibrio della

fase solida in forma integrale:

/ ps(l—cp)gdv—i—/ hsdv+/ o’ -nda=0; (1.2)
(%) (%) (%)

riscrivendo ’equazione appena definita in forma forte, si ottiene:
ps(l —)g+h°+dive®=0, (1.3)

dove ps € la densita di massa dei grani solidi, ¢ & la porosita del solido — definita
come il rapporto tra il volume dei vuoti e quello complessivo della miscela —, g é
il vettore dell’accelerazione di gravita, h® indica le forze di filtrazione per unita di
volume causate dalla resistenza al trascinamento della fase fluida sulla matrice solida
e div é 'operatore di divergenza spaziale.

Passando poi alla fase liquida, le equazioni di equilibrio nelle forme integrale e

forte sono date rispettivamente da:

/ pfgpgdv—i—/ h' dv—i—/ ol -nda=0, (1.4)
é:(%) é:(%) 0¢:(%)

prpg+h! +dive’ =0, (1.5)

dove py ¢ la densita di massa del fluido e h' indica le forze interne per unita di
volume che — esercitate dal solido sul fluido durante il processo di filtrazione —
sono tali che h*+h/ = 0. A partire da quest’ultima considerazione e sommando
le equazioni di equilibrio delle fasi solida (1.2) e liquida (1.4), si ricava la seguente

equazione per il corpo solido saturo:

/ pgdv+/ o -nda=0, (1.6)
o (%) 0Pt (%)
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che riscritta in forma forte risulta:

pg+dive =0, (1.7)

dove p equivale alla densita di massa del solido saturo che, in particolare, ¢ data

dalla seguente espressione:

p=ps(1 =) +psp. (1.8)

L’equazione di equilibrio complessiva (1.6) — con riferimento alla configurazione

indeformata — puo essere riscritta nelle forme integrale e forte come segue:

/%poGdV—l— M/P-NdA:O, (1.9)
p0G+DIVP=0, (1.10)

dove G = g e pg=Jp rappresentano, rispettivamente, il vettore delle accelerazioni
gravitazionali e la densita di massa nella configurazione iniziale. Inoltre, P ¢ il primo
tensore totale di Piola-Kirchhoff, che si ottiene dalla decomposizione additiva degli
omonimi tensori parziali P* e Pf che — a loro volta — derivano dalle tensioni

intergranulari e del fluido. In particolare, si ha:
P=J& F'=J(c°+o/) - F =P+ P/, (1.11)

dove J é lo Jacobiano del gradiente di deformazione F' del moto ¢ rispetto ad un

punto X della configurazione indeformata, ossia:

_99.

J—det(F): F=2%
et(F); 0X

o=X+u, (1.12)
con u campo di spostamenti della fase solida. Il tensore P puo essere riscritto anche
tramite ’equazione della tensione efficace di Terzaghi, secondo cui la tensione totale
puo essere definita come la somma della tensione efficace e della pressione del fluido;

pertanto, si ha:

- )22
P=P+—, (1.13)
2
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dove P ¢ il primo tensore efficace di Piola-Kirchhoff, che ¢ legato al tensore parziale
Ps dalla relazione P*= P+(1/p—1)P/; inoltre, il rapporto P/ /¢ rappresenta il ten-
sore delle tensioni del fluido per unita di volume di vuoti rispetto alla configurazione
indeformata.

Essendo le definizioni precedenti fondate su un’equazione di trasformazione asso-
ciata allo spostamento u della fase solida, si ha che il fluido che riempie i vuoti nel
punto ¢(X,t) potrebbe non essere lo stesso della configurazione iniziale ¢(X,0); du-
rante il moto, infatti, il fluido potrebbe spostarsi dentro o fuori rispetto alla matrice
solida, ragion per cui la massa complessiva della miscela non risulta necessariamente
conservata (Fig. 1.1).

Al fine di comprendere meglio le implicazioni degli effetti della diffusione sulle
densita di massa, si considera un elemento infinitesimo di porosita ¢g e di volume
dV; di conseguenza, se il volume iniziale dei vuoti ¢ ¢gdV, quello del solido risulta
(1 — ¢p) dV ma — non appena deforma — quest’ultimo diventa pari a dv=.JdV.
Ipotizzando poi che la fase solida sia incomprimibile, si ha la conservazione del suo
volume mentre quello dei vuoti diventa duv—(1—¢g) dV, per cui la porosita puo essere
riscritta nel modo seguente:

_JAV—(1-po)dV _, (1=
Jdv J

(1.14)

Si puo quindi concludere che la densita di massa totale e la porosita del solido variano

con la deformazione tramite J.

Figura 1.1: Moti delle fasi solida ¢(X,t) e liquida ¢f(X,t) nell'istante temporale t. La
massa totale della miscela in dV non si conserva in J dV.
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1.2 Bilancio di massa

Le masse delle fasi solida e fluida che costituiscono il continuo nella configurazione

deformata ¢(% ) sono date dalle seguenti equazioni:

msz/ ps(l—¢)dv; mf:/ predu. (1.15)
oue(%) ou(%)

Applicando la legge di conservazione della massa, le derivate delle espressioni appena
definite rispetto al tempo risultano nulle.
Per la fase solida si ha:

dlma) _ ps=e)] oo
_/¢t(”Z/){ ot +div [ps(1—¢) ]}d 0; (1.16)

localizzando 'espressione appena definita, si ottiene:

Aps(1-¢)]

5 +div [ps(1—p)v] =0, (1.17)

dove v ¢ la velocita caratteristica della fase solida.

Per il fluido, invece, si hanno le seguenti equazioni:

d(my) / {3(Pf90) . s }
= +div v dv=0, 1.18
o o Lt (prev’) (1.18)
a(gésp)—l-div(pf(p’vf)—(), (1.19)

dove v/ equivale alla velocita intrinseca della fase fluida.

Sommando le espressioni appena ottenute per le fasi solida (1.17) e liquida (1.19),
si ricava la seguente equazione differenziale di conservazione della massa per il mezzo
solido saturo:

)
£+div(ps(l—¢)v+pf@vf)20. (1.20)

Ipotizzando poi che entrambe le fasi siano omogenee e incomprimibili, le densita
del solido ps e del fluido py possono essere eliminate dalle rispettive equazioni di con-

servazione della massa (1.17, 1.19); di conseguenza, I’equazione appena determinata
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si riduce nella seguente:
div [(1—@)v]+div(ev’)=0. (1.21)

Definita inoltre una velocita superficiale o di Darcy w? = gp(vf —v) — che rappresenta
la velocita del fluido nell’unitd di volume deformato ed é generalmente provocata
da un potenziale fluido IT in ¢4(#) — l'equazione appena determinata pud essere

riscritta come segue:
divo+divw§=0. (1.22)

Si precisa che quest’ultima equazione € soggetta ad alcune condizioni, ossia:

e II ¢ nullo nella porzione d¢Y di superficie danneggiata d¢;(%) mentre la parte
rimanente presenta un flusso volumetrico pari a w? -n = —q, con n vettore

unitario normale a 0¢(Z) e q positivo se viene fornito al sistema,;

e conservazione della quantita di moto.

1.3 Bilancio energetico

Il bilancio di energia — meglio noto come prima legge della termodinamica —
consente di definire le funzioni energetiche che saranno alla base delle leggi costitutive
del materiale.

Siano e, ed ey le funzioni di energia interna per unita di massa delle fasi solida
e fluida, rispettivamente. Ignorando I’energia cinetica e la potenza non meccani-
ca e supponendo validi l’equilibrio di momento (1.10) e il bilancio di massa (1.22)
precedentemente definiti, & possibile determinare i bilanci energetici delle due fasi.

Per il solido, si ha la seguente espressione:

d/ ps(1—p)es dv:/ ps(1—p)g-v dvt+ h?-vdvt o’:v®enda;
dt Jou) (%) o1(%) d6u(2)

(1.23)
localizzandola, si ottiene:

ps(l—plés=0°:d, (1.24)
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dove d rappresenta il tensore del tasso di deformazione definito come d=symm(l),
con l=gradv gradiente di velocita spaziale.

Similmente, per il fluido si hanno le seguenti equazioni:

d
T pfgpefdv:/ pfcpg-vfdv—l—/ hf-'vfdzH—/ ol v onda,
(%) (%) (%) 0 (%)
1.25)
pfgoéfzaf:df, (1.26)

dove df =symm(lf) e I/ =gradv’.
Sommando i contributi delle fasi solida (1.24) e liquida (1.26), si ricava il seguente

bilancio energetico complessivo:
pé=0c°:d+o’:d’, (1.27)

dove € costituisce il tasso di energia interna del mezzo solido saturo ed & dato dalla

seguente espressione:

ps(l—p)és+prpéy
p

e= (1.28)

In diversi casi — essendo il dominio di integrazione della funzione fisso — risulta
conveniente esprimere il bilancio energetico in forma materiale. Applicando I'opera-
zione di pushed forward al tensore P, ¢ possibile definire il tensore totale di Kirchhoff

nel modo seguente:

F=Jo=P F'; (1.29)

inoltre, scomponendolo nelle fasi solida e fluida e — se possibile — anche in termini
di tensione efficace T e ipotizzando che il fluido sia perfetto — ossia incapace di

generare sforzi di taglio —, il tensore 7 pud essere riscritto come segue:
. T/
2

dove 6 & la pressione dei pori di Kirchhoff (compressione positiva) e I ¢ il tensore

identita del secondo ordine. Applicando il moto inverso ¢} = (¢;)~! al tensore P, e
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possibile ricavare il secondo tensore totale di Piola-Kirchhoff, ossia:
S=F1'.P=F' 7. F'=JF'.6.-F", (1.31)

da cui — tramite un’ulteriore decomposizione additiva nelle fasi solida e fluida — si

ricava:
S=8§-6C!, (1.32)

dove S e C rappresentano, rispettivamente, il secondo tensore totale efficace di
Piola-Kirchhoff e il tensore destro di Cauchy-Greeen che, in particolare, é dato da
C=F!-F. Siricorda che F ¢ stato precedentemente definito (1.12) come il gradiente
di deformazione del moto della fase solida ¢(X, ).

Assumendo Ey(X,t) =es(x,t) ed Ef(X,t)=ef(x,t) con z=¢(X,t), i bilanci di
energia per le fasi solida (1.24) e fluida (1.26) possono essere riscritti nella seguente

forma materiale:

1 . . 1 .
p5(1—¢0)E5:Ts:dE§SS:C; psJ—(1—¢o)] Ef:Tf:dfzgsf:Cf.

(1.33)

Sommando i contributi delle due fasi, il bilancio energetico complessivo precedente-

mente definito (1.27) assume la seguente formulazione:
et dart df = Lgs G ler.of
JpE=71°:d+71':d :5.5' :C—|—§S :C7 (1.34)

dove la quantita JpFE rappresenta la potenza meccanica per unita di volume iniziale
del mezzo solido saturo ed F é un’energia ricavata come media volumetrica nel modo

seguente:

ps(1—=po)Es+py[J—(1—p0)| Ef

E=
Jp

é. (1.35)

Se finora si sono definiti i bilanci energetici in termini di tensioni parziali, in
ambito geotecnico é preferibile esprimerli attraverso le tensioni efficaci; questa predi-
lezione & dovuta al fatto che — nell’ipotesi di incompressibilita dei grani solidi e del

fluido — ¢ possibile affermare che la somma delle potenze meccaniche delle tensioni
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parziali eguagli la potenza meccanica delle tensioni efficaci rispetto alla deformazione

della matrice solida, ossia:

JpE:T:d. (1.36)

1.4 Disuguaglianza di dissipazione in forma ridotta

Sia Z la funzione di dissipazione locale per unita di volume della matrice solida
associata al punto X € # e sia U la funzione di energia libera, anch’essa definita
per unita di volume della matrice solida. Ignorando la potenza non-meccanica e
la produzione di energia cinetica, la seconda legge della termodinamica assume la

seguente espressione:

dv 1 A
— . _—_— = — . —7> . .
F=7id——r=28:C—— >0 (1.37)

Nel caso di materiale elastico, si ha dVU/dt=J pE e 7=0.

Si nota che ¢ pitt opportuno esprimere le equazioni costitutive in termini di tensio-
ni efficaci. I modelli costitutivi che ne derivano sono sviluppati senza considerare la
presenza o ’assenza di acqua nei vuoti del terreno e, conseguentemente, replicano le
risposte di suoli asciutti oppure di quelli saturi d’acqua che deformano in condizioni
completamente drenate. L’impiego del tensore 7, inoltre, permette di determinare
I’energia libera W a partire da un determinato volume di terreno indeformato; per-
tanto, questo costituisce un vantaggio rispetto alle formulazioni basate sulle tensioni
parziali poiché non & necessario conoscere il moto del fluido per definire la risposta

del suolo.






Capitolo 2

Modelli costitutivi

Questo capitolo discute i modelli di danno continui che si distinguono principal-
mente in due categorie, a seconda che assumano come soglia di danno la norma delle
sollecitazioni di tensione/deformazione o il massimo valore di tensione principale.
Questa suddivisione non influenzera solamente 1’organizzazione di questa sezione ma
anche quella inerente il codice di calcolo vero e proprio (Cap. 4), poiché quest’ultimo
¢ implementato anche grazie alle nozioni teoriche esposte di seguito.

Si precisa che la formulazione matematica riprende quella proposta dal professore
Jean Lemaitre (2012) nonché quella presentata dal professore Oliver Xavier nel corso

di meccanica computazionale dei solidi disponibile online (2007).

2.1 Introduzione

L’approccio che viene utilizzato nell’analisi dei diversi modelli di danno ¢ di tipo
fenomenologico. Si considera un materiale sottoposto ad una tensione di trazione
o data dal rapporto tra la forza F' esercitata e 'area S della sezione trasversale
di applicazione (Fig. 2.1); si suppone di incrementare suddetta forza fino ad un
valore tale per cui possibili difetti interni alla struttura del materiale comportino la
formazione di fratture. Indicati con S; la superficie danneggiata, E il modulo di
Young ed € la deformazione, si ricavano la sezione S = S— Sy e la tensione & = Ee
effettive.

Imponendo l'equilibrio, si ottiene il seguente valore di tensione reale:

S —5a5_ (1 J?)Es:u — d)Ee, (2.1)

17
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L1 Jo=rrs

Figura 2.1: Rappresentazione schematica della sollecitazione applicata ad un generico ma-
teriale e delle conseguenze che ne derivano.

dove d ¢ il parametro di danno che — dipendente dal tempo t — varia tra 0 e 1, valori
corrispondenti rispettivamente ad uno stato integro e completamente danneggiato.
La variabile di danno appena definita cresce sempre per cui il suo incremento —

identificato con d — risulta sempre maggiore o al pitt uguale a 0:

>0 con Sy(t)>0. (2.2)

Inoltre, il danno si sviluppa quando la deformazione o la sollecitazione superano una
soglia iniziale per cui — per valori inferiori o al piti uguali a tale soglia — il danno
risulta nullo.

Prima di approfondire il modello di danno tridimensionale, si analizza quello
monodimensionale e — a partire dall’equazione costitutiva precedentemente deter-
minata (2.1) — si definisce il modulo secante danneggiato E¢ = (1 — d)E. Dato che
quest’ultimo dipende dal parametro d, il suo valore varia tra il modulo di Young
E del generico materiale — quando il danno ¢ nullo — e 0, quando invece il danno
risulta unitario (Fig. 2.2a e 2.2b ). Passando ora al caso tridimensionale, si individua

il seguente valore di tensione reale:
o=(1-d)C:e=C%e=(1-4d)&F, (2.3)

dove C? & la rigidezza costitutiva secante-tangente.

In ambito termodinamico, ’energia potenziale 9 e il suo incremento 1 sono dati
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o0 fF-———- o0 F————-

(a) Materiale integro. (b) Materiale danneggiato.

Figura 2.2: Grafici tensione-deformazione.

dalle seguenti formule:

Yled(r)=(1 - dr)ole)=(1 — ()3 (e:C:e), (24)
G | Dl de); 05

dove € ¢é la deformazione mentre r & la variabile interna scalare, cui corrisponde un’e-
quazione evolutiva del tipo 7= A(e, r); la grandezza 1)y — dipendente da entrambe
le variabili appena descritte — ¢é l’energia libera associata ad un materiale elastico
lineare ed — essendo una forma quadratica della deformazione — é sempre maggio-
re o al pitt uguale a 0. Nel caso di stato completamente danneggiato, la quantita
(1 — d(r)) si annulla, rivelando I'incapacita del materiale di immagazzinare energia.

Definito il potenziale, si ricava la dissipazione di energia:
D=oc:é—1) Vé; (2.6)
sostituendo ’equazione (2.5) all’interno di quella appena definita, si ottiene:
d(r,7)>0 Veé. 2.7
de ad (r,7) 2 € (27)

D_<U_8¢(€vd(7’))> o OUle,d(r)) ;

Considerando ’equazione evolutiva, il termine a destra e 'incremento di deformazio-
ne si annullano; pertanto, la tensione si ricava sempre derivando 1’energia libera ri-

spetto alla deformazione, come dimostra la seguente equazione costitutiva di validita
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universale:

o= 00 (g - d(r))a%(g’:(m:u —d(r))C:e. (2.8)

2.2 Modelli basati sulla tensione volumetrica

Questi modelli sono caratterizzati dall’avere come soglia di danno la norma delle
sollecitazioni di tensione/deformazione e, di conseguenza, il luogo dei punti che ne

deriva & un ellissoide.

2.2.1 Soglia di danno

Innanzitutto si ricorda che su uno spazio vettoriale la norma é una funzione che
assegna ad ogni vettore una lunghezza positiva, ad eccezione del solo vettore nullo.
Questa definizione viene estesa anche allo spazio delle tensioni o — pitl precisamente
— spazio di Haigh-Westergaard, uno spazio tridimensionale in cui gli assi coincidono

con le tensioni principali che risultano legate dalla seguente relazione:
01202203 (2.9)

La linea retta passante per l'origine dello spazio appena descritto si caratterizza
per il fatto che le tensioni principali coincidono e prende il nome di asse idrostatico
(Fig. 2.3a). Considerando ora un punto di questo spazio — rappresentato da o
— e una matrice positiva M — che é un tensore del quarto ordine — si ricava
7o =Vo:M:o = |o| o che rappresenta la distanza di suddetto punto rispetto
all’origine!. Nello specifico, ogni tensore isotropo del quarto ordine puo essere scritto

nel modo seguente:

a+5>0
M=al1®1+8I con , (2.10)

8>0

dove a e 8 sono due scalari. Il luogo dei punti aventi una medesima distanza 7,

dall’origine ¢ un ellissoide (Fig. 2.3a).

1Si precisa che se la matrice M fosse un tensore unitario, sarebbe piu corretto parlare di distanza
euclidea.
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Passando poi allo spazio delle deformazioni — definito in maniera analoga a
quello delle tensioni e rappresentato nella Fig. 2.3b — la norma della sollecitazione

di deformazione si definisce a partire dalla tensione effettiva come segue:

7.=6|p=VE:M:5=Ve:C:M:C:e=Ve:C*:e=|e|| o, (2.11)

dove C* ¢ un tensore del quarto ordine.

Assumendo M =C™!, si ha:
C'=C:M:C=C:I=C, (2.12)

da cui si ricavano i seguenti risultati:

To=Vo:C~l:0=1/2Gy(o), (2.13)

ngx/s:C:s:\/Zwo(s), (2.14)

dove Gy é l'energia libera di Gibbs mentre g rappresenta l’energia libera elastica
precedentemente determinata (2.4). Ricordando come ¢ stata definita la tensione
reale (2.3), si ottiene la seguente relazione tra le norme delle sollecitazioni di tensione

e deformazione:

To=Vo:Cl:o0=\/(1-d)2:(C:C~1:C):e=(1-d)Ve:C:e=(1—d)7.. (2.15)

g2 €2

g3 €3

(a) Spazio delle tensioni. (b) Spazio delle deformazioni.

Figura 2.3: Spazi tridimensionali.
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2.2.2 Funzioni di danno

Indicata con 7, la generica soglia di danno, nello spazio delle tensioni si definisce

la seguente funzione di danno:

f(avr):Ta*Q(T)a (2'16)

dove ¢(r) ¢ la variabile di hardening che regola la dimensione del dominio elastico,
determinato dai punti in cui f(o,r) risulta minore di 0; ’annullarsi di tale funzione,
invece, permette di individuare i punti appartenenti alla superficie danneggiata? (Fig.
2.4a).

Passando poi allo spazio delle deformazioni, si definisce la seguente funzione di danno:

gle,r)=Te—7. (2.17)

Il dominio elastico e la superficie danneggiata si individuano in maniera analoga allo
spazio delle tensioni (Fig. 2.4b).

La relazione tra le funzioni di danno appena definite ¢ esplicata dal teorema
secondo cui i domini elastici nello spazio delle tensioni (E,) e in quello delle defor-
mazioni (F;) sono equivalenti. Prima di passare alla dimostrazione dell’enunciato,

si riportano di seguito i diversi domini elastici.

E,:={o €S| f(o,r)=1,—q(r)<0}, (2.18)

E.:.={e€S|g(e,r)=7-—r<0}. (2.19)

Ricordando il legame tra le norme delle sollecitazioni precedentemente determinato

(2.15) e assumendo ¢(r)=(1 — d)r, si ha:
occkE, < f(o,r)=17,—q(r)=1—-d)r.—(1—d)r=(1—d)(7=. —7r) <0, (2.20)

dove il primo dei due fattori — per come ¢ stato definito il danno — é necessariamente
maggiore o al pitt uguale a 0; di conseguenza, il secondo — corrispondente alla

funzione di danno nello spazio delle deformazioni (2.17) — deve essere minore di 0.

2Non si contempla il caso in cui la funzione & maggiore di 0 poiché non & possibile.
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02 €2

. \ 01 : €1
PR ) 7N \
P \ \ - \ \
7 \ \ 7 \ \
BN N 1 - Sa )
— f=0—=T1,=q — g=0—=T7c=¢q
f<0—=15<gq g<0—=T1:<q
g3 €3
(a) Dominio delle tensioni. (b) Dominio delle deformazioni.
Figura 2.4: Funzioni di danno.
Pertanto, il teorema risulta dimostrato tramite le seguenti relazioni:
occlE, < g(e,r)<0 < ec€E;. (2.21)

2.2.3 Variabili e parametri

Al fine di arrivare a definire le leggi di hardening e di softening che caratteriz-
zano ciascuno dei modelli costitutivi analizzati in seguito, & necessario fare alcune
considerazioni sulle variabili e sui parametri che le definiscono. Innanzitutto si deve
imporre che 'equazione evolutiva precedentemente indicata con 7 sia maggiore o al
pitt uguale a 0 e che la variabile interna r cui é associata vari tra rg e oo, valori
corrispondenti rispettivamente ad uno stato integro e completamente danneggiato.

Inoltre, dall’assunzione ¢(r)=(1 — d)r ¢& possibile ricavare la seguente legge:
d(r)=1-40) (2.22)
dove la variabile di hardening q(r) gode della seguente proprieta:

q(ro) =0 . (2.23)
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Di conseguenza, la variabile di danno in corrispondenza di rq si annulla, avvalorando
le considerazioni fatte sul range di valori della variabile r. Ricordando inoltre come
sono state definite le funzioni di danno nello spazio delle tensioni (2.16) e in quello
delle deformazioni (2.17), & possibile notare come — per i punti appartenenti alla
superficie danneggiata — le variabili ¢(r) ed r corrispondano rispettivamente alla
generica soglia di danno e ad una misura di deformazione.

A partire dal valore iniziale ry, la legge ¢(r) risulta di hardening o di softening
a seconda che la sua pendenza — meglio nota come modulo di hardening — sia

positiva o negativa (Fig. 2.5a). Nello specifico, si ha:

r H >0 (hardenin
H(r):= i ):Q’(T) = ( 2 : (2.24)

H <0 (softening)

dove il modulo H(r) rappresenta generalmente una proprieta del materiale e — come
si osserva nella Fig. 2.5b — presenta un importante limite. Avendo dimostrato che
I'incremento di danno é sempre maggiore o al piu uguale a 0 (2.2), a partire dalla

legge di danno sopra definita (2.22) ¢ possibile scrivere:

dzwf >0 — q(r) > ¢(r)r — H< q(:); (2.25)

di conseguenza, si ricava che il rapporto ¢(r)/r varia tra 0 e 1, valori corrispondenti
rispettivamente ad uno stato totalmente danneggiato e integro.

Per quanto riguarda ’equazione evolutiva — precedentemente definita come 7=
A — occorre fare un’ulteriore precisazione facendo riferimento alle condizioni di
Karush-Kuhn-Tucker (o condizioni KKT), che rappresentano una generalizzazione
del metodo dei moltiplicatori di Lagrange e vengono applicate in tutti quei casi in
cui si hanno vincoli di disuguaglianza. Ricordando che 1’equazione evolutiva pud
essere maggiore o al pitt uguale a 0 e che, invece, la funzione di danno nello spazio

delle deformazioni (2.17) puo essere minore o al pitt uguale a 0, si ha:

A>0
— \g=0. (2.26)

g(e,r) <0

In particolare, questa espressione é valida per tutti i punti appartenenti al dominio
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q(r) q(r)

/v
Qoo H
q'(r) >0 (hardening)
H

rnorFr--——-- { rnorFr--———- ‘
I NH i
| q’'(r) <0 (softening) |
“ 1
| |

T0 r To T

(a) Legge di danno. (b) Limite del modulo di hardening.

Figura 2.5: Modelli basati sulla tensione volumetrica con legge esponenziale.

elastico (2.19) e definisce le condizioni di carico e scarico; nel caso di punti ap-
partenenti invece alla superficie danneggiata, vengono determinate le condizioni di

persistenza, caratterizzate dalla seguente relazione:

A>0
— Ag=0. (2.27)

g(e,r)=0
2.2.4 Integrazione dell’equazione evolutiva

Si procede ora all’integrazione delle equazioni individuate nel paragrafo prece-
dente al fine di sviluppare gli algoritmi risolutivi alla base del codice numerico im-
plementato in MATLAB (Cap. 4). Si riepilogano anzitutto alcune delle condizioni
precedentemente individuate e che risultano necessarie alla determinazione delle leggi

di hardening e di softening; in particolare, si ha che:
1. il valore iniziale della variabile r é sempre maggiore di 0, ossia rg > 0;

2. la soglia iniziale della norma della sollecitazione di deformazione & nulla, ovvero

r2lo=ve Crelo=0;

3. la variabile interna r non decresce mai in quanto si € imposto che I'equazione

evolutiva 7 sia sempre maggiore o al pitt uguale a 0;

4. la norma della sollecitazione di deformazione 7. é sempre minore o al pitt uguale
a 0, poiché la funzione di danno associata allo spazio delle deformazioni —

indicata con g e precedentemente definita (2.17) — risulta sempre minore o
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al pitt uguale a 0, rispettivamente nei casi di punti appartenenti al dominio

elastico o alla superficie danneggiata ;

5. quando la norma 7. eguaglia la variabile interna r si possono presentare due
situazioni differenti. In particolare, se 7. cresce, il suo incremento 7. eguaglia
quello di 7 ed entrambi risultano maggiori o al pitt uguali a 0; se 7. decresce, in-
vece, il suo incremento e quello della variabile interna risultano rispettivamente

minore e uguale a 03.

Sulla base di queste condizioni — rappresentate nella Fig. 2.6 — & possibile definire

quanto segue:
r(t)=max {ro,7:(s)} s€][0,t], (2.28)

con t variabile di tempo. Inoltre, a partire dall’equazione appena definita si possono
determinare le variabili di hardening q¢;=q(r¢) e di danno dy=1 — ¢q;/r che — a loro

volta — consentono di scrivere la tensione in funzione del tempo come segue:
O't:(l — dt)CZEft. (229)

Derivando la tensione rispetto alla deformazione, si ricava l’operatore costitutivo
tangente Cgang‘l per il modello di elasto-danno ed é possibile scrivere la seguente

equazione:
Oo(e(t))= Ctdang(s) :0e. (2.30)

Differenziando la tensione nel tempo si ricava:

_do  Oo(e) de

r(e)=—r= P 2.31

&=~ ‘@’ (2:31)
sostituendo ’equazione (2.30) in quella appena definita, si ottiene:

. d de d .

U(E) = Ctang : E = Ctang (t) ‘€t (232)

3Si precisa che nel caso in cui 7. decresca, l'incremento 7 non pud essere minore di 0 per la
condizione 3.

4Si tratta di un tensore del quarto ordine che — da un punto di vista geometrico — rappresenta
la pendenza della curva tensione-deformazione.
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Te, T

To N ’

Figura 2.6: Evoluzione di 7. (linea tratteggiata) e di  (linea continua) nel tempo.

derivando ulteriormente rispetto al tempo, si ricava:

6=(1—-d)C:é—dC:e=C%, :¢ (2.33)

ang - €

Nel caso di regime elastico o scarico l'incremento della variabile interna r risulta
nullo; questo implica che anche I'incremento della variabile di danno d sia nullo per

cui ’equazione appena ricavata si riduce nella seguente:

6=(1—d)C:é, (2.34)

dove il primo fattore equivale all’operatore costitutivo tangente Cgmg

che — nei casi
specificati — equivale a quello secante CZ .. Nel caso di punti appartenenti invece
al dominio inelastico o carico, non solo la norma della sollecitazione di deformazione
in funzione del tempo eguaglia la variabile interna r;, ma anche i loro incrementi si

equivalgono e risultano maggiori di 0. Ricordando inoltre come ¢ stata definita la

legge di danno (2.22), & possibile ricavarne I'incremento nel modo seguente:
/
. — —-H
d(t)=d (ryi = LT ralr),_a=Hr. (2.35)

r2 r2

Assumendo r=7.=+v&: M : 3, si ricava:



28 CAPITOLO 2. MODELLI COSTITUTIVI

sostituendo il risultato appena trovato all’interno dell’equazione (2.35), I'incremento

della legge di danno puo essere riscritto nel modo seguente:

: —H
d(t)="2 5 "5 A€, (2.37)

Procedendo allo stesso modo anche per I'incremento di tensione (2.33) e riscrivendone
il secondo termine come prodotto tensoriale (indicato dal simbolo ®), si ottiene la

seguente espressione:

—H
a = "o@(6:A):€, (2.38)

o=(1-d)C:é-0d=(1— d)C:é—
da cui — raccogliendo 'incremento di deformazione € — si ricava la seguente espres-
sione dell’operatore costitutivo tangente:

q—Hr
r3

Cilpy(e)=(1—d)C— 2 (a:A)] . (2.39)

Nel caso di modelli di elasto-danno simmetrici a trazione e compressione si ha:

M=C! A=Cl.C=I
== ; (2.40)
A=M:C g.A=0:1=0
di conseguenza, l'operatore costitutivo tangente — nei casi di regime elastico e

inelastico rispettivamente — si riduce nelle seguenti espressioni:

Cle) = -ae , (2.41)

(1-d)C-TH(52F)

T

dove il prodotto tensoriale restituisce un tensore del quarto ordine.

2.2.5 Leggi di hardening e di softening

Le considerazioni fatte finora sono fondamentali per la definizione delle leggi
di hardening e di softening che — indipendentemente dal loro andamento — si
sviluppano a partire da una medesima soglia iniziale che corrisponde a rg.

Nel caso di andamento lineare (Fig. 2.7a), le leggi assumono espressioni differenti

a seconda del valore della variabile interna r che, infatti, potrebbe essere compreso
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tra la soglia iniziale ed 7 — dato dall’espressione r1 =rg+(1/H)(gso —70) — oppure

potrebbe variare tra quest’ultimo valore e infinito; in particolare, si ha:

o) = ro+H(r —ro) r € ro,m] | (2.42)

Goo > 0 r € [ry,o0]

dove H rappresenta la pendenza della curva e — per come ¢ stata definita (2.24) —
risulta pari ad H o nulla a seconda che r appartenga al primo o al secondo range di
valori.

Nel caso di andamento esponenziale (Fig. 2.5a), invece, le leggi presentano la

seguente espressione:

T

4(r) = doo— (g0 —ro)e () . (2.43)

di conseguenza, avendo definito la pendenza H come la derivata della legge di
hardening o di softening rispetto alla variabile 7, si ha:

H(r)= %270 A05) (2.44)
o

dove A é un parametro del materiale che gioca un ruolo fondamentale nella defi-
nizione della pendenza della curva. Volendo infatti che quest’ultima si sviluppi al
di sotto della retta uscente dall’origine degli assi e inclinata a 45° si deve imporre
che il parametro A sia compreso nell’intervallo di estremi 0 e (ro/re — 79). Questo

requisito é rappresentato nella Fig. 2.7b.

q(r) q(r)

q’'(r) >0 (hardening) oo
H
rnor-—-——-—-—--- ‘ rop-—-————-- ‘
I \H I
i q'(r) <0 (softening) i
| |
L 45° |
To T1 r To T
(a) Legge di danno lineare. (b) Limite della pendenza della curva nel

caso di legge esponenziale.

Figura 2.7: Modelli basati sulla tensione volumetrica.
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2.3 Modelli basati sulla tensione principale massima

Questi modelli presentano come soglia di danno il massimo valore di tensione

principale di trazione e, di conseguenza, hanno un dominio di forma cubica.

2.3.1 Soglia di danno

Si sottolinea anzitutto che nessun materiale si comporta in modo indefinitamente
elastico; tale comportamento, infatti, ¢ ammissibile esclusivamente entro una certa
soglia di tensione, oltrepassata la quale il mezzo non risponde piti in maniera elastica.
In particolare, se nel caso di materiali fragili — come ad esempio il calcestruzzo — tale
soglia corrisponde con il limite di rottura, nel caso di quelli duttili — come ['acciaio
— tale soglia coincide invece con il limite di snervamento. Queste correlazioni si
devono al fatto che la prima tipologia di materiale presenta una limitata capacita di
deformare plasticamente mentre la seconda — superato il limite elastico — possiede
ulteriori risorse tali per cui si ha una notevole deformazione prima di giungere a
rottura.

Effettuando una prova uniassiale di rottura per un materiale & possibile individuare
I'intervallo elastico che — dovuto solamente a tensioni normali — & espresso dalla

seguente relazione:
oc<o<or, (2.45)

dove oo e o sono i limiti elastici a compressione e a trazione rispettivamente. A
partire da questi valori, si definisce poi una grandezza indice del pericolo (G.I.P.),
un’opportuna misura globale del livello di sollecitazione che — confrontata con va-
lori ottenuti a partire da dati sperimentali — permette di stabilire se un materiale
si comporta in modo elastico e — in caso affermativo — entro quali margini. Si
precisa che la G.I.P. non & univocamente definita, bensi esistono diverse opzioni cui
corrispondono criteri di resistenza elastica differenti (Majorana & Salomoni, 2007).
Nello specifico, la teoria del massimo sforzo normale afferisce al criterio di Galileo-
Rankine-Navier che, infatti, assume come G.I.P. le tensioni massime e minime. Tale

criterio richiede che vengano soddisfatte le seguenti disuguaglianze:

0C<Omin; Omaz<0T, (246)
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dove opmin € Omaz sono due delle tre tensioni principali per cui le relazioni possono

essere riscritte come segue:
oc<oa<or cona=1,23. (2.47)

Questo criterio di resistenza — particolarmente attendibile per materiali fragili con
resistenza a trazione molto ridotta rispetto a quella a compressione — presenta un

dominio di forma cubica.

2.3.2 Funzioni di danno

Le funzioni di danno negli spazi delle tensioni e delle deformazioni equivalgono
a quelle definite per i modelli precedenti, ad eccezione del fatto che la generica
soglia di danno non corrisponde pill a 7, bensi a o1; di conseguenza, anche i domini
elastici e le superfici danneggiate vengono individuati in maniera analoga e, inoltre,
continua a valere il teorema sull’equivalenza dei domini. Pertanto, si rimanda alle
equazioni definite per i modelli basati sulla tensione volumetrica (Sez. 2.2.2) e si
indicano solamente quelle differenti che, in particolare, riguardano lo spazio delle
tensioni (Fig. 2.8). La funzione di danno e il conseguente dominio elastico sono dati,

rispettivamente, dalla seguenti espressioni:

flo,r)=o1—q(r), (2.48)

E,:={o €S| f(o,r)=01—q(r)<0}. (2.49)

2.3.3 Variabili e parametri

Le variabili e i parametri godono delle stesse proprieta esposte per i modelli basati
sulla tensione volumetrica e, di conseguenza, le leggi che ne derivano hanno la stessa

formulazione per cui si rimanda alla Sez. 2.2.3.

2.3.4 Integrazione dell’equazione evolutiva

Le condizioni necessarie alla determinazione delle leggi di hardening e di softening
corrispondono a quelle specificate per i modelli aventi una diversa soglia di danno (si

veda la Sez. 2.2.4). L’unica differenza riguarda, ancora una volta, la soglia iniziale
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02

_—
/ "

F=0-01=¢
f<0—=o01<q
o3

Figura 2.8: Funzione di danno nello spazio delle tensioni.

che — pur continuando ad essere nulla — corrisponde a g per cui si ha 7o =019 =0.
Nonostante tutti i ragionamenti fatti a partire dalla definizione di 7. continuino a
valere anche per questo tipo di modelli, la diversa soglia di danno influisce sulle
formule degli incrementi della variabile interna r (2.36), della legge di danno (2.37)
e della tensione (2.38), poiché se ne tiene conto mediante un vettore che — indicato
con  — ha una componente unitaria proprio in corrispondenza di 7. Assumendo

r=71. =01, si hanno le seguenti espressioni:

d  doydo - .
—_ = — =0 =0: : 2
r=oo1= 0:0=0:C: g, (2.50)
; q—Hr )
d(t)= 2 0:C: €, (2.51)
) . s . q—Hr _ :
06=(1-d)C:é-0®d=(1-d)C:é——5—0®5:C:€. (2.52)
r
Anche in questo caso — raccogliendo l'incremento di deformazione € — si ricava
I’equazione dell’operatore costitutivo tangente:
d q—Hr _
Clang(e)=(1—-d)C— - [o(0:C)] . (2.53)

2.3.5 Leggi di hardening e di softening

Le leggi di hardening e di softening sono analoghe a quelle definite per i modelli

basati sulla tensione volumetrica per cui si rimanda alla Sez. 2.2.5.



Capitolo 3

Modello accoppiato

Questo capitolo presenta il modello matematico per risolvere il problema accop-
piato di elasto-danno e diffusione in un mezzo poroso saturo. La soluzione numerica
viene ricavata attraverso una serie di operazioni. Si inizia riprendendo le equazioni
di equilibrio e di bilancio della massa identificate per il mero problema elastico al
fine di determinarne le forme forti o differenziali, tenendo conto anche del contributo
della variabile di danno. Successivamente, si procede alla determinazione delle forme
deboli o integrali, alla discretizzazione nello spazio e nel tempo, alla linearizzazione
del sistema e alla sua rappresentazione matriciale. La soluzione & individuata appli-
cando infine la procedura iterativa di Newton-Raphson.

Si precisa che la formulazione matematica riprende quella proposta da Yi et al.

(2019), con l'aggiunta della fase fluida e del contributo di comprimibilita.

3.1 Forma forte delle equazioni governative

Si riportano anzitutto le equazioni di equilibrio e di bilancio della massa prece-

dentemente definite per la soluzione del problema elastico, ossia:
e p0G+DIVP=0;
° divv—kdivw? =0.

3.1.1 Equilibrio del momento lineare

Considerando il danno tramite il coefficiente di Biot a(d), I’equilibrio della miscela

— ossia la relazione tra gli sforzi totali ed efficaci e la pressione del fluido — puo

33
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essere espresso tramite un approccio poro-meccanico nella seguente forma forte o

differenziale:

p(0),+ 0 (87),~ pg=div |, ~ald)psI] | (3.1)
dove — indicata con « la generica fase che potrebbe essere solida (s) o fluida (f) —
si ha che:

e p® ¢é la densita parziale, definita come il rapporto tra la massa mg e il volume

V, della fase;
e p ¢é la densita totale, ossia p:p5+pf;
e g ¢ il vettore gravita;
e o, ¢ la tensione efficace;

o «a(d) ¢ il coefficiente di Biot che dipende dalla variabile di danno e viene ricavato
tramite la formula o(d) =1-k4/ks, con kg modulo di comprimibilita e ks modulo
di Bulk del solido. Nello specifico, il primo é legato al modulo di Bulk integro

attraverso la relazione ky=(1—d)k;
e p;s ¢ la pressione del fluido;
e I ¢é un tensore identita del secondo ordine.
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