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Capitolo 1

Breve storia del controllo automatico

Prima di trattare I'argomento principale della tesale a dire le tecniche progettuali di
controllori digitali, si e' preferito inserire umaeve introduzione sulla storia della nascita del
controllo automatico, per dare un’idea di quantmgde sia stato necessario per arrivare ai
risultati odierni in quest'ambito.

La seguente introduzione si prefigge quindi di dama puntuale ricostruzione dei principali
periodi della storia del controllo automatico, leate puo essere suddivisa in:

* inizi del controllo (fino al 1900);

» il periodo pre-classico (1900 — 1940);
» il periodo classico (1935 — 1960);

* il controllo moderno (dopo il 1955);

1.1 Gliinizi del controllo

La nascita del controllo risale a tempi remoti,téache i primi sistemi retroazionati di
controllo automatico sono riconducibili a piu dieshila anni fa.

Alcuni dei primi esempi furono dispositivi per caitare il livello del liquido in un recipiente
di vino, gli orologi ad acqua descritti da Vitruvea attribuiti a Ctesibio (circa 270 a.C.) e,
circa trecento anni dopo, degli automi costitui differenti meccanismi retroazionati,
descritti da Erone di Alessandria.

E’ importante specificare che la parola feedbactetooazione, di particolare interesse in
questa tesi poichgengono trattati sistemi di controllo retroaziondti introdotta nel XX
secolo da ingegneri delle telecomunicazioni pecisre il ritorno parassita all'ingresso di
un circuito amplificatore del segnale d’'uscita,éequindi di molto successiva alla nascita dei
dispositivi stessi.

Un’invenzione piu recente e il sistema, progettdto Cornelis Drebbler nel 1620, per
controllare automaticamente la temperatura di umdf@sato per riscaldare un’incubatrice.

Lo sviluppo piu significativo nel controllo durantexXVlll secolo fu pero dato dal regolatore
della macchina a vapore, il quale era caratterizdatun meccanismo lift-tenter utilizzato sia
nei mulini ad acqua che in quelli a vento per ocdlfdre la distanza fra le pietre di macina.
Matthew Boulton (1728 — 1809) descrisse l'originaleccanismo in una lettera (datata 28
maggio 1788) al suo compagno James Watt (1736 9)181quale intui come si potesse
adattare questo regolatore per controllare la walak rotazione della macchina a vapore.

Il funzionamento di tale regolatore si basava sacgi meccanici: due sfere meccaniche
poste all'estremita di bracci mobili collegati a#'se, formavano un angolo con la verticale
che dipendeva dalla velocita angolare di rotazione.

Se la velocita angolare diminuiva, le sfere si ataeano all’asse e il manicotto sull’'asse
s’abbassava aprendo la valvola di flusso del vapore

Cio provocava un aumento della potenza del motdre,a sua volta incrementava la velocita
di rotazione.

Il primo progetto fu realizzato nel novembre deB&&d il primo regolatore venne utilizzato
I'anno successivo.



Il regolatore originale di Watt evidenzio alcuninlti e fu per questo che nei primi settanta
anni del XIX secolo si ebbero migliaia di brevettitale dispositivo in tutto il mondo nel
tentativo di migliorare d’idea iniziale (tra questbbiamo quello di Siemens e quello di
Porter).

Nel 1868 James Clerk Maxwell (1831 — 1879) pubbliatticolo dal titolo "On Governors"
sui Procedings della Royal Socigtyel quale poneva le basi per la teoria dei cantrol
analizzando il Regolatore Centrifugo di James Watt.

Egli comincio ad interessarsi a tale problema qoawenne chiamato a far parte di una
commissione incaricata di stabilire gli standardhisura di certe grandezze elettriche.

Gli esperimenti che condusse a questo scopo, setod’utilizzo di una macchina elettrica
dotata di un regolatore di velocita di tipo molt@gso (Regolatore centrifugo di Watt) per
ottenere delle misure altrettanto precise.

E importante dire che il regolatore non venne atersito immediatamente come uno
strumento di controllo separato dalla macchina,atguisi una sua autonomia dal punto di
vista strutturale quando Maxwell dimostro le sudepmialita considerandolo, come un
sensore meccanico basato sulla retroazione.

Nel suo articolo, pubblicato nel 1868, il regolaerene definito nella seguente maniera:

“Un regolatore € una parte della macchina per medetia quale la velocita della macchina

€ mantenuta approssimativamente costante, noneskamiariazioni nella potenza del motore
o nella resistenza del carico”.
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Figura 1.1 1l motore a vapore del laboratorio dnéa Watt ed il motore a vapore di Watt (1789-18@1) un
regolatore centrifugo( British Crown Museum, ScieeMuseum, Londra )

Inoltre, in questi anni vennero recensiti tentadi\@nalizzare il meccanismo del regolatore per
determinare le condizioni operative di stabilitar [ quale si era mostrata notevole interesse.
A tale proposito gia J.V. Poncelet nel 1826 e r&86le G.B. Airy nel 1840 e nel 1851
avevano dimostrato che la dinamica del moto debletgre poteva essere descritta da
equazioni differenziali, evidenziando entrambi ificblta a determinare le condizioni per un
comportamento stabile.

Airy nel 1851 era gia riuscito a definire le coridia per il "funzionamento stabile”, ma la sua
trattazione fu cosi coincisa che non fu possibdeire il procedimento con cui arrivo a
definirle.

Fu necessario infatti l'intervento di Maxwell peare delle soluzioni valide al problema,
anche se non del tutto capite dall'ambiente sciemtilel tempo.

5



Maxwell mostro che per sistemi di secondo, teraguarto ordine I'analisi dei coefficienti
dell’equazione differenziale permetteva di deteaménla stabilita del sistema.

Egli, oltre ad essere in grado di determinare ladcmoni necessarie e sufficienti delle
equazioni fino al quarto grado, forni anche duedtoni necessarie per i sistemi del quinto
ordine.

L’articolo di Maxwell non venne accolto con la déawattenzione, contrariamente ad oggi, e
solo agli inizi del XX secolo il lavoro fu assimita diventando parte fondante delle
conoscenze ingegneristiche.

Il problema formulato da Maxwell fu ripreso da Ed@aohn Routh (1831 - 1907), che nel
1877 pubblico un trattato esteso "Stability of Mot, nel quale forniva una relazione tra il
modello matematico di un sistema e le sue proppetamezzo di equazioni differenziali di
grado arbitrario.

Determinare i criteri per la stabilita fu cio chalse ’Adam Prize a Routh.

Il criterio, sviluppato nel suo trattato, rimanecara d’'interesse, tanto che gli ingegneri del
controllo imparano, ancora oggi, come utilizzareda semplice tecnica.

L’'analisi dellequazione caratteristica rimase dnflamento della teoria del controllo fino
all'invenzione dell’'amplificatore elettronico a reazione da parte di H.S.Black, nel 1927, ai
Bell Telephone Laboratories.

Parallelamente Adolf Hurwitz nel 1895 arrivo andiied una soluzione equivalente.

Inoltre, subito dopo la pubblicazione del lavordrdiuth, il matematico russo A.M. Lyapunov
(1893) inizio a studiare la questione della stebilel moto, andando a gettare le basi per
guello che oggi € chiamato approccio con le validbstato.

1.2 Il periodo pre-classico

Nei primi anni del XX secolo vi fu una rapida ed @a crescita delle applicazioni di
controllori retroazionati per la regolazione direte, tensione e frequenza, per il controllo di
caldaie per la produzione di vapore, per il coftrali velocita di motori elettrici, per la
stabilizzazione dei sistemi di pilotaggio di nadi &eroplani, per il controllo di temperatura,
pressione e flusso nei processi industriali.

Gli strumenti progettati, costruiti e prodotti esamoltissimi, sebbene la maggior parte di essi
fossero realizzati senza una chiara conoscenza diethmica del sistema da controllare, delle
apparecchiature di misura e degli attuatori ddesia di controllo; la maggior parte delle
apparecchiature riguardavano semplicemente la aeigole, per cui la mancanza di
conoscenza delle dinamiche non era un problemaarite.

Furono sviluppati alcuni meccanismi contenenti clicage leggi di controllo, quale il sistema
di guida navale automatica sviluppato da Sperrynosistema per le societa fornitrici
d’elettricita, il cui obiettivo era realizzare iufizionamento economico dei generatori di
vapore.

Non appena gli strumenti di controllo furono utziéi in differenti aree dell'ingegneria i due
principali problemi che emersero furono:

« la mancanza di conoscenza teorica e di un lingoaggimune per discutere i
problemi;
* la mancanza di metodi semplici e facilmente applicper I'analisi e il progetto.

L’'unico strumento d’analisi utilizzabile erano lguazioni differenziali, da cui derivava la

prova del criterio di stabilita di Routh-Hurtwitallora non ancora ben diffusa; questa prova
implicava un processo laborioso, a causa dell&cdith di ottenere dei valori per i parametri,
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e non era in grado di fornire il margine di stdbiloppure indicazioni per rendere il sistema
stabile.

Al crescere del numero delle applicazioni il praobée del controllo divenne ancora piu
complicato: alcuni controllori che funzionavanonmodo soddisfacente per un problema o per
un insieme di condizioni operative erano insoddisfai quando applicati ad altri sistemi o
guando le condizioni risultavano modificate.

Questo provocava frequentemente instabilita neérsig, che fino a quel momento era, o
sembrava essere, un sistema stabile.

Nel 1922 Nicholas Minorsky (1885- 1970) presenttanalisi chiara del controllo relativo ai
sistemi di posizionamento, divenuta nota solo ffla degli anni Trenta dopo alcuni dei suoi
articoli su "The Engineer", e formulo la leggeedntrollo oggi conosciuta come controllo PID
0 a tre termini, sulla base delle osservazioninaadlo di cambiare rotta di una nave utilizzato
dai timonieri.

Gia negli anni precedenti alcuni ingegneri cercaral agevolare il lavoro dei timonieri
attraverso l'introduzione di sistemi motorizzati gbverno del timone, in quanto su navi di
notevoli dimensioni la spinta idrodinamica sul tmeoera tale da rendere necessario un
elevato rapporto di trasmissione con il conseguemiemento del tempo di movimentazione
del timone.

Il primo servomotore, progettato da Sickels nedatiSUniti (brevettato nel 1853) era un
sistema ad anello aperto, mentre il primo ad arailaso (brevettato nel 1866) fu progettato
da J. McFarlane Gray per la nave a vapore GreaeiBadi Brunel.

In Francia, approssimativamente nello stesso peridthrcot progettd alcuni sistemi di
controllo della posizione ad anello chiuso, traaljalcuni motori di governo del timone.

Egli propose di chiamare queste apparecchiatureogeoteur o moteur asservi da cui
derivano i termini servomeccanismi e servomotori.

Tornando a Minorsky c’é da dire che, anche se gettisti avessero conosciuto il suo lavoro
avrebbero comunque riscontrato la mancanza di eppaiature di amplificazione di segnali
di misura a bassa potenza, provenienti dagli stntinaie misura, stabili e lineari in modo da
ottenere un livello di potenza sufficiente a pitetdattuatore.

Inoltre ci fu un momento di stallo per quanto rigiaagli amplificatori nei sistemi elettronici
e pneumatici.

Gia dai primi anni Venti i limiti degli amplificatd determinavano un serio ostacolo nello
sviluppo della telefonia su grandi distanze, impettela costruzione di linee transcontinentali
negli Usa, sebbene gli sviluppi nella progettazioee cavi e I'utilizzo di carichi induttivi
avessero incrementato la massima lunghezza dingetelefonica non amplificata.

| ripetitori telefonici basati sull’amplificazionelettronica dei segnali furono utilizzati negli
anni Venti ma le distorsioni introdotte limitavaicumero di elementi in sequenza; inoltre
'incremento del traffico sulla rete richiese l'aligmento della banda delle linee con
conseguente aumento delle perdite di trasmissione.

A questa problematica si applico in quel periodadith Stephen Black (1898 — 1983),
giungendo alla conclusione che se si sacrificava parte del segnale amplificato per la
retroazione le componenti di distorsione e di doiftevano essere ridotte: il 2 agosto 1927
egli riusci a progettare un circuito amplificatareetroazione negativa.

Gli approfondimenti che seguirono, con le relatbperimentazioni su larga scala sviluppate
nel 1930 e nel 1931, entrarono in uso presso 'AT&R i dettagli progettuali non furono
pubblicati che nel 1934.

Black fu assistito da Harry Nyquist (1989-1976) lmebviluppare le sperimentazioni
dell’amplificatore e nell’analizzare il suo companriento.

Quest’ultimo pose le basi della cosiddetta anatisiNyquist con la pubblicazione di
“Regeneration Theory” del 1932.



Questo lavoro descrisse I'amplificatore a retroaginegativa e portd ad una maggiore
comprensione dei vantaggi della retroazione negatiei sistemi; inoltre introdusse un
metodo d’analisi e progetto dei sistemi di controthe non richiedeva la derivazione e
I'utilizzo di equazioni differenziali e per il quali dati sperimentali, come la risposta in
frequenza misurata, poteva essere confrontata datn ¢alcolati.

Dal confronto delle risposte poteva essere stinlagoado di stabilitd del sistema e poteva
essere dedotto un quadro delle modifiche necegsarimigliorarne le prestazioni.
Contemporaneamente al lavoro di Black, alla Foxt@ompany Clesson E. Mason sviluppo
un amplificatore pneumatico a retroazione negativa.

Gli amplificatori elettronici a retroazione negatied i controllori pneumatici furono I'esito di
studi per risolvere problemi industriali.

Nello stesso periodo Vanevar Bush diresse lo stwdip calcolatori analogici presso |l
Massachusetts Institute of Technology (MIT), il cigultato fu I'analizzatore differenziale,
uno strumento per simulare le caratteristiche ddemi dinamici e per ottenere soluzioni
numeriche delle equazioni differenziali.

Inoltre la scoperta dell’analizzatore frequenziaemise a Harold Locke Hazen(1901 — 1980)
e ai suoi studenti lo studio e il progetto di semezcanismi ad elevate prestazioni nonché la
definizione della prima completa analisi teoricagléncipali servomeccanismi.

1.3 Il periodo classico

Durante questo periodo differenti gruppi di studias diverse nazioni incrementarono
indipendentemente le conoscenze sull’analisi @agetto dei sistemi di controllo.

Il lavoro piu conosciuto ed influente venne dagreppi negli Stati Uniti, mentre in Europa e
in Russia si segui un percorso differente basdttagaro di Vyshnegradsky (in Russia) e su
qguello di Barkhausen (in Germania) e sugli svilugpiccessivi di Cremer, Leonard, e
Mikhailov.

La AT&T continud i tentativi di estendere I'ampie di banda del suo sistema di
comunicazione, ottenendo una buona caratteristiggmbsta in frequenza.

L’obiettivo prefissato era un guadagno costanteinfampia e ben delimitata banda e un
minimo ritardo di fase.

Gli studiosi dei Bell Telephone Laboratories trawvew che era possibile raggiungere
I'obiettivo per quel che riguardava il guadagno ¢oa un notevole ritardo di fase.

Esponente fondamentale del periodo classico e Herglvde, il quale aveva studiato
I'estensione del metodo di progetto al dominio aldlequenza, e nel 1940 era riuscito a
dimostrare che non esisteva una relazione genteale variazioni d’attenuazione e di fase
per una struttura fisica ma che c’era una relaztiomen data caratteristica d’attenuazione e la
minima variazione di fase che poteva essere asaa@ulessa.

Nello stesso articolo adotto il punto (-1,0) conumio critico diversamente da quello indicato
da Nyquist (+1, 0) ed introdusse il concetto di gnae di guadagno, di fase e di limitazione
guadagno-banda.

Il lavoro dettagliato venne pubblicato nel 1945 hieto “Network Analysis and Feedback
Amplifier Design”.

Alla teoria del controllo fu dato un enorme impubharante la Seconda guerra mondiale e le
esigenze belliche contribuirono alla realizzaziahenuovi sistemi di pilotaggio per navi,
aerei, di puntamento per le armi da fuoco e nelpzadella telecomunicazione.

Alla fine della guerra le tecniche di controllo st&che, con I'eccezione del metodo di
progetto del diagramma delle radici ideato da Wadieans (1948-1950), erano noti.



Egli sviluppo tecniche e leggi che permettevancetjuire graficamente il percorso delle
radici dell'equazione caratteristica, man manowh@arametro veniva modificato.

Questo metodo e applicabile sia nella progettazidme nell’analisi di stabilita, e rimane
ancora oggi una tecnica molto importante.

Le tecniche basate sulla risposta in frequenzallutsizzo dei diagrammi di Bode, di
Nichols, di Nyquist diretto e inverso, permiserdl@®uone prestazioni in termini d’'ampiezza
di banda, risonanza, margini di guadagno e di fadernirono un quadro grafico della
caratteristica dei sistemi.

L’approccio alternativo basato sulla risoluziondelequazioni differenziali usando tecniche
della trasformata di Laplace portarono a dei butgultati in termini di tempo di salita,
sovraelongazione percentuale, errore a regime ezamento.

Molti ingegneri preferivano questa seconda soluziam quanto le prestazioni venivano
espresse in termini “reali”, cioe in termini dip@sta nel tempo del sistema.

Lo svantaggio consisteva nel fatto che fino allduppo del metodo del diagramma delle
radici non c’era un modo semplice e facile conikprogettista poteva correlare le variazioni
dei parametri alle variazioni della caratteristied tempo, e cid prolungo il tempo necessario
per il consolidamento dei risultati ottenuti.

Infatti, i primi risultati furono pubblicati negknni Quaranta e nei primi anni Cinquanta; il
primo libro dedicato ai sistemi di controllo fu “fFamatic Control Engineering” di Ed S.
Smith, in cui venivano espressi i mutamenti d’appio sviluppati nel periodo bellico e che si
mostravano superati.

| libri successivi, quello di Bode (sopra menziajate “Fundamental Theory of
Servomechanism” di Leroy e MacColl iniziarono adere pubblici i nuovi approcci.
L’Institution of Electronic Engineers (IEE) orgamiz nel 1946 a Londra un congresso suli
radar, mentre in una successiva conferenza suratloninel 1947 si evidenzio un vivo
interesse per dervomeccanismi.

Il congresso sul “Controllo automatico” tenuto aaffield in Inghilterra nel 1951 e il
“FrequencyResponse Symposium” tenuto a dicembre nel 1953 w& NMerk segnarono
I'inizio del periodo di transizione al periodo delhoderna teoria del controllo.

Il primo di questi, organizzato dal Dipartimentolldericerca scientifica e industriale, con
l'aiuto dell'lEE e dell’ IMechE, fu la prima grandeonferenza internazionale sul controllo
automatico.

Arnold Tustin guido il comitato organizzatore a éuiono sottoposti trentatré articoli di cui
sedici riguardanti problemi di rumore, non linezét campionamento nei sistemi.

Ci furono anche alcune sessioni riguardanti il gi@l@nalogico e I'analisi delle caratteristiche
dei sistemi economici.

Dopo i summenzionati congressi molti libri divulgatsul’argomento vennero pubblicati,
tanto che il governo inglese promosse un dibagtilo stesso.

Le esperienze del periodo di guerra dimostraronpolenza dell'approccio della risposta in
frequenza nel progetto di sistemi retroazionatelendo anche la fragilita di ogni metodo di
progetto basato sull’ipotesi di caratteristicheedetinistiche e lineari.

Inoltre i problemi di progetto cambiarono, consaleto come obiettivo un controllore stabile
o il controllore ottimo.

A tal proposito Ziegler e Nichols mostrarono corassk possibile scegliere i parametri di un
determinato tipo di controllore per ottenere prasta ottime di una data struttura di
controllo (PID, PI).

Prima di riconoscere che cio che era importantdaeszelta di un appropriato indicatore di
prestazioni furono portate sterili argomentaziomir pndicare quale fosse il “migliore”
indicatore.

Oltre al criterio di valutazione delle prestazidiisato sulla minimizzazione della funzione
errore ci fu, per certe classi di sistemi, un i@sse nel minimizzare il tempo di set-point.
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Negli anni Cinquanta, all'articolo di Donald Mc Dald “Non-Linear Techniques for
Improving Servo Performance” (1950), sequi il lavoro sul peota del tempo ottimo, nel
caso monovariabile, con un controllo di saturaziewelto da Bushaw (1952) e da Bellman
(1956).

In un articolo J. P. LaSalle (1952) generalizzdi iuisultati precedenti, mostrando che se |l
controllo ottimo esisteva era unico e di tipo bdvagrg (tutto o niente).

Tale tipologia di controllo si presenta quando tesisn dominio d’ammisibilita (quindi una
limitazione), sulla possibile azione di controllo.

Gli sviluppi svolti in quest'area furono raccoltieln libro di Oldenburger” Optimal
Control”(1966).

Il problema piu difficile fu la scelta della strutd di controllo che fornisse le migliori
prestazioni e come definire queste ultime.

Per quanto concerne, invece, il lavoro sull'ideladasposta in frequenza e dei metodi di
progetto continud durante tutti gli anni Cinquarftaono sviluppati metodi di progetto per
sistemi contenenti non linearita ed evidenziatomdamenti teorici dei sistemi a segnali
campionati.

Nacque inoltre I'insegnamento di servomeccanisrdeka teoria del controllo, inizialmente
attraverso corsi specifici per ingegneri gia latireajia operanti e successivamente attraverso
corsi adeguati nei piani di studio di molti cor§ndegneria.

E’ importante anche ricordare le parole di Gor@sawn e Duncan Campbell, che nel 1949
espressero chiaramente quelle che intendevano ftdune aree d’applicazione del controllo:

“Il controllo automatico avanzato.... e il progettocoordinato d’impianti, strumenti ed
apparecchiature di controllo.

Dobbiamo pensare ad una filosofia che ci consemntaidliorare la qualita del prodotto, di
coordinare piu efficacemente le operazioni nell'iemto, di considerare attentamente gli
aspetti economici collegati al progetto e di operan modo sicuro nella nostra complessa
comunita socio-industriale.

Queste osservazioni generali sono deducibili débfahe molte industrie hanno migliorato
sensibilmente la qualita nella produzione e la |@ituazione economica incrementando il
controllo automatico.

La conservazione della materia prima in un processisi come la spesa energetica nella
produzione, spesso ha implicato la riconsiderazidelecontrollo.

La protezione della salute della popolazione liwfidr ad una grande area industriale relativa
all'inquinamento dell’aria e dellacqua & un prolha sufficientemente serio per tenerci
allerta nei prossimi studi di tecniche di controbmtomatico, non solo per I'aspetto umano
ma anche per quello economico”.

Questo era il programma a lungo termine in queptem cui molti problemi tecnici e sociali
potevano richiedere “un decennio o piu per esseodir

Da quando Brown e Campbell scrissero queste pkrglenetrazione dei sistemi di controllo
nella vita moderna & andata forse ancora piu veleoge di quello che immaginavano.

1.4 Controllo moderno

Sebbene le prospettive evidenziate nei lavori dgloguerra furono influenzate dalle nuove
conoscenze ottenute durante la guerra, la traett®llo sviluppo, come disse Alistar J.G.
Mac Farlane (1979), fu ampiamente determinata da fdttori: innanzitutto il lancio, la
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manovra, la guida e il controllo di missili e diie@i spaziali nonché I'avvento dei computer
digitali.

Il primo era essenzialmente un problema di comdrall oggetti balistici, per il quale
occorreva costruire dettagliati modelli fisici cequazioni differenziali lineari e non disporre
di strumenti di misura ed altre apparecchiaturgrdnde precisione.

Tra il 1948 e il 1952 Richard Bellman, lavorandao dipartimento di matematica della Rand
Corporation, studio come determinare I'allocaziale® missili ai bersagli per provocare il
maggior danno.

Questo gli permise di formulare il principio diiotb e la programmazione dinamica, la cui
scelta del nome fu determinata nel 1984 da un esmiedoolitico.

Negli ultimi anni Cinquanta Bellman comincio a laae alla teoria del controllo ottimo
utilizzando inizialmente il metodo delle differenfirite, a causa dei problemi relativi alle
condizioni al contorno, e cerco di formulare deslgemi di ottimizzazione deterministica in
modo che potessero essere risolti dalla progranomazdinamica.

Il suo scopo era quello di osservare come, applicama particolare politica di controllo, il
sistema raggiungesse una regione dello spazio d&gli e quanto tempo vi rimanesse; |l
problema formulato in questo modo poteva essettattbacome un processo decisionale
multi-stadio.

Lavorando con Dreyfus, Bellman sviluppo dei progmanper produrre delle soluzioni
numeriche di molti problemi, pubblicando i risuitaél 1962.

E’ da evidenziare che la difficolta principale nedb della programmazione dinamica era
costituita dalle dimensioni del problema.

| requisiti di prestazione, oltre a coinvolgerectaratezza posizionale, riguardavano anche
vincoli esprimibili come richieste d’ottimizzazione

| problemi dinamici che implicavano la minimizzaaeo la massimizzazione di alcuni indici
di prestazione hanno un’ovvia e forte analogialediormulazioni variazionali classiche della
meccanica analitica elaborate da Lagrange e Hamilto

L’estensione del metodo di Hamilton all’'ottica gexinca svolta da Pontryagin, nella
formulazione del principio del massimo, permiseifio della teoria del controllo ottimo.
Questo e gli studi di Bellman sull'utilita del caito di stato per la formulazione e la
soluzione di molti problemi di controllo e di deicise permisero uno studio esteso e profondo
della matematica del controllo automatico.

Grazie all'applicazione e allo sviluppo di una nmaética avanzata fu possibile raggiungere
una soddisfacente comprensione di questioni te@richdamentali, quali la controllabilita e
I'osservabilita dei sistemi lineari.

Il problema della sintesi di un controllore persistema lineare, ottimo rispetto agli indici di
prestazione e costi d’attuazione quadratici, faltesbrillantemente.

Molto importante per I'’Automatica, in quanto pertegt di semplificare I'analisi e la sintesi
di sistemi la cui dinamica era governata da equezidferenziali, fu I'uso della Trasformata
Zeta che venne per primo proposto da Hurewicz 947 1

Tale denominazione fu poi coniata da John R. RagiegZadeh nel 1952.

| risultati ottenuti in questi anni supportati @alascita e diffusione dell'informatica resero
possibili nel Ventennio seguente molte applicaziaiei controlli automatici prima
impensabili.

Inoltre, Michael Athans pose i fondamenti di quellee adesso viene chiamata la moderna
teoria del controllo ottimo, quando nel settembeel®56 venne organizzato dai comitati del
controllo di VDI e VDE un congresso internazionatk Heidelberg (Germania) sul controllo
automatico.

Durante questo congresso un gruppo di delegatiordocdi costituire un’organizzazione
internazionale per promuovere lo sviluppo del setttel controllo automatico.
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L’organizzazione IFAC (International Federation Afitomatic Control) fu ufficialmente
costituita durante il meeting di Parigi dell'll & &ettembre 1957, in cui venne nominato
primo presidente Harold Chestnut.

Figura 1.2 Il Comitato esecutivo dell'lfac nel 198&1 1857

A quel meeting il delegato russo propose di realel primo congresso a Mosca nel 1960.
La conferenza di Mosca fu un importante simboloadhbiamento di tendenza che avvenne
a piccoli passi negli ultimi anni Cinquanta anchazge all’articolo di Kalman “On the
GeneralTheory of Control System”.

Kalman mostro chiaramente l'esistenza di una paifantra i problemi di controllo
retroazionato a molte variabili e il filtraggio reazionato a molte variabili, implicando quindi
un nuovo inquadramento del problema del contrationo.

Un passo importante fu il suo trattamento del adlatrottimo lineare multi variabile con un
indice di prestazioni quadratico, e in particol@réefinizione di procedura di sintesi.

Un ulteriore risultato importante fu quello di Warh, che forni la seguente condizione
necessaria e sufficiente: affinché le frequenzattaristiche in anello chiuso di un sistema
possano essere variate arbitrariamente mediamt&aze&ine occorre e basta che tutti gli stati
del sistema siano raggiungibili.

Il trionfo finale dei metodi di risposta nel temppparve quando Kalman e Bucy studiarono il
problema del filtraggio; il loro lavoro, oltre agaturre il filtro di Kalman-Bucy, dimostro il
ruolo primario della retroazione nella teoria ditdggio e la dualita esistente tra il controllo
multi variabile e il filtraggio in retroazione multariabile.

Dopo il congresso di Mosca, questa impostazioneimdmer almeno due decenni lasciando
Isaac Horowitz, che continud a lavorare sull’approdasato sulla risposta in frequenza,
praticamente isolato.

In poco tempo ci si rese conto che i potenti metbdiontrollo ottimo non potevano essere
utilizzati per tutti i problemi industriali a causiella mancanza di modelli accurati degli
impianti, spesso addirittura non disponibili.

Come Karl Astrom e P.Eykoff evidenziarono nel 19Mlpunto di forza dell'approccio
classico della risposta in frequenza € “la suaitecefficace di identificazione dei sistemi, ad
esempio I'analisi in frequenza” attraverso la qual&nzioni di trasferimento possono essere
determinate ai fini dell’'utilizzo di tecniche dinesi.

Nel controllo moderno i modelli utilizzati sono pametrici in termini di equazioni di stato, e
guesto ha implicato l'interesse per la stima deapeetri e per le relative tecniche.
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Inoltre nei primi anni Sessanta computer digitatoho usati nella raccolta dati on-line, per il
controllo di supervisione e per I'ottimizzazionamche, seppur limitatamente, per il controllo
diretto digitale.

Solo negli anni Settanta si inizid un ampio utiliztel controllo on-line.

Un grande promotore dell’'utilizzo dei computer pebcessi industriali fu Eckman che nei
primi anni Cinquanta convinse molte compagnie gettare il suo programma di ricerca al
Case Institute of Technology di Cleveland (Ohio).

Inizialmente denominato “automazione dei proceggsrogetto fu poi chiamato “controllo
dei sistemi complessi” in quanto Eckman desidedistinguere cio di cui si stava occupando
dall'immagine popolare d’automazione, intesa comeceanizzazione della produzione e
riduzione del lavoro.

Alla fine del decennio egli sosteneva che quellocudii I'industria necessitava erano “gli
ingegneri dei sistemi, con un’ampia conoscenzaadelfisica e matematica e con capacita
analitica nell’approccio dei problemi, in modo ddeoere dal sistema fisico un adeguato
modello matematico a cui applicare tutti i potesttumenti di manipolazione, estrapolazione
ed interpretazione”.
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Capitolo 2
Introduzione al controllo digitale

2.1 Premessa

In questo capitolo introduttivo si vuole dare umagentazione per sommi capi del contenuto
della tesi, soffermandosi sulla tipologia di segpatsenti in un anello di controllo digitale, e
sui vantaggi e gli svantaggi rispetto a quello agi&lo nell’ambito del controllo dei processi e
delle macchine.

Innanzitutto € necessario definire il termine “cotib dei processi”, che in ingegneria e
generalmente riferito ad un ampio insieme di melmgle, tecniche e tecnologie orientate alla
conduzione automatizzata di impianti industrialice®do criteri di ottimizzazione di
prestazioni, costi, produzione, qualita.

In tale contesto, per processo s’intende in geeerat insieme di operazioni o di
trasformazioni che devono avvenire in sequenza ropa in un impianto o0 in un sistema
fisico, al fine d'ottenere la produzione di un otijgeo I'evoluzione di grandezze o parametri
d’interesse.

L’automazione o controllo dei processi ha lo scdpgarantire che I'insieme di operazioni
avvenga in modo corretto ed affidabile, con il mmoi intervento delluomo, anche in
presenza di variazioni dell’lambiente in cui il pgeso si svolge o di parametri interni al
processo stesso.

In realta, il contenuto di questa tesi, che si adya nella tematica del controllo dei processi,
riguarda solo un aspetto specifico della piu ampéateria, ossia il problema dell’analisi e
della sintesi dei sistemi di controllo in retroamoin cui € presente un processo analogico ed
un calcolatore digitale, ovvero un'elaborazionerapo discreto della legge di controllo da
applicare a tale processo.

Tale scelta e dettata dalla considerazione cheritrollo digitale € ampiamente utilizzato,
grazie allo sviluppo di microprocessofiR), microcontrollori ¢C), DSP (Digital Signal
Processor), FPGA (Field Programmable Gate Arrayg), mon solo nelle applicazioni high-
tech, ma anche nelle applicazioni di piccola e medglia di larga diffusione, e quindi di
grande interesse tecnico.

Inoltre, la presenza di tale tipo d’elaborazionasamte di programmare algoritmi complessi e
quindi di mettere in atto strategie di controlloatitativamente piu sofisticate di quelle
permesse in pratica dalla tecnologia tradizionabdagica.

E’ per questo che attualmente, in campo indusirialeparola controllo sottintende ormai
I'aggettivo digitale.

Un’altra differenza rispetto al caso analogico, siste nel fatto che il sistema di controllo e
un sistema ibrido in cui coesistono segnali a teoguinuo e a tempo discreto.

Tali tipologie di segnali possono essere definigeendo riferimento alla figura 2.1, nella
seguente maniera:

- segnali a tempo continuo: in tal caso la variatgtapo € definita su un intervallo dell'asse
reale.
Se poi 'ampiezza assume valori con continuitarsintervallo di numeri reali si parla piu
propriamente di segnale analogico (caso (a))yggi segnale quantizzato a tempo
continuo se 'ampiezza puo assumere solo unriresi@ito di valori (caso (b)).

14



- segnali a tempo discreto: in tal caso la variateitepo € definita su un insieme di valori
discreti, tipicamente equispaziati, ossia t =ckh k intero.
Se I'ampiezza puo variare con continuita si pdrisegnale a dati campionati (caso (c)), in
guanto il segnale puo essere pensato come gematampionamento (di tipo impulsivo)
di un segnale analogico eseguito negli stesamitistliscreti nel tempo.
Si parla invece piu specificatamente di segnagieate (caso (d)), nel caso in cui 'ampiezza
sia quantizzata, ossia rappresentabile con uiceadhumero finito di cifre, tipicamente

binario.
(a) /\
5 J—'_l—'_l_LLLl‘

0 t

0L|HH||..

Figura 2.1 Segnali d'interesse: a)segnale analagdji¢ipo continuo; b) segnale tempo-continuo queratio; c)
segnale a dati campionati; d) segnale digitale

Di solito, pero, vengono utilizzate indifferententete dizioni “segnali a tempo continuo” ed
“analogico”, cosi come quelle “segnali a tempo i8E’,"a dati campionati” e “digitali”.

Il sistema ibrido, citato prima relativamente alntollo digitale, viene utilizzato nella
stragrande maggioranza dei casi pratici.

Esso include un processo da controllare, che éigtensa a tempo continuo, il quale sara
assunto lineare, e la cui uscita a tempo contirftjaeyta variabile da controllare.

Si richiede che essa insegua un segnale di rifatie(t) dato, i cui campioni u(kT) negli
istanti di tempo t = kT, con k=0,1,2,.. e T ileelo di campionamento, appaiono in ingresso
del sistema di controllo.

Il compito di calcolare I'azione di controllo vieradfidato ad un calcolatore digitale, che per
sua natura fornisce la variabile di controllo m(kiEgli istanti di tempo discreti t = KT con
k=0,1,2,..

Si noti in figura 2.2 la differenza tra il primolsma ed il secondo.

In quest’ultimo non viene convertito il segnale lagéco errore, ma I'elaborazione discreta di
controllo considera separatamente i due ingressiacsegnale di riferimento e variabile
controllata.

Le interfacce tra i due diversi tipi di segnali $eati nel precedente sistema sono
rispettivamente il convertitore analogico/digitaléindicato con A/D) e quello
digitale/analogico (indicato con D/A), che devorssere opportunamente sincronizzati da un
clock di periodo T.

Il convertitore A/D agisce su una variabile fisif@picamente un segnale elettrico) e la
converte in una sequenza di numeri ad opportusmistli tempo.
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Figura 2.2 Schemi tipici di un sistema di contraligitale in retroazione

Quindi oltre ad effettuare un’operazione di campimento (cioe permettere la generazione di
un segnale a tempo discreto partendo da uno a teormgouo), la quale verra analizzata in
dettaglio nel paragrafo 2.2, effettua un’operaziahequantizzazione, nel senso che la
memorizzazione dell’'uscita del convertitore A/D un dispositivo logico con un numero
finito di cifre implica un certo troncamento.

E possibile anche avere una quantizzazione petoadamento, ma usualmente si preferisce
la prima tipologia citata.

In figura 2.3 vengono riportate le caratteristichequantizzazione dei convertitori A/D nel
caso a) troncamento complemento a 2, b) troncantemiplemento a 1, ¢) arrotondamento.

@ Y N 9 Y

Figura 2.3 Caratteristiche di quantizzazione deiveatitori A/D nel caso a) troncamento complemeatd, b)
troncamento complemento a 1, c) arrotondamento

Si ottiene quindi un’accuratezza che dipende dalbii@zza dell’intervallo di quantizzazione
A, nel senso che si avra accuratezza tanto migiiwaato piu I'intervallo si riduce.

Si noti che, poiché l'operazione di quantizzazien@on lineare, nel seguente testo verra
assunto il casa = 0 in modo da poter utilizzare i risultati valjger i sistemi lineari.

Nelle rappresentazioni grafiche, il convertitoreDAViene indicato come un semplice
interruttore, al fine di sottolineare la naturacdeta dell'informazione trasmessa.
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z(t) = z(kT) zt)  o(kT)

Figura 2.4 Convertitore analogico/digitale (A/D)

Talora, poiché il campionamento sara modellato matEamente con un processo a
modulazione di impulsi di Dirac, si usera piu psaenente la schematizzazione di figura 2.5,
dove ora all’'uscita compare un impulso, per t = #ilfarea” pari al valore del campione
X(KT).

z(t) = z(kT) ot) S s(kT)S(t—KT)
or

Figura 2.5 Convertitore analogico/digitale (A/D) naso in cui il campionamento sia modellato corprotesso
a modulazione di impulsi di Dirac

Il convertitore D/A realizza la conversione inversssia la ricostruzione di un segnale
analogico a partire dalla sequenza dei suoi campion

Tale operazione, come sara spiegato in seguitognamvocamente definita a meno che non
siano soddisfatte le condizioni derivanti dal Teoae del campionamentoche verra
analizzato con maggior attenzione nel paragrafo 2.4

Lo schema seguente:

2(KT) 2, (2) 2(kT) T-L‘-'—I_

DiAl——% Hold———

i
Y

Figura 2.6 Convertitore digitale/analogico(D/A) iddid

si riferisce al ricostruttore d’ordine zero (Holdhe e quello di piu largo impiego nei

controlli.

Tale convertitore opera, mantenendo costantempeetiodo T il valore del segnale che trova
in ingresso, e produce in uscita un segnale castatratti.

Come si vedra in seguito, il modello matematico deherico ricostruttore, congruente
all'assunzione del campionamento € il seguente:

z(kT) / z(kT)é(t — kT) z,(t)

G.(s) ——

y

Figura 2.7 Successione campionatore-ricostruttore

dove all'ingresso della funzione di trasferimentgsfse presente la sequenza degli impulsi
corrispondente alla sequenza dei valori digitali.
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2.1.1 Vantaggi e problemi dei controllori digitali

Nel seguente paragrafo verranno analizzati alcantaggi e problemi relativi ai controllori
digitali.

L’analisi terra conto anche delle motivazioni dé#lega diffusione di tale tipo di controllori, a
scapito di quelli analogici.

Uno dei motivi principali dello straordinario pragso di questi dispositivi (come ad es.
I'introduzione deiuP negli anni Settanta, la quale ha segnato ungasgletisiva nel senso di
una accelerazione delle tecniche di controllo dlginelle applicazioni industriali) € dovuto al
fatto che, ad un aumento delle prestazioni, viatta fcorrispondere una diminuzione del
costo per una serie di motivi che nel seguito léi paragrafo verranno esplicati.

Inoltre il continuo aumento del tipo e del numestie applicazioni, anche nel campo dei
sistemi di controllo, ha incentivato la loro evaluze verso sistemi sempre piu potenti.
Quindi un’importante vantaggio dei controllori dagi € la flessibilita.

Oltre cio, tra i principali motivi che hanno detenato la progressiva sostituzione dei
controllori analogici con quelli digitali c’é ancHa tendenza dei sistemi d’automazione ad
una maggiore integrazione.

Da questo punto di vista diviene di primaria impoda la possibilita del singolo sistema di
controllo di comunicare per via digitale con altricon il sistema d’automazione di piu alto
livello.

Un altro importante motivo di sviluppo delle tedmcdigitali di regolazione, proviene dalle
ditte costruttrici di sistemi d’automazione, perdeali risulta vantaggiosa la possibilita di
sviluppare un sistema hardwar@@, e di modificare, via software la funzione diotgione,

in base alle esigenze della particolare applicazion

Cio costituisce un vantaggio anche per lutilizzatdinale del controllore che potra
riconfigurare via software le funzioni di regolaae per adattarle alle mutate esigenze
dell'impianto.

Inoltre I'impiego dello stesso hardware digitale pel anelli di regolazione permette d’avere
un minor numero di componenti, la riduzione di indwo, peso e consumo

Tale vantaggio ha costituito una delle motivazipii importanti a favore della regolazione
digitale nella prima fase della sua introduzionepplicazioni industriali (inizio anni '60).

Cio era dovuto al fatto che il costo di un calocotatdi processo era allora molto elevato ed
occorreva quindi impiegarlo per piu d'un processo giustificare la sua introduzione.

E necessario dire che perd chiudere pit anelliatitrollo attraverso lo stesso hardware
digitale non e spesso il criterio migliore poicirécaso di malfunzionamento di quest’ultimo,
si avrebbe la messa fuori servizio contemporanea derto numero di catene di controllo.
Inoltre, la presenza di un’elaborazione di tipoitdig permette di programmare algoritmi
complessi e quindi di mettere in atto strategieadtitrollo qualitativamente piu sofisticate di
quelle permesse in pratica dalla tecnologia tradale analogica.

Infatti solo un sistema di controllo digitale petteelimplementazione di tecniche di
controllo moderne che si basano sulluso di stimat@ che impiegano tecniche
d’ottimizzazione, oppure consentono di realizzastemi di controllo adattativi, etc...

In realta, anche dalle realizzazione digitali @jgedi controllo analogiche, quali il controllo
PID, che derivano da tecniche messe a punto neti@apmeta del 1900, si ottengono degli
interessanti vantaggi in quanto nel dispositivospo® essere integrate funzionalita diverse
dalla semplice legge di controllo.

Ad esempio, possono essere facilmente realizzajehle combinatorie e/o sequenziali,
temporizzazioni, interfacce con I'operatore e dosistema d’automazione di piu alto livello,
monitoraggio del processo che viene controllatn, et

Sono soprattutto queste ultime funzionalita chenbadeciso I'affermazione del controllo
digitale, oltre al vantaggio della flessibilita.
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Nonostante i molti vantaggi, i controllori digitalresentano anche dei problemi che, se non
sono risolti, comportano una degradazione condestéelle prestazioni e I'inutilizzabilita del
controllore.

Se si considera un anello di controllo digitale quw® presentarsi particolari problemi
derivanti dalla precisione dell’elaborazione (nmltazione di parametri e valori di una
variabile) e dalle limitazioni nella realizzaziodei convertitori A/D e D/A.

Inoltre, i parametri dell’algoritmo di controllo 8o calcolati con un certo numero di cifre
finite, e quindi possono differire dai valori ideabminali.

Per quanto riguarda il convertitore A/D , essotéife una quantizzazione (per troncamento o
arrotondamento), che pud essere descritta da umreutnianco additivo uniformemente
distribuito.

Puo essere quindi definito un rumore di conversidripiale dipende dalla funzione di
trasferimento D(z) e non dalla sua realizzaziorie¢@i effetto € amplificato per periodi di
campionamento T piccoli

Inoltre, poiché il segnale di conversione variatmoklocemente, € presente una certa
difficolta nel trattamento di segnali veloci.

E presente anche un errore di quantizzazione iottodall’aritmetica, la cui generazione e
propagazione dipende dalla particolare struttuealizzativi di D(z).

La soluzione migliore, per minimizzare tale errogequella d’utilizzare realizzazioni

parallelo o in cascata.

Inoltre esiste una interdipendenza di queste eaistiche con la scelta del periodo di
campionamento.

Esaminando gli effetti del periodo di campionamentsulle prestazioni si pud concludere
che:

- gli effetti di destabilizzazione crescono al creeadi T;

- la perdita d’'informazione sui segnali cresce asceee di T;

- l'accuratezza dell’algoritmo, ottenuto per disaeéizione, cresce al diminuire di T;
- gli effetti della quantizzazione crescono al dimiawdi T.

Dunque la scelta T =n2w., data dal Teorema del campionamento, € un buopE@NESSO
tra prestazioni e costo.

Infine tra gli svantaggi relativi a tale tipo dirdoollori vengono anche ricordati 'utilizzo di
linguaggi di programmazione, i protocolli di comceione, la necessita di una
documentazione via software con il relativo costtempo per lo sviluppo di quest’ultimo,
etc.

2.2 |l campionamento tramite un treno d’'impulsi

Come accennato nella premessa, nella maggior gairtasi pratici, il processo da controllare
€ un sistema continuo, lineare e stazionario pewpleita, mentre il compito di calcolare
I'azione di controllo viene affidato ad un calcole digitale.

Il sistema ibrido, riportato in figura 2.2, vienettb a dati campionati, e la sua analisi € in
generale piu complessa di quella di sistemi inétasnente continui e/o discreti.

Infatti, la coesistenza di segnali di diversa ratygone una serie di problemi riconducibili
essenzialmente alle operazioni di campionamenltia s@a operazione inversa.

Il campionamento verra considerato uniforme corioper T positivo, e quindi sara anche
possibile definire un’unica frequenza di campionatoeostante.
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L’obiettivo di questo paragrafo e dei successiviguello di descrivere ed analizzare il
fenomeno del campionamento, cercando di definiee descrizione matematica del sistema
basata sulla trasformata zeta.

Effettuando il campionamento di una variabile comdi x(t), I'uscita del campionatore & data
da una successione di campioni X(kT) con k = 1,2):ampiezza pari a quella di x(t) negli
istanti t = KT.

Quindi segnali che presentano gli stessi valorilinetanti di campionamento generano la
stessa sequenza di campioni.

Invece tra due istanti successivi il campionatare masmette informazione.

Per questo, come gia accennato in precedenza,assibie descrizione matematica di tale
operazione consiste nel rappresentare l'uscita maraf@a x*(t), nel dominio del tempo
continuo, come un treno d’'impulsi di Dirac di angza opportuna.

L’impulso di Dirac di area unitaria applicato atante t = kT viene espresso nella forma

d(t — KT).

L’uscita campionata x*(t) viene definita:

X*(t) = % x(KT)3(t — KT)
k=0

Se indichiamo coir(t) =) 5(t — kT) il cosiddetto treno d'impulsi, il qualeerie riportato in
k=0
figura 2.8, l'uscita campionata puo essere riscttme il prodotto del segnale continuo x(t)

peror(t):

X*(t) = x(t) % ot — KT) = x(t)o7(t)
k=0

or(t)

0 A

a' T 27 3T AT 5T 1

Figura 2.8 Treno d'impulsi di Dirac

Questo sta a significare che I'operazione di camgieento rappresenta una modulazione ad
impulsi di portanté(t), come rappresentato in figura 2.9.

Il campionatore impulsivo appena descritto € un eflodideale del campionatore reale
(convertitore A/D) considerato adeguato alle estged’analisi e progetto dei controllori
digitali.

Se effettuiamo la trasformata di Laplace del segnampionato x*(t), si ottiene:

X*(s) = L[x*(®)] = x(0)L[8()] + x(T)L[S(t = KT)] + ... = x(0) + x(T)e>"+ .. :i x(KT) e~
k=0
= X(2)

Quindi ponendo z =€, |a trasformata di Laplace di x*(t) & proprio tagformata zeta della
sequenza x(0),x(T),... generata da x(t) agli istantkT.

Dunque utilizzando la posizione z =%, il concetto del campionamento tramite il treno
d’'impulsi ci consente d'utilizzare la trasformatgta per sistemi a tempo continuo che
contengono un campionatore.
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Si noti inoltre che rappresentando il campionamemime modulazione impulsiva si € gia
implicitamente assunto d’effettuare un campionameteale.

Portante
I II T II '[S};ii) """"""""

o it
: Modulatore :

———:—' . . —J.—_—-v—.
- ad impulsi : »

Figura 2.9 Il campionamento come modulazione impals

2.3 Spettro del segnale campionato

La trasformata di Laplace del segnale campionat),xrappresentato tramite una serie di
Fourier, da informazioni molto importanti circa gffetti del campionamento.

Assumendo che il segnale di partenza x(t) sia mélot<0, possiamo descrivere il segnale
campionato nel dominio del tempo, estendendo larsatoria:

o0

x*(t) = Y x(KT)3(t - KT)

k=-o0

Ancora una volta, x*(t) & dato dal prodotto delrsag x(t) per un treno d’'impulsi, in questo
caso esteso dar-a +o.

Essendo il treno d'impulsi una funzione periodjpa) essere rappresentata in serie di Fourier
come:

Y 5t — KT) = 81(t) =5 C @™
k=-00 n=-o0

Nella precedente relazione j @ppresentano i coefficienti di Fourier e sono dati

T -12| k=

T2 ©
Co=1] [Z 3(t — kT)] Mgt conn=0,+1,...

Poiché I'unico elemento del treno d’impulsi situatbinterno dell’intervallo d’'integrazione e
quello centrato nell’'origine, l'integrale precedewliviene:

T/2
Co=1 [ 8(t—-kT&® Mgt = 1
T 312 T

e la rappresentazione in serie di Fourier del tdimopulsi diventa:
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k=-00 T n=o

Utilizzando I'espressione appena ottenuta e la fiterprecedentemente trovata della X*(s), €
possibile calcolare la trasformata di Laplace éghsile campionato, la quale vale:

X*(s) = Lx*@)] = | f((t)[_lg é(zﬂt”’ﬂ e 'dt

0 T n=-w

e, ricordando che il segnale di partenza x(t) éorper t<0, si puo scrivere:

0= T n=-o0

X*@s) = L[x*®)] = | i(t) 1 fé@“”’ﬂj eS'dt

Infine, scambiando I'ordine di sommatoria e d’imdg, che equivale ad integrare addendo
per addendo, si ottiene:

X*(s)= 1 Z .[X('[) é(Znn/T)te—st dt = 1 Z ,[X(t) e—(s—jrmc)t dt

T N=-00 =00 T Nn=-o0o =0

dove si indica comcla pulsazione di campionamento, che e pari/&.2

Il secondo membro dell’equazione rappresenta seempknte la trasformata di Laplace del
segnale analogico x(t), traslata in frequenza dplentita ja. .

Si puo quindi scrivere:

X*(s)=_1 § X(s - jno)
T n=-o

e sostituendo s =j si ottiene X*(jp) =_1 > X[j(® - Noc)]

T n=-co
La precedente relazione esprime il fatto che Ildtepeel segnale campionato, tramite treno
d’'impulsi, e costituito da infinite repliche delépettro del segnale originario, attenuato di un
fattore 1/T.
Tale spettro, come si puo vedere nella figura 2el@eriodico di periodo T, essendo le
repliche centrate attorno a pulsazioni multipldadpllsazione di campionamenie.

2.4 |l teorema del campionamento

Per comprendere bene il processo di campionameatandpunto di vista frequenziale,
prendiamo ora in considerazione un segnale x(thtaveno spettro limitato in frequenza, o
come spesso si dice “a banda limitata”, come mimsinsfigura 2.10 caso a).

Il segnale x(t) non contiene nessuna componentedreziale al di sopra della pulsaziene
Tale ipotesi non € pero verificata dai segnaliiyeéajuali per effetto del rumore di misura,
sono caratterizzati da banda illimitata.

Quindi per applicare tale teorema sono utili, n@tatica, operazioni di pre-filtraggio del
segnale misurato con un filtro passa basso (si padagrafo 2.7), allo scopo di renderlo a
banda limitata, senza tuttavia perdere il contemftrmativo.
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|><'u‘w)|T > 20

E1/Tc
AURYET R
=) 0 0 2y w

b)

-2,

xegolf <20

Figura 2.10 Spettro d’'ampiezza |¥]] di un segnale (a), spettro del segnale stesgo dli@ampionamento con
w>2m1 (b) e conw<2m4 (C).

L’andamento spettrale del segnale campionato snettdalla relazione precedentemente
trovata sostituendmjal posto della variabile complessa s,

X*(j o) =_1 3 X[i(o - nod

T n=-co

doveo.e' la pulsazione di campionamento.

In figura 2.10 b) é riportato 'andamento spettrdéd segnale campionato x*(t) nel caso in
CUi ®>2m1.

Nello spettro frequenziale [Xt)| la componente |X{)|/T € chiamata componente primaria,
mentre tutte le altre componenti |X§j(x nwg)] |/T (n£0) sono chiamate componenti
complementari o repliche.

Si noti che la condizionesc>2m; mantiene distinta la componente primaria da quelle
complementari per cui, mediante filtraggio, &€ pogsiricostruire esattamente il segnale a
tempo continuo x(t) a partire da quello campiondiibrando via tutte le componenti a
frequenza maggiore di/2.

Nel caso in cui la condizione:>2m; non sia rispettata il segnale campionato ha un
andamento spettrale del tipo riportato in figure0Xc).

Il contributo delle singole componenti spettralrifparia e complementari) € riportato in
figura a tratto tratteggiato.

A tratto grosso € invece riportato I'andamento spket complessivo del segnale campionato
X*(t).

La componente primaria & parzialmente sovrappdi&taiepliche contigue per cui mediante il
filtraggio non é piu possibile ricavare il segnat@inario a partire dal segnale campionato.
Quanto appena discusso intuitivamente é usualniemtelizzato nel cosiddetto Teorema del
campionamento o Teorema di Shannon, che viengditsaiportato.
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Teorema del campionamento:

Si consideri un segnale a tempo continuo x(t) adaaimitata, di componente armonica piu
elevata pari aw; .
Se si campiona tale segnale con una pulsazigye2z/T tale che:

we> 201

allora il segnale x(t) puo essere teoricamente stogito esattamente a partire dai suoi
campioni x*(t).

La pulsazione criticay = w/2 =n/T viene detta pulsazione di Nyquist.

La sua importanza sta nel fatto che, a causa delleapposizione degli spettri in seguito al
campionamento, detto anche folding, tutti i segoahi pulsazioni superiori @y appariranno
come segnali di pulsazioni comprese trad\e

In altre parole, se un segnale viene campionato rispettando le condizioni imposte dal
Teorema del campionamento, le componenti ad alemuénza compariranno come
componenti in bassa frequenza.

Quindi, se tutto il contenuto spettrale superioreyaiene filtrato prima del campionamento,
il fenomeno detto aliasing, di cui si parlera natggrafo successivo, € assente e lo spettro non
viene distorto, anche se si ha una perdita delecomd informativo per pulsazioni superiori a
N -

2.5 Aliasing

Con il termine aliasing si indica quel fenomeno peguale, mediante campionamento, Si
generano nuove componenti spettrali (armoniche) stéssa frequenza della componente
spettrale di partenza.

Tali armoniche impediscono la corretta ricostrueiokel segnale di partenza.

Si puo avere aliasing solo nel caso in cui la condieo. > 2w, del teorema di Shannon non
sia verificata.

Si consideri ora una pulsazione arbitrasiaall'interno della regione di sovrapposizione tra le
repliche degli spettri.

Come si puo vedere dalla figura 2.11, lo spettnmmessivo, pulsazione per pulsazione, e
dato dalla somma delle componenti spettrali apparteé a ciascuno degli spettri
sovrapponentisi.

In particolare, la componente spettralenirr w, dopo il campionamento & data dalla somma
di due componenti, [X*@2)| e |[X*j(oc — ®2)|, la prima associata allo spettro principalea e |
seconda alla replica centrataire w,

In generale, qualora lo spettro del segnale diepaet fosse a banda illimitata, la componente
spettrale ino = w, dopo il campionamento conterrebbe anche le compoweiginarie
relative alle pulsazionb = nw:+ w,, cON N NUMero intero

Di conseguenza filtrando tramite un filtro passasioa alcune componenti ad alta frequenza
saranno comunque presenti dopo il filtraggio, irargo la componente |[X*(jog £ ®2))|
apparira come parte della componente spettrale lessipa ino = ®, . € non sara piu
possibile distinguere lo spettrodin= w,da quelli in® = no¢£ o,

Possiamo quindi dire che, il fenomeno per il qualeomponente dello spettro in

® = nuc+ o, Si manifesta i = w, dopo campionamento € detto aliasing, e le pulsazion

® = No:* ®2SoNo dette alias @ .
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Il fenomeno dell’aliasing € molto importante, pe¥cta si che due sinusoidi di frequenza
diversa a tempo continuo possono risultare indjsiinili dopo il campionamento.

[X*(w)| T

Al \
| ¥ \
| 1 \
] 1 [} il‘ 1 \
I Jir 3 L |1 g 1 n 1
1 ] it (1 Il i >
—We @, /0 (R O]
[X*(j wy)|

Figura 2.11 Spettro |X*g)| di un segnale dopo il campionamento

Si considerino ad esempio i seguenti segnali:

xa(t) =sin(2ut(1/5)t)
x2(t) = sin(2u(4/5)t))

e si supponga di campionarli alla frequenza di 1 Hz

Tale frequenza soddisfa il Teorema del campionamet la prima sinusoide, ma non per la
seconda, che imporrebbe una pulsazione di campemansuperiore almeno a(3/5).

E quindi prevedibile la presenza di un aliasir 21(1/5), ovvero proprio nella pulsazione in
cui appare la componente spettrale ii)x

Come si puo vedere dallimmagine 2.12, nel domdabtempo quanto appena detto significa
che i campioni ottenuti appartengono sia allun@ cfl'altra sinusoide, quindi dopo |l
campionamento sara impossibile dire quale siggihake, generatore di tali campioni.

T

Figura 2.12 Esempio di aliasing nel dominio delpem

Un fenomeno correlato al problema dell'aliasing @eltp delle cosiddette oscillazioni
nascoste.

In seguito a quanto discusso, infatti, possiame dire se il segnale x(t) contiene componenti
spettrali in pulsazioni pari a n volte la pulsadodi campionamentay. , allora tali
componenti possono non comparire nel segnale canaoo
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Ad esempio, campionando il segnale:
X(t) = xq(t) + %2(t) = sin(t) + sin(3t)

con la pulsazione. = 3rad/sec, si nota che il segnale campionato mesepta proprio la
componente conw. = 3rad/sec, nonostante sia presente un’oscillazidndrequenza
corrispondente, ovvero i campioni non mostranot@ffale oscillazione interna al periodo di
campionamento, come riportato nella figura sottusta

____

) 14 o 7775,7257 5.42 = ”Irl 56
t[s]

Figura 2.13 Oscillazioni nascoste associate al @amamento della x(t) =t) + %(t) = sin(t) + sin(3t).
Gli asterischi indicano il segnale campionato @gr 3rad set

2.6 |l ricostruttore d’ordine zero

Dopo aver parlato del campionamento, € necessagéinid anche I'operazione
complementare, che viene compiuta dai convertbdA, e che consiste nel convertire un
segnale digitale in uscita dal controllore in uoatmuo.

Tale operazione e detta "tenuta”.

Qualora si consideri uno schema come quello dirdigh.14, si pud dire che lo scopo
dell’organo di tenuta (o ricostruttore) e appunteltp di generare un segnale contirift)
che riproduca approssimativamente il segnale cootimpplicato all’ingresso del
campionatore.

In generale si puo pensare di progettare l'organdeduta in modo che effettui un
interpolazione polinomiale d’ordine n arbitraria t(kT) e x((k + 1)T).
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Al crescere dell'ordine migliora la capacita diastruzione del dispositivo, ma aumentano
anche la complessita realizzativa del disposititess e gli effetti negativi dovuti
all'introduzione di ritardi piu elevati nell'anelldi controllo.

Inoltre essendo dispositivi d’interfaccia, essigm® essere rappresentati da una funzione di
trasferimento continua H(s) solamente se la se@uettkT) di valori in ingresso viene
interpretata come sequenza d’'impulsi di Dirac awvéatea” pari ai valori di x(kT).

Il caso piu semplice, ma anche il piu usato inipaaté quello in cui n = 0, che corrisponde
all’organo di tenuta d’ordine zero.

Esso viene anche chiamato holder o ZOH (in ingtese-order-hold).

Come gia detto in precedenza, per esso vale laioakx

EKT +1) = x(KT) 0<t<t k=0,1,2, ..

e B S

Tenuta di
s ordine zero ‘

)(t:t} X{ch)
Campionatore

Figura 2.14 Campionatore ed organo di tenuta dnerdero

Tale dispositivo produce un uscita costante aittathendo costante, all’interno dell'intero
intervallo di campionamento, il valore del campiaedativo all’istante di campionamento
immediatamente precedente.

Tenendo conto che il campionatore produce un tcéingoulsi e presenta guadagno 1/T, nel
caso ideale la cascata tra lo stesso campionatbinelder produce in uscita un segnale del
tipo:

E(t) = X(0)[3-1(t) - 84t - T)] + X(T)[3-a(t - T) -84t - 2T)] + ... =
= ; g<(kT)[3-1(t -T) -3t — (k+ 1)T)]

dove d.1(k) = | 1 per kO
0 per k<0

La trasformata di Laplace é(t) e:

LIE®)] = 2(s) =Y x(kT) e *T— e ®* DT =1 _ &5TY x(kT) e ™7
k=0 S S k=0

che puo essere anche scritta nella seguente maniera

L)) = E(s) =1 —€°T X*(s)
S
E’ quindi lecito definire la funzione di trasferim® Hy(s):

Ho(s)=1—¢°"
S
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In altre parole, il sistema dato dalla cascatal wampionatore e il ricostruttore d’ordine zero
pud essere descritta matematicamente tramite danwsequivalente a tempo continuo
costituito da un campionatore ad impulsi ed un el@m con funzione di trasferiment(sl).
Come si potra immaginare, il risultato appena aitenvale anche nel caso in cui si abbia un
segnale intrinsecamente a tempo discreto x(k).

2.7 Ricostruzione del segnale e ritardo

Come si e detto in precedenza, il Teorema del camapaento consente, sotto opportune
condizioni, la ricostruzione esatta di un segnal@iauo a partire dai suoi campioni.
Conoscendo lo spettro del segnale dopo il campiengm sarebbe sufficiente filtrare tale
spettro con un filtro passa basso e moltiplicaralpgeeriodo T.

Lo spettro d’ampiezza di un filtro passa basso lel€ag(s), riportato in figura 2.15, ha
ampiezza unitaria alle pulsazioni#2 < ® < ©wJ/2e nulla al di fuori di questo intervallo.

A
Geaj)| |

/2 0 /2 w

of &

Figura 2.15 Spettro di ampiezza di un filtro pasasso ideale

Tale filtro, infatti, se applicato ad un segnalenpgoonato, avrebbe la capacita di attenuare
totalmente le repliche prodotte dal processo dimanamento e di lasciare inalterato lo
spettro in banda principale, naturalmente se lagaibne di campionamento € almeno doppia
della piu alta componente armonica del segnalenpadecontinuo.
Di conseguenza, dopo il campionamento e il filtiaggarebbe teoricamente possibile
ricostruire correttamente il segnale di partenzéch in uscita del filtro ideale si otterrebbe
lo spettro del segnale originario amplificato pér,% quindi non vi sarebbero distorsioni ad
alcuna frequenza.
Lo spettro di Gg(jm), &:
1 axsow<oc
2

N A

GPB(j (D) =
0 altrove

Allo scopo di dimostrare che il filtro &g(jo) non é fisicamente realizzabile, ossiag(o)
non rappresenta un sistema causale, calcoliansplasta all'impulso gs(t) del filtro stesso.
Avendo a disposizione I'andamento spettralgs(f®), per calcolare gg(t) utilizziamo la
trasformata inversa di Fourier:

© od?2
gre) = 1 [ Geg(jo)e/®do = 1 [el”do=1_ (e!°¥?-e1°%?) = 1 sin &/2) =
21 o 2 -od2 2mjt it

=_1sin(t/2)
T od/2
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In figura 2.16 e riportato 'andamento nel tempdadgsposta all'impulso gx(t).

Si noti che essa € diversa da zero anche pert < 0.

Inoltre, ad un impulso di Dirac applicato all’istart = 0, il filtro Geg(jo) risponde con un
segnale che non & nullo anche pert<0.

Si puo quindi concludere che il sistemag@») non € causale e quindi non é fisicamente
realizzabile.

'y
gea(t)

Figura 2.16 Risposta impulsiva di un filtro pabsaso ideale

Una possibile soluzione, spesso utilizzata in lemb di telecomunicazioni, consiste
nell'ovviare alla non-causalita aggiungendo urrditetemporale al filtro.

Tale soluzione, tuttavia, € inaccettabile nel adissistemi di controllo in retroazione, poiché
l'introduzione di ritardi temporali pud comprometeanche gravemente la stabilita del
sistema stesso.

Quindi nel campo dei controlli si prediligono usuahte altre soluzioni, quali l'utilizzo di
ricostruttori, e in particolare dell’holder, il gle e stato descritto nel paragrafo 2.6.

La funzione di trasferimento dell’holder vale:

Ho(s) = 1—€*"

S
da cui, tramite la sostituzione s ®,]esplicitando il fattore € “™? e moltiplicando e
dividendo per 2j, si ottiene:

HO(J(,O) — e—jmT/Z ijle_ e-ij/;}Zj_ =T e—ju)T/Z SIFI(OJT/Z)
2i P OT/2

Dalla relazione appena ottenuta si evince chedoogdi tenuta di ordine zero € anch’esso un
filtro passa basso, il cui effetto e I'introduziodieun ritardo di fase dbT/2, ovvero un ritardo
temporale di T/2, e un’amplificazione in moduloipar sin(T/2) | .

oT/2
Quindi, il modulo di tale filtro decresce all’auntare Jim, e diventa nullo la prima volta per
oT/2 =m, ovvero per un valore di pulsazione parér2
La fase e invece argpfjm)] = -oT/2 piu uno sfasamento diad ogni cambiamento di segno
della funzione singT/2) .
Come si vedra nel capitolo seguente, esistonosliveetodi di progetto, detti approssimati, in
cui la sintesi viene svolta a tempo continuo n@iltrollore viene implementato
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calcolandone uno equivalente a tempo discreto.
In tale contesto I'organo di tenuta viene approasinton un semplice ritardo di T/2, e la

bonta delle prestazioni ottenibili € subordinatia alcelta di un periodo di campionamento
sufficientemente piccolo.
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Capitolo 3
Progetto per discretizzazione

3.1 Premessa

Con questo capitolo si inizia la trattazione dedgpema di progetto o sintesi della legge di
controllo digitale, che proseguira anche nei swsigesapitoli 4, 5, 6, 7, 8.
Si prendono in esame tre classi di tecniche progktbasate sul:

* metodo indiretto;
* regolatore a struttura fissa (tipo PID);
* metodo diretto.

Nel primo caso si tratta di tecniche approssimateali( emulazione) poiché si sviluppa il
progetto preliminare del controllore nel dominidleldrasformate di Laplace con una delle
tecniche gia note nel continuo e, successivamesde,ne effettua la discretizzazione
pervenendo in tal modo ad un controllore digitale.

La seconda classe che verra qui presentata e qieillaegolatori a struttura fissa, e in
particolare dei controllori di tipo PID a tempo clisto. Questa tecnica consiste nel tarare i
parametri di tali dispositivi in funzione della dimica del sistema da controllare e delle
specifiche da soddisfare.

La terza classe comprende invece tecniche di poget le quali si lavora direttamente nel
dominio discreto, ossia delle trasformate zeta ¢gohediretto).

In questo ambito verranno illustrati in dettaglgeguenti procedimenti:

- progetto nel piane, con riferimento all'impiego dei diagrammi di Bqde
- progetto con il luogo delle radici nel piano z;
- progetto con metodi analitici (assegnamento zmii/ controllo deadbeat, Dahlin).

Una differenza sostanziale teprime due classi e la terza & che per le prindessretezza un
regolatore progettato nel continuo, ossia consikyda dinamica del sistema da controllare
come continua, mentre per la terza si adotta dihnidao un modello discreto del processo
da controllare.

Questo modo differente di procedere ha influenza tnascurabile sulla scelta del periodo di
campionamento, come gia accennato nel capitolepeste.

3.2 Considerazioni generali sulla discretizzazione

Molto spesso il sistema da controllare & un sisteoméinuo, rappresentato da una funzione di
trasferimento G(s), per il quale € molto naturalerenere le specifiche nel dominio continuo.
Puo capitare che per una data applicazione essstangcontrollore analogico soddisfacente, e
che si voglia semplicemente passare ad una suaz@abne digitale. Inoltre, non bisogna
trascurare il fatto che nel continuo sono statéuppate da tempo tecniche di progetto ben
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assestate, e molto spesso il progettista ha umalgramiliarita con queste piuttosto che con
guelle ideate espressamente per il dominio discreto

Infine, per riuscire a trovare il metodo che piawicina alle richieste del progettista spesso
si utilizzano vari approcci al problema e dal conto tra i risultati ottenuti, si sceglie quello
che meglio approssima la situazione ideale.

Dunque, si supponga d’avere gia definita una lefig@ntrollo continua rappresentata da una
funzione di trasferimento D(s), come quella riptatia figura 3.1 (a).

Si pone allora il problema di come ottenere unagéed(z), da inserire nell’anello di
retroazione comprensivo del ricostruttore comdigara 3.1 (b) , che permetta d’ottenere
prestazioni il piu possibile simili a quelle otté@impiegando la D(s).

In altre parole, il problema consiste nell’approssie nel tempo e/o in frequenza i due
segnali yt) e y(t), a fronte dello stesso segnale e(t).

Ya (t)

Figura 3.1 Regolatore analogico (a) e suo equitaldiscreto (b)

E evidente che adoperare un controllore digitatenoito tramite discretizzazione di uno
analogico porta ad introdurre delle variazioni elglrestazioni del sistema in retroazione, e
precisamente un deterioramento di queste ultime.

Tali variazioni dipendono da diversi fattori, quiiscelta della frequenza di campionamento
e la tecnica di discretizzazione utilizzata.

Comunque, e owvio che effettuando I'operazioneistrétizzazione si cerchi di far si che le
caratteristiche sia temporali che frequenzialiredvo regolatore ottenuto si discostino poco
da quelle dell’originale.

In generale, puo essere d’interesse mantenere pnadelle seguenti caratteristiche: numero
di poli e zeri, andamento della risposta ad impusgradino, guadagno statico, margini di
fase e d’ampiezza, larghezza di banda, etc., aseheon tutte possono essere mantenute
inalterate contemporaneamente dall'operazionestreiizzazione.

Infatti nella maggior parte dei casi risulta diféc per esempio, mantenere le caratteristiche di
risposta frequenziale, comparendo nella versioserelia effetti non presenti nel controllore
analogico come la distorsione frequenziale doviltaliasing (vedi paragrafo 2.5), qualora
non si effettui una scelta attenta del periodcadnpionamento.

Un metodo empirico per ottenere prestazioni soddesiti € quello di scegliere frequenze di
campionamento piu alte possibili, che comportanoo pen aggravio delle prestazioni
computazionali richieste.

Una volta che sia definito il controllore analogio¢s), la tecnica di progetto si articola nei tre
seguenti passi concettuali:
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1. definizione del periodo di campionamento T e veaifilel fatto che I'inserimento del
campionatore-ricostruttore non destabilizgistema.
Se necessario si deve provvedere ad unazammeedella D(s) o a modificare T.
Se si considera il caso piu semplice, ciagllgucon un ricostruttore d’ordine zero, Si

ha:
H(s)=1-€%" = T approssimazione di Pade
S S+ 1
2
oppure:
l_b(s) — e—ST/Z

Quindi, per I'analisi degli effetti dinamici si dexconsiderare, per esempio, il termine:

1
_Ts+1
2

nell’anello continuo prima di procedetka discretizzazione, come mostrato in figura
3.2.

Si noti che il guadagno T non vienesiderato in quanto nello schema finale discreto
tale fattore € compensato dal guaddghalel campionatore;

z(t) _e(t) 1 et
Dig) 1Zs+1 i

G(s) -

Figura 3.2 Modifica dell'anello di retroazione cionio per considerare la presenza del ricostruttore

2. Discretizzazione della D(s) con una delle tecnidhstrate in seguito;

3. Verifica a posteriori del comportamento dinamicbsistema con controllore discreto.
Si deve discretizzare il sistema continuo G(s) oanricostruttore, cioé ottenere la
funzione discreta equivalenfd Ho(s)G(s] = HG(z) e verificare la risposta dell'intero
sistema in retroazione utilizzando la D(z).

Qualora il controllore ottenuto non soddisfi le gfiehe di controllo richieste, si deve
procedere o ad una migliore modellizzazione defliemto o ad una modifica della
sintesi del controllore.

3.3 Metodi di discretizzazione

Una volta che é stata completata la sintesi dercothore continuo, tenendo conto della
presenza dell’holder e del filtro antialiasing,exeassario procedere alla sua discretizzazione.
Come gia accennato in precedenza, sono dispoulibidirsi metodi per la discretizzazione
della funzione di trasferimento D(s) , ognuno dealg pero, tende a comportarsi in modo
sempre piu simile a quello del sistema continupaitenza, al’aumentare della frequenza di
campionamento.
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Questi metodi si distinguono in base al valor dekguenza di campionamento sotto il quale
il comportamento dinamico del sistema del sistentatana chiusa peggiora in modo non
accettabile rispetto a quello continuo.

Da cio discende che con una scelta opportuna deddoedi discretizzazione € possibile

ridurre la frequenza di campionamento necessdrero dal punto di vista della similarita

con il sistema continuo.

I metodi di discretizzazione possono essere dei tip

- a catena chiusa;
- a catena aperta.

Nel primo caso, il controllore discreto viene dattv da quello continuo in modo che |l
comportamento del sistema complessivo a catenaalsia prossimo a quello continuo a
catena chiusa.

Il maggior vantaggio della discretizzazione a catehiusa consiste nel garantire la stabilita
del sistema con controllore discreto.

Tuttavia, non essendo d’agevole applicazione sifepsee utilizzare un metodo  di
discretizzazione a catena aperta.

Nella discretizzazione a catena aperta viene ineseguita la discretizzazione del controllore
continuo non tenendo conto del suo funzionamentmisistema a catena chiusa.

Questi metodi di discretizzazione sono di direfipli@azione e non richiedono la conoscenza
del sistema da controllare, per cui sono usatigpereazione di algoritmi di controllo derivati
dai controllori standard analogici.

La discretizzazione a catena aperta € inoltre iggtgenella realizzazione dei filtri numerici a
partire dalla sintesi nel continuo.

Nel caso di sistemi di controllo, il controlloraua particolare filtro che deve essere realizzato
in modo digitale.

| metodi di discretizzazione a catena aperta noarggcono a priori la stabilita del sistema
digitale a catena chiusa e, in certi casi , neppel® stesso controllore discreto.

Se pero la frequenza di campionamento € suffiaeeitdée elevata, il comportamento del
controllore discreto non si discosta da quello iowat per cui la stabilita viene mantenuta.

Nel seguito verranno esaminati solo i principalitode di discretizzazione a catena aperta,
che possono essere suddivisi in metodi di:

- invarianza della risposta, che si differenziano in:

- metodo della Z-trasformata, detto ancheidghlirianza della risposta all'impulso;

- metodo della Z-trasformata con ricostrutttirerdine zero, detto anche invarianza della
risposta al gradino;
- integrazione numerica, che si differenziano in:

- metodo delle differenze all'indietro;

- metodo delle differenze in avanti (non impitegnei controlli);

- trasformazione bilineare;

- trasformazione bilineare con precompensaZieggienziale;

- corrispondenza zero/poli.
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3.4 Metodo dell'invarianza della risposta

| vari metodi di discretizzazione basati sull'inianza della risposta derivano dai differenti

segnali canonici che si considerano in ingressp\so, gradino, rampa,..).

Il primo metodo analizzato e quello dell'invariaraliimpulso, detto anche metodo della Z-

trasformata, ma, si vedra in seguito che migligstktizzazioni sono possibili considerando
come ingresso il gradino o la rampa.

Relativamente all’'ultimo segnale citato non si effe una trattazione approfondita in questa
tesi.

3.4.1 Metodo dell'invarianza all'impulso

Consideriamo come primo caso quello in cui il coldre da progettare sia un filtro numerico
che, come detto in precedenza, € un tipico eseulipjgplicazione con discretizzazione in
catena aperta.

Per trasformare il progetto di filtro analogico um progetto di filtro numerico possiamo
scegliere la risposta allimpulso di quest'ultimonze una sequenza costituita da campioni
ugualmente spaziati della risposta all'impulsofd&b analogico, ovvero:

g(n) = g(nT)

dove T & il periodo di campionamento.
Si puo dimostrare che la trasformata Z di g(n) gafe alla trasformata di Laplace d{ty
dall’equazione :

G@)-=1YGe E+ 2t ﬂ
2

Tk=-0

Dalla relazione z =% si deduce che le strisce d’'ampiezzél2nel piano s vengono mappate
nell'intero piano z, come mostrato nella figura.3.3
La meta sinistra di ogni striscia nel piano s viememapparsi nella parte interna alla
circonferenza unitaria, la meta destra di ognssiai nel piano s si mappa invece nella parte
esterna alla circonferenza unitaria, e lI'asse imnzag del piano s si mappa nella
circonferenza unitaria in modo tale che ogni segmeilunghezza 2T si mappa una sola
volta lungo la circonferenza.

0

Piano s Piano z

(63]

am
T

7 7 :
//// // = 1 1

‘“‘Li

Figura 3.3 Rappresentazione degli effetti del camginento periodico
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Pertanto risulta chiaro che tutte le strisce dahpis vanno a sovrapporsi nel piano z per dar
luogo, partendo dalla funzione di trasferimentolegiaa, alla funzione di trasferimento
digitale.

Da cio si deduce che il metodo dell'invarianzaiapulso non corrisponde ad una semplice
corrispondenza algebrica del piano s nel piano z.

La risposta in frequenza del filtro numerico é tagalla risposta in frequenza del filtro
analogico dalla relazione:

G@E") :LZG{MJ@@
Tk=o T T

Risulta chiaro che, per il Teorema del campionamérgdi paragrafo 2.4), se e solo se:
G(jQ) =0, RI>n/T

allora

G(e®) :TIGC [@T] , d|<m

Sfortunatamente, qualsiasi filtro analogico chessiin pratica non sara limitato in banda, e di
conseguenza si ha interferenza tra i vari termefladsommatoria.

.t
/1. : ‘{
B Q.7 t)
Hiei*)
TP S pre—
Pe ~ T4 I - ~
/ = o | a7 S
- \/\, | \"_\ iy
g .....——"" ~en | - -~ “.h*_
=2 ! 24F 2T w

Figura 3.4 Rappresentazione grafica degli effettlidsing nella tecnica di progetto dell'invarianall'impulso

A causa dell'aliasing cui da luogo il processo ainpionamento, la risposta in frequenza del
filtro numerico risultante non sara identica alisposta in frequenza analogica da cui si
partiti.

E’ importante osservare che, se le specificheitied Sono date in termine di specifiche sul
filtro numerico da progettare, allora un cambiammedi T non ha effetto sulla quantita
d’aliasing comportata dalla tecnica di progetto.

Per esempio, riferendoci alla figura 3.4, suppowiathe la frequenza di taglio del filtro
numerico sia stata scelta paQar .

Questo valore € pertanto vincolato ad essere tjuémrza di taglio del filtro numerico passa
basso, e, se T viene ridott®). deve essere corrispondentemente aumentata nel filtr
analogico in modo tale ch€.T rimanga costante ed uguale alla frequenza diiotagl
specificata per il filtro numerico stesso.

Dal discorso fatto si deduce che il filtro numerda progettare € specificato in termini di
frequenze sulla circonferenza unitaria e che ipaatro T risulta irrilevante nelllambito della
tecnica di progetto dell’invarianza all'impulsogeindi potrebbe essere posto pari a uno.
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Poiché tuttavia nell'uso pratico di tale tecnicanslude anche T nei parametri del progetto,
importante aver ben presente che tale paramegioea un ruolo del tutto secondario.

Per approfondire l'interpretazione di questa temrdc progetto in termini di relazione tra i
piani s e z, assumiamo che la funzione di trastembm del filtro analogico ¢s) sia espressa
come sommatoria di fratti semplici, ovvero:

N
Ge(S) =), Ak/ (s—%)
k=1

La corrispondente risposta all'impulso é:

N
Ae(t) = kzl Ay e* 3,4(1)

doved.i(t) € la funzione gradino unitario a tempo continuo
La risposta all'impulso del filtro numerico e perte:

N
g(n) = g(nT) =|§1Ak (%" )"84(nT)

doved (nT)=< 1 per 0
0 per n<0

La corrispondente funzione di trasferimento G(d) éonseguenza data da:

N
G@) =Y A/ (1-&TzY
k=1

Confrontando le espressioni di(§) e G(z) osserviamo che un polosire § nel piano s da
luogo a un polo in%¥ nel piano z, e che i coefficienti nelle espansioniratti semplici di
Gc(s) e G(z) sono uguali.

Se il filtro analogico & stabile, cioé la parteleedi S & negativa, allora il modulo di*Esara
minore di uno, cosi che il corrispondente polo filglb numerico e all’interno del cerchio
unitario, e di conseguenza anche il filtro numegcstabile.

Benché i poli nel piano s si mappino in poli nermm z secondo la relaziong=ze*" | &
importante riconoscere che il progetto col metoelidvarianza all'impulso non corrisponde
ad una mappatura dal piano s al piano z secondtatiessa relazione, né in effetti, secondo
alcun’altra relazione.

Inoltre gli zeri della funzione di trasferimento marica sono una funzione dei poli e dei
coefficienti Ax dell’espansione in fratti semplici e in generalen red mappano da un piano
all'altro allo stesso modo dei poli.

Va sottolineato che se il filtro numerico e suffisiemente limitato in banda, il procedimento
sopra illustrato porta ad ottenere un filtro la gsposta in frequenza e:

G(E")~ 1G, E@]
T T

Ne segue che, per elevate frequenze di campionanf&npiccolo), il filtro numerico puo
avere un guadagno estremamente alto.
Per questo motivo solitamente si utilizza la segriérmula:
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N
Gz) =X __TA

k=11 -7t

Pertanto la risposta all'impulso diventa g(n) =(h@).

Il concetto base della tecnica dell'invarianzaimlpulso € quello di scegliere per il filtro
numerico una risposta all'impulso simile in qualehedo alla risposta all'impulso del filtro
analogico.

Spesso l'uso di questo procedimento non e motitzattw dal desiderio di mantenere la forma
della risposta all'impulso, quanto dal fatto di sepche, se il filtro analogico € limitato in
banda, allora la risposta in frequenza del filwonerico tendera ad approssimare la risposta in
frequenza analogica.

Tuttavia, in taluni problemi di progetti di filtri;obiettivo principale puo essere proprio quello
di controllare alcuni aspetti della risposta tengp@del filtro, come la risposta all'impulso o
la risposta al gradino di cui parleremo in seguito.

E’ importante ricordare che, sebbene nel progetsatn sull'invarianza all'impulso si
introduca, a causa dell’aliasing, una distorsioekarrisposta in frequenza, la relazione tra la
frequenza analogica e quella numerica € linearecertseguenza, aliasing a parte, la forma
della risposta in frequenza si conserva.

Va notato in conclusione che la tecnica dell'ingada all'impulso & chiaramente adatta
soltanto nei casi di filtri essenzialmente limitatibanda.

Per esempio filtri del tipo passa alto o eliminade richiederebbero ulteriori limitazioni di
banda per evitare severe distorsioni dovute adisitg.

E’ possibile ottenere migliori discretizzazioni cdnmetodo dell’invarianza della risposta
considerando come ingressi gradini 0 rampe.

3.4.2 Metodo dell'invarianza al gradino

Per esplicare il metodo dell'invarianza al gradisiogonsideri ad esempio il filtro passa basso
con funzione di trasferimento.(8) =a/ (s + a).
La risposta al gradino é:

o) =L [isec(sﬂ :L‘l[_l_s L j —1-ad

In questo caso si sceglie la risposta del filtrmetico al gradino campionato coincidente con
i campioni della risposta al gradino del filtro &waco.

In tal modo, se il filtro analogico ha buone carastiche di risposta al gradino, come piccolo
tempo di salita e basso picco di oscillazione sadpkalore di regime (overshoot), queste
caratteristiche verranno mantenute nel filtro nuoger

La risposta del filtro numerico vale:

k) = gD =17 =1 ae™
Effettuando la trasformata zeta d’entrambi i mendletla precedente uguaglianza, si ha:

Glz)_z =Z[1- e
(z-1)

da cui s’ottiene:
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G(@2)=[z=NZ[1-e™=2-T2z _z = 1.2
[Zﬂ ZLZ-l z-_é"T] ey

Si noti che l'intera procedura puo essere riassnali&espressione:

G@)=(1-BHZ{ L [Gs)!s]]|t=xr}

0 equivalentemente:

G@2) =Z{ L*[(1 - e T)Gds)/s]|1=xr}

Il secondo membro della precedente equazione pseEreegnterpretato come la trasformata
zeta di G(s) preceduta da un campionatore e da un orgatemdia (o interpolatore d’ordine
zero).

Per questo motivo, il metodo in questione e anattodnetodo della trasformata zeta con
campionamento e tenuta, anche se € importanteenots, in questo caso, i blocchi del
campionamento e tenuta sono fittizi.

Come nel caso precedente, anche il metodo appestaisdd preserva la stabilita dopo
discretizzazione, in quanto i poli del filtro angilco subiscono la trasformazione z ¥ e
Pertanto poli stabili di ¢s) vengono mappati in poli stabili di G(z) e cepondentemente i
poli instabili restano tali.

La risposta in frequenza G(z) risulta distorta etép a quella di &s) e, per effetto del
termine 1/s, si ha una certa attenuazione alldradgienze.

Ancora in analogia con il metodo della rispostauisjva, il metodo appena descritto presenta
il fenomeno dell’aliasing e andra pertanto usato son segnali a banda limitata.

Il tipico ambito d’'uso del metodo suddetto e lauatione in cui si desiderano mantenere
alcune caratteristiche particolari legate allaop al gradino, quali quelle riguardanti la
risposta transitoria.

Esempio 3.1
Come esempio del metodo di discretizzazione tramitarianza della risposta al gradino, si

consideri la funzione di trasferimenta(§& di un controllore PID analogico, il quale verra
analizzato in dettaglio nel prossimo capitolo.

Ce(s)=Ke|1+1 +Tus_
T 1+ Tss

Come gia detto, l'obiettivo di tale metodo consistel determinare una funzione di
trasferimento G(z) tale che:

G(z)=(1-7YZ [L? Gys
t=kT

0, equivalentemente,
t:k'I]

G(2) :Z[L'l 1- eSTGC(S}
S

Applicando tale trasformazione, risulta:
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Ge(s)= Ky 1+1 +Ty in cui Tger= Ty
S s &  1+Tees N

Antitrasformando secondo Laplace, ponendo t =k®ieeta-trasformando si ottiene:

Z LT Ge(s) = Klz +7Tz + Taz
S |t=kT z-1 &-1F Toedz—€""%)

OVvVvero:

G@)= K|l+T___ + Tyz—1)
TZ—-1) Tedz—€ "]

che si riscrive nella forma:
Gz) =g+ uz+ o
+PzZ+ P

dove i coefficienti q i=0,1,2, e p i =1,2, valgono:

Go=Kp [1+Ty | qu=-Kp|l+e 42Ty -T G=Kp [Tqg_+ e (/T - 1)
a-en Tden Tl Tden

pl — e—T/Tden_ 1 p: _e—T/Tden

3.5 Metodo d’integrazione numerica

Come accennato precedentemente, esistono ancheediedi di discretizzazione a catena
aperta chiamati metodi d’'integrazione numerica.

Tra i numerosi metodi disponibili, si considereramel seguito solo quelli piu usati per la
discretizzazione, cioé quelli di integrazione negi@lare (Eulero) «all’'indietro» e «in avanti» e
quelli d’integrazione trapezoidale, eventualmerte la precompensazione frequenziale.

3.5.1 Metodo delle differenze «all'indietro»

I metodo di Eulero o d'integrazione rettangolare ilepit semplice algoritmo per
l'integrazione numerica.
Si consideri ad esempio la seguente equazioneditfele:

dy() +ay) =ax({)
dt

dove il coefficiente della derivata prima & patre, mentre i coefficienti di y(t) e x(t) sono
pari ad una costante a.
Portando il termine in y al secondo membro ed iatedo tra O e t ambo i membri, si ha:
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| ay dt =-af yo) dt + af xyet
o dt 0 0

Pert=KkT et= (k- 1)T con k costante, si hangpettivamente:

kT kT kT
yKT)—y(©0) =] dy® dt =-a] y( dt + a) xydt

0 dt 0 0
k-1)T k-1)T (k-1)T
y((c—1)T) = y©0) =] dy dt =-al y(t) dt + af x(at
o dt 0 0

Come si pud vedere dai passaggi precedenti, naleség metodo la derivata prima e
approssimabile dalla differenza prima «all’indietro
Sottraendo le due relazioni precedenti, si ottiene:

kT KT
YKT) = y(k = )T) = -d y(t) dt + a) x@ydt

k-1)T k-1)T

Per calcolare numericamente gli integrali presentijuesta relazione si approssima l'area
sottesa alle curve y(t) e x(t) con rettangoli (daigpnome d’integrazione rettangolare).

In particolare, nel metodo delle differenze «atligtro» si procede come illustrato in figura
3.5, cioe si considerano tra gli istanti (k — 1)KTei rettangoli d’altezza pari a y(kT) o x(kT)
(valore finale del periodo considerato).

Si ha dunque che:

kT kT
j y(t) dt = Ty(kT) e I X(t) dt = Tx(kT)
k-1)T k-1)T

Integrazione all‘indietro
1.4 T T r

1.2

1

0.8

y(®

0.6

0.4}

0.2

e Tl P el B R i RN
g os 1 18 2 258' 3 35 4 485 5

t
Figura 3.5 Approssimazione dell'integrale con iltat® delle differenze «all'indietro»

Sostituendo le espressioni appena pervenute nella:
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kT kT
Y(KT) = y(k = )T) = -d y(t) dt + a) x@ydt

k-1)T k-1)T
si ottiene:
y(kT) = y((k -1)T) — aT[y(kT) — x(KT)]
che ha Z-trasformata:
Y(2) = 272Y(2) - aT[Y(z) — X(2)].

Possiamo quindi definire la Z-trasformata dellazione di trasferimentequivalente nel
discreto:

G(z) = Y(2) = aT = a
X(@z) 1-Z+aT 1-7* +a
T
Si noti che utilizzando la trasformata di Laplac modellare 'equazione differenziale si
sarebbe ottenuto:

G(s) =¥(s)=_a

X(s) s+a
Osservando le ultime due equazioni ottenute, sewdte esse sono identiche se si pone:

s=1-7' = z-1
T Tz

Questa relazione esprime la trasformazione datedfiet per discretizzare il filtro analogico
col metodo delle differenze «all'indietro», ossia:

D(z) =D(S)| s= 1"
T
Alla stessa risultato si sarebbe arrivati tramatedstituzione:

dy(t) = y(kT) — y((k = 1)T)
dt T

che fa ricorso all’approssimazione della derivaaanite il rapporto incrementale.
Effettuando la trasformazione s= 12z= z-1 il piano s viene mappato nel piano z e
T Tz

viceversa.
La regione di stabilita in s ( Re(s) < 0) vienestoamata nel piano z come segue:

ReE— z'l]:Re E— 1] <0
T Tz

da cui, poiché T>0e z&+ jo,

Re(o+jo — =Re[ G +jo—1(c-jo)) = ¢+ 0n’°—-c <0
o+ jo o %+ w? 6+’
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ossia
(c-%f+o’< (%Y,

che e una circonferenza sul piano z di centro@)%,raggio %z .

Il legame indotto tra il piano s e il piano z viaa@presentato in figura 3.6.

Si verifica facilmente che il semipiano sinistrol ggano s si mappa allinterno della
circonferenza piccola e che il semipiano destropieho s si mappa nell’esterno della stessa
circonferenza.

Percio sebbene questa trasformazione non soddigfrdprieta che I'asse immaginario si
mappi sulla circonferenza unitaria, essa soddisftavtia la condizione di stabilita, dal
momento che i poli del semipiano sinistro del piasiosi mappano all'interno della
circonferenza piccola in z (quella centrata in (Ofg con raggio ¥z ), che e all'interno di
quella unitaria (regione di stabilita).

La discussione svolta dimostra che ogni funzionetrdsferimento stabile D(s) viene
trasformata in una D(z) stabile.

Tuttavia, si viene a creare una notevole distoesifnequenziale, che pud essere ridotta
diminuendo il periodo di campionamento T.

Infine, € necessario dire che anche i poli instabi$ possono essere trasformati in poli stabili
in z.

Im T

Piano s Piano 2

Re

Figura 3.6 Trasformazione della regione di stabiel piano s con il metodo delle differenze «radietro»

3.5.2 Metodo delle differenze «in avanti»

Anche il metodo delle differenze «in avanti» ragera un’approssimazione del calcolo
integrale.

Viene spiegato nel seguente paragrafo per compkete¥informazione, non essendo
utilizzato nel controllo poiché puo portare ad afslita del sistema, ma di questo si parlera
dopo aver definito il legame indotto dalla trasfamone tra il piano s e il piano z .

A differenza della tecnica precedente, si considesgoer il generico periodo [(k — 1)T, kT] il
valore iniziale y((k — 1)T) anziché il valore firay(kT).

Utilizzando ancora I'equazione differenziale deltou® delle differenze «all'indietro», si ha
che:
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kT

[y dt = Ty(k - 1)T)

(k-1)T

kT

J- X(t) dt = Tx((k — 1)T)
(k-1)T

Questa integrazione numerica € detta anche metb@mldro «in avant> 0 metodo delle

differenze«in avantp .
Viene riportato in figura 3.7 un esempio della s&ga tecnica:

Integrazione all*avanti

S
AN

A

»
. |

y(t)

Figura 3.7 Approssimazione dell'integrale il metatidle differenze «in avanti»
In questo caso si ottiene:

y(kT) = y((k - 1)T) —aT[y((k — 1)T) — x((k = 1)T)]

che fornisce la Z-trasformata:

Y(z) = (1 —aT) Z}Y(2) + aT zX(2)

da cui si ricava la funzione di trasferimento:

G(z) =Y(2)= aTz* =

a
Xz 1-(1-anz 1-z' +a
Tz?

In questo caso, la trasformazione da effettuaiadf& G(s) coincida con G(z) é :

-1

s=1-z- =z-1
Tzt T
da cui:
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D(@2) = D(S)] 5= 71
T

Possiamo quindi definire il legame indotto dallastormazione trovata tra il piano s e |l
piano z.
Si ha che:

Re(s) = RE ;le <0

Cio comporta, poiché il periodo di campionamente Jempre positivo, che Re(z) < 1, ossia
il semipiano sinistro del piano s viene trasformagbsemipiano a sinistra della restar 1 del
piano z.

La corrispondenza tra i piani s e z , prodottardatodo delle differenze «in avanti», viene
riportata nell'immagine sottostante :

Piano s

Figura 3.8 Trasformazione della regione di stabiiél piano s con il metodo delle differenze «Jardi»

Possiamo quindi concludere che funzioni di trasfento analogiche stabili possono essere
trasformate in funzioni di trasferimento discretestabili (poli nella parte esterna della
circonferenza unitaria).

Per tale motivo questa tecnica di trasformaziormewviene utilizzata nella pratica.

3.5.3 Trasformata bilineare (o di Tustin)

Un procedimento alternativo € basato sull'integragidell’equazione differenziale e sull’'uso
di un’approssimazione numerica dell’integrale.
Ad esempio, si consideri 'equazione del primo oedi

y'(t) + ay(t) = ax(t)

dove y'(t) e la derivata prima dell'uscita y(t), términe a il coefficiente dell’'uscita y(t) e
dell'ingresso x(t).
La corrispondente funzione di trasferimento ddksmea analogico é:

G(s)=_a
s+a
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Possiamo scrivere y(t) come l'integrale di y'(t¢lla forma:
t
y(® =y (t)dt + y(t)
to

In particolare, pert = KT @ £ (n — 1)T con k costante e T>0, risulta:

kT
y(kT) =[ y'(9)ck + y((k — 1)T)

(k-1)T

Se lintegrale viene approssimato col metodo dapdri (da qui il nome di integrazione
trapezoidale), possiamo scrivere:

y(kT) = y((k = 1)T) + T/2[y'(kT) + y'((k = 1)T)]

Poiche dall’equazione differenziale prima citatastando il termine dell’uscita y a destra , si
ha:

y'(KT) = -ay(KT) + ax(kT)
la y(kT) = y((k = 1)T) + T/2[y'(KT) + y’'((k — 1)T)]si puo riscrivere come:
[ y(K) = y(k-1)] = T/2[ -a(y(k) + y(k — 1)) + a (k{ + x(k — 1))]

dove y(K) = y(kT) e x(k) = x(KT).
Prendendo la trasformata zeta e ricavando G(z:si h

_afl+z7
G(z)=YXY(@2)=_2 = a
X(z) (@-D+aT(1+zH 21-zY +a
2 T(1+2)

Risulta chiaro che G(z) € ottenuta da G(s) trahaitostituzione:

s=2(1-7) =2(z-1)
T@A+ZY T(z + 1)

Questa relazione e detta trasformazione bilineautegrazione trapezoidale o metodo di
trasformazione di Tustin, e nella figura 3.9 n#éwsirato un esempio.
Si puo quindi scrivere:

D(2) = D(s] s-20-71)
T(1+2z1)
E possibile, poiché la trasformazione s = 2 (I} zé invertibile, ricavare la z in funzione

TA+2)
della s:

z=1+(T/2)s
1-(T/2)s
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Integrazione trapezoidale

14

y(©)

i
Figura 3.9 Approssimazione dell'integrale con sformazione bilineare

Per analizzare le caratteristiche della funziongasiferimento digitale D(z) ottenibile tramite
la trasformazione s = 2 (z — 11 termini di stabilita, si determinano i valoifizltali che:

T(z+1)
Re[Z(z —-1) ] <0
T(z+1)

da cui, poiché T>0, si ha:

Re(z — <0
z+1

Ponendoz s +jo :
Re c+jn-1_ )= Re[ o®+0’-1+2iw) <O
z+1 c+ijo+1 o+ 1)* "+

cioé o + w® < 1, che definisce la regione interna al cerchiaatjgio unitario centrato
nell’origine.

La dimostrazione per il semipiano destro € analoga.

Dunque la trasformazione bilineare trasforma uns) Rfialogica stabile in una D(z) discreta
stabile e viceversa.

Si noti che la trasformazione mette in corrisporz@elintero asso immaginario del piano s
con la circonferenza di raggio unitario centratilorggine del piano z.

Questa circonferenza viene percorsa una sola pefta che varia tra® e 4o in s , evitando
quindi il problema dell’aliasing incontrato nei radt dell'invarianza della risposta.

Per verificare che il cerchio unitario € percorsa gola volta, si pone s & jnella:

z=1+(T/2)s
1-(T/2)s
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che assume i seguenti valori:

z=+1 (peQ2=0)

N
|
1
=
~
i®)]
(9]
o)
|
N

Im

Piano s Piano z

7

Im 71 Re

N

Figura 3.10 Trasformazione della regione di sti@biel piano s con la trasformazione bilineare

La corrispondenza tra i due piani & quindi similguella ottenuta ponendo z 2'e cioé

mediante la Z-trasformata.

Con quest’ultima, pero, il cerchio unitario vienergorso infinite volte pef2 che appartiene

all'intervallo [-0, +x0], € quindi, per I'analisi frequenziale si devononsiderare solo le

frequenze all'interno della striscia primaria/[F,+n/T].

La relaziones =2 (1 =2__ = 2 (z—1) non genera sovrapposizione frequenziale, ma
T@+72) T(z +1)

introduce distorsioni.

Si ha infatti un fenomeno di “compressione” alleeafrequenze, che si pud facilmente

verificare mediante la seguente analisi.

Se si indica, per maggior chiarezza, conla variabile complessa finora detta s, e si

considerano le trasformazioni tra i pianiz, s, riportate in figura 3.11 :

Piano w Piano z Piano s
752 4 1+ wT/2 Im(z)4 1 | jw 4
2= — —_—
1= w2 TEgeE R
- —_—
5 -1 1 N
) Re(z) a
— —_— _ L _ _
2z—-1 T Wl
i — 8T 2
v Tz+1 ¥=9

Figura 3.11 Relazione frequenziale tra il pianal piano z ed il piano s

si ottiene che, pas = jQ, 0< Q< la variabile z = 1 +jQ2T/2) percorre la
1-r/2)

semicirconferenza di raggio unitario tra z = +1=-4 e corrispondentemente la variabile
s = 1/T In z percorre I'asse immaginario sos V<o <w:/2 =n/ T.
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Complessivamente, il legame thae o, che rappresentano rispettivamente la pulsaziehe d
filtro analogico e quella del filtro digitale daqgettare, si ottiene, con i passaggi seguenti,
dalla s=2(1-2) =2(z-1):

TA+Z) T@z+1)

jQ=21-8") = 2jsineT/2) =2jtan®T/2)
T(1+ &7 Tcos@T/2) T

E quindi possibile ricavare la relazione:

Q= 2 tanoT
T 2

che permette di valutare le distorsioni frequemnziarodotte dalla trasformazione, come

mostrato in figura 3.12.

Ovviamente, nel caso ideale di assenza di distoesi® avrebb€ = .

Con un opportuna scelta del periodo di campionaménie frequenze d’interesse sono tali

da verificare la relazione<<zn/T e quindi tangT/2) =~ 0 T/2 eQ = ©.

In figura 3.13 € mostrata la distorsione frequdezizhe si introduce nel trasformare una

funzione di trasferimento analogica nella corriggemte digitale mediante la trasformazione

bilineare.

Tale distorsione consiste in una compressione atke frequenze, come si pud dedurre

dall'immagine.

Relazione tra Ie frequenze dei filtri analogico e discreto

6 = — : _’
5+ ; .
4r : -
) :
24 :
i |
= s
2t 4
1+ i
0 1 g5 11 1 1
0 1 2 3 4 5 6

w (discreto, T =1 5)
Figura 3.12 Relazione tra le pulsazioni del casdagico e del caso discreto
Di conseguenza, il progetto di controllori digitper mezzo della trasformazione bilineare e

utile solamente quando queste distorsioni possesere tollerate o parzialmente compensate,
modificando la trasformazione bilineare tramitedsiddetta pre-distorsione.
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Figura 3.13 Distorsione della risposta armonicasataudalla trasformazione bilineare

3.5.4 Metodo di Tustin con precompensazione freqoeiale

Come esplicato nel paragrafo precedente, la trastoione bilineare introduce distorsioni nel
dominio frequenziale.

Per ovviare a questo inconveniente, pu0 esseretat@otina trasformazione bilineare
modificata che compensa a priori , ad una pulsazgpecifica di interesse, la distorsione
della trasformazione (prewarping).

A tal scopo, invece d'utilizzare la relazione deléamplice trasformazione bilineare:

s=2(1-7Y =2(z-1)
T@A+zY T(z + 1)

si adopera la seguente sostituzione:

s=o@l-7Y =@’ z-1
tanG'T/2)(1+zh  tan@'T/2) 1+z

Questo tipo di trasformazione €& detto anche trasdaione bilineare (di Tustin) con
precompensazione.
Se si vuole discretizzare un filtro analogico passsso del tipo:

G(s)=_a__
S+a

mantenendo la frequenza di taglio, conviene praeedmn la precompensazione alla
frequenzan = a, e porre:

s=a(l-32)
tan(aT/2)(1 + 2)

50



ottenendo quindi il filtro discreto:

tana(l+z?

2
tan aT_ 1] z'+[tan aT+ 1
2 2

In modo simile, se si ha un filtro passa alto g®:t

G(2) =

G(s)=_s__
S+a

il filtro discreto che si ottiene, compensando &kmuenza di taglio, € il seguente:
G(z)=(1-7Y

tan  aF ﬂ 71 4tan aT+ ﬂ
2 2

Si noti che gli stessi risultati si possono otteneambiando dapprima la pulsazione di taglio a
dei due filtri, secondo la relazioe= 2tanwT , e applicando successivamente la:

T 2
s=2(1-7) = 2(z-1), cioé ponendo prima :
T@A+2ZY T(z + 1)
2tan aT
G(s) = 2 per il filtro passa basso
s + 2tan aT
T 2
G(s) = ) per il filtro passa alto
s + 2tan aT
T 2

e applicando quindi la sostituzione caratteristieha trasformazione bilineare.
Piu precisamente, si procede in questo caso neessgmodo :

1. ad ogni polo o zero (s + a) di cui si desidera pngeensare la frequenza si sostituisce
il termine (s + @), @ = 2/T[tan aT/2].

(s+a)d=2tanar — (S+a)
T 2

2. sitrasforma la funzione D(s,a’) cosi ottenutaanetrrispondente D(z,a’) :

D(z,a) =D(s,@) k=21-21
1R z1

3. siaggiusta il guadagno della D(z, a’) per z =da@pgno statico) e per z = -1
( guadagno alle alte frequenze) per averstegéisi valori della D(s).

E’ immediato verificare che i moduli della funzioderisposta armonica dei filtri digitali cosi
calcolati alla pulsazione di taglio a sono gli stekei filtri analogici.
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Per esempio, considerando il filtro passa basd@ si

IG(ja)l=_a__ =0.7071=-3 dB
V& +d

mentre :

, tan aT1 + e7*") tan aT
Gy(e’®) = 2 = 2

tan aFi~ €'+ —tanaT+ jtamT + tan aT
[ 2 ] [ 2 2 2

che, alla pulsazion® = a, ha modulo:

tan aT
|Gy(e’®N)| = 2 =0.7010 = -3dB
V2 tan(aT/2)

e dunque |G(ja)| = &7

3.6 Metodo della corrispondenza poli-zeri (Matchegoles
and zeros)

Con guesto metodo, ogni polg p zero g in s della funzione analogica D(s) definita da:

D(s)=k][] (s-2
1

[[(s-R
1

viene trasformato in un polg pppure in uno zerq zn z mediante la relazione z ¥ e
La D(z) che siricava é la seguente:

k[[z-2)
D)= _+
[Iz-n
1

La procedura per effettuare la trasformazione sdpfiita e la seguente:

- fattorizzare il numeratore ed il denominator®¢8), al fine d’ottenere la relazione
precedentemente esposta per la D(s);

. effettuare le trasformate dei singoli poli e zeddiante la relazione z ='e

Tali trasformazioni sono del tipo:

(s+a)— (L-e?z?h
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(s+a+jb)o (1-2e% coshT 21+ e??z22)

Si noti che anche con il metodo della Z-trasformagtali della D(s) vengono trasformati in
questo modo, ma non cosi gli zeri;

- si introducono nella D(z) tanti zeri in z = -1agti sono i poli di D(s) in eccesso rispetto gli
zeri (grado relativo).
- si compensa il guadagno statico K alle basstedraljuenze.

Si desidera che funzioni di trasferimento del fg@ssa basso abbiano lo stesso guadagno per
s— 0 (nel continuo) e per2 1 (nel discreto) e che funzioni di tipo passa aldbiano lo
stesso guadagno perswx (nel continuo) e per 2 -1 (nel discreto) .

Per illustrare il funzionamento del metodo dellarispondenza poli-zeri vengono svolti
alcuni esempi.

Esempio 3.2
Si consideri la funzione di trasferimento analogican filtro passa basso del tipo:

D(s)=_a_
s+a

Effettuando una semplice trasformazione poli/z@rotterrebbe:

D(z)=_a
l _ e—aTZ -1

Si nota che e presente in D(s) uno zero all'indinitovvero un polo in eccesso rispetto al
numero degli zeri ) per cui D(s) O, per s— « .

Poiché si desidera che il comportamento frequemzlal filtro analogico EjQ) perQ — «

sia simile a quello di @€“T) pero— n/T(che & la frequenza massima ammissibile nel caso
discreto per non avere aliasing), si aggiunge @no n z = -1:

D@)=a(l+?)
1- &7z

in modo che anche D(z» 0 quando 2 -1, ossia peth— n/T .

Nellesempio precedente, qualora si volesse trollaggadagno statico k, definito come il
valore del guadagno che la funzione di trasferimé&ns) assume ponendo s = 0 e quindi, con
riferimento alla D(z), ponendo z = 1, si calcolaalore della relazione sottostante:

lim D(z) = k 2a =limD(s)=1
z—1 1 - e‘aT s—0
da cui
k=1- €2,
2a

L’equivalente discreto del filtro D(s) € quindi:
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D(z) = (1- e®)(1+27Y
2(1- &'z

Esempio 3.3
Consideriamo una funzione di trasferimento anakogel tipo:

D(s)=s+b
s+a

di cui interessa il solo comportamento per le bdsspienze.
Con la trasformazione z ='eapplicata separatamente al numeratore e al dentmrensi
ottiene :

D(z)=kz—¢""
z-&T

dove k viene calcolato imponendo l'uguaglianza fygadagni statici di D(s) e si D(z), ossia:

imD(z) = kz—€®" = limD(s) = b

=aTl

21 z—-€ s> 0 a
e quindi
k=b1-¢&?'
al-e'
Esempio 3.4

Consideriamo ora il filtro passa alto che presemia funzione di trasferimento analogica del
tipo:

D(s)=_s _
S+a

Esso viene trasformato in:

D(z)=k z-1 __ ,dovek=1+8" .
z-—@ 2

Esempio 3.5
In quest’ultimo esempio consideriamo una funzioneagferimento del tipo :

D)= 1 =1
(s+td)+ b (s+a+jb)(s+a-jb)

Essendo presenti due poli (s = -a + jb e s = -h €jlbessuno zero, € necessario introdurre due
zeriinz =-1.
Si ha dunque :
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D(z) = k (z + 1}
7—2z&"cosbT + &7

con k determinato in modo da avere lo stesso guadstgtico per i due filtri:

k=1-2&TcosbT + &1
4(a+ )

3.7 Considerazioni conclusive

In conclusione, dopo aver esposto alcune delleidieendi discretizzazione piu utilizzate,
possiamo ricordare che, in quanto tecniche dapmezione, esse forniscono funzioni
discrete D(z) che cercano d’avvicinarsi il piu pb#s a quelle analogiche corrispondenti
D(s).

Infatti tutte le tecniche, anche se in quantitaedsa, presentano distorsioni rilevanti nel
dominio delle frequenze e, in particolar modo pds@zioni prossime a'T.

E’ quindi necessario che la frequenza di campiomadneenga scelta in modo tale da
degradare il meno possibile le prestazioni delrodiote.

La prima delle condizioni sulla frequenza di canmgimento da imporre e che verifichi |l
teorema di Shannon (vedi paragrafo 2.4).

Per ridurre le distorsioni frequenziali, si cerewlire di fare in modo che le frequenze
d’interesse di D(s) siano ben al di sottasd, e di considerare I'effetto del ritardo introtiot
dall’holder nel progetto della D(s).

Vale la pena di ricordare che la bonta del metailzzato si misura anche dalla possibilita
per il progettista di essere guidato nell’aggiustata dei parametri di D(z) in sede di
simulazione o prove sperimentali, qualora non fasseddisfatte le specifiche di controllo
del sistema complessivo.

Solitamente si consiglia d’effettuare la discredizibne della D(s) mediante diverse tecniche e
per confronto adottare quella che fornisce risuttagliori.

Da questo punto di vista, le tecniche piu usateostan trasformazione bilineare con
precompensazione e quella per corrispondenza poli-z
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Capitolo 4

Regolatori a struttura fissa (PID)

Il secondo esempio di tecnica progettuale analizZat questa tesi € quello basato sui
regolatori standard a struttura fissa.

In questo capitolo faremo riferimento ai contrallBtD digitali.

Nel seguito verra data una definizione ed una dkdita spiegazione della struttura e delle
funzionalita del controllore PID, sia nel caso agato che in quello digitale, oltre a porre
attenzione, nellambito della progettazione, aflaef di sintesi.

Infatti il controllore PID digitale viene ricavattalla discretizzazione di uno continuo, e vista
I'importanza che esso assume nel controllo deigssicsi preferisce trattarlo separatamente.
Nella sua versione analogica (pneumatica o elet@pmuesto tipo di controllore € stato, ed e
tuttora, la soluzione preferita nella regolazioeeprocessi.

Cio dipende principalmente dal fatto che il coritn@d PID e una struttura assolutamente
versatile poiché non richiede un modello matemadielgprocesso da controllare.

Questo vantaggio dipende dal fatto che esso pwesera struttura prefissata e tramite la
modifica, entro opportuni limiti, di alcuni parametiesce ad adattarsi nel miglior modo al
processo.

Per indicare I'operazione mediante la quale si daassumere valori convenienti ai parametri
suscettibili di essere modificati, in inglese s’iega il verbo “to tune” e percio la seguente
operazione viene chiamata tuning dei parametintorsizzazione.

La versione digitale dell’azione PID e stata invécprimo algoritmo di controllo digitale
applicato al controllo dei processi industrialia gierché gli operatori del settore erano gia
esperti nell'arte di mettere a punto il controllai@ perché I'algoritmo digitale permette di
risolvere in maniera molto semplice alcuni probl@masenti nei controllori analogici.

Si potrebbe obiettare che, con la possibilita @reva disposizione sistemi ad elevata capacita
e velocita di calcolo ad un costo contenuto, inngoidl rapporto efficacia/costo € molto
buono, non ci sia alcuna ragione per limitarsieanplici controllori a tre termini.

Si devono pero tener presente i seguenti punti:

1) E preferibile per un grande impianto industrialeresun’unica struttura con dei
parametri da sintonizzare caso per caso, piuttaste modellare centinaia di
sottoprocessi, ciascuno con un controllore protetd hoc.

2) Nonostante i controllori contengano molti parametéar cui € difficile interpretare la
relazione di causa-effetto che lega la variazianenparametro all’azione di controllo
che ne consegue, il comportamento del PID risukaer vantaggioso poiché
aggiustabile variando il peso relativo delle treaiz

3) L’algoritmo digitale PID puod includere delle funmioche non sono facilmente
realizzabili con tecniche analogiche.

In particolare puo essere implementatanaione di auto-sintonizzazione (auto-
tuning), della quale é presente un amgpriinento nel paragrafo 4.7.1, la quale
permette la messa a punto automaticpatametri del controllore.
L’auto-sintonizzazione consente d’avenresgazioni migliori di quelle ottenibili con
controllori a termini fissi, anche sepmgia spiegato nel capitolo precedente, le
prestazioni di un controllore PID dai@ non potranno mai essere migliori di quelle
del controllore analogico dal quale écstatenuto mediante discretizzazione.
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Percio, nonostante la sua semplicita strutturalellg PID € un buon controllore, e, in base a
tutte le motivazioni sopra citate, il suo utilizzel'ambito del controllo dei processi €
fondamentale.

4.1 Definizione e strutture del controllore PID amlogico

4.1.1 Definizione del controllore PID analogico

Il controllore PID rappresenta, e da qui derivaub nome, un dispositivo che esercita delle
azioni di controllo di tipo proporzionale, integgablerivativo.
Esso infatti, nella sua configurazione classicaaratterizzato da tre azioni combinate:

* azione proporzionale all’errore P
e azione proporzionale all'integrale dell’errore |
e azione proporzionale alla derivata dell’errore D

che nel seguito verranno analizzate singolarmente.
| termini derivativo e/o integrale possono esseseati, dando luogo a:

- controllori P
- controllori Pl
- controllori PD

Considerando invece il controllore base PID (ciaéllp che presenta tutti i 3 termini), esso
riceve in ingresso l'errore e(t) e genera come tasitisegnale di comando u(t) che va
applicato all’attuatore, secondo la formula:

ut) = Kefe(t) + hdet)+1 | e@dr
dt Ti 0

dove K- € una costante proporzionale g €TT;, rispettivamente, le costanti di tempo della
parte derivativa ed integrale.
Puo essere definita quindi la funzione di trasfenito del controllore PID:

G(s) = U(s) / E(s) = K+ Ki/s + Kys = K1 + Tys + 1/sT] = Ke(T4Ti S +Ti s + 1) / (Ts)

con T= Kp/Ki eTy= Kd/Kp_

Azione proporzionale P:

Si consideri il sistema di controllo nel quale l@ze del controllore & esclusivamente
proporzionale, e quindi & definita la relazione:

U(s) = KeE(s)

Il controllore ottenuto, considerando solo 'azigmeporzionale, viene chiamato controllore
P (in esso il termine derivativo e quello integratmo assenti, ovwwverosE 0 e T=x) ed e
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utilizzato principalmente per processi asintoticateeo semplicemente stabili quando le
prestazioni statiche non richiedano linserimentioud polo nell’origine nel guadagno
d’anello.

La figura 4.1 rappresenta il legame tra l'ingregsduscita di un controllore puramente
proporzionale, per due valori diversi di guadagdoye I'ingresso e l'uscita sono espressi
come percento del loro campo di variazione.

Cantroller Controller
ouTpuT output

Proportinmal band Froportional band

.
Full-zis errar Full-scalm grror

Figura 4.1 Legame ingresso-uscita di un control®per diversi valori di guadagno

Nellasse delle ascisse dei seguenti grafici & gmes una grandezza chiamata banda
proporzionale BP (in inglese Proportional Band)gilele rappresenta la minima variazione
dell'ingresso che comporta la variazione del 10@scita.

Se i segnali d'ingresso e d’'uscita sono della atesgura fisica e variano entro lo stesso
campo di valori, risulta che il guadagne &dato da :

Kp =100
BP%

Nella prima figura, BP = 50% da cui pk 2, mentre nella seconda risulta BP = 10%pe=K
10.

Azione integratrice I:

Si consideri I'azione Pl (somma del termine propmiale P e di quello integrativo 1) e la
risposta dei due termini al gradino unitario, capertato in figura 4.2.

Y(s) = KeE(S) + KE(S) = Ko E +L] E(s)
S Ti

Da tale figura si vede che, la costante di temgla grarte integrativa ;T(chiamata tempo di
raddoppio, tempo di riporto o reset time) definiScdervallo di tempo necessario perché la
risposta della parte integrale sia uguale a quidlea parte proporzionale, e quindi il tempo
necessario perché la risposta totale al gradintatimiraggiunga il valore doppio di quella
della sola parte proporzionale.

Inoltre risulta che il tempo di raddoppigéelpari al rapporto K K; ed € usualmente misurato
in secondi 0 minuti nei controllori commerciali ggocessi industriali.
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Si puo definire anche la frequenza di riporto cdimeerso del tempo di riporto:

1/Ti = Ki /Kp
= Ke |-
—
E Y
> K/s
1
NG
A / I
Kp ; P
(X! _
T; t

Figura 4.2 Azione PI e risposta al gradino unitario

Controllori caratterizzati da questo tipo d’aziomengono chiamati Pl e presentano una
funzione di trasferimento:

G(s)= K1+Ts
E

in cui manca la costante per 'assenza del termine derivativo.

| seguenti controllori sono molto diffusi a livellmdustriale in quanto permettono il
soddisfacimento delle specifiche statiche (consentd’inserire un polo nell’origine nella
funzione di trasferimento ad anello) e sono diléataratura per semplici processi.

Inoltre, grazie allo zero in s = -1/ possibile agire sul tempo d’assestamento dedrnsest
controllato.

Azione derivativa D:

Si consideri, in questo caso, la risposta ad ungaaunitaria di un controllore PD (la cui
azione € somma del termine proporzionale P eeligderivativo D).

Essa é simile alla risposta al gradino di un adlatre Pl, dove pero la rampa ha pendenga K
ed il termine costante € pari a4 K

A E— Kp

E

— Ky

Figura 4.3 Azione PD

Y(S) = Ke[1 + sTq] E(S)
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Si definisce costante di tempo della parte derrgatiempo d’anticipo o rate time) I'intervallo
di tempo necessario perché l'azione proporzionalgd®luca lo stesso valore del termine
derivativo D, e quindi l'uscita totale raggiunga vhlore doppio di quello della parte
derivativa.

Figura 4.4 Risposta alla rampa unitaria

Dalla somma delle tre azioni sopra citate si o#tiéhclassico controllore PID, il quale
abbiamo detto avere funzione di trasferimento:

G(S) = Ko (TyT S +Ti s + 1)
B

Essa pud anche essere scritta nella forma:

G(s) = KT4(s—2)(s—2)
S

e presenta quindi due zeri a parte reale negatad 6e T=4T4e coincidenti se F4Ty) e un
polo nell’origine.

Si osservi che la funzione di trasferimento del R@pra presentato non e fisicamente
realizzabile poiché impropria a causa dell'azioagwativa.

Tuttavia quest'ultima é realmente utile solo find ana certa frequenza, oltre la quale é
conveniente che vi sia attenuazione per filtrararhore fuori della banda di controllo.

Per questo motivo si preferisce impiegare per teepderivativa la funzione di trasferimento:

Slg =5y
1+sT. 1+SsTN

in cui il termine derivativo e filtrato con un fitt passa basso (PB) del primo ordine.

In genere viene scelto 8 N < 20 in modo da posizionare il polo all’esterno addanda
d’interesse.

Bisogna anche dire che la presenza del polo ragenmdificare un po’ la posizione degli
zeri.

Per un filtraggio piu deciso, il denominatore déllazione di trasferimento viene elevato al
quadrato, oppure si ricorre ad un filtro PB di Buttorth del secondo ordine:

s§ coné = 1/N2 ewn= LTy,
P’ + 2< [ o +1
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4.1.2 Struttura del controllore PID analogico

Come accennato prima, tali controllori possono resdetipo P, PIl, PD oppure PID, e sono
disponibili in varie strutture e con diverse vatian
Lo schema del controllore PID classico ¢ il segeent

NI i Vet N
. sTi X
sTd
1+ sTr
Figura 4.5 Schema classico controllore PID
Esso e caratterizzato dalla funzione di trasfertm@1(s) =k |1 +1_+ sTy con
st 1+sT

T.=T4/N ,e quindi il controllore PID e fisicamente realabile grazie alla presenza di un filtro
del primo ordine che compensa I'azione derivativa.

La struttura considerata, che corrisponde ad ualzrazione parallelo, permette di far
variare entro certi limiti i parametrig{Ty T; e quindi le azioni di controllo a loro associate,
in modo tra loro indipendente.

Per questo tale struttura viene anche denominatanteragente.

Trascurando l'effetto del filtro, ossia considerangolo frequenze inferiori a /T, la
funzione di trasferimento pud essere scritta rfeliaa:

G(s) = Ke(TyT; S +Ti s + 1) = KeTy(s - 2)(S - )
i1s S

Una struttura alternativa € quella interagente, areisponde a una realizzazione in serie (o
in cascata) dell’azione PID, ed é caratterizzatargafunzione di trasferimento:

G(s)=Kl+sT 1+sTh
s 1+sT

u
1 +ST[ 1 +sTn

sT, 1 +5T, ==

C
N

Figura 4.6 Struttura interagente

L’ultimo blocco, il quale corrisponde ad una aziamicipatrice T (lead, e da qui il pedice
L), ha sempre la funzione di filtraggio, ma a differ@rd: prima viene applicata all'uscita
invece che alla sola componente derivativa.
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| parametri della struttura interagente possoneresfacilmente posti in relazione con i
parametri della realizzazione parallelo.
Infatti risulta immediatamente che:

-1/T|: 7z -1/TD=22

dove 2z e 2z rappresentano gli zeri della funzione di trasfeninedella struttura non
interagente. Con la realizzazione serie al varifirel, e/o Tp € possibile variare i parametri
Ke, To € T; in modo indipendente e ci0 permette di sagomardiagramma di Bode
dell'azione PID in modo diretto, come risulta ddlgura sottostante:

1/Ty 1/Tp /T 0}

Figura 4.7 Diagramma di Bode dell'azione PID

Al variare di Ty e Tp vengono variati i pesi relativi delle tre azioniadntrollo PID, pero in
modo complesso e comunque non indipendente.

Infatti T, e Tp sono legati in modo semplice e biunivocoiee 2 che a loro volta sono legati a
Tqe T da una relazione complessa.

Cio significa che se, ad esempio, viene variatovdlore di T vengono variati
contemporaneamente i pesi di tutte e tre le adoran della sola parte integrale.

Si puo facilmente verificare che sgk T, allora T= Tie Tp=Ty.

Per quanto concerne l'inserimento del controllol® Rella catena di controllo, usualmente
viene utilizzato il seguente schema:

SP - PID - Processo Y

A\

Figura 4.8 PID in configurazione standard

ma esistono anche delle configurazioni alternative:

SP e

u y
; PI _?__% Processo >
D
| 7

Figura 4.9 Configurazione PI-D

62



SP e u ¥

%2_% I - processo N

PD
4

Figura 4.10 Configurazione 1-PD

Qualora il segnale di riferimento (set-point o S costante, la derivata dell’errore de/dt
risulta essere uguale nei vari casi e pari a —dwdvirtu' del fatto che la derivata di una
costante e nulla).

Cio ovviamente non vale nel caso in cui il rifermhe sia variabile poiché non avro piu
I'annullamento del termine di riferimento.

Nella semplice variante della configurazione statida cui I'azione derivativa e realizzata
con una rete d’anticipo (lead), ogni variazione dalore di riferimento viene sentita dal
controllore, la cui parte D produce un impulso d@ezza elevata.

Cio non e desiderabile nei sistemi di regolaziawe il compito e di eliminare I'effetto dei
disturbi e non inseguire le variazioni di SP.

Questo problema puo essere risolto utilizzandoRie@ variazioni molto lente, altrimenti e
consigliabile I'impiego delle configurazioni altetive.

In esse, il blocco | viene applicato all’errore péminare quello a regime, mentre il blocco D
viene applicato solo dopo.

La parte P puo invece essere posta con | o con D.

In quest’ultimo caso € previsto anche lo spostamdalt’azione proporzionale sulla variabile
controllata, e cio e giustificato dal fatto che nsinvogliono avere ampie discontinuita
sull’'uscita del regolatore a fronte del segnalefdrimento SP.

Tutte le configurazioni sopra esaminate possoneresscondotte al seguente schema a
blocchi generale:

a+ 0T s
v 1 - U Y
e ) 1+ i_; +Tys ky Processo
(a)
v 1 u y
E—-O—- (l-a)+—f:s—+(1—ﬁ)Td s ky " Processo
a+ BTy s
(b)

Figura 4.11 Regolatore PID con due gradi di libegacon azione in avanti; b) schema in retroazion
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dove viene raffigurato un regolatore PID continudue gradi di liberta, rappresentati dai
parametrio. e f.
Si puo facilmente verificare che:

pero = 0,B = 0 si ha la configurazione PID standard
pera = 0,B =1 si ha la configurazione PI-D
pero =1, =1 si ha la configurazione I-PD

E’ importante anche dire che, nei controllori reshgono implementate altre funzionalita,
oltre quella della generazione del segnale di otiotr

In particolare e prevista una transizione dolcefdakionamento manuale ad automatico (e
viceversa) ed un fenomeno che compensi la saturaziell’azione integrale.

Su questi aspetti dei controllori PID verranno didte delucidazioni nel paragrafi 5.1 e 5.2.

4.2 Controllori PID digitali

Come gia detto all'inizio del capitolo, l'algoritmohe realizza l'azione PID e ottenuto
mediante la discretizzazione della funzione difenasiento del controllore PID continuo.

| vari algoritmi che si ottengono differiscono tda loro per il metodo di discretizzazione
usato, anche se tendono tutti a comportarsi comaloguanalogico da cui derivano,
allaumentare della frequenza di campionamento etisp alla banda di controllo, e
trascurando i problemi dovuti alla quantizzazione.

In base a quanto detto € consigliabile scegliergpemodo di campionamento piccolo, in
modo che I'equazione integro-differenziale chamdgete l'uscita del controllore possa essere
approssimata in maniera soddisfacente tramite uazaqne contenente somme e differenze.
Inoltre si preferisce discretizzare i singoli blbcseparatamente in modo che a ciascuno di
essi corrisponda un modulo software specifico.

In questo modo la riconfigurazione via softwarelalasitruttura finale del controllore verra
facilitata.

Dopo questa serie d’informazioni generali € pofsilwoncentrarsi sulle due tipologie
d’algoritmi di controllo dei PID :

» algoritmi PID assoluti (o di posizione)
» algoritmi PID incrementali (o di velocita)

La differenza principale tra i due algoritmi consisiel fatto che nel primo caso viene
calcolato il valore effettivo di u(k), nell'altrbsuo scostamento dal valore precedente u(k-1).
Nel seguito verranno spiegati dettagliatamenteaemitr gli algoritmi, considerando gli aspetti
fondamentali di ciascuno di essi e le ulterioriedsita rilevate tra le due tipologie.

4.2.1 Algoritmi PID assoluti

Gli algoritmi PID assoluti (o di posizione) devoihdoro nome al fatto che, ad ogni istante di
campionamento KT, viene calcolato e fornito in tssdinuovo valore del segnale di controllo
u(k), senza tener conto dello scostamento dal @gdo¥cedente u(k -1).

Come gia esplicato quando si e trattato il PID e, 'uscita del controllore sara data dalla
somma delle tre azioni (proporzionale, integratkegvativa) e varra quindi:
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u(t) = p(t) + u(t) + ua(t)

Il nostro obiettivo é effettuare la discretizzazmoaperando sui singoli blocchi, come gia
spiegato prima, e costruire uno schema che ragptida relazione ottenuta.

Usualmente si considera la struttura paralleloRIBl con il blocco derivativo modificato per
la realizzabilita fisica.

Supponiamo ora di dover discretizzare il bloccaw@ivo la cui funzione di trasferimento
sia:

Uq(s) = Kp.sTy
E(s) 1+sT

Antitrasformando, la seguente relazione diventaerapo:

Ug(t) + TL dwy(t) = KpTgde(t) dove e(t) = SP — y(t).
dt dt

Utilizzando come metodo di discretizzazione quelile differenze «allindietro», con T
periodo di campionamento, si ottiene:

ua(k) + To [u_j(k) - Uy(k - 1)ﬂ = KpTd[e(k! —e(k— ﬂ
T T

da cui si ricava l'uscita discreta del blocco dativo:

W)= To (k- 1) + KT Em—_(_ek—])
-[ + T |_-F|' T

A questo punto bisogna discretizzare il bloccograée.

In questo caso viene utilizzato il metodo delldeddnze «in avanti», ma, come gia detto, €
possibile impiegare un qualsiasi metodo di diszretzione descritto nel capitolo 3.

Poiché lintegrale dell'ingresso e(t) viene appnosgo con una sommatoria, l'uscita del
blocco integratore;(k) risulta data da:

k

(k) = KeT 3 e(n)
-i|_n=0

o in forma ricorsiva :

u(k) = u(k=1) + KeI_e(k)
T

In conclusione, un algoritmo PID del tipo parallplad assumere la seguente forma:
u(k) = Kee(k) + u(k) + us(k)

Le funzioni di trasferimento in z dei vari blocghossono essere ricavate dalle equazioni alle
differenze appena calcolate.

Esse sono riportate nello schema a blocchi di digui2, dove il blocco indicato congH
rappresenta I’holder.
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-1
Td l1-z

T+T
L

1-z" T /(T+T,)

Figura 4.12 Funzioni di trasferimento in z deiivdocchi del controllore PID

Consideriamo ora il caso in cui il PID presentutitira in cascata.

Come nel caso precedente I'algoritmo finale dedata successione degli algoritmi applicati
ai singoli blocchi.

Se consideriamo il blocco | ed effettuiamo la desiezazione con il metodo d’Eulero, l'uscita
u (k) vale:

W) = u(k - 1) + Ke E+I]Te(k) Koe(k—1)
|

La trasformata zeta di tale equazione da cometaisuil

Ui2) =Kel+ TIT= 2" E(2)
1-72

La discretizzazione del blocco D (anche detto grdtore) definisce I'uscita u(k), che vale:

u)= T u(k-1)+Tpo+T_u(k)-To _u(k-1)
+T r+T T+T

Effettuando la trasformata zeta della seguente zio@ € possibile calcolare la funzione di
trasferimento in z tra U(z) e,(&):

U@z) =Tp+T-Tpz*
Uz T +T-Tz*

Una forma alternativa dell’algoritmo precedente tarstruttura in parallelo si puo derivare
utilizzando il metodo d’integrazione trapezoidaleer pil termine integrale, ovvero
approssimando l'integrale nel seguente modo:

t h

Je@di=Y Tle() + e(i— 1)/ 2

0 i=0
In questo caso l'uscita del controllore PID vale:

h
u(k) = Ko E(k) +TY Tlel) +eli=1] + To[ (k) = e(k -1])
i=0 2T T
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In base a quanto detto € possibile verificare st@eper la struttura parallelo che per quella in
serie, la funzione di trasferimento del controllérdel tipo:

D(z) =U(z) = h+ blz + ng
E(z) @raz'+az”

dove i coefficienti sono funzioni di T,.TKp, Ti 0 T;, Tq 0 Tp, che possono essere calcolate in
fase d'inizializzazione (cioe non durante I'eseous dell'algoritmo) per minimizzare il
tempo d’esecuzione.

L’algoritmo PID pud essere quindi implementato mawoutine seguendo una realizzazione
minima di D(z) con due variabili di stato.

Questa implementazione € conveniente quando noro gmeviste variazioni nella
configurazione dell’algoritmo. In altri casi, e fegta 'implementazione dei singoli blocchi
mediante routine distinte per permettere una noagdiessibilita.

Per mantenere costante il tempo d’esecuzione lglfiémo € conveniente eseguire sempre le
singole routine dei vari blocchi e combinarne lits@ seconda della configurazione che si
pensa d’utilizzare.

Ad esempio, nel caso di brusche variazioni del salegSP € conveniente non applicare il
termine derivativo per evitare brusche variaziagl'dscita.

Un altro problema riscontrabile nellimplementazoi quello d’evitare un brusco transitorio
dell'uscita del controllore qualora vengano variatparametri dell’algoritmo durante il
funzionamento.

Come gia esplicato nel caso continuo, il bloccavd¢ivo puo presentare delle problematiche
dovute all’elevata sensibilita al rumore sovrappadtsegnale d’interesse.

Nelle formule precedenti si era proceduto alla rdiszzazione del blocco derivativo che
comprendeva un filtraggio nel continuo.

Al medesimo risultato si pud pervenire ricorrendfoamule d’interpolazione, che prendono
in considerazione piu campioni dell'ingresso.

Con riferimento alla figura sottostante, nel casatui ci siano 4 campioni, la derivata de/dt
dell’errore e(t) nell'istante kT, viene calcolatante media delle differenze prime nei vari
istanti k-3, k-2, k-1, k rispetto al valonedio e* dell'ingresso negli istanti considerati,
e fittiziamente applicato a meta dell'intervallt i 3)T, KT].

e

e(k-2) e*f - ]
e(k‘3) l i Ie(k—l)

k

Figura 4.13 Interpolazione con 4 campioni d’ingoess

Risulta:

de= 1[(e(k) - e)/1.5T +(e(k - 1) — )/0.5T -(e(k - 2) — )/0.5T {e(k - 3) — e)/1.5T]
dt 4

dove e*=1[ e(k) + e(k -1) + e(k - 2) + e(k -B)
4
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da cui si ricava:

de=1_[ e(k) +3e(k -1) - 3e(k — 2) - e(k B)
dt 6T

Si procede in maniera del tutto analoga nel caswiiil numero di campioni sia maggiore.

Si deve tener presente che, allaumentare del rmrdercampioni che intervengono nel
calcolo della derivata, si ha una risposta sempgaaypronta ad una improvvisa variazione
dell'ingresso e(t), causato, ad esempio da unnhsttapido nel processo.

Una volta calcolato il valore u(k) di controllosiipa che esso venga scritto sul convertitore
digitale/analogico d’uscita, ossia il nostro holdéene limitato entro due valori limite che
dipendono dalla lunghezza della parola del coneeetie dall'interfaccia con l'attuatore.

Cio corrisponde ad inserire un blocco di saturazima u(k) ed il comando dell'attuatore.

Si osservi che questa funzione di limitazione d@ehando fa parte del problema d’interfaccia
tra algoritmo di controllo ed attuatore che si préga anche per algoritmi di controllo di tipo
diverso da quelli di tipo PID.

4.2.2 Algoritmi PID incrementali

Gli algoritmi incrementali (0 di velocita) devonbléro nome al fatto che viene calcolata la
variazioneAu(k) del segnale di controllo rispetto al valoreswago nell'istante precedente,
cioe:

Au(k) = u(k) —u(k -1)

dove u(k) e u(k -1) possono essere calcolati mégliam algoritmo assoluto.

Anche in questo caso, essendo l'algoritmo increaienina forma ricorsiva dell’algoritmo di

posizione € possibile utilizzare diversi metodi di discretizione.

Consideriamo ad esempio il caso in cui I'algoritRi®, privo del filtro PB nel blocco D, sia

ottenuto mediante I'integrazione rettangolare.

Innanzitutto & necessario, utilizzando I'algoritfi® di posizione, calcolare u(k) e u(k -1).
Le due espressioni sono:

k
u(k) = Kee(k) + TY el - 1) / T+ Ta(e(k) - ek— 1))/ T
i=0
k-1

u(k- 1) = K[e(k - 1) + TY e(i—1) / T+ Ta(e(k - 1) —e(k—2))/ T
i=0
Sottraendo le due espressioni, risulta:
Au(k) = u(k) - uk - 1)= hﬁ[e(k) —e(k-1)+Tek-1)/i¥Tyq(ek) —2e(k — 1) + e(k - 2))/]T

Esprimendo la relazione trovata in forma ricorsigagon degli opportuni accorgimenti sui
coefficienti, si ottiene:

u(k) =u(k - 1) + ge(k) + ge(k - 1) + ge(k - 2)
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dove:

Qo= KE[l + T4/ T]
gi=- Kp[l +2T4/ T =T/ T|]
0= KpTd/T

Una forma alternativa all’algoritmo PID incrememtai puo derivare utilizzando il metodo
d’integrazione trapezoidale per il termine integral

Mediante la precedente approssimazione s’ottiemepie un’equazione ricorsiva in cui i
coefficienti q, i = 0,1,2, valgono:

Qo= Kp[1 + Tg/ T + T/2T]
= - Kp[L + 2Ty/ T = T/2T]
0= KpTd/T

Il successo degli algoritmi incrementali dipendd fddto che sono stati il primo tipo di
routine realizzato per il controllo digitale dimttin quanto, in caso di fuori servizio
dell’hardware digitale, I'attuatore era in gradongiantenere congelata la sua uscita al valore
raggiunto.

Inoltre, come si vedra piu avanti, gli algoritmciementali non presentano alcuni problemi
che invece affliggono gli algoritmi assoluti, qu#i saturazione dell’azione integrale, la
commutazione automatico/manuale e la variazionpametri.

Per quanto riguarda questo ultimo punto, I'usciédl’agoritmo incrementale é nulla tra un
istante di campionamento e laltro, in quanto Uatbre, il quale presenta l'azione
integratrice, € un componente esterno all’algorjtmonostante sia parte integrante del
regolatore.

Di conseguenza, i parametri possono essere vanmdicere senza che l'uscita ne risenta.

4.3 Sintesi dei controllori PID

La sintesi dei controllori PID consiste nella saddlt :

» Configurazione piu adatta all'applicazione (P,PIJPED,I-PD,PID,etc.);
» Parametri del controllore KT; Tq ;
» Periodo di campionamento per algoritmi digitali.

La scelta della configurazione, che rappresenfaitho accorgimento per la sintesi di un
controllore PID, deve esser fatta sulla base dgléifiche di controllo e delle caratteristiche
dinamiche del processo da controllare.

In particolare si ha che:

- Quando l'errore a regime ammesso é sufficientemaeteato, oppure se il processo
contiene gia un azione integratrice, si pupiegare il semplice controllo P o PD.
Si ricorda inoltre che I'azione intelgrael processo e in grado d’annullare I'errore a
regime per un disturbo a gradino adlitesdel processo, ma non per un disturbo
all'ingresso del processo.
Un controllore con azione integrale/goe, annulla I'errore a regime in entrambi i
casi.
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- Bisogna evitare d'utilizzare I'azione derivativalneaso di segnali di reazione
rumorosi, ai quali € sovrapposto un disturbo aleat

- L’azione derivatrice e indicata per compensareramica associata al sensore, come
ad esempio accade per i trasduttori di temperatura

La predisposizione dei parametri del controlloreng denominata sintonizzazione (taratura o
tuning dei parametri) e le considerazioni che guid@uesta operazione sono del tutto
indipendenti dalla realizzazione analogica o digitdel controllore, anche perché quella
digitale e ottenuta tramite la discretizzaziond'aedlogica.

Vi sono diversi tipi di metodi per la sintonizzazedel controllore PID che possono essere
suddivisi in due classi:

- metodi analitici
- metodi sperimentali

Le due tipologie di metodi si differenziano perdaérima necessita della conoscenza di un
modello, anche approssimato, del processo da dlaméo mentre la seconda si basa
esclusivamente su prove sperimentali.

Qualora poi si stia considerando un controllor® Rligitale, € presente un parametro
aggiuntivo, cioé¢ il periodo di campionamento.

Per evitare possibili inconvenienti dovuti a unarsetta scelta di tale parametro, come
l'aliasing, € necessario impiegare le medesime iderazioni svolte nel capitolo sulla
discretizzazione.

Inoltre, tali controllori godono di una funzionalitggiuntiva chiamata auto-sintonizzazione
(in inglese auto-tuning).

Tecniche che presentano tale funzionalita sonoamoipiegate poiché, per mezzo di esse, il
sistema esegue una serie di prove sperimentalingpithnto da controllare, calcolando i
valori piu adatti dei parametri del controllore chengono quindi congelati in memoria ed
utilizzati nell'operazione.

4.4 Metodi analitici

Come gia spiegato nella paragrafo 4.3, i metodiittsiasono caratterizzati da fatto che, per

potere utilizzarli € necessaria la conoscenza di nodello del processo, anche se
approssimato.
Vista la vasta gamma, in questo paragrafo vengootati i principali, i quali sono:

- criteri di tipo integrale che utilizzano come inglidi costo funzioni integrali della
variabile errore e(t).

Di particolare interesse sono i seguentiandi

- ISE 9 [e(t)]°dt (Integral Square Error)
0

. 1AE =] |e(t)|dt  (Integral Absolute Error)
0

. ITAE 9 tle(t)|dt (Integral Time Absolute Error)
0

- ITSE (Integral Time-weighted Squared Brror
- ISTE (Integral Squared Time-weighted Brror
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- etc.

- allocazione dei poli
- sintesi in frequenza (Metodo di Haalman, Sintesabea sul margine di fase)
- sintesi diretta

Tra i metodi analitici, vengono di seguito illugtrametodi di sintesi di un controllore PID
mediante criteri di tipo integrale, allocazione peli e sintesi in frequenza.

4.4.1 Criteri di tipo integrale

Il progetto di un controllore PID secondo i criteriegrali avviene nel seguente modo.
Innanzitutto si determina un modello del primo aeddel sistema da controllare ricavandolo
da una approssimazione della risposta del sistemaangresso a gradino con una curva di
tipo esponenziale, monotona e con ritardo, cioe:

Gp(s) = Ke ®
l+«s

dove K,0 et sono, rispettivamente, il guadagno, il ritarda edstante di tempo del modello.
Si approssima la presenza del campionatore e dmdtruttore d'ordine zero con un ritardo
pari a T/2, e quindi si definis¢g= 6 + T/2.

Variazione di carico

Criterio | Controllore | Azione A B
IAE | P P 0.902 | —0.985
ISE |P P 1.141 | —-0.917

ITAE | P P 0.490 | —1.084
IAE | PI P 0.984 | —0.986
' 0.608 | —0.707
ISE PI P 1.305 | —0.959
y § 0.492 | —0.739
ITAFE | PI P 0.859 | —0.977
i 0.674 | —0.680
IAFE PID P 1.435| —0.921
1 0.878 | —0.749
D 0.482 | +1.137
ISE | PID P 1.495| —0.945
1 1.101 | —0.771
D 0.560 | +1.006
ITAE | PID P 1.357 | —0.947
1 0.842 | —0.738
D 0.381 | +0.995
Variazione di set point
IAE | PI P 0.758 | —0.861
I 1.020 | —-0.323
ITAE | PI P 0.586 | —0.916
I* 1.030 | —0.165
IAF PID P 1.086 | —0.869
1% 0.740 | —0.130
D 0.348 | 4+0.914
ITAE | PID 2 0.965 | —0.855
I* 0.796 | —0.147
D 0.308 | +0.929

*In questo caso si deve utilizzare Y = A+ B(0/7)

Tabella 4.1 Valori dei parametri di progetto seanndriteri integrali
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Percio, dopo aver scelto il criterio (IAE, ISE, IEA.), il tipo di controllore (P, Pl o PID) e
I'azione di controllo (P, I, D), dalla tabella 4sl individuano due parametri A e B, che
sostituiti nella relazione seguente:

Y = A6/t )®

forniscono un valore Y che deve essere interpretatoe Y = KK nel caso di un azione
proporzionale, come Y =T, nel caso d’azione integrale, e come Y g/thel caso d’azione
derivativa.

Si noti inoltre che la tabella sottostante e divisaue parti : la parte superiore e relativa al
progetto di un controllore PID per variazioni drica, mentre la restante parte € relativa al
caso in cui si abbia una variazione del valorefdrimento(set point).

Qualora sia presente una variazione di set poimtsiatilizza la relazione Y = At )® ma

Y = A+ B(b/7).

Esempio 4.1
Supponiamo che il sistema da controllare abbiaifungzdi trasferimento:

G(s) = 1
(0.5s + 1)(s + 4ps + 1)

a cui corrisponde il seguente modello del primared K = 1,0 = 1.46 sg = 3.34 s):

Gp(S) — e-l.465
1+ 3.34s

Sia T = 0.3 s il periodo di campionamento. Si desidprogettare un controllore Pl per
variazioni di set point, utilizzando il criteriotegrale ITAE.

Dalla tabella 4.1 si ricava KK= 0.586¢/1)°°"® = 1.143 (dove, per la presenza del
ricostruttore d'ordine zero viene definito il paetned’ = 6 =T/2=1.615s) e
t/T;=1.03-0.16%(/t) = 0.95 da cui si ottiene:

Kp=1143 e i F 3.514.

Dopo aver applicato una discretizzazione rettamgodéd controllore Pl appena definito, si
ottengono i risultati simulativi di figura 4.14.

14 F ™

y(t)

v()

u(t)

-1

0 (secondi) 20

Figura 4.14 Risultati simulativi relativi a un cooitore Pl progettato tramite il criterio integrdlPAE
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4.4.2 Allocazione dei poli

Si consideri il sistema di figura:

SP e u y
D(s) G(s)

N/

Figura 4.15 Sistema per il metodo dell’allocazideepoli
Esso e caratterizzato dalla seguente funzionasfietimento:

G(s)=_ K
1+sT

Sia D(s) un controllore di tipo Pl e quindi cara#teato dalla mancanza dell’azione
derivativa:

D(s) = Kel + ST
sil

La funzione di trasferimento a catena chiusa, [pguente sistema, risulta:
W(s) =KKp 1 + ST

T, S+ s 1+KKp +KKp
1T TiTy

Ipotizzando che il denominatore della W(s) siatie & + 2(w,s +®n° con smorzamentbe
pulsazione naturale, non smorzata prefissati, si ricava che, per i seguvalori dei
parametri k e T del controllore PI :

Kp=2ZonT; -1
K
Ti= ZonTy -1
TLOJn2

perché T.Kp> 0 & necessario che il prodofo, > 0.5.

1T
Se invece la funzione di trasferimento G(s) etiget
G(s) =h + by
tast+a@

e necessario I'impiego di un controllore PID:

D(s) = KeSTTy+sT +1
sT
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trascurando il filtro dell'azione derivativa.

Si puo verificare che in questo caso il denomiratdella funzione di trasferimento a catena
chiusa W(s) e del terzo ordine.

Se indichiamo i poli desiderati con i simbalj p=1,2,3, tale denominatore puo essere scritto
nella forma (s —P(s — p)(s - R).

A questo punto, imponendo l'eguaglianza del denatare desiderato con I'espressione del
denominatore della W(s) in funzione dei tre parameel controllore PID, e possibile
ricavare il valore di K TieTy.

E da evidenziare che il metodo appena esaminatseots di allocare i poli del sistema a
catena chiusa W(s) in posizioni prefissate, magioreri.

Questi ultimi, infatti, rimangono non controllatj percio, possono rendere la risposta del
sistema non soddisfacente.

4.4.3 Sintesi in frequenza

Tra i diversi metodi di sintesi in frequenza, nebsito verranno analizzati solo quelli di
Haalman e quello basato sul margine di fase.

Metodo di Haalman :

Il primo metodo considerato e' quello proposto d&lAalman nel 1965.
Esso trova impiego nel caso in cui il processo @arollare possa essere approssimato con
I'espressione:

G(s)=Ke ™
l+«s

dove K,0 et sono, rispettivamente, il guadagno, il ritarda edstante di tempo del modello.
Questo metodo consiste nellassegnare i parametdndcontrollore Pl in modo che la
funzione di trasferimento d’anello abbia forma:

L(s) = D(s)G(s) =2_e~ ™
&

Tali parametri sono:

Kp=2t
IK

T|:’L' K|:2

8K

Con guesta scelta, risulta che la pulsazione diatisamenta di L(s) € data da 2/(3 rad/s,
mentre il margine di fase vale ,m /2 - 2/3, corrispondente a circa 52°.
Nel caso di processi per i quali € piu adeguatapprossimazione del tipo:

G(s) = Ke™ ,
(1 +Ts)(1 +Ts)
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il metodo richiede I'adozione di un controllore RilzZui parametri sono:

Kp=2(T +Tp)
BK
Ti=T1+T> Ki=2___
BK
Tp=T1T2 Kp = 2T1T>
T+ T, 30K

Un limite del metodo € dovuto al fatto che quardmrametrd € piccolo, la pulsazions. ,
e quindi la banda passante, possono risultaredrejgvate.
In tal caso si puo sostituire alla L(s) un’espressidel tipo L(s) = ke * , verificando se
0s
esiste un valore k* di k che soddisfa le segueglezioni:

* = o* 0
k* <m/2 —m¥,

dovew*. e m*,sono i valori corrispondenti alle specifiche sdllazione di trasferimento ad
anello aperto.

La nuova regola sui valori da dare ai parametii,doe casi illustrati sopra qualora la banda
passante sia troppo ampia consiste quindi neltswstial termine 2/3, nelle espressioni
precedentemente scritte, il valore k*.

Inoltre negli esempi sopra riportati, come in attetodi di sintesi, vi sono cancellazioni tra le
funzioni di trasferimento G(s) e D(s).

Ad esempio, nel caso del sistema del primo ordioe dtardo, il termine 1 + sTa
denominatore di G(s) viene cancellato dallo zetadetrollore PI.

Cio e lecito solo se 1> 0, altrimenti sorgono problemi di stabilita ime.

Sulla base di queste considerazioni occorre teresmepte che nella funzione di trasferimento
tra I'ingresso e l'uscita di W(s) compare il promotD(s)G(s), mentre nella funzione di
trasferimento tra il disturbo all'ingresso del peeso G(s) e l'uscita del sistema a catena
chiusa:

Wq(s) = G(s) =G'(s)
1+G(s)D(s) (s—p)l+G(sfp]

compare anche il polo p di G(s) = G'(s)/(s — p) élmancellato da D(s) = D’(s)(s — p)..
Sempre considerando I'esempio in cui e presentagafunzione di trasferimento del primo
ordine con ritardo, risulta che nellagi&) compare al denominatore il termine 1#sT

Cio implica che la risposta ad un gradino di distuconterra una componente che si attenua
con una costante di tempo paria T

Se il valore di Té molto maggiore del modo dominante della W(s)jdposta al disturbo
potrebbe avere un transitorio di durata molto soperdella risposta ad un gradino di
riferimento.

Sintesi basata sul margine di fase :

Un’altra tipologia di sintesi in frequenza e das shetodo basato sul margine di fase.
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Per esplicarne il funzionamento si consideri ilsage sistema di controllo a catena chiusa di
figura:

RO~ D G(s)
e o i

Figura 4.16 Sistema per la sintesi basata sul mamjifase

nel quale la funzione di trasferimento G(s) delgesso da controllare € supposta nota.
Essa include l'attuatore, il trasduttore e, in prea di sistemi di controllo DDC(Direct
Digital Control) anche un ricostruttore d’ordine zero.

Il controllore D(s) ha come funzione di trasferirt@n

D(s) = K, + Ki/s + sky = (K¢s™ + Kys + K )/s

In realtd, come esplicato nei paragrafi precedgeti,la fisica realizzabilita del controllore il
termine derivativo sara del tipo:

SKq

1+sT

E’ importante dire che, se_ T tale che 1/Té sufficientemente lontana dalla pulsazione
d’attraversamentao. , il contributo negativo che apporta al marginefase puo essere
trascurato.

Si calcoli ora il vettore D), ese ne evidenzi modulo || e fasép(w):
D(jw) = Ky + j(0Kg- Ki/o) = |D(jo)|(co®p(jo) + j Sirfp(jo))

Ora si supponga di voler calcolare ®)jin modo che, in corrispondenza di unaprefissata
nel diagramma di Bode di |&()D(jo)|, si abbia (nel diagramma delle fasi) un marginase

m, prefissato.

Bisogna dire che ad un aumentocgli corrisponde un aumento della banda del sistema a
catena chiusa, mentre allaumentare del margifiesei si stabilizza il sistema.

Se fattorizziamo il numeratore della D(s) vediarhe sono presenti due zeri (nel diagramma
delle fasi comportano un incremento del marginéade,asintoticamente, di 90° ciascuno),
mentre il denominatore presenta un polo nell’'orginel diagramma delle fasi comporta un
decremento del margine di fase di 90°).

Questo implica che il massimo margine di fasetpmsche D(s) puo fornire asintoticamente
e pari a 90°.

Risulta quindi chen. dev'essere scelta in modo tale che:

Op(wc) < 90°
Per definizione dioc risulta:
ID(joc)G(jod)| =1
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Per le proprieta del modulo, I'espressione e edginta alla:

ID(oc)l|G(lwd)| = 1

da cui e possibile calcolare:

ID(od| =1
G (jooc)|

Inoltre, per la fase del prodotto BYG(jwc), deve valere:

Op(wc)+ Bc(wc) = -180° + m , dove Bg(wc) = arg[G(joc)],

e da qui risulta che la fase del controllore Difspd, cioefp(wc), vale:
Op(wc) = -0c(wc) -180° + my.

In tale espressione, si puo notare che tutti i i@rnpresenti a secondo membro
dell’'uguaglianza sono noti.
Dall’espressione di Ddjc) si ricava:

D(jo) = [D(joc)|(codp(joc) + | simp(joc)) = cofp(jog) + | sip(joc)
G (jooc)| GGl

da cui, considerando la parte reale e immaginafixjc.), risultano le seguenti relazioni:

Kp = Re[D(joo)] = codofing + j simpjo)
|G (jooc)| |Gl

oc Kg—Ki_ = Im[D(joc)] = simbp(joc)
oc G (jooc)|

Dalla prima relazione trovata si ricavg, Knentre la seconda stabilisce un rapporto tra le
costanti delle azioni derivativa ed integrale, dogengoli parametri vengono determinati per
tentativi o in base ad altre considerazioni.

Generalmente si ricorre ad una relazione supplemedel tipo :

Ti = OLTd,

nella qualex pud essere un numero intero non inferiore, penpie a 4 (e quindi

Kg< Kp?/ 4K) , onde evitare un eccessivo avvicinamento trg &/1/Ty .

Il parametroa e la banda B (approssimabile con la pulsaziondtreigersamentow,)
costituiscono due fondamentali gradi di liberta lpgprogettazione di un controllore PID, e la
loro scelta rappresenta un compromesso tra le pesldematiche che si possono riscontrare.
Tornando alla relazione basata sulla parte immagindi D(joc) Si pud notare che, se
venissero a mancare il temine derivativg (€aso del controllore PI) o integrale (€aso del
controllore PD) la relazione precedentemente trovata verrebbe dtonsemplificata, e
sarebbe quindi possibile ricavare il parametro malfo in maniera univoca.

Utilizzando pero delle versioni alternative di amtiori PID la fase di D(s) puo cambiare.

Un esempio, a dimostrazione di cio, € quello inwene utilizzato un controllore PI.
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In questo caso il margine di fase € sempre negaiwaria tra -90° e 0°, mentre se |l
controllore é di tipo PD varia tra 0° e +90°.

Dopo aver scelto la pulsaziong € possibile valutare I'effetto del filtro PB chemita il
termine derivativo alle alte frequenze.

Ad esempio, nel caso di 1/(1 +$Til contributo al margine di fase nella pulsazon
d’attraversament@, e trascurabile s@.T «1.

In sede di progetto, un possibile criterio pelnhensionamento di Té il seguente :

Ta< TL< Ty
10 3

Tuttavia e necessario rispettare la condiziorrelTper evitare problemi d’aliasing.

E inoltre da ricordare che, bisogna controllareeotil margine di fase anche il margine di
guadagno per essere sicuri della stabilita dedrsiat

Verificare che il margine di guadagno sia adeguatgisponde a vedere se alla pulsazione
per cui arg[D()G(jo)] = -180° il modulo di D(p)G(jo) sia sufficientemente inferiore a 1.

Se cio non accade € necessario moltiplicare i patrai, KqKp calcolati considerando solo il
margine di fase, per un fattore minore dell’unita.

4.5 Sintonizzazione sperimentale

Come accennato nel paragrafo 4.3, sono presetn&, almetodi analitici, dei metodi per cui
e possibile effettuare una predisposizione finaiepdrametri del controllore manualmente (e
quindi sul campo).

Infatti i seguenti metodi forniscono, in generalea prima scelta dei parametri a partire dalla
quale, mediante opportuni aggiustamenti dei lodorva prove sperimentali, si giunge ad un
comportamento soddisfacente, almeno nella magagiade jplei sistemi di controllo industriale.
Tale operazione, detta sintonizzazione sperimerpal@ avvenire seguendo i criteri suggeriti
da Ziegler e Nichols (1942) per sistemi contintie prevedono le seguenti due tecniche che
si basano su:

- risposta ad un gradino d’ingresso del proz@ssatena aperta,supposto BIBO stabile
misura del periodo d’oscillazione del sistema aematchiusa al’aumentare del
guadagno K

4.5.1 Metodo a catena aperta

Il primo metodo citato si basa sull’approssimazialefia risposta al gradino del sistema in
catena aperta con una curva di tipo esponenziaeotana e con ritardo.

Da cio segue che la funzione di trasferimento téma da controllare risulta approssimabile
nel seguente modo:

G(s) = Ks €%
l1+g

dove L rappresenta il ritardo della rispostég costante di tempo e gl guadagno statico del
processo.
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Si supponga che la risposta al gradino sia coméaqdefigura 4.16 e che la funzione di
trasferimento del sistema sia approssimata dal Hoostapra citato.

Ampitude
~
T
|
|
I
I
I
|

I
|
|
|
]
1

10 15 20 25 an

Figura 4.17 Risposta al gradino del sistema G(s)

Se il rapporto a/L, identificato dalla tangentel’dagolo 6, indica la tangente al punto di
flesso della curva, € possibile calcolare i paraimet

- 1 = AY/tgb = L AY/a, doveAY rappresenta la variazione a regime dell’'uscita in

risposta ad un gradino d’ingresso Alin;
- Kg = AY/Am, dove Am rappresenta la variazione in ingresso del gradi@produce

AY.

Qualora si auspicasse a risultati migliori € patsiltilizzare il metodo delle aree.
Osservando la risposta al gradino del sistemastatite, si ricavano facilmente le aree delle

zone A e B.

Amplituds

Time (sec)

Figura 4.18 Risposta al gradino di G(s) con metelte aree
Le due aree valgono:

Area(A) = AY(L + 1)
Area(B) = tAY/e , con e base dei logaritmi naturali
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La curva sperimentale della risposta al gradingodetesso reale € quella di figura 4.19, dove
L + T indica l'istante in cui la risposta vale 0.63.

Step Rosponse
10 T T T T
1 1 1 1 AY '
| Pt o O e " | SN
I | I 1
1 ] I ! I
Bp =~~~ g P T ———— T ot
1 I t | [
I O | DRPRR B s T T
Ly Ao! | 1 1 I “
] ] ] |
e 4-A-06828Y__ ____ LSRN [
-] 1 I 1 I ]
! e (R AT 1 |
é Sy 7 1 W g
E I
}

Figura 4.19 Curva sperimentale della rispostaadigio del processo reale

Ponendo A~A e By=B si possono definire il ritardo della rispostaaecbstante di tempo, che
valgono:

L= Ao-eB = e
AY AY

Ziegler e Nichols hanno determinato i parametriRI€ che in catena chiusa con un processo
che presenta funzione di trasferimento come qudskritta sopra, produce una risposta al
gradino del tipo di figura 4.20 con uno smorzamesdtie oscillazioni pari a d =& =1/4
(decay ratio)

-5 a, i a ' settling time limits
3 2
0 VAN e
T\ N
o I 4 gr
i/ :
rrrw [ LILELARL l"l ! O ] rrirw I

tr | ts  {—m
Figura 4.20 Risposta al gradino con smorzamente dstillazioni

Possono intercorrere perdo dei problemi, tra i quah eccessivo valore della
sovraelongazione. .

Infatti, per un sistema del secondo ordine senddasovraelongazione, pari a ¥ risulta
essere del 50% e questo puo essere inaccettabile.

Per risolvere il problema & necessario, dopo umagpprova con i valori consigliati, ricorrere
ad una modifica manuale dei parametri stessi.

Quest'operazione, detta tuning manuale, verrasgpeeapprofondita nel paragrafo 4.6.

| valori consigliati dei parametri sono quelli ripati nella tabella sottostante:
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tipo controllore K Ti Tq
P 1/ Kl

Pl 0.9/ Kgl 3L

PID 1.2/ KoL 2L 0.5L

Tabella 4.2 Valori consigliati dei parametri pentollori P,PI,PID col metodo in catena aperta

Nel controllore PID viene postoy ETi/4.
Risulta anche:

T =tAm_=Am_=Am
KoL LAY tgL a

Dalla tabella si puo notare la dipendenza dei patardal rapporta/L, poiché 'aumento del
ritardo finito implica una diminuzione dei guadager ottenere lo stesso grado di stabilita.
| valori della tabella danno risultati soddisfacer@ caso:

0.1<1lL<1
corrispondenti a valori di ritardo normalizzate:

0.1 <y<L <0.5
L+

Qualora si utilizzino controllori digitali il rappto 1/Ty << Q/2, cioe T/T >> 0.32.
In pratica si pone quindi il rapporte/T = 2+10.

45.2 Metodo a catena chiusa

Il secondo metodo di Ziegler Nichols impiega iniziante solo il blocco P del PID, e quindi
I'azione proporzionale, determinando sperimentabmdrvalore critico ke in corrispondenza
al quale il sistema in catena chiusa diviene inkgab

Infatti per tale valore iniziano ad essere prasestillazioni con periodo (I’

| parametri consigliati per il controllore sonoaripati nella seguente tabella:

tipo controllore K Ti Tq
P 0.5 ke

Pl 0.45 K To/ 1.2

PI1D 0.6 Ko 05T To/ 8

Tabella 4.3 Valori consigliati dei parametri pentollori P,PI,PID col metodo in catena chiusa

Esistono pero anche per questo metodo delle lioitaz

81



Infatti le prestazioni risultano essere insoddiefdc qualora siano presenti processi con
costanti di tempo troppo elevate, come ad es. canalprocessi termici in cui i tempi
caratteristici sono ore o frazioni di ore.

In questi casi bisognha attendere un tempo troppgdyoer poter misurare il periodo delle
oscillazioni a regime.

4.6 Sintonizzazione manuale

La sintonizzazione, o tuning, manuale € necessasiae detto in precedenza, quando i valori
consigliati dei parametri non sono soddisfacenti.

Per spiegare tale tipo di sintonizzazione, e necestlustrare I'effetto delle varie azioni di
un controllore PID.

Nella figura4.21 e riportato 'andamento tipico della rispaasthun gradino di riferimento per
vari tipi di controllore (P, PID, P, PIl) ed a pamlore della sovraelongazione, cioé a pari
grado di stabilita, nel caso in cui il processadatrollare non contenga integratori.

Si consideri ora il caso in cui il controllo siarpmente proporzionale (P).

Si puo vedere dal grafico che I'errore a regime nsulta essere nullo poiché non e presente
un azione integrale.

Se aumenta K diminuisce I'errore a regime mentre aumenta lagmione d’attraversamento
oc. Questo comporta una diminuzione del tempo dissadi quindi una maggiore prontezza
del sistema.

Il seguente effetto & perd accompagnato da unandiitine della stabilita, e percido da un
aumento della sovraelongazione.

Se ora viene introdotta un azione integrale (cdiot® PI) I'errore a regime diviene nullo,
pero compare un ritardo di fase di -90° a tuttiedguenze.

Cio significa che, rispetto al caso precedentsjsiema € piu vicino all’instabilita e quindi
presenta un valor maggiore di sovraelongazione.

Per riportare quest’ultima al valore che si avewa @ controllore P si deve diminuire la
costante Ke quindi anche la prontezza del sistema a cat@naa

Qualora il controllore utilizzato fosse invece gha PD la presenza del termine derivativo
provvede ad un aumento del margine di fase, rerapindveloce la risposta del segnale.

Se l'azione derivatrice viene introdotta in un ecohore PI, il controllore PID ottenuto
presenta un beneficio in termini di stabilita seid&aumento di K deve essere minore a
causa dell'azione destabilizzante del blocco I.

-

PD PID P PI

-

Figura 4.21 Risposta ad un gradino di riferimergo\ari tipi di controllori e con pari sovraelongaze

In generale, considerando le singole azioni, siquiadi affermare che:
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» P agisce sulla prontezza del sistema a catena cleiusa suo aumento, oltre a far
diminuire I'errore a regime ad un gradino, portsistema ad essere meno stabile;

e | annulla I'errore a regime ma tende a rendere rstatnle il sistema,;

« D aumenta lo smorzamento (e quindi il margine dé¥a&sconsente, a pari grado di
stabilita, d’aumentare I'azione P e, di cgusnza, la prontezza del sistema.

Queste considerazioni forniscono utili indicazienicome far variare i parametri per ottenere
la risposta voluta.

4.7 Sintonizzazione nei controllori PID digitali

Come gia accennato nellintroduzione di questo toépi la sintonizzazione e le
considerazioni che guidano questa operazione sehtuttio indipendenti dalla realizzazione
analogica o digitale del controllore perché la wars digitale e ottenuta discretizzando quella
analogica.

Considerando un controllore PID digitale, essqetto alla realizzazione analogica, presenta
un parametro aggiuntivo, che é il periodo di camainento.

Come gia discusso nella parte relativa alle teentihdiscretizzazione, all’laumentare di tale
parametro il comportamento di un controllore PIDdscosta sempre di piu da quello
continuo, venendo meno l'ipotesi che sta alla loesenetodi di discretizzazione.

Sono presenti, inoltre, delle tecniche per la sizizazione dei parametri dei controllori
digitali, del tipo di quelle di Ziegler e Nicholshe tengono conto pure del parametro periodo
di campionamento.

Vale inoltre la pena di ricordare che in ogni cdsoomportamento di un controllore PID
digitale non potra essere migliore di quello combindi cui € un’approssimazione.

4.7.1 Auto-sintonizzazione

Oltre le tecniche sopra citate, grazie alle qualpw ottenere un controllore PID digitale
tramite discretizzazione di uno continuo, € possitisporre, grazie all’utilizzo di hardware
digitali, di un ulteriore funzionalita chiamata atgintonizzazione (auto-tuning).

Un semplice esempio per automatizzare il tuningrdcontrollore PID é quello basato sulla
stima dei parametri di un punto del diagramma djiNst della funzione di trasferimento ad
anello aperto.

In particolare si considera l'intersezione del dsgma di Nyquist con il semiasse reale
negativo che individua il guadagno critice K il periodo d’oscillazione criticacl= (2r)/oc .

Per determinare i paramekt, Tc, e quindi per risalire ai parametri del controlltdg Tq, T;

per mezzo di classiche formule proposte da Zieliehols e riportate nella tabella 4.4, si
effettua in fase di tuning una retroazione attravema non linearita di tipo rele.

Come noto dall’analisi della relativa funzione d#siga, il segnale errore e, se il processo e
filtrante (ossia non genera armoniche in usciter@ssello spettro del segnale d’'ingresso ma
puo amplificarle, attenuarle e sfasarle) , é pécme simile a una sinusoide di periodg T
Inoltre se il termine d rappresenta I'ampiezza aldlinzione a rele, la prima armonica
dell'uscita del relé ha ampiezza 4d/e quindi, se l'uscita sinusoidale del processo ha
ampiezza A, il guadagno critico vale:

Kc=2_ Jdsin@)do=4d
At o A

83



! 1/Ke

We

Figura 4.22 Diagramma di Nyquist della funziondrdsferimento ad anello aperto e margine d’ampidgtga

Tipo Ky T; Ty

P 05K, | oo 0
Pl | 045K.| P.j12| 0

PID | 06K | 0.5P, (01255

Tabella 4.4~ormule di tuning di Ziegler Nichols basate sul oaet dell'oscillazione critica

La misura del periodo di campionamentg dell'oscillazione pud essere in pratica ottenuta
con un circuito zero-crossing (rilevatore utilizzader individuare i passaggi per lo zero di
segnali AC, come ad esempio le sinusoidi) ed utiatore, mentre 'ampiezza A pud essere
valutata con un circuito di rilevazione di picco.

PID
. Processo

T LI

Figura 4.23Tuning automatico di un regolatore PID in posizioihéunzionamento normale (a) e in posizione di
tuning (b)
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4.8 Gestione dei ritardi

Un punto importante da considerare nell’'uso deblagri PID €& la presenza di ritardi
significativi nel processo da controllare.

Nella sintesi di controllori a struttura liberamio tener conto di tali ritardi comprendendoli
nella legge di controllo, mentre cio non e possilniél caso dei controllori a struttura fissa, e
quindi ad esempio nel caso in cui s'utilizzi un PID

Se l'entitd del ritardo e nota, un utile provvedntme € lintroduzione del cosiddetto
compensatore di ritardo di Smith (in inglese Srpitadictor).

Per esplicare il problema dei ritardi ed il funzaomento del compensatore di ritardo di Smith
si consideri 'esempio di figura:

latore i
M_odu ato Ve misura
di potenza

| 2

Figura 4.24 Esempio di compensatore di ritardonditls

Nel condotto di lunghezza L perfettamente isolamwnicamente, scorre un fluido a velocita
costante v che viene riscaldato all'ingresso daresstenza elettrica la cui potenza dissipata
viene regolata da un modulatore comandato dal &=¥fza

Una termocoppia fornisce un segnale proporziorilddemperatura Jalla fine del condotto.

Lo scopo del controllo &€ di mantenere costanterdgeratura Jagendo su ¥

La funzione di trasferimento tra M T, puo essere approssimata con un sistema di primo
ordine, mentre quella tra & T, & quella di un ritardo finito &, dove il tempo di percorrenza
del condotta e pari a L/v.

Lo schema a blocchi del sistema di controllo dieien

Ke™*

1] +sT

Figura 4.25 Schema a blocchi del sistema di cbotnel caso di controllore proporzionale

nel caso di un controllore proporzionale.
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Il guadagno & del controllore potrebbe assumere, teoricamemtejualsiasi valore positivo
in assenza di ritardo.

Se quest'ultimo e invece presente, impone dell@diioni, soprattutto quando e ingente o
variabile.

Nel caso di ritardo noto e costante con sufficieapprossimazione, si puo ricorrere al
compensatore di Smith.

Si consideri un processo da controllare che preeséguente funzione di trasferimento:

G(s) = G'(s) €™

dove G' rappresenta il fattore comune con la Dsi) atardo.
La compensazione del ritardo puo essere ottenatag anostrato in figura 4.26, ponendo in
parallelo al processo un blocco dinamico D(s), imdm d’annullare nel complesso I'azione

del ritardo.
RO O ff OO Y
r i

D(s)

Figura 4.26 Schema a blocchi in parallelo del pssoecon D(s)

Se si impone:

P(s) = G(s) + D(s) = € G'(s) + D(s) = G'(s)

e possibile dedurre la funzione di trasferimentiobdtecco aggiunto:

D(s) = (1- €¥)G'(s)

La funzione di trasferimento dell'anello divienesgg’(s) e il ritardo compare solo nella
funzione di trasferimento complessiva, senza anaaiafluire sulla stabilita del sistema.

La funzione di trasferimento in catena chiusa tisabksere:

W(s) =Y(s) = C(s)G(s)_ =C(s)G'(s)___e™
R(s) C(s)P(s)+1 C(s)G'(s)+

In questo modo e possibile ridisegnare lo schetlaachi di figura 4.26, tenendo conto che
D(s) e parte integrante del controllore.

Il risultato ottenuto consente di eseguire la sintiel controllore C(s) come se non vi fosse |l
ritardo.

E’ importante ricordare che, per la buona riusdi@la compensazione, € necessario
conoscere con precisione il valore del ritardo leadanzione di trasferimento del processo.
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In caso contrario la compensazione non risultaresperfetta e, qualora la funzione di
trasferimento del processo si discosti troppo dalguwtilizzata nel compensatore, si possono
avere problemi d’instabilita del sistema.

controllore

G(s) Y

v

G’(s)

-ST

Figura 4.27 Schema a blocchi modificato in cui Désparte del controllore

Nel caso di compensatori di Smith analogici € pmlsiche nasca il problema della
realizzazione del ritardo finif@ per questo spesso si ricorre all’approssimazibRPade :

e ¥x~1+g/2
1-¢/2

Nel caso di sistemi DDC si ricorre alle funzioni tasferimento dei sistemi discreti
equivalenti.
Postor = NT e G(z) = 2"'G'(z), si ottiene lo schema a blocchi di figura:

controllore

C() V 6@ | X,
G’(z) E

z < i

Figura 4.28 Schema a blocchi del sistema DDC

Poiché nel discreto € molto facile realizzare sisteche presentino ritardi finiti, il
compensatore di Smith € stato una tra le primeieaggbni del controllo DDC.

Nel caso che G(s) non contenga ritardi ma vi siaitamdo finitot nella catena di reazione
dovuto, ad esempio, ad un tempo finito per la nais@pplicando lo Smith predictor si
produce lo schema a blocchi di figura 4.29, e feione di trasferimento totale diviene:

W(s) = Y(s)= C(s)G(s)
R(s) C(s)G(s)+1
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La W(s) non presenta il ritardo, sempre nel casmicimodello utilizzato nel compensatore
sia uguale alla funzione di trasferimento del sisteeale.

R -
- . G(s) X

%

G(s)

=57

Figura 4.29 Schema a blocchi nel caso si ritardella catena di reazione
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Capitolo 5

Funzionalita aggiuntive nei controllori PID
discreti

5.1 Dispositivi di desaturazione (Anti-reset windip)

Nei controllori analogici e negli algoritmi assoluPl o PID si puo verificare un
comportamento anormale dovuto all’azione integméggominato saturazione o reset
wind-up.

Per spiegare tale comportamento si consideri ib dascui l'attuatore venga portato in
saturazione dal segnale di controllo.

Se il termine integrale e incluso nel controlloferrore continua ad essere integrato nel
tempo e l'uscita del termine | aumenta finché, gedo analogico, I'amplificatore che elabora
I'azione integrale si satura.

L’attuatore rimane in saturazione a causa dell&i@walore assunto dal termine integrale, e
non lascia il limite di saturazione fino a quanderrbre non é diventato negativo per un
tempo sufficiente a scaricare il termine integraleg finché la somma delle tre azioni P, | e
D non porta I'attuatore fuori dalla saturazione.

Di conseguenza l'azione integrale provoca una sbengazione, la quale non € presente
guando I'attuatore non € in saturazione ma in zioeare.

La sovraelongazione, concepita come effetto inéeatd, pud essere compensata dalla
desaturazione del termine integrale, anche chiaamisaturazione o anti-reset wind-up.

Nel seguito faremo riferimento solo alla desatwaeidei controllori PID digitali, essendo
tale fenomeno non trascurabile rispetto al caswirsi utilizzano dei controllori analogici.

5.1.1 Desaturazione nei controllori PID digitali

Il fenomeno della saturazione sopra descritto @maticamente evitato se I'algoritmo di
controllo utilizzato € “incrementale” o in “forma delocita”.
Ricordando I'espressione Au(k):

Au(k) = u(k) - u(k - 1) = K[ e(k) — e(k — 1) + Te(k - 1)iF Ta(e(k) — 2e(k — 1) + e(k — 2)JT

risulta che, in caso di errore costante, i terrRid D si annullano, mentre per | rimane solo |l
termine T/Te(Kk), che risulta costante.

Invece nei controllori Pl o PID di tipo “assoluto”in “forma di posizione”, il fenomeno della
saturazione dell'azione integrativa non puo essex&urato, poiché, durante la stessa, puo
andare ad insorgere un’elevata sovraelongazioadiad dell’attuatore.

E’ necessario quindi introdurre alcuni provvedinent

Nella letteratura tecnica sono descritti numerosiadi di desaturazione dell’azione integrale
e tra questi vengono qui illustrati i piu diffusi.

Un intervento puo essere quello di bloccare la sataria dell’azione integrale, dalla quale
deriva il problema, allorché l'uscita raggiungavilore limite, oppure quello d'attivare
I'azione integrale solo quando I'errore e piccolo.
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In alternativa, uno schema molto utilizzato perajgoritmi PID e quello che deriva dalla
discretizzazione dei vari blocchi presenti nellhesna di desaturazione per i sistemi
analogici.

Con riferimento allo schema di figura 5.1, nel casccui sia disponibile la misura della
“posizione” dell’attuatore o una sua stima basata un semplice modello algebrico
dell’attuatore stesso, si puo ricorrere allo schelinfigura 5.2 in cui A(z) € un polinomio
strettamente stabile, che pud essere scelto oponente, ed R(z), S(z) e T(z) sono i
polinomi che descrivono nell'usuale fornta dinamica del regolatore.

La relazione che definisce il legame tra D(z) esicedenti polinomi € la seguente:

D(z) = S(z)=T(2)
R(z) R(z2)

Inoltre si puo scrivere :

Ao =Tv-Sy+(A—-R)u
u = satg)
in cui:
oL 0oL
sat@) = < ® 0 <0< OH

OH O=> OH

Attuatore

w U y
———Regolator f L Processy p—————»

Figura 5.1 Regolatore con saturazione dell’attgato

Quando il sistema lavora in zona lineare non stuedlora u(k) =w(k) e quindi il controllore
e esattamente quello desiderato.

Au=Tv-Sy+(A-Ru —— Ru=Tv-Sy
Se il processo G(s) € BIBO stabile, € evidentel@le come uscita di un sistema BIBO

stabile in corrispondenza ad un ingresso limitatimitata.
Si consideri come esempio il controllore PID avdateione di trasferimento:

D(z) = 42’ +tuz + &
(z-1)(z 9)

R@)=(z-1Ez9)=Z-(+1)z+¢
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S(2)=T(2) = @°+thz + &

La relazione trovata precedentemente diviene:

Ao = (02 +thz + @p)e + [Ao- Z* + (¢ + 1) —oJu

per cui, ponendo per semplicita A Z, si ottiene complessivamente:
o(k) = pe(k)+ qe(k —1) + ge(k —2) + (1 v)u(k — 1) —pu(k — 2)

u(k) = saip(K)]

Figura 5.2 Schema di antisaturazione basato semnplice modello dell'attuatore

Un caso particolare dello schema di antisaturazepgena descritto € quello mostrato in
figura 5.3, in cui si e posto:

A():il
Bz =T(2)=S(2)
5y J
Az =R(2)
5

(k) [Bz1)|wlk) u(k)
o e I

e(k w(k u(k
@ [ L,

1- A(z71)

Figura5.3 Algoritmi di controllo (a) schema normale §thema con dispositivo di desaturazione
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Rispetto al caso normale (a), in cui la saturaz@mesta a valle dell'algoritmo di controllo,
lo schema (b) pone la saturazione all'interno @ tetroazione.

Per poter utilizzare lo schema di antisaturazid»)ed( figura 5.3 evitando situazioni di loop
algebrico nel calcolo di u(k), il polinomio A{(?) deve essere monico.

Si ricorda che si definisce loop algebrico un Iacialgebrico, che nel nostro caso consiste
nella retroazione. Il problema di fondo in presedi#ale tipo di ciclo € che I'output u(k) e
funzione di sé stesso, e quindi dipende dalla saiome.

La legge di controllo relativa allo schema 5.3¢ba seguente:

o(K) = Bz He(k) +[1 - A (z)]u(k)
u(k) = saip(k)]
Se la variabile u(k) non € in saturazione si hg a(&(k), e quindi:

U(z)= Bz =B(z}Y) =D(2)
E(z) 1[1-A@G@Y A@EH

altrimenti, come gia anticipato, si possono presenproblemi dovuti al loop algebrico.
Esempio 5.1
Si consideri il sistema di funzione di trasferinmant

G(s)=1
1+0.1s

Supponiamo che per tale sistema sia stato sindtizizregolatore (T=0.01s):

D(z) = 0.1+ 0.27*
1-7

e che sia presente una saturazione u(k) nell’iatkry-3,+3] a valle del regolatore stesso.

| risultati simulativi che si ottengono senza dsifigo di antisaturazione sono riportati
nell'immagine sottostante.

ORI /\

s

0 ‘ (secondi) T
Figura 5.4 Risultati simulativi ottenuti senzaigpositivo di antisaturazione
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Il segnale di riferimento in ingresso e v(t) = 2.

La variabile di controllo u(t) entra fortemente saturazione e questo fatto causa una forte
sovraelongazione sul segnale d’uscita y(t).

| risultati simulativi che invece si ottengono idzlando lo schema di desaturazione (b) di
figura 5.3 sono riportati in figura 5.5.

Si nota facilmente il netto miglioramento che si swdla massima sovraelongazione della
variabile controllata y(t).

yo [ il

v(t) }-

wmo

w(t)

u()

0 i ' {secondi) 1

Figura 5.5 Risultati simulativi ottenuti con ikgositivo d’antisaturazione

Un’altra tecnica, che riesce solo a limitare lausaione dell’azione integrale negli algoritmi
assoluti, consiste nel fissare un limite super{andicato con il pedice H che sta per high) e
inferiore (indicato con il pedice L che sta per)oal termine integrale.

Essa e caratterizzata dal seguente schema:

K, @ i i
v — r K (i> > _/_ B GP(S) >

Mgt

K,

Figura5.6 Schema di antisaturazione

La relazione tra le variabili p e g € di tipo “zamarta”, cioé:

.
Kp - w) P>y
qp)= { 0O L<Up < Wy
Kp—-u) p<u
\
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Lo schema sopra riportato € relativo al caso cantiquando il regolatore e di tipo PI
analogico, ma lo stesso schema puo essere utdizzathe nel caso discreto per regolatori
PID:
- Ilintegratore continuo 1/s viene sostituito da uddscreto con funzione di
trasferimento 24/(1 — z%)
'azione derivativa, qualora sia presente, deveeresposta in parallelo all'azione
proporzionale Ik .

Osservando lo schema si nota che si pud imporaevalliabilew di rimanere entro i limiti
fissati y e yy, mantenendo la variabile p entro gli stessi limiti
Infatti, se dovesse essere p;¥Ke + ® > uy , allora si avrebbe:

g=Kap - W) = Ky(erKz +o - Uy)
Poiché a regime per effetto dell’integratore degeassariamente essere ¢ sieottiene :
Koo + &- Kouy= €

e quindio = wy da cui u = y come desiderato.

Il funzionamento é analogo nel caso in cui p< u

Il parametro K costituisce un grado di liberta nel progetto per walori relativamente
maggiori di uno tendono a generare un controllo gionto con ampiezze elevate, mentre
valori inferiori ad uno corrispondono a rispostetéema piu dolci.

Sono riportati in figura 5.7 gli andamenti relatfisistema quando k& 1.

0 (secondi) 1

Figura 5.7 Risultati simulativi con dispositivoatitisaturazione quando , K 1

Un ulteriore metodo di antisaturazione € quellcoral indicato come
dell'integrale”.

Si effettua il calcolo dei limiti dell'integrale og volta che l'uscita del regolatore tende a
saturare, per esempio a diventare maggiore deklipnefissato w

In tale situazione il termine integrale | viene fpogguale al valore:

=1 {m- KPE(k)wdgm—_e(k;ﬂ}
Ko T
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in modo da ottenere in uscita dal regolatore pmiralore y voluto.
Infatti, si ha:

o(K) = K, {e(k) +1+ TFek) —elk— 1% =
T

5.2 Funzionamento manuale/automatico

Tra le principali funzionalita del PID viene tradanel seguente paragrafo, per il particolare
interesse presentato, quella chiamata funzionammeatwale/automatico.

Essa si basa sul fatto che il controllore e uresist dinamico ed & quindi opportuno tener
conto del suo stato quando il controllore commtaaltmodo di funzionamento manuale, in
cui l'uscita del controllore & sconnessa e si vugtle la variabile manipolabile assuma un
valore fissato dall’'operatore, e quello automaticogui il controllore € attivo nell'anello di
regolazione.

Il piu semplice schema di controllo che realizzgpalssaggio manuale/automatico € quello
riportato in figura 5.8:

() [ uh
= A

G(s)

Figura 5.8 Schema base per realizzare il passagaiuale/automatico

Tuttavia, a causa della memoria del regolatore ,@stituita esclusivamente dalla presenza
di un’azione integrale, durante il funzionamentonoele (deviatore su M) il segnale di
controllo u(k) puo discostarsi notevolmente dabvalimpostato manualmente.

Infatti, in presenza di un’azione integrale il v@ali u(k) puo persino tendere all'infinito.
Questo porta a delle conseguenze.

Infatti, al momento del passaggio al funzionamemttomatico, caratterizzato dalla presenza
del deviatore su A, si possono avere transitorifodivariazioni (bumps).

Dato una legge di controllo D(z), per esempio um,Puno schema che realizza |l
trasferimento manuale/automatico senza bruschi (kalinpless) € quello riportato in figura
5.9.

i M| |

| I
e(k) TM A [ .

1 l U[L}
——pp— - 1

: A K NS T

I ]

: Regolatore :

Figura 5.9 Passaggio bumpless da manuale ad atitoma
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In base a quanto detto in precedenza, la seguemzohalita viene anche chiamata
trasferimento bumpless manuale/automatico.
Le condizioni che devono essere verificate peraneen “modo manuale” sono:

- G(1) = 1;
- G(z) BIBO stabile;

mentre quelle per il modo automatico sono:
. D(z) =K = QTHUZ+ G
1- G(2) (z-1)(z®)

. G(z) deve contenere un fattoré.z

Si noti che nella prima considerazione per il madtomatico si € fatto riferimento al caso di
regolatore PID.

La soluzione, tuttavia, si puo applicare a tipretjolatori D(z) anche diversi da quelli PID,
purché abbiano un’azione integrale, ossia presentinpolo in z=1, e abbiano tutti gli zeri
all'interno del cerchio di raggio unitario.

Qualora invece 'azione integrale non sia presaptecontrollore considerato, non si presenta
nessun problema.

Si noti inoltre che la condizione “G(z) contiene fattore z
algebrico nello schema 5.9.

Dal vincolo relativo alla D(z) si ricava:

G(z)=D(z2) - K=1-K__
D(z) D(z)

I omette la possibilita di loop

Se il controllore D(z) possiede un polo in z = 1D= o e quindi il vincolo G(1) =1 e
soddisfatto per qualsiasi valore di K.
Se si esprime il controllore D(z) nella forma:

D(z)=B(zH=b+bzt+... +hz™ = Bz 2z
AZY at+tazlt...tagz™ atA(zHz?

'equazione G(z) = D(z) — Kdiventa:
D(z)

G(z) = B(zH) -KA@EZ™ = hy-Kag+ [Bi(z ) -KA(z D]z ?
B(Z) B()

Il valore di K per il quale e soddisfatto il vincdlG(z) contiene un fattore? € K = hya,
Sostituendo tale valore nell’equazione di G(z)tseae:

G(z) = B(zY) -bAz Y a z?
B(Z)

Si noti che la funzione G(z) & BIBO stabile seitgiitzeri del polinomio B(zZ') sono stabili,
cioé se sono tutti all'interno del cerchio unitario
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Esempio 5.2
Si supponga di voler realizzare il controllore deto:

D(z) =1.513(1 - 0.7417) = 1.513-1.121%
(1-z9%1+0.392z7) 1-0.6087-0.392 7*

ottenuto applicando il progetto semplificato seanihhlin, che verra trattato nel paragrafo
8.6, al sistema con la seguente funzione di trasésto:

G(s) = 1
(0.5s + 1)(s + 4(ps + 1)

Per il regolatore D(z) si ha:

D(z) =1.513-1.121% = h+By(zHz™
1+(-0.608 — 0.392) z * a+A(z )zt

dovelp=1.513 e g&= 1,

Bi(z ) =-1.121
Ai(z Y =-0.608-0.392 7

da cui applicando la relazione G(z) = Bz h_)z,f\(z N a zt, siricavaK =b=1.513 e
B(Z) 0o a

quindi G(z) = (- 0.201 + 0.593 9z *
1.513 - 1.121'z

| risultati ottenuti sono riportati in figura 5.10
Nella parte superiore dell'immagine sono riportatsegnale d’'uscita y(t) e il segnale di
riferimento manuale/automatico.
Nella parte inferiore € riportato invece il segndileontrollo u(t).
Per & t< 20 s e per 40t< 60 s il sistema si trova in condizioni di notenaegolazione
automatica basata sull’anello di retroazione (il®nt vale 1).
Per 2& t< 40 s il sistema si trova nella modalita di fiomamento manuale ad anello aperto
(il segnale esterno vale 0.5).

1130 F B 3

[\

y(t)

M/A

0
1.513

u(t)

0.5

0 ‘ (secondi) 60

Figura 5.10 Risultati simulativi relativi alla réatazione dello schema di passaggio funzionamento
manuale/automatico
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Un metodo concettualmente simile per ottenere $ispggio bumpless manuale/automatico
(M/A) si basa su una modifica realizzativa dellbema precedente, riportata in figura 5.11:
Nello schema, la funzione di trasferimento D(zuelta del controllore progettato secondo le
specifiche desiderate, mentre il blocco G(z) puseesfissato secondo i criteri gia presentati,
senza tuttavia il vincolo sulla scelta del paramédr in quanto in questo caso non si viene a
creare un loop algebrico, oppure scelto ad arbiwioi soli vincoli:

-G() =1,
- G(z) stabile.
k
m(*—)—-b G(2)
== i M
(k) jﬁ\M_. ' u(k)
= D(z) —
A A

Figura 5.11Schema realizzativo alternativo del passaggio meragtomatico bumpless

Rispetto al caso precedente, qualora si volessaréisG(z) partendo dalla D(z), si ha un
ulteriore grado di liberta rappresentato dal pataorie.

Il valore di questo parametro non ha influenza néfunzionamento automatico né in

funzionamento manuale a transitori esauriti, innqo&(1)=1.

Il parametro K influenza solo il transitorio da aenatico a manuale.

Infatti piccoli valori di K comportano transiziomiutomatico/manuali veloci, mentre valori

maggiori determinano transizioni piu lente.

Un requisito che bisogna soddisfare esplicitamé@ntguesto particolare schema é quello di
mantenere sempre aggiornato lo stato del sistetm@on&ollore non attivo, alternativamente

D(z) o G(2).

Questo aggiornamento € reso possibile salvanddorivdella variabile errore e(k) e della

variabile di controllo u(k).

5.3 Varianti dei controllori PID

| controllori PID digitali, oltre ad essere prowigli funzionalita per la desaturazione
dell'azione integrale e per una transizione bunypMgA, possono includere la possibilita di
compensare un ritardo finito di un processo, tramit predittore di Smith, l'auto-
sintonizzazione e I'impiego di particolari non laréa.

Oltre a queste funzionalita, i PID possono presenta commutatore R/L, il quale permette
di porre il controllore in controllo remoto (R),0& sotto il controllo di un sistema di
supervisione, o in controllo locale, dove il setinpoe fornito agendo sui comandi del
pannello.

Per quanto riguarda le non linearita, in alcundieg@pioni, trova impiego un controllore PID
nel quale il guadagnoddiene posto proporzionale al modulo dell’errore:

Kp = K]e(k)] con kin < K < Knaxe K costante
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In tal caso I'azione P diventa proporzionale ahdpato dell’errore in ingresso, producendo
un segnale di comando piu robusto per valori eleaterrore.

Questo assicura che si abbia una risposta piu et valori d’errore elevati, ma che una
diminuzione di questi provochi un calo del guadagepassicurare la stabilita.

Una variante meno accurata e quella nella quateote e(k) viene posto in ingresso di un
blocco non lineare a zona morta, per cui hon scdrarollo finché esso e all’interno della
zona morta stessa, mentre opera linearmente alrest

L’'immagine sottostante rappresenta tale situazione:

/ N
£
&

/N

il

Figura 5.12 Rappresentazione dell’'uscita di urdndineare a zona morta

Un’altra variante possibile, € quella definita daklazione:

In questa situazione il guadagno dell’azione irdabgrisulta essere molto grande per piccoli
segnali, mentre e piccolo per grandi segnali.

Nel caso di risposta ad una gradino si evita chrarda il transitorio iniziale, quando I'errore
assume valori molto grandi, I'integratore si caritbppo producendo una sovraelongazione,
mentre I'azione integrale viene ripristinata a negi

Una variante a quest’ultimo tipo di non linearitguella rappresentata in figura 5.13.

Questa non linearita ha la caratteristica di fareatiazione integrale solo per piccoli valori
dell’errore.

AV

>| integratore_i%

Figura 5.13 Variante dei controllori PID
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Capitolo 6

Progetto nel pianom

Come gia accennato all'inizio della tesi, in alaima all’utilizzo di controllori PID ed a
tecniche basate sul metodo indiretto, e possiliilezzare una terza classe, che comprende
tecniche di progetto per le quali si lavora dinet@te nel dominio discreto, ossia delle
trasformate Zeta (metodo diretto).

Esistono diverse tecniche basate su tale metodo.

Quelle che verranno approfondite nei capitoli segusono:

* progetto nel pian®, con I'impiego dei diagrammi di Bode;
» progetto con il luogo delle radici nel piano z;
* progetto con metodi analitici (assegnamento pali/zentrollo deadbeat, Dahlin).

6.1 Definizione del pianaw

Il primo caso considerato & quello di progettopiahoo.

Prima di analizzare tale metodo € necessario tieenel caso continuo sono state sviluppate
plurime tecniche frequenziali, come quella basatadegrammi di Bode, ed € di particolare
interesse poterle recuperare anche nel campo tliscre

Molte di queste tecniche nel continuo sono adatdusivamente ai regolatori con struttura
molto semplice, come le reti correttrici a ritardfp anticipo di fase, di cui si parlera nei
paragrafi seguenti.

Per poterle utilizzare & necessario vedere confiedmenza entra nel dominio discreto, cioé
tramite la relazione z 28, la quale comporta pero la perdita di importantippieta come la
sommabilita dei diagrammi logaritmici.

Per ovviare all'inconveniente, si ricorre alla foamazione bilineare e alla sua inversa, le
quali sono state gia trattate nei paragrafi 3.3%el.

6.1.1 Definizione del piano ®: sintesi mediante trasformata
bilineare

La trasformazione bilineare:

z=1+0T/2
1-w0T/2

e la sua inversa:

0o=2(1-7Y = 2(z-1)
T(1+ZY) T@E+1)

mettono in relazione il piano z con un piano aasio che approssima il piano complesso s.
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Utilizzando la nuova variabile, la quale approssima la variabile s della trasétandi
Laplace, & possibile eseguire il progetto del ragoe per mezzo delle usuali tecniche
frequenziali, ottenendo dapprima il regolatoresPé, tramite una sua antitrasformazione, il
regolatore discreto D(z).

| passi logici che caratterizzano il progetto soseguenti:

1. sifissa un periodo di campionamento T sulla badle dinamiche del processo e delle
prestazioni desiderate.
Una regola empirica frequentemente adottata censait'attribuire al parametro T un
valore compreso tra un decimo e un mezzo dellapmicola costante di tempo del
sistema.
Infatti all’'aumentare della frequenza di campionatoeil periodo tende a zero, e cio
comporta che la G(s) puo essere ben approssimata ).
Si noti pero che, non introducendo il procedimesbpra indicato approssimazioni
come nel metodo indiretto (eccetto quella traidnp s ewn), € possibile utilizzarlo
anche per frequenze di campionamento non tropp@telgispetto la banda passante
del sistema a catena chiusa;
si ricava G(z), considerando la presenza dell’holtle
tramite la trasformazione bilineare z = 1¥/2 si trasforma la G(z) in G\);
1-0T/2

4. si ricava la funzione desideratad)( applicando una delle tecniche frequenziali a

tempo continuo alla @&).

Il precedente passaggio e reso possibilétial che il progetto di [f), data la

G(), puod essere condotto secondo i criteri dellasintlassica dei sistemi continui,

lineari e tempo invarianti;
5. si antitrasforma, mediante la relazione= 2(z — 1), la D(@) nella D(z)

T(z +1)

w N

corrispondente;
6. si verifica che le prestazioni ottenute siano qué#siderate.

Come gia esplicato nel capitolo sulla discretizaagj nella trasformazione di Tustin la parte
interna del cerchio di raggio unitario nel pianwiegne mappata nel semipiano sinistro del
piano complesso, ed il cerchio stesso nell’asse immaginario.

Inoltre z = 0 viene trasformato in = -2/T nel piano ausiliari@ e corrispondentemente in un
punto all'infinito (c— - «) nel piano s.

La prima relazione citata e del tutto simile atlsformazione, indotta dal campionamento, tra
il piano s e il piano z, anche se la fondamentdferdnza sta nel fatto che la trasformazione
di Tustin e biunivoca.

Sono state descritte in precedenza le carattdrestrequenziali di questo tipo di applicazione,
portando particolare attenzione alla forte compoegsche tale trasformazione presenta alle
alte frequenze: ponendo s ¢onw O [0,n/T] si hanno frequenzg conQ [ [0,0] ed |l
punto corrispondente nel piano z, secondo la mf@zz = €7, varia sulla semicirconferenza
trale-1.

Tra le pulsazioni nel piano s e quelle del pianeale la relazione:

Q = 2tan(T/2)
T

in base alla quale si ha che pex wd2 =n/T, si haQ = .
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Piano w Piano z Piano s
7524 . 1+ wT/2 Im(2)4 '
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[l
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q\

Figura 6.1 Trasformazioni tra il piang il piano z ed il piano s

6.1.2 Uso dei diagrammi di Bode nel pianas

Come anticipato nell'introduzione, un esempio daigatto nel pian@ € quello che utilizza i
diagrammi di Bode.

Nel paragrafo precedente si e visto come, traraitealsformazione bilineare e la sua inversa,
a partire dalla D(z) si possa ottenere la funzidnwasferimento “continua” [f) definita

nel piano o.

Va sottolineato il fatto che, nel progetto del ragore viene utilizzato il pian®, come se
coincidesse con quello s, ma in realta essi ditemo.

Questa differenza si ripercuote anche sui diagradidode.

Per esplicare le conseguenze che tale semplificeziomporta viene riportato I'esempio 6.1.

Esempio 6.1
Si consideri il filtro passa basso, che presensetpente funzione di trasferimento:

G¢(s) =__100
s+ 100

Sono tracciati in figura 6.2 i diagrammi di Bodel deodulo e della fase relativi al filtro
suddetto.

P - NG R

w (W) (rad/s)
0 SRR TR bt

WIGgw)l, KIGW)I ()

10 102 103 10¢
W (W) (radfs)

Figura 6.2 Diagrammi di Bode del filtro.(8) e del suo equivalente,@)
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Il corrispondente sistema a tempo discreto, ottermainsiderando un ricostruttore d’ordine
zero e T =0.01 s (periodo di campionamento piccolo faein modo che o) sia quanto
piu prossima a &s)), e dato da:

Gy(z)=Z |1-€" 100 1 = 1-2Z|100 | = 0.6321
s s+£¢o s(s + 100 z —0.3679

Utilizzando la relazione z = 1#T/2 € possibile passare al piano
1-0T/2

Ga(®) = Gu(2)| 2= 1 +o12 = - 0.4621w — 200
1-eT/2 o+ 92.4234

Si calcolano inoltre i seguenti limiti:

lim |G(jo)| = lim |(100 / @ + 100)| = 1 = lim |GjQ)]

o—0 o—0 Q—0

lim |Ge(jo)| = 0+ lim |Ga(jQ)| = 0.4621 = - 6.7dB
W—00 Q—00

doven=jQ.

Osservando le relazioni appena trovate si puo clie il filtro Gy(w) presenta lo stesso
numero di poli e di zeri.

Questa proprieta, soddisfatta in generale dallezitm G(w), implica che la risposta
frequenziale di tale filtri tende p€—o ad un valore costante diverso da zero.

Per quanto riguarda le fasi, si puod notare chdréiftuzione di zeri a parte reale positiva
causata dalla trasformazione di Tustin, implicpdasibilita che gw) non sia a fase minima,
dove si dice a fase minima una funzione proprianteseia poli che zeri a parte reale negativa.
E owvio che in tali circostanze si deve prestamtigmiare attenzione nel ricavare i diagrammi
di Bode corrispondenti.

Oltre all'esempio appena spiegato, nel seguitoavero illustrati in dettaglio alcuni esempi di
progetto di regolatori mediante I'uso del pianpper la determinazione di reti ritardatrici,
anticipatrici ed a ritardo/anticipo.

Si consideri ora il caso di reti ritardatici ediaipatrici.

In entrambi i casi si tratta di regolatori che disicreto assumono la forma:

D(z) = ki(z = %)
a4
e che vengono trasformati mediante la z =«dT#2 in controllori del tipo:
1-0T/2
D(w) =1 +o1H
1+ OJTp

da moltiplicare eventualmente per una costanteaso csi desideri guadagno statico non
unitario

Facendo riferimento a regolatori che presentancstqustruttura, si esegue dapprima il
progetto di D) e, una volta determinati i valori di e 1, , Si applica la trasformazione

inversa per tornare nel dominio z.
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Si trova quindi:

D(z) =D)| w=2z-1)= 140t |o=2¢z-1 = T+ 2o z+ (T -20)/ (T + 21
T2+ ltog Te+1) T +2tp z+ (T-2) /(T + Zxp)

e quindi possono essere definiti i parametri :

ka=T + 2o g= _2p-T = 2T
T + 25, T + 210 T + 21,

6.2 Progetto di rete ritardatrice (attenuatrice)

Prima di trattare il progetto di reti ritardaticnecessario introdurre dei chiarimenti su quando
tali tipi di reti vengono utilizzate.
Si consideri di essere nel caso in cui la pulsazidattraversamento si trova alla destra di
guella desiderata e il margine di fase é supesgbreargine desiderato.
Un’idea € quella di abbassare 'ampiezza senzargdtoppo la fase.
Tale operazione puo essere intuitivamente realizreterendo opportunamente, attraverso il
controllore, una coppia polo/zero entrambi realjaievi in posizione opportuna, operazione
che equivale, di fatto, al ricorso ad una retedudérice (detta anche attenuatrice).
Tale rete viene descritta da una funzione raziopadpria con un polo reale negativo ed uno
zero reale negativo collocato alla sua destra.
Quindi, considerando &) = 1 +w1p Si ha che il parametrg & minore dit,,

oty
In figura 6.3 sono riportati i diagrammi di Bodd deodulo e della fase di una rete ritardatrice
caratterizzata dai parametsi= 0.01 s &, = 0.1 s.

10

Ampiczze

1CH (db)
S

-30 i HER RN ii i i Liiiii
10! 100 10 102 103 104
w (rad/s)

Fasi
—

g

£0 L iaiiii R Lhiiidii i Hit b abid
101 100 10! 102 103 104
w (radle)

Figura 6.3 Diagrammi di Bode delle ampiezze e dakédi una rete ritardatrice

Si puo notare la presenza di un ritardo di fasetioddall’azione del polo, il quale viene
annullato a frequenze maggiori dall'azione dellmze
Infatti, alle alte frequenze, il valore del guadagndato da:

a=19 <1
Tp
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Lo sfasamento massimo in ritardo e dato da:

Oy =-arcsin 1l -
1+a

e tale valore si ottiene in corrispondenza allsazibne:

OQn=1 =1
\/TOTp Tp\/a

Gli effetti introdotti da questo tipo di rete somoparte positivi, come l'attenuazione ad alte
frequenze, e in parte negativi, come lo sfasamientitardo.

Per risolvere il precedente problema si cercarai il modo che nel progetto il ritardo di fase
non interessi la pulsazione d’attraversameédt@ cui corrisponde modulo unitayie quindi
che il massimo dello sfasamento sia posizionatadima decade prindi Q;, in modo che
perQ = Q; sia presente solo una attenuazione del guadagno.

Viene ora riportato passo per passo il procedimpatgrogettare tale tipo di rete:

1. si considerino i diagrammi di Bode della funzioneé uasferimento Gf),
eventualmente con guadagno modificato per soddigfaentuali specifiche sull’errore
a regime e le specifiche sul tipo.
Si consideri ora la pulsaziorfe* a cui corrisponde un margine di fase pari a quell
desiderato Mes aumentato di 5° per compensare le approssimanitnuidotte dal
procedimento, ovvero

O* : arg[G(jQ*)] = -180° + Mges+ 5°

2. siimpone che, per la pulsazione sopra citatatibfe d’attenuazione introdotto dalla
rete corretrice, per avere un guadagno unitarigava

o =0=1 oppure in decibel  20legto
Tp |G| T

3. sifissa 1ty = 0.1Q* , al fine d’assicurarsi che lo sfasamento inrdtadella rete non
influiscan modo apprezzabile in corrispondenza alla putsezd’attraversamento
4. siricavar, tramite la relazione,= to/a

Il seguente tipo di progetto, come quello che vanalizzato nel paragrafo 6.3, puo richiedere
diversi tentativi per ottenere le prestazioni desate.

E’ necessario quindi ripetere in maniera iterativ@procedimento, qualora le prestazioni
ottenute non siano soddisfacenti.

Esempio 6.2

Per dare un esempio concreto di progetto di uraritairdatrice si consideri il sistema:

G(s) =2
s(s+ 1)(s + 2)

introdotto in un anello di controllo in retroaziode cui viene data una rappresentazione in
figura 6.4.
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Si desidera progettare una rete ritardatrice degit{z) che garantisca al sistema un margine
di fase Mies= 55°.

Per quanto concerne il periodo di campionamentwidne posto pari a 0.1 s, poiché la
costante di tempo piu veloce del sistema, corridpate al polo collocato in s = -2, vale
t=0.5s.

— D(2) I [ G(s)

Figura 6.4 Sistema in retroazione

Effettuando la discretizzazione della funzionerdsterimento, si ricava:

G(z)=Z|1-¢e°" 2 = 3.043 10* (z + 0.2484)(z + 3.4651)
S s(s+1)(s+R) (z—-1)(z-0.9048)(z—-0.8187)

e applicando la trasformazione bilineare z =dT#2 si ottiene:
1-0T/2

G() = 8.275 10° (0 - 20)(® — 33.2192)) — 36.2262)
o(o — 0.9991)p — 1.9934)

a cui corrispondono le curve (a) dei diagrammi dd& di figura 6.5.
Viene poi cercato il valore della pulsazidd&a cui € associata una fase di:

-180° + 55° + 5° = -120°

Q* vale circa 0.3446 rad/s e ad essa € associatalore del modulo pari a 8.64 dB = 2.7039.
Percio assumiamo lo/= 2.7039.
Si possono quindi calcolare i paramegte to, che valgono:

=1 =29.0191 e 1, =(2.7039)(29.0191) = 78.4649
0.03446

e a cui corrispondono le pulsaziof)y = 0.03446 &,= 0.01274.

Sempre in figura 6.5 sono riportate le curve (b)gliali rappresentano i diagrammi di Bode
del modulo e della fase della sola rete correttneentre le curve (c) riproducono i diagrammi
di Bode relativi al guadagno d’anello ®G(w).

Per mezzo dell'antitrasformata e dell'uso delleussgi formule:

ka=T + 2o g= 2p-T 3= 2T
T + 25, T + 210 T + 25,

e possibile determinare il regolatore discreto D(z)

D(z) = 0.37023(z — 0.9965599) 0.37023z — 0.368956
(z — 0.9987264) —(2.9987264)

Viene poi riportata in figura 6.6 la risposta abdino del sistema in retroazione con |l
controllore discreto appena trovato (andamentspiorzati).
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Analizzando D(z) si puo notare che il polo (z =989264) e lo zero (z = 0.9965589) sono
molto prossimi tra loro, ed entrambi nelle vicinarel punto z = 1.

Questa situazione capita molto spesso nelle tatidatici e dipende dal posizionamento del
polo e dello zero della @) a basse frequenze, che risulta essere necepgarnmmn influire
con un eccessivo ritardo di fase in prossimitéadalisazione d’attraversamento.

Ampiezze
T S A |

103 (i)

pradi

Figura 6.5 Diagrammi di Bode di &), di D(w) e del guadagno di anello @D (»)

Inoltre tale fenomeno viene accentuato dalla sadiltd molto piccoli e cio implica che il
regolatore digitale deve essere realizzato comotevole precisione numerica.

A riprova di cio, in figura 6.6 si riportano, assie alle curve nominali, quelle ottenute nel
caso in cui si € operato un troncamento a 3 cifeifecative dei coefficienti del controllore
D(2).

L’andamento delle variabili nel caso di troncamemsalta parecchio diverso, anche a causa
delle maggiori oscillazioni presenti rispetto asagrivo di troncamento.

1.6 F

ua ————

(secondl) 30,000

Figura 6.6 Risposta a gradino del processo inaetome e relative variabile di controllo per il obatore
D(z) =_0.37023z — 0.368956 per la sua realizzazione con troncamento numeric
z—0.998726
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6.3 Progetto di rete anticipatrice (lead-lag)

Nel caso complementare al precedente si ha cheldazione d’attraversamento si trova alla
sinistra di quella desiderata ed il margine di faseferiore al margine desiderato.

Tale situazione puo essere risolta sollevando etiréa diagrammi, sia quello delle fasi che
quello delle ampiezze.

L’operazione di sollevamento puo essere intuitivati@eealizzata inserendo opportunamente,
attraverso il controllore, uno o piu zeri reali aggi in posizione opportuna.

L’aggiunta di uno zero stabile nella funzione dasferimento in catena aperta, infatti,
incrementa di 20 db/decade le pendenze dei diveatti del diagramma asintotico delle
ampiezze che stanno alla sua destra, spostandal imddo verso destra la pulsazione
d’attraversamento.

Per quanto concerne il diagramma delle fasi, inveaeo zero stabile incrementa,
asintoticamente, la fase di 90° (dal punto di spewento ad esso relativo in poi) e porta,
quindi, ad un incremento del margine di fase.

Se vogliamo realizzare questa operazione di sofiewdo con un controllore proprio
possiamo ricorrere ad una rete anticipatrice o-lagd

Tale tipo di rete e caratterizzato dal fatto chiéarespressione della rete corretrice:

D(w) =1 +o1H
1 +(,0Tp

si verifica che la costante di temppé maggiore diy,

In questo caso, essendo lo zero a frequenza mirgpetto al polo, si ha inizialmente un
anticipo di fase che poi viene compensato, petuiage superiori, dalla presenza del polo.
In figura 6.7 sono riportati i diagrammi di Bodel daodulo e della fase di una rete
anticipatrice caratterizzata dai paramefr+ 0.01 s &g = 0.1 s.

30 ; - Ampiezze

I1C31 (cdt)
=)

101 104

w (rad/sec)

60 —r—rrrrr———— T

pradi

i I I i
10! 100 10! 102 103 104

w (rad/sec)

Figura 6.7 Diagrammi di Bode delle ampiezze e dakédi una rete anticipatrice

Si puo verificare che guadagno e' minore (tranm&iaito) di 1o / T, che €' per definizione
pari a 14:

l1=1>1
o T
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mentre lo sfasamento massimo in anticipo, risuidt®re uguale e opposto a quello del caso
della rete ritardatrice, e quindi & pari a:

On= arcsin 1 -e
1+

ottenuto alla pulsazione,=1 =1
\/’Eo’tp Tp\/(l

| due regolatori sono anche accomunati dalla pzssein effetti in parte positivi e in parte

negativi.

L’azione benefica introdotta da questa rete € &sahento in anticipo in una certa banda di

frequenze, che permette un allontanamento dal penitioo nel diagramma di Nyquist del

guadagno d’anello.

Tuttavia a questo effetto si aggiunge un maggioadggno complessivo che tende a

destabilizzare il sistema, anche se di solito paeriottenere risposte piu pronte.

Per questo motivo, il progetto di una rete anticipa puo richiedere diversi tentativi per

ottenere le prestazioni desiderate.

Assumendo come valore desiderato del margine d fMdss il progetto di una rete

anticipatrice si articola nei seguenti passi:

1. si individuano il margine di fase e la pulsazidped’intersezione dei diagrammi di
Bode della Gg), della quale si € eventualmente modificato ildagno per soddisfare
le specifiche sull’errore a regime ed il requisto tipo;

2. si calcola I'anticipo di fas@, necessario per avere un margine di fase pari doquel
desiderato.

Si ricorda che, per compensare le approssimazionprdgetto, € consigliabile
introdurre una maggiorazione di 5°+10°;

3. un volta notady, si calcola:

a=1-sindy
1 + sindy,

che rappresenta il reciproco del guadagno all’itdin

4. si determina dal diagramma di Bode la pulsaziOQfieper la quale 'ampiezza @
vale a/2 in dB. Poiché l'introduzione della rete antidijjige provoca I'aumento del
guadagno del sistema alle alte frequenze, la polsaz)* > Q; sara la nuova
pulsazione d’intersezione che si fa corrispondéee Q, della rete;

5. siricavanot etptramite le seguente relazioni:

0=ty € Q= Q=1
Tp TO\/a

6. si valuta se le prestazioni ottenute sono prossimeelle desiderate e se non é cosi si
ripete il procedimento prendendo un nuovo valor@gisuperiore al caso precedente.
Spesso puo risultare vantaggioso considerare cam@evdi Q, una pulsazione
diversa (solitamente inferiore) rispettd4 calcolata sulla base del diagramma delle
ampiezze.

Il seguente accorgimento puo venir giustificatoladalolonta d’avere un maggior
anticipo di fase senza variazioni d’ampiezze troppoentuate.

Per descrivere concretamente tale progetto, vieedosun esempio caratterizzato dalla
medesima funzione di trasferimento dell’esempiq éosiderato nel paragrafo precedente.
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Esempio 6.3
Si consideri nuovamente il sistema caratterizzatmdunzione di trasferimento:

G(s)=2
s(s+1)(s +2)

Ponendo il periodo di campionamento T pari a 0.1la, diagramma di Bode di G) e
possibile calcolare il margine di fase, che ris@$sere di circa 30° in corrispondenza alla
pulsazione di 0.75 rad/s .

Desiderando avere in corrispondenza a tale pulsazifes = 55°, come primo tentativo si
puo considerare una rete con anticipo massme 35°.

Con i seguenti dati e possibile calcolare il guada@ la pulsazion€* per la quale
'ampiezza G@) valea/2 :

0=1-sin35°=0.271 e QO*=2.16rad/s
1 + sin 35°

da cui si ricavanay= 0.8893 s ,= 0.241 s.

Calcolando il nuovo margine di fase dil)G(w), si nota che esso é di 49°.

Purtroppo, anche se si considerassero valeg diversi daQ*, non si riuscirebbe mai ad
ottenere Mes= 55°.

Percio in questi casi si € soliti considerare weta che offra un anticipo di fase maggiore, ad
esempio di 45°.

| valori dei parametri ottenuti in questo caso sono

a=0.1715 Q*=2.61rad/ls 1=0.9252s 1,=0.1587 s

Poiché il margine di fase ottenuto, che & di 53Sulta essere molto vicino a quello
desiderato, e possibile ridefinire il valoreCi, che risulta essere pari a 2.2 rad/s, e ripetendo
il calcolo ditg e 1, si ottiene la rete anticipatrice:

D(») = 1 + 1.0978
1+0.1883

che fornisce il margine di fase complessiv@ed 55° richiesto.
A questo punto e possibile definire il regolatoiscteto D(z) tramite la trasformazione di
Tustin :

D(z) = 4.8146(z — 0.91229)
z —0.5803

In figura 6.8 vengono riportati i diagrammi di Bodk G(w) (curve (a)), della rete
anticipatrice D@) (curve (b)) e del guadagno d’anellod)G(w) (curve (c)).
Inoltre in figura 6.9 & mostrata la risposta a gradlel sistema col regolatore
D(z) =4.8146(z — 0.91229¢ la relativa variabile di controllo.

z-0.5803
Si noti che la maggiore prontezza rispetto al aligete ritardatrice, riportato in figura 6.6, a
spese tuttavia di un maggior sforzo di controllo.
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-200- 4 et 7 -
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Figura 6.8 Diagrammi di Bode di B, della rete anticipatrice B} e del guadagno d’anello BYG(»)

16 F

—

0 3 ’ (seconds) 30

Figura 6.9 Risposta a gradino del processo inaetome e relativa variabile di controllo

6.4 Progetto di rete a ritardo/anticipo (a sella)

Nel seguente paragrafo verranno presentate dellecoerettrici piu complesse poiché
caratterizzate dalla presenza di due poli e dueeai.

Il loro utilizzo e consigliabile quando, per raggiere le specifiche richieste, & necessario
effettuare due operazioni opposte sui diagramnBatle: il diagramma delle ampiezze va
abbassato mentre quello delle fasi alzato.

Tali reti, le quali non sono altro che il prodotth una rete ritardatrice e di una rete
anticipatrice, vengono dette reti a sella o retiaado/anticipo.

Esse sono caratterizzate da una funzione di trasfato del tipo:

D(w) = (1 +110) (1 + o) con0w <1
1 +G/)w)(1 +otio)
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che introduce alla frequengy,= 1 uno sfasamento nullo ed un’attenuazione patri a:
T1T2

ID{Qm)| = utT2
1/a + aty)

Per Q > Qnlo sfasamento introdotto e in anticipo, mentreQer Qn, in ritardo.

Un esempio di andamento frequenziale, che spesswe \adoperato, € quello caratterizzato
dai parametrit;= 0.1 s;1,=10s en = 0.1.

Esso viene riportato in figura 6.10.

10 Amp!lczzc

0

[Cil ()

=30 L, J L 1 i 1 i
104 103 102 10-1 100 10! 102 103 104

w (rad/s)

Fasi
T

10+ 103 10-2 10 100 10! 102 103 104
w (rad/s)

Figura 6.10 Diagrammi di Bode delle ampiezze eedfalsi di una rete a ritardo/anticipo

Sfruttando le condizioni legate alle posizioni tla dei poli e zeri di questa reieprogetto
con specifiche sul margine di ampiezza puo essere condotto nel seguente modo:

1. si individua la pulsazion@* , dal diagramma di Bode di @] eventualmente pre-
compensato, alla quale il sistema presenta una das&80°(sempre che esista),
ponendo:

Qn=1 =Q*
\/ T1T2
2. siimpone che I'attenuazione introdotta dalla edta pulsazion®* sia tale che, per il
sistema compensato, valga la relazione:

IGC@I) it =1
hlo + o11) Ma

3. dalle precedenti due relazioni, si puo ricavarealbre dit; e 12 in funzione del terzo

parametrax, che sara fissato in base ad ulteriori specifiplee,esempio il margine di

fase o la banda passante.
Un’alternativa alla tecnica di progetto sopra diédinpuo essere quella che considera la

specifica sul margine di fase piuttosto che d’ampee
Il procedimento da seguire in questo caso viersegiito enunciato:
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1. si cerca la pulsazion@®, sul diagramma di Bode del modulo, per la quakisiema
non compensato presenta il margine di fase desalbtas

2. si calcola [lattenuazione necessaria affinch@" diventi la pulsazione
d’attraversamento del sistema compensato;

3. siposiziona la rete in modo da verificare i seguarcorgimenti :

=l  =* e ptn =1
V1t (o +at1) |G|

4. sifissa il grado di libera residuo sulla base t@'aori specifiche.

Qualora si volessero ricercare degli aspetti clteracanano le due tecniche progettuali di reti
a ritardo/anticipo, si puo dire che in entrambasicé stato necessario, per la determinazione
della rete, fissar@, e per tale pulsazione porre il guadagno pari adcostante:

Om=1 e nu+tt =Kk
\/ T1T2 (’Ez/a + (1’[1)

In base poi ai parametri ottenuti, € stato possitidavare il valore di; e T, in funzione del
terzo parametro:

=\ (a—ok?)(k—0a) e 11= 1Qn’t

Esempio 6.4

Si consideri la stessa funzione di trasferimentglidesempi 6.2 e 6.3, con la specifica sul
margine di faselella funzione di trasferimento in catena apertas#55°.

Dai diagrammi di Bode si ricavano i seguenti valori

Q"= 0.41 rad/s arg[GQ()] = - 125° Q)| = 2.216

per cui si ottiene la rete:

D(w) = (1 + 4.6778)(1 + 1.2716®)
(1 + 0.46778)(1 + 12.716)

che, mediante la trasformazione bilineare, fornigspressione:

D(z) = 0.94527(z — 0.97884)(z — 0.92433)
(z — 0.80687)(z — 0.99216)

In figura 6.11 vengono riportati i diagrammi di Bodli Gg) (curve (a)), della rete
anticipatrice Dg) (curve (b)) e del guadagno d’anellocD)G(w) (curve (c)).
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Figura 6.11 Diagrammi di Bode di &), della rete anticipatrice B} e del guadagno d’'anello B)G(o)

Inoltre in figura 6.12 € mostrata la risposta adgra del sistema col regolatore D(z) e la
relativa variabile di controllo in uscita al corltove.

1.6

—

-03 |

0 ' (secondi) 30

Figura 6.12 Risposta a gradino del processo imaeione e relativa variabile di controllo per laerea
ritardo/anticipo

Effettuando poi un confronto tra le risposte a grac le relative variabili di controllo delle 3
tipologie di reti risulta che nel primo caso siih@mpo di salita maggiore, nel secondo quello
minore ma azione di controllo piu ampia, mentreikzo rappresenta un buon compromesso

tra i precedenti.
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Capitolo 7
Progetto mediante il luogo delle radici

7.1 Premessa

La tecnica di progetto mediante il luogo delle cadappresenta la seconda tecnica analizzata
basata sul metodo diretto.

Essa rappresenta un valido complemento ai metagintisi per tentativi basati sulle risposte
in frequenza poiché permette di prevedere, anclslsein termini qualitativi, I'effetto della
scelta di una determinata azione compensatrica sallocazione dei poli della funzione di
trasferimento.

Una situazione, ad esempio, nella quale non eefawtiorrere ai metodi considerati nel
capitolo precedente e quella in cui la funzionetrdsferimento del processo controllato
presenti poli con parte reale positiva.

La tecnica di progetto basata sul luogo delle raatiginariamente si e sviluppata nell’ambito
del controllo continuo, ma é stato possibile esteladsenza alcuna modifica, tranne per
guanto riguarda il dominio di stabilita, al casasitemi discreti.

La regione di stabilita si trasforma infatti dalngpiano sinistro del piano complesso s al
cerchio unitario, centrato nell’origine, del piano

La funzione di tale luogo € quella di valutare tzsigione nel piano complesso delle radici
dell’equazione caratteristica, la quale nei sistantiontroreazione, come quello riportato in
figura 7.1, conserva la stessa struttura sia adedigereto che a tempo continuo.

U + F(z) 1y

Figura 7.1 Sistema di controllo in controreaziartempo discreto

Per il precedente tipo di sistema I'equazione terniatica e:
1+F(z)=0

che risulta essere analoga a quella del sistemandiollo a tempo continuo.

E possibile esprimere la funzione di trasferimemaatena diretta (supposta strettamente
propria) in forma di Evans, mettendo in evidenpali (indicati nella forma pcon i = 1,..,n),

gli zeri (sono m < n e vengono indicati nella forma&on i = 1,..,m) ed il coefficiente di
guadagno K’, come:

[1(z-2

F(z) =K' iz
[1@z-p)
i=1
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L’equazione caratteristica associata alla funzidn&rasferimento F(z) produce I'equazione
sottostante, detta equazione del luogo delle radici

f(z.K’) = l:_l[ (z-p+ K’Q(Z—Z) =0

Essa puo essere riscritta in modo equivalentergndo a due equazioni, rispettivamente
dette equazione del modulo ed equazione della fase:

n

[Tlz—pl= IK’I_IJ lz—-1 e g arg[(z — p] - arg[K7] - g arg[(z - 3] = (2k + 1)

i=1

con Kk intero arbitrario.

Come accennato in precedenza, lo studio del lu@ytohscopo d’'individuare le posizioni
delle radici dell’equazione caratteristica, ovvenaoli del sistema a ciclo chiuso, nel piano
complesso, al variare di K’, usualmente tra Gwe(ltogo positivo delle radici).

La necessita della ricerca di tali radici giacefa#b che esse influenzano in maniera evidente
le prestazioni del sistema di controllo nel suo plasso.

Per quanto concerne il tracciamento del luogo, sdisponibili strumenti software che
permettono di ottenere versioni esatte e rapide.

Usualmente pero si predilige, salvo la richiestandlisi piu approfondite, un tracciamento
qualitativo.

Per svolgerlo, il progettista ha bisogno di una riaudfamiliarita con le regole del
tracciamento, che rappresentano delle indicazioedotte dalla struttura analitica
dell’equazione, applicabili ad una F(z) di quals@smplessita.

7.2 Le regole del tracciamento

Poiché, come detto, il luogo delle radici di F(Z) logo dei punti del piano z che soddisfano
'equazione:

f(z.K’) = l:_l[ (z-p+ K’Q(Z—Z) =0

per ogni valore di K' fissato, & importante ricoml@he tale equazione ha in generale n
soluzioni (non necessariamente distinte), dovél grado della stessa equazione.

Questo implica che il grafico del luogo che ci @aspmo d’individuare sara costituito da n
rami, ciascuno dei quali relativo alla posizionépiano complesso di ognuna delle n radici al
variare di K'.

E’ opportuno ricordare che, le regole riportateyiacome riferimento soltanto il luogo delle
radici positivo, ovvero quello costruito per valpasitivi del coefficiente di guadagno.

E’ possibile, utilizzando delle regole analoghe weltg che verranno di seguito descritte,
costruire pure il luogo negativo delle radici, Uade sara caratterizzato ovviamente da valori
negativi di K.

Non vengono riportate ulteriori informazioni su eso poiché usualmente la tipologia di
luogo utilizzata in esercizi di questo tipo & pesit

REGOLA 1:

Gli n rami del luogo originano dagli n poli a cidperto p caratterizzati dal valore di K’
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nullo.

Inoltre, m degli n rami che costituiscono il luogdelle radici convergono sugli zeri a ciclo
aperto z i quali corrispondono al valore K'zo, mentre i rimanenti n-m rami vanno
all'infinito asintoticamente.

Tutti i rami vanno contrassegnati con delle freot® indicano il verso secondo cui si
modifica il ramo all’aumentare del coefficientegiliadagno.

REGOLA 2:

Appartengono al luogo tutti i punti dell’asse reale lasciano alla propria destra un numero
dispari di poli e/o zeri della funzione F(z) contain la loro molteplicita.

REGOLA 3:

Gli n — m rami che divergono all'infinito, lo fanreecondo asintoti che formano i seguenti
angoli:

ok=(2k+1x conk=0,...,n-m-1
n—m

con l'asse reale del piano complesso.

Da questo deriva che:

- se n—m =1, esiste un unico asintoto oriergatondap; = ;

- sen—m = 2, esistono due asintoti orientabisece, = /2 eq, = 3n/2;

- se n—m = 3, esistono tre asintoti orientatosdog; =n/3, g2 = 3t/2 e ¢3 = 51/3;

REGOLA 4:

Gli asintoti discussi nella REGOLA 3, nel caso m- 1, si incontrano in un puntg zdetto
centro degli asintoti, calcolabile secondo I'espi@se:

n m
> B-2z
Zo= i=1 i=1
n-m
REGOLA 5:

Bisogna tener conto dell’esistenza di valori detapgetro K’ in corrispondenza dei quali
'equazione:

n m
fzK)=[l@-p+K][[@z-2=0

i=1 i=1
non ha tutte radici distintRer tali valori, pertanto, esistono soluzioni cowlteplicita
maggiore di unoTali soluzioni possono essere calcolate analiticaengsolvendo il seguente
sistema:

f(z,K) = 0

0f(z,K) =0
0z
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0 equivalentemente , usando I'equazione:

2 U(z-p)-2U(z-2) =0
i=1 i=1

Inoltre, in corrispondenza dei punti singolari sraala confluenza di un numero di rami (o
porzioni di essi) pari al doppio della molteplicitél punto singolare stesso.

Si noti anche che l'equazione sopra indicata fomigutti i punti singolari, ovvero
appartenenti sia al luogo positivo che a quellcatigg.

REGOLA 6:

Nell'intorno di ciascun punto singolare di molteyiia p, i rami del luogo sono disposti in
modo da formare una stella che divide I'angolo gir@u settori angolari di ugual ampiezza.
Inoltre i rami, o le porzioni di essi, sono altamamente convergenti e divergenti.

Oltre alle regole sopra citate € importante notdre possono presentarsi delle funzioni di
trasferimento con alcune particolarita, come lausetg:

F(z) =K1 con a>0
z(z +a)

Il luogo delle radici relativo a tale funzione @er 2 e K’>1 é riportato in figura 7.2 e mostra
come sia possibile avere una coincidenza tra glt@sed i rami del luogo, i punti singolari e

il centro degli asintoti.

Questo fatto € pero esclusivo della funzione diftnamento in esame e quindi non puo essere
considerato sempre valido effettuando esempi ganeri

2

1.5

PSS SR

1+

0.5F

e |
I w

Im[z]

05+

2 ! _t 1 L ; ; L
-3 2.5 -2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2
Re[z]

Figura 7.2 Luogo delle radici per a=2 e per vatbi>a/4

7.3 Esempio di tracciamento di luogo delle radici

Viene di seguito riportato un esempio di tracciatoestel luogo delle radici, utilizzando le
regole precedentemente esposte.
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Si puo notare inoltre come tali regole venganoiapf# secondo 'ordine sopra enunciato.
Si consideri la funzione di trasferimento in cateparta:

F(z) = K'(z+0.5)
(z-1)(z-0.5)

Si tracci il relativo luogo delle radici positivé&’e0), valutando anche la stabilita BIBO del
sistema a ciclo chiuso ottenuto per retroaziondatai negativa da F(z) al variare del
parametro K'.

La prima azione da svolgere nel tracciamento elaa@dhdividuare nel piano z le posizioni
dei 2 poli.

Essi sono rispettivamente z = 1 e z = 0.5 e vengmidrassegnati nel grafico con una
crocetta.

E presente anche uno zero in z = -0.5, la cui msézviene indicata con un cerchietto.

Il luogo sara costituito da 2 rami, essendo n=&litee dell’equazione caratteristica associata
alla funzione di trasferimento.

Il luogo origina dai due poli individuati e uno ddue rami converge, per K'=x verso lo
zero.

Come seconda fase, bisogna determinare le pordédrasse reale appartenenti al luogo.
Sulla base della seconda regola si evince che @ng@no al luogo positivo sia il segmento
reale 0.5< z<1 che la semirettaz-0.5.

Per quanto concerne la valutazione degli asingstgendo n — m = 1, avremo un unico
asintoto con fase.

Per esso non ha senso determinare il centro dagtod.

J - circonferenza
= unitaria

r S
Y
<

|

|

Figura 7.3 Tracciamento preliminare del luogo dedidici

Rimane ora il problema di raccordare le varie pmidel luogo appena individuate.
Intuitivamente é facile immaginare che la presetizeersi contrastanti in corrispondenza di
uno stesso segmento dell'asse reale sia sintonteoptelsenza di un punto singolare collocato
in una posizione non determinabile a priori.

Secondo questo ragionamento intuitivo, dunque,usi prevedere la presenza di due punti
singolari, di cui uno all'interno del segmento eetila 0.5< z< 1, e I'altro lungo la semiretta
reale z< - 0.5.

E’ possibile anche calcolare analiticamente i pamtgolari tramite I'equazione:
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n m
Y 1(z-p)->1(z-2) =0 che equivale a®# z — 1.25 = 0.
i=1 i=1

Risolvendo l'ultima equazione si trovano i puntmgdlari z= 0.725 e z= -1.725, i quali
giacciono nelle zone che si erano individuate gai@iamente.

Ognuno dei due punti costituisce una sorta di natrcdra due rami del luogo, pertanto la
molteplicita di ciascuno di essi e due.

Di conseguenza, occorre prevedere, in corrisporadewizessi altri due rami o porzioni di
ramo per rendere soddisfatta la sesta regola.

Inoltre essi dividono localmente I'angolo giro inpdrti uguali, formando angoli di2.

Come ultimo passo, rimane ora soltanto da raccerdea di loro i rami abbozzati,
coerentemente con i versi indicati.

Il luogo delle radici conclusivo é quello riportatofigura 7.4.

1.5 T T T T T T T T
1r S circonferenza
/

unitaria

0.5

punto singolare

IV

'
Kipumo singolare

-0.5

Figura 7.4 Tracciamento finale del luogo delleicad

In base al luogo delle radici appena tracciatosiaoso dire che le radici giacciono all’interno
della circonferenza unitaria per valori del parametompresi tra K = 0 e il valore del
parametro K corrispondente all’intersezione tra la circonfeza unitaria e il luogo stesso.
Possiamo quindi dedurre che il sistema a ciclosthi2i BIBO stabile nell'intervallo indicato,
estremi esclusi.

Per quanto concerne il calcolo dj’Kesso puo essere svolto sia in maniera approssigia

In maniera esatta.

Vengono esplicati entrambi i procedimenti, relatali precedente esempio, nel paragrafo
sottostante.

7.4 Calcolo nell'intervallo di stabilita del parametro

Il calcolo dell'intervallo di stabilita, come detia precedenza, pu0 essere svolto in modo
approssimato, ricorrendo a uno studio grafico degb delle radici.

L’approssimazione consiste nel considerare chaa@d si disponga esattamente come una
circonferenza tra i punti singolari posti ir=0.725 e z -1.725.

E’ quindi ragionevole approssimare il luogo coma girconferenza centrata nel punto medio

tra i due punti singolari (e quindi di parte repbgi a (-1.725 + 0.725) / 2 = - 0.5), e di raggio

paria 0.5+ 0.725 = 1.225.
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In altre parole, ponendo zo=+ jf:
(@ +0.5f+p?=1.225

e risolvendo il sistema sottostante:

@+ 0.5¢+ p?=1.22%
0.2 + BZ =1
si ottengono i seguenti punti nel piano complesso:

.25

0
v 0.75 =~ + 0.866

o
B
che sono le coordinate delle intersezioni tra ke citconferenze.

Infine, & necessario determinare i valori di K’'rigpondenti ai punti trovati.

Per fare cio, e possibile utilizzare I'equazionérdedulo, esplicitando il parametro |K’|.
In questo modo si ottiene:

n

[Tlz-nl
|K'| = i=1

m

[1lz-4

i=1

e sostituendo z = -0.25 + j0.866 nell'espressiaeeqdente, risulta:

|K’| = ](0.25 + j0.866 -1)(0.25 + j0866 — 0.5)||-0.25 + j0.866¢} 0.9
|0.25 +j0.866 + 0.5|

E’ facile dimostrare che, utilizzando la radice icgatao-jp, cioé z = -0.25 - j0.866, si giunge
allo stesso risultato:

IK’| = ](0.25 - j0.866 -1)(0.25 - 0866 — 0.53||-0.25 - j0.866} 0.9
0.25 - j0.866 + 0.5|

Quindi, trattandosi di luogo positivo delle radieale K’ = 0.9.

Alternativamente, per calcolare in modo esatto egliremi K} e K’, dellintervallo del
parametro K’ per il quale é garantita la stabiBBO del sistema a ciclo chiuso, basta
applicare il criterio di Jury al polinomio caraittico del sistema.

Il criterio di Jury e un criterio algebrico in g@adli stabilire se le radici di un polinomio
assegnato sono tutte con modulo minore di uno.

Per enunciare tale criterio, si faccia riferimeatbun generico polinomio d(z):

dz) = az"+ a2+ ... +az + a

a partire dal quale é possibile la costruzionendi tabella opportuna, detta appunto tabella di
Jury.
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Tale tabella é costruita nella seguente maniera:

» La prima riga si costruisce usando i coefficiem polinomio a partire dal coefficientg a
associato al termine di grado zero.

» La seconda riga si costruisce usando i coefficigatipolinomio a partire dal coefficiente
an associato al termine di grado n (cioé i coeffidiargnno inseriti in ordine inverso
rispetto alla riga precedente).

* Le due righe successive alla seconda si costruscarila base delle due righe
immediatamente precedenti secondo lo schema seguent

riga 1 )da @& ... &
riga 2 nd &1 2 - B
riga 3 b b ... Ba
riga 4 M b ... by
riga 2n-4 PR P P
riga 2n-3 ad a @

dove i coefficienti bhanno la forma:

b = @ i coni=0,...,n1
a 4

» | coefficienti di tutte le righe successive allgai4 si calcolano in modo analogo usando le
due righe immediatamente precedenti.
Nel caso dell'ultima riga indicata in tabella si lhal esempio:

ga= | P i coni=0,1,2
P A

» Latabella contiene 2n -3 righe, cioé termina queasichrriva a formare una riga costituita
da 3 elementi.

Una volta costruita la tabella corrispondente, iitéZio di Jury pud essere enunciato come
segue:

Si assuma@ 0 nel polinomio d(z) = & + anaiZ"™* + ... + +ta1z + &.
Le radici del polinomio d(z) hanno tutte modulo amgndi uno se sono soddisfatte tutte le
seguenti condizioni:

1. |8l < &;

2. d@z)}k> 0;

3. (-1} d(@)b=>0;
4.0 |Bl > |bl

ol > |cp

E’ utile notare che, poiché le condizioni 1-3 possa@ssere valutate senza la costruzione
dell'intera tabella di Jury , qualora non siano diefhtte e inutile proseguire, in quanto é

possibile gia stabilire che il polinomio ha almanma radice con modulo maggiore od uguale
ad uno.
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Nellesempio in cui F(z) = K(z+0.5) il polinomio caratteristico del relativo
«4)(z - 0.5)
sistema in catena chiusa é:

d(z) = (z - 1)(z-0.5) + K'(z + 0.5) £# (K' = 1.5)z + 0.5(K’' + 1) = 0

Essendo tale polinomio di ordine due, I'applicagialel criterio stesso € banale.
Infatti, le condizioni 1-3 del teorema sopra detrdanno:

1. ladd<a; — 05K +1)|<1;
2. d@Z)1=1.5K'>0;
3. (-(13d(@)}=1=3-0.5K'>0;

Per risolvere facilmente la condizione 1 e possibkikevare al quadrato entrambi i membri
della disuguaglianza:

|0.5(K' + 1)f< 1

e cio fornisce come soluzione l'intervallo -3 < K'l.

Dalla condizione 2 si ottiene semplicemente K'»@ntre la 3 produce K'< 6.

Deduciamo quindi che l'intervallo del parametro i§arante della stabilita a ciclo chiuso e
Ki'=0<K <Kj=1.

Possiamo concludere quindi che I'approssimaziorgasatilizzata € molto simile al caso
esatto, in quanto il valore di Kdeterminato approssimativamente € molto vicingabre
K’, = 1 trovato con il criterio di Jury.

7.5 |l progetto del controllore con il luogo dellgadici

La sintesi tramite il luogo delle radici avvienenme accennato in precedenza, per tentativi.
Infatti il punto di partenza della procedura cotesisel tracciamento preliminare del luogo
delle radici del processo, a cui si antepone unpemsatore (quindi un controllore) di primo
tentativo progettato in modo da garantire il sofddisnento di alcune specifiche, come quelle
relative al tipo di sistema.

Successivamente bisogna semplicemente manipolaiegib cosi ottenuto, tramite I'aggiunta
di poli e/o zeri in numero tale da soddisfare lecsiiche richieste, garantendo comunque la
fisica realizzabilita del controllore nel suo coexsso.

Esempio 7.1

Si consideri lo schema di figura 7.5, in cui il pesso G(z) e descritto da:

G(z) =(z + 0.5)
(z-0.7)(z-0.2)

Progettare il compensatore D(z) in modo che:
- il sistema sia di tipo 1

- le radici a ciclo chiuso abbiano tutte modul@iridre a 0.6
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Per soddisfare la prima specifica e necessaridatams di quale tipo e il sistema originale.
Prima di soffermarci su questo caso in particoléeae data la definizione di tipo del sistema
nel caso continuo, e poi in quello discreto.

st to [ &z) — 2k

Figura 7.5 Sistema di controllo in controreaziorierapo discreto

Dato il sistema G(s) si definisce tipo del sistein@mumero N di poli di G(s) presenti
nell'origine, ossia il valore di N.

Si hanno cosi sistemi di tipo 0, di tipo 1,2, etc.

Nel caso discreto la definizione di tipo fa rifeanto al numero di poli nel punto z = 1.
Ritornando all'esempio 7.1, la specifica 1 richiéaéroduzione di un polo in z = 1, essendo
il sistema originario di zero.

Si prevede quindi un compensatore di primo tentai(z) del tipo:

D'(z) =K'_
z-1

e si procede al tracciamento del luogo delle radiddia cascata processo controllore di primo
tentativo:

F(z) =D'(2)G(z) =K (z+0.5) mostrato in figura 7.6
(z-1)(z +)§Z7- 0.2)

Im[z]

_2 1 i L
-2 -1.5 -1 -0.5 0

Relzl

Figura 7.6 Luogo delle radici di primo tentativo

Si puo notare come i rami che tendono verso i durgai centrati in g= 1.2 siano esterni
alla zona d’interesse, rappresentata dal cerchiaggjio 0.6, contrassegnato con un tratteggio.
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Per soddisfare la specifica richiesta potrebbe ressenveniente ridurre il numero degli
asintoti da due a uno, col fine di portare i raglildogo nella zona desiderata.

Si procede quindi con la riduzione dell’eccessa-peti n-m, preservando la realizzabilita
fisica del compensatore.Una soluzione abbastanza ed immediata consiste nell’aggiunta
di uno zero z =r nella G’(z), ottenendo cosi:

D'(z)=D'(z) (z-1r) =K'(z=1)
(z-1)

Il luogo della funzione compensata non soddisfagdecifiche, principalmente a causa del

fatto che il punto singolare, presente nel semiessle a sinistra dello zero in z = -0.5, cade al
di fuori della circonferenza di raggio 0.6.

La soluzione proposta potrebbe essere soddisfacantei potesse vincolare tale punto

singolare, forzandolo a cadere nella regione dtifipa.

Il grado elevato dell'equazione dei punti singoémsociato al caso in esame (n + m — 1 = 4)
rende pero difficoltosa una soluzione del genere.

E' interessante notare che si puo facilmente agiagd una semplificazione del problema se si
effettua la cancellazione zero-polo interna allaazdi specifica, ovvero se si considera un
compensatore del tipo:

D" (z) =K'(z=0.2)(z—1)
(z+0.5)(z-1)

In tal caso si ottiene il luogo riportato in figura7 , che presenta la seguente funzione di
trasferimento in catena aperta:

F”(z) =D"(2)G(z) = K(z=r)
(z-1¥D.7)

hY

Nel grafico sottostante si € scelto di porre r 6, 0n modo da trovare il punto singolare
all'interno della regione di specifica.

Questa e una scelta arbitraria ma piuttosto ragmee in quanto € da preferire una
collocazione dello zero in z = r quanto piu a deswssibile, in modo che il punto singolare

cada nella zona dell'asse reale compresa tra -6066 estremi inclusi.

1.5 T T T
| ]

1=

Im[z]

0.5F

. 1 1 L 1
-?.5 -1 -0.5 Q 2.5 1 1.5
Re([z]

Figura 7.7 Tracciamento del luogo delle radici t@ompensatore D'’(z)
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Qualora si preferisca utilizzare un metodo piu etor, si pud adoperare I'equazione dei punti
singolari, da cui risulta:

1+ 1 + 1 =0 — Z2rz+(Q.7r-0.7)=0
z-1 z-07 z-r

Le soluzioni di tale equazione sono le seguenti:

Zio=r+Vrr—17r+0.7

Si ottiene il discriminante positivo per r < O@pare r > 1, ma 'ultima condizione enunciata
non viene accettata in quanto, in base alle spéeifindicate nel testo, non ha senso
considerare un ramo esterno alla circonferenzauiait

Inoltre, non ha senso scegliere soluzioni con r6>,0n quanto si andrebbe a considerare una
zona esterna alla regione d’interesse.

Tenendo presente le condizioni discusse, proviam@aeterminare i valori di r tali che:

r-vrr-1.7r+ 0.7 =0.4

supponendo di voler vincolare il punto singolare m 0.4.

Risolvendo I'equazione, si ottiene proprio r = @Be soddisfa le condizioni precedentemente
indicate.

Determinato lo zero z = r = 0.6, l'ultima fase gebgetto consiste nel far soddisfare al
sistema la seconda specifica.

Per adempiere a tale funzione si utilizza il crtedi Jury, dopo aver applicato la
trasformazione z = 0(6al polinomio caratteristico del sistema:

d(©) = (0.6 — 1)(0.6 — 0.7) + K’(0.€ — 0.6) = 0.36%+ (0.6K’ — 1.02} +(0.7 — 0.6K")
Considerando il polinomio g), le condizioni 1-3 del teorema di Jury forniscono
1. |al<a — | 0.7 — 0.6K’| < 0.36

2. d(g)lg:]_ =0.04>0

3. (-1 dQ)=1=2.08 = 1.2K’> 0

Per trovare i valori utili di K’ della condizioneé.consigliabile elevare al quadrato entrambi i
membri della disuguaglianza e risolvendola si o#ie

| 0.7 — 0.6K% < 0.36 — 0.36K - 0.84K’ + 0.364 < 0

L'intervallo fornito da tale condizione & 0.567 &<KL.767.

Inoltre la condizione 2 € sempre verificata, metdrg produce K’ < 1.733.

Deduciamo quindi che l'intervallo del parametro ¢fie garantisce la stabilita del sistema a
ciclo chiuso e:

K1=0576 <K' <1733 =K

Esempio 7.2

Si consideri lo schema di figura 7.8, in cui il pesso e' descritto da:
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G(s)=_1
(s-0.2

Assumendo un periodo di campionamento T = 1 syaievprogettare il compensatore D(z) in
modo che il sistema a ciclo chiuso sia:

- ditipo 1
- BIBO stabile

TOZ LGT[S) B

Figura 7.8 Sistema di controllo a dati campionati

Innanzitutto € necessario dire che, facendo rifentm allo schema in retroazione con

campionamento sopra riportato, il tracciamentolaego delle radici mette in evidenza come

la stabilita si deteriori allaumentare del peoati campionamento.

Per quanto riguarda lo svolgimento del progetta\eeproprio, come primo passo dobbiamo
determinare la funzione di trasferimento discre{@)@quivalente alla cascata dell’holder

(rappresentato nello schema a blocchi dalla si@&)Te del processo G(s), sottoposto ad un
campionatore.

Definendo:
Q(s)=G(s)=_ 1
S s(s-0.2)

si ha che, scomponendo in fratti semplici la (Xsttiene:

Q(s)=5+_5

s s-02

da cui antitrasformando e ponendo t = hT per ewidea i valore del segnale agli istanti di
campionamento, si ricava:

q)k=n= 5(-1 + €>2M5_.3(h) = 5(-1 + €2 §.4(h) , doved.,(h) rappresenta il gradino unitario.

Passando nel dominio della trasformata zeta si ha:

Q(z)=| -5z +5 zj
[ z-1 zgﬁ

pertanto la funzione di trasferimento G(z) cere&ata
G(z)=z-15 z +5_ z ~ 111 ~1.11
z z-1 2% z-8% z-122
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La specifica 1 richiede l'introduzione di un pofoz=1, essendo il sistema originario di tipo
zero.
Si prevede quindi un compensatore di primo tendai{z) del tipo:

D(z)' =_K'_
z-1

e si procede al tracciamento del luogo delle radatla cascata processo — controllore di

primo tentativo:

F'(z) =D'(2)G(z) = K’
(z-1)(z-1.22)

15— e

Figura 7.9 Tracciamento del luogo delle radici o tentativo

Osservando la figura 7.9 si pud vedere come i temdenti agli asintoti, orientati anf2 e
centrati in 3 = 1.11, siano completamente esterni alla zonapdcifica, costituita dalla
circonferenza di raggio unitario.

Una soluzione del problema consiste nel ridurreithero degli asintoti a uno, con lo scopo di
portare nella zona desiderata i rami.

Per raggiungere questo scopo e necessario rideaeesso dei poli-zeri n-m, preservando
tuttavia la fisica realizzabilita del compensatore.

Una soluzione possibile consiste nell'inserire urero in r nel compensatore D’(z),
ottenendo:

D"(z) =K z—r
z-1

Il luogo complessivo risultante e riportato in figw.10 nel casor = 0.8.

La scelta di r praticata e giustificata dalla vaéoda parte del progettista di portare il punto
singolare all'interno della regione di specifica.

Con il precedente valore di r i punti singolari pmso essere calcolati tramite I'equazione:

1+ 1 + 1 =0 - 7Z-16z+056=0
z-1 z-12 z-0.8

e risultano quindi essere paria z =1.083 e0547.
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Figura 7.10 Tracciamento finale del luogo

Infine, per soddisfare la seconda specifica, & ssa@ applicare il criterio di Jury al
polinomio del sistema:

d2)=(z-1)(z-12)+K(@z-0.8) 2z (K -2.2)z+1.2-0.8K' =0

Poiché tale polinomio presenta ordine due I'apgimae del criterio di Jury € banale.
Le condizioni 1-3 del teorema sono:

1l |lal<a — |1.2-0.8K'| <1
2.d(2)}=1=0.2K’ >0
3. (-1¥ d(z)b-1=4.4—1.8K'> 0

Per valutare la condizione 1 e utile elevare aldgat® entrambi i membri della
disuguaglianza:

|1.2-0.8K%<1 - 0.64K*—1.92K' +1.44<1

che fornisce l'intervallo 0.25 < K'< 2.75.

Dalla condizione 2 si deduce subito che la soluzidcercata € K'> 0, mentre la 3 produce
K'< 2.44.

Si pud concludere quindi che l'intervallo di stéthile K’y = 0.25 < K'<2.44 = K; .

Come nell’esempio 7.1, € possibile dire per qualere di K' 'equazionearatteristica d(z)
passa per il punto -1.

dz)=(z-1)(z-1.2)+K(@z-08)}L,=0 —» K =K',=244

Si nota che, come ci si poteva aspettare, talae@grossimo a quello di Kottenuto con |l
criterio di Jury.
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Capitolo 8

Progetto con metodi analitici

In questo capitolo si illustrano alcuni metodi anal per la sintesi delle leggi di controllo
digitale.

Si considera dapprima il regolatore come un sistelmamico ad una uscita (variabile
manipolabile) e due ingressi (segnale di riferimbeatvariabile controllata) e si considera
come specifica di progetto la funzione di trasfemto ad anello chiusa desiderata: il
problema e dunque quello dell'assegnamento deiepaédigli zeri ammissibili.
Successivamente, riducendosi al caso in cui atésgp del regolatore sia presente la sola
variabile errore si sviluppa il progetto partic@aron specifiche “deadbeat”, ossia specifiche
sulle risposte ai segnali di prova (gradino, rampaaratterizzate da errore a regime nullo ,
tempo d’assestamento minimo ed eventuale assenzasdiilazioni fra gli istanti di
campionamento.

Infine si introducono alcune tecniche semplificdiesintesi analitica, quali deadbeat a totale
cancellazione, sintesi alla Dahlin e con specificatta sulla variabile di controllo.

8.1 Progetto per assegnamento poli-zeri

Si consideri lo schema di figura 8.1, dove il sisteda controllare € descritto da una funzione
di trasferimento discreta:

Go2) =Y(2) = B@)
Uz A2

dove B(z) e A(z) sono due polinomi in z primi tidato e di grado, rispettivamente m ed n.

" SR
T_’ Contr. —?Lk):* Hy(s) Gp(s) : ,
| |
y(k) \_
T

Figura 8.1 Processo,@) controllato in retroazione

Poiché supponiamo che il sistema considerato sisat® n> m e la differenza tra i due
termini esprime il ritardo in tempo, in multipli @i, nel processo.

Lo scopo che ci si prefigge e di progettare un radlore discreto per il quale la relazione (in
termine di trasformate zeta) tra l'uscita u(k) e mlgressi v(k) e y(k) & descritta
dall’equazione:
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R(2)U(2) = T(2)V(2) - S(2)Y(2)

in cui V(z) rappresenta la trasformata zeta deflaabile di riferimento e R(z), S(z) e T(z)
opportuni polinomi in z.

Nella formula appena descritta € presente la coazimne tra due componenti.

La prima é una retroazione con funzione di trasferito S(z)/R(z) mentre la seconda é
un’azione in avanti (feedforward) descritta dallaZione di trasferimento#iz) = T(z)/R(z).
Perché sia assicurata la causalita & necessario@hefunzioni di trasferimento sopra citate,
il numeratore abbia grado maggiore o uguale al chématore.

Si ha quindi:

grado(R)> grado(T)
grado(R)> grado(S)

In pratica, qualora si trascuri il ritardo d’elabBpione come usualmente capita, si richiede:
grado(R) = grado(T) = grado(S)

oppure, se il tempo d’elaborazione & comparabitewoperiodo di campionamento:
grado(R) =1 + grado(T) = 1 + grado(S)

Il sistema G(z) chiuso in retroazione con il controllore preeemente descritto e
rappresentato in figura 8.2.

1 d1 dg

v T u ! B T % ]
—_— R i i
R A

controllore ,

Figura 8.2 Processoy(@) chiuso in retroazione con il controllore R(ZYE T(z)V(z) — S(2)Y(2)

La funzione di trasferimento del sistema retroaaiorche si ottiene € la seguente:

Y(z) =BT
V(z) AR +BS

L’obiettivo del progetto € quello di imporre che daddetta sia uguale ad una specifica
funzione di trasferimento:

Gm(z) = Bn(2)
An(z)

dove sia Ay(z) che B,(z) sono polinomi coprimi e verificano la condizéon
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grado(An) — grado(B,) > grado(A) + grado(B)

la quale implica che il ritardo del sistema ad Enehiuso sia superiore di quello ad anello
aperto.

E opportuno anche dire che nel seguente tipo dérsis possono essere presenti delle
dinamiche, dette dell’osservatore, le quali vengspecificate per mezzo dell'introduzione di

un polinomio A(z) stabile nella funzione di trasferimento, in mathe essa valga:

Gm(z) = Bn(z)A(2)
An(2)Ao(2)

Inoltre la scelta di z) € molto importante perché influenza l'uscita ¥(z) ed i segnali di
disturbo.
Al fine di avere piccoli errori per disturbi a badsequenza, il guadagno d’anello:

B(2)S(z) deve essere elevatogpes 0
A(Z)R(z) z=¢"T

Ne segue un controllo di tipo integrale, nella farR(z) = (z — 1'R4(2).
Se i polinomi S(z) e T(z) sono uguali , la leggeaitrollo diventa:

Ru=S(v-y)=Se

dove e = v - yindica I'errore d’'inseguimento.

Il problema di progetto consiste quindi nella rc@dei polinomi T, S e R che soddisfano la
funzione di trasferimento specifica,() ed opportuni vincoli sulle specifiche, che asmo
approfonditi nel paragrafo successivo.

8.2 Vincoli sulle specifiche

Nella definizione della specifica ad anello chiusmo presenti alcuni vincoli, come gia
anticipato nel paragrafo precedente.

Infatti, affinché un fattore di B non sia un fagati B, esso deve essere un fattore di

AR + BS. Cio implica che sia possibile effettuasdie cancellazioni tra gli zeri di B e quelli
di AR + BS.

Tuttavia, essendo le cancellazioni approssimasedy gli zeri stabili di B possono essere
rimossi. Fattorizzando B come:

B=B'B

dove B rappresenta il fattore stabile poiché i suoi zericstutti dentro il cerchio con raggio
unitario, e Bindica il fattore instabile, in quanto gli zeri menmodulo maggiore o uguale a
quello unitario, le precedenti considerazioni catio che Bnon puo essere rimosso, e quindi
dovra comparire nella fattorizzaziong B B',, B".

In altre parole, gli zeri instabili del sistemacatena aperta devono rimanere zeri del sistema
retroazionato.

Si noti che la presenza di zeri a modulo maggionend (ossia B# 1) in Gy(z) dipende in
modo notevole dal valore del periodo di campionameh usato nello schema 8.1 per
discretizzare la funzioney3):
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G(z)=Z [L—e Gp(éﬂ
S

Indicando con la differenza tra il numero di poli zeri di G(s), si puo verificare che:

lim Gy(z2)=Z [1-€e°" 1
T—0 S %

Inoltre per quanto concerne il secondo membro etgliazione, si puo facilmente dimostrare
che per periodi di campionamento infinitesimi & pe> 3 & presente almeno uno zero
instabile.

Il fattore stabile Bpuod invece essere cancellato imponendo che siattond di AR + BS.

Cio comporta che:

R=BR
L’equazione indicante I'obiettivo del progetto pessere riscritta nella forma:

B'BT = B By
B*(AR’ + B'S) An

che si riduce a:
I = =B
AR'+BS A
Inoltre, tenendo conto della dinamica dell’ossarx@tAy, la condizione appena espressa Si

traduce nelle due equazioni di progetto:

AR’ + SB = AjAn
T=AB"nm

Conseguentemente, I'equazione caratteristica della risulta:
AR + BS =BAoAL=0
la quale implica che i poli stabili del sistemaoakzionato sono:

- i poli della dinamica dell’osservatoredjA
- 1 poli del modello di specifica (A ;
- gli zeri stabili cancellati del sistema in cataperta (B).

Nel caso poi si desiderasse cancellare anche sfadili in catena aperta, ossia gli zeri di A,
sarebbe necessario imporre degli ulteriori vinaolle due equazioni di progetto, ai polinomi
Ao, TeS.

Per quanto concerne invece la regione di stabilifie radici di B = 0, cioé gli zeri
cancellabili, € necessario considerare una regioterna al cerchio di raggio unitario,
delimitata da curve con coefficiente di smorzamentempo d’assestamento opportuni.
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8.3 Calcolo della soluzione dell’equazione diofantea

La soluzione del problema sopra proposto si ridimedamentalmente alla soluzione
dell’equazione AR’ + SB= AjAm nei polinomi incogniti R’ e S.

Tale equazione e riconducibile al problema perdati 3 polinomi noti A,B,C ci si domanda
come determinare, se esistono, due polinomi in¢coyre Y, di grado opportuno, tali che

AX +BY =C.

L’equazione lineare polinomiale AX + BY = C e dettguazione diofantea, dal nome del
matematico greco Diofanto di Alessandria, vissatorno al 1l secolo a.C.

La soluzione di tale equazione, qualora esistdet@rmina risolvendo il sistema di equazioni
lineari ottenuto uguagliando i coefficienti delletenze uguali presenti a primo e secondo
membro.

Un classico risultato stabilisce che condizioneessaria e sufficiente affinché esista una
soluzione (X,Y) e che C sia multiplo di MCD(A,B).

Si noti che tale condizione e ovviamente verificgdaA e B sono primi fra di loro.

Si puo inoltre dimostrare che se esiste una caogipialori (Xo , Yo) tale che XA + YoB =D
dove D = MCD(A,B) , allora le soluzioni di XA + YB D sono tutte e sole:

(X, Y) = (Xo, Yo) + T(BID , -A/D).

con T arbitrario.
Infine, si dimostra che I'equazione AX + BY = C mm@tte un’unica soluzione se:

grado(X) < grado(B) oppure grado€ grado(A).

Applicando i risultati generali all’equazione diogetto AR’ + SB= AjAn,, Si pud osservare
che essa ammette sempre soluzione in quanto igooli® e B (e quindi B sono, per
ipotesi, primi fra di loro.

Inoltre, al fine di individuare in accordo con lelazioni precedentemente scritte una unica
soluzione, si assume:

grado(S) = grado(A) — 1

Complessivamente i vincoli di causalita che devassere soddisfatti dal problema di
progetto sono:

grado(An) — grado(B,) > grado(A) — grado(B)
grado(A) > 2grado(A) — grado(4) — grado(B) - 1

Mentre la prima condizione € giustificabile intu#gmente, la seconda implica che |l
polinomio Ay deve essere scelto di grado sufficientemente @&tdgpcausalita della legge di
controllo.

Se si tiene anche conto della relazione R(z) = 1'Ri(z), che assicura guadagni elevati alle
basse frequenze, si dovra modificare I'equazior@atjetto in:

A(z - 1YR’; + SB = AjAn

e la condizione di causalita nel seguente modo:

grado(A) > 2grado(A) — grado(4) — grado(B) + g — 1
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Svolgendo un breve riepilogo dei passi del procedim del progetto:

1. Siassumono come dati il modello del procesge=@B/A, il polinomio stabile Ae la
specifica desiderata in retroaziong €B./An con i vincoli:
a. Bh=BnB
b. grado(An) — grado(B,) > grado(A) — grado(B)
c. grado(A) > 2grado(A) — grado(4)— grado(B)+q — 1.
Inoltre si specifica la regione di stabilita.
2. Si fattorizza B = BB" e B, = B', B dove B & monico, ossia con coefficiente del
termine di grado massimo uguale a uno, e conglittieri nella regione di stabilita.
3. Sirisolve il sistema di equazioni A(z “R); + SB = AjAndove si & scelto:
a. grado(S) = grado(A) +q -1
b. grado(R}) = grado(A) + grado(Ay,) — grado(A) — Q.
4. Siscrive la legge di controllo:

Ru=Tv-Sy

conR= R, T=BrAreR =(z-1JR’; .
Si noti che nelle applicazioni pratiche la speeifig, = B/An non pud che basarsi su pochi
parametri globali quali la banda e il picco di riaoza, o, in altri termini, sulla considerazione

del caso dei poli dominanti.
Cio significa specificare chepfabbia come fattore il termine:

Q) =Z+pz +
con p = -2€ “®Tcos@,T V1 =& ) e p= 26" (dovew, & lapulsazione naturale &il

coefficiente di smorzamento desiderati) ovvero, iddgando un comportamento senza
Sorpasso:

Q@z)=z-aeda=8"
dover e la costante di tempo desiderata.

La dinamica in anello chiuso desiderata, con guaolagtatico unitario, sara allora
semplicemente:

Gm=Q(1) B(2)
B(1)Z'Q(z)

dove B tiene conto degli zeri non cancellabili mentfetiene conto del ritardo presente e
della dinamica approssimata di ordine elevato dét®a in catena apertg(@).

Esempio 8.1
Si consideri una funzione di trasferimento contideatipo:

Gp(s)=1__
s(s+1)

La funzione di trasferimento discreta corrispondaila cascata tra lay(S) e I'nolder, vale:
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Gy2)=Z [1-€"1 = K(z—b)
s s(s EL) (z{zhH a)

dove

a=e' K=za+T-1 b=1-T(1-a)
K

Si puo notare che, essendo b<0, lo zerogz)3ara situato sul semiasse reale negativo.
Inoltre la specifica di progetto sulla funzionetdisferimento del sistema in catena chiusa sia:

Gm(z) =z(1+p+ )
Z+pz+p

La funzione G(z) presenta uno zero in z = b, che non e preseella G.(z), per cui

necessariamente il regolatore dovra cancellaretal®
Fattorizzando B nella forma B ='B con B =z — b e B= K, si ha che:

Bm=Bm = z1+p+p)
K K

Il grado della dinamica dell’osservatore viene &c@h modo che grado@=0, e in questo
caso per semplicita, o& 1.
Per quanto concerne i gradi dei polinomi R’ e Sj sgddisfano:

grado(R’) = grado(#) + grado(An) — grado(A) =0
grado(S) = grado(A)—1=1

SiaR'=peS=(sz+9).
L’equazione di progetto AR’ + SB: AjAnassume quindi la seguente forma:

z-1@z-ap+K(sz+s)=Z+pz+p

Tramite 'uguaglianza tra i coefficienti d’'ugugletenza si ottiene:

ro=1 9=1+a+p S=k—a
K K

L’equazione T(z) = B’ sara quindi paria z(1 hp p) =z .
K

La legge di controllo & quindi esprimibile nellarfa:

u(k) = bu(k — 1) +gv(k) - soy(k) - sy(k — 1)

In figura 8.3 sono riportati la risposta y(t) déétema a catena chiusa ad un ingresso a
gradino, e la variabile di controllo u(k) , nel oas cui si ponga =0.6,0,=1.2e T=0.2s.

E quindi possibile calcolare il valore dei coeffisti =1, $=6.341, $=-3.682

to= 2.659.

Inoltre in figura 8.4 si considera un caso analagaui pero il periodo di campionamento sia
paria 0.8 s.
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Figura 8.3 Uscita y(t) e variabile di controllo y¢el caso in cuiéd =0.6,0,=1.2eT=0.2s

1.2 F

Py

y(t)

v(t)

u(k)

| L

3

0 ' ' (secondi) 0
Figura 8.4 Uscita y(t) e variabile di controllkufel caso in cuid = 0.6,0,=1.2e T=0.8s

Il cambiamento del valore di T provoca una mutazialel valore dei parametri, i quali
valgono =1, 9= 2.569, $=-0.5347 ed= 2.035.

Nel caso suddetto sono evidenziate delle osciltazla frequenza di campionamento.
Questo fenomeno, detto ringing, € dovuto alla cikemiene dello zero z = b del sistema e puo
essere risolto tramite un’opportuna modifica dallazione di trasferimento desiderata(&®).
Essa puo essere imposta pari a:

Gn(z)=1+p+pz->Db
1-b z2pz+p

Si noti che lo zero z = b digz) € ora presente anche nella funzione di spaciigz).

Questo implica che tale zero non dovra essere Harcela un corrispondente polo del
regolatore caratterizzato da un modo di rispostdlatorio.

Svolgendo il procedimentio modo analogo a quello del caso precedenterisaa calcolare
la legge di controllo risultante, che é:
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u(k) = -nu(k — 1) + gv(k) — (k) — sy(k - 1)

Osservando i grafici di figura 8.5, in cui sonooniati i risultati simulativi della risposta al
gradino del sistema, relativamente ai valori digettod = 0.6,0, = 1.2 € T = 0.2 s, Si pud
notare un notevole miglioramento delllandamentoiddato della variabile di controllo u,
anche se la legge suddetta presenta, tranne patoqiguarda i coefficienti, struttura analoga
alla precedente.

Oltre a quanto detto in precedenza, & importantbeanonsiderare I'azione dei disturbi.

Dallo schema a blocchi di figura 8.2 € infatti pb#s ricavare la dipendenza della variabile x
dal riferimento v e da segnali di disturbpedd.

1.2 F

y(t)

v(t)

u(k)

05 |

0 ' ' (secondi) 10

Figura 8.5 Uscita y(t) e variabile di controlldyel caso in cuid = 0.6,0,=1.2eT=0.25s

Essa vale:
IB B B
X=RA v+ A d- RA d=TB v+RB d-SB d=
1+SB 1+SB 1+38 RA+BS RA+BS R A 4BS
RA RA RA
Z_Bﬁv"'ﬂa 1_dl'ﬂa d2
An  1+H He 1+H

dove H, = S/R € il guadagno di retroazione mentge=HB S/A R il guadagno d'anello.
E quindi possibile ricalcolare il valore di x, ten® conto delle seguenti considerazioni:

X=Bnv+RB di—-SB o
An AAnm AcAm

Inoltre é possibile vedere che, agendo saiAnodifica I'influenza dei disturbi su x.
Infine e utile dire che la trasmissione dei dist@alka frequenza puo essere attenuata con un
filtro selettivo in S e/o R.
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8.4 Controllo deadbeat

Nelle considerazioni che seguono in tale paragsafara riferimento ad un controllore con un
solo grado di liberta, ossia al caso con il solgrésso errore, ove R u = S e, ovvero:

U(z) = S(2)= D(z)
E(z) R(2)

con D(z) funzione di trasferimento del controllore.
Per chiarezza, si fa riferimento allo schema dirfég8.6.

v(t) e(t)Tik)» D(z) il Ho(s) v Gp(s) i

Figura 8.6 Schema di controllo digitale

Le cosiddette specifiche deadbeat fanno riferimaaite caratteristiche della risposta del
sistema retroazionato quando l'ingresso di riferitbed un segnale di prova a gradino, rampa
o parabola.

Si consideri ora il caso della risposta al gragirocui le specifiche richiedono:

1. I'errore a regime nullo (tracking esatto);
2. estinzione del transitorio in un tempo minimo fanit
3. non siano presenti oscillazioni tra gli istantcdmpionamento.

Le prime due specifiche citate stanno ad indicée & necessario un numero finito di passi
affinché I'errore diventi nullo e che tale condizéoé raggiunta nel minimo tempo possibile.
Queste specifiche possono essere introdotte solsigemi discreti poiché nei sistemi di
controllo a tempo continuo il regime transitori@stingue in un tempo teoricamente infinito.
La terza specifica mira ad evitare la presenzasdillazioni nascoste, ovvero oscillazioni
indesiderate che si manifestano a tempo continumstante il valore della variabile negli
istanti di campionamento sia conforme a quantodeeato, e che sono di fatto invisibili a
tempo discreto perché in qualche modo mascherafgazesso di campionamento.

Qualora per il controllore sia valida tale speeifié possibile definirlo ripple-free.

Bisogna inoltre dire che, sotto opportuni vincalila scelta del periodo di campionamento T,
si puo dimostrare che, se esiste un istante fiaitpartire dal quale I'errore di tracking
s’annulla per ogni valore maggiore del suddettsesmpre per tali valori la grandezza di
controllo si mantiene definitivamente costanteprall 'uscita si mantiene pari al valore
desiderato per istanti multipli del periodo di caomamento T.

La funzione di trasferimento del sistema ad aneiioiso vale:

Y(z) = D(2)Gy(z)
V(z) 1+D(2)G(2)
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dove si & assunto @) =Z[Hq(s)Gy(2)].
Al fine di soddisfare la specifica deadbeat, s’im@che la relazione precedente valga:

Y2) = D@)GE) = Gu@)=at+ar+..+ta=a+ azt+az"
V(z) 1+D@)G(R) Nz

con N> n, essendo n il grado del denominatore g{r}s
E’ possibile quindi calcolare il controllore:

D@)=Gnz)
[1- G(2)]IGx(2)

Affinché I'equazione di progetto definisca una legdi controllo fisicamente realizzabile,
devono essere soddisfatte delle condizioni di kalei causalita.

Per quanto riguarda la causalita, le condiziorsatidisfare sono due.

La prima impone che sey@) presenta un fattore 2 la Gn(z) deve contenere almeno un
fattore Z"con hek.

La seconda invece dice che é necessario che ibgtadnumeratore di D(z) sia minore o
ugualea quello del denominatore.

Per quanto riguarda invece le condizioni di st&bié necessario, anche se non sufficiente
evitare la cancellazione poli-zeri a modulo maggidiruno tra il controllore D(z) e il sistema
Gp(2).

Per soddisfare tale condizione & necessario chtié pdli instabili, o al limite di stabilita’, di
Gp(z) siano zeri di 1 - &(z) e che tutti gli zeri di %z), che giacciono nella regione di
instabilita, siano anche zeri di@).

Una volta chiarite le specifiche, il progetto silgppa come segue.

La classe di ingressi che si considera & quellas@gnali canonici discreti, la cui trasformata
zeta V(z) e data da:

V(z) =P(2)
(1 _ Z—l)q+l

dove P(z) & un polinomio in"zprivo di zeriin z = 1.

Nei sistemi di controllo interessano le rispostegi@dino unitario (P(z) = 1 e q = 0), alla
rampa lineare (P(z) = Tze g = 1) e pit raramente alla rampa parabolica

(P(z) =0.5Fz Y1 + zY e q = 2) dove T & il periodo di campionamento.

Il segnale d’errore E(z) puo essere calcolato nmi€lika:

E(z) =V(2) - Y(2) = V(2) [1 - G(2)] = P(2)[1 - Gu(2)]
(1-2)9

e poiché si desidera che I'errore si annulli inteimpo finito e che rimanga tale a regime,si
impone:

1-Gu(2) = (1-Z1"N(2)

dove N(z) & un polinomio in Z.

Si ottiene poi, sostituendo 1 &) = (1 - z™) 'N(z) nell’espressione di E(z), che E(z) =
P(z)N(z) e questa ci dice che E(z) & espresso coraesomma di un numero finito di termini
in z' e che dunque la sequenza e(kT) va a zero in un nourfigito di periodi di
campionamento.
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Dalle precedenti considerazioni, I'espressionaegblatore D(z) = &z)/[1 - Gn(2)]Gp(2)
diviene:

D(2) = Gn(2)
G@)(L-27) "N()

Come spiegato in precedenza, per far si che iersatnon presenti, dopo il transitorio,
oscillazioni tra gli istanti di campionamento, sivdanno imporre, nell'ipotesi di sistema
continuo G(s) BIBO stabile, le condizioni:

y(t) = costante pertNT per ingresso a gradino ;
dy(t)/dt = costante petNT per ingresso a rampa lineare ;
dy(t)/df® = costante pepNT per ingresso a rampa parabolica.

Le precedenti condizioni devono essere tradott®mdizioni sul controllo u(t).

Per concludere, prima di svolgere degli esempii@spli, vengono fatti alcuni commenti di
tipo generale sul progetto di tipo deadbeat.

In primo luogo il comportamento del sistema in ga#ione dipende molto dai segnali
d’'ingresso canonici per cui e stato progettatooitmllore. Infatti si potrebbero avere delle
risposte non soddisfacenti per segnali diversiwligspecificati.

Inoltre i sistemi a tempo di risposta minimo, non@ sempre da preferire perché comportano
valori elevati per il segnale di controllo e quindaggior potenza e costo dell’attuatore che
non deve saturare, pena una risposta difforme déaqorogettata.

Infine la variabile di controllo pud presentare enxatle ringing (ossia oscillazioni alla
frequenza di campionamento), di ampiezza tale der poovocare saturazioni degli attuatori
nel sistema reale, e cio in particolare per perithdampionamento troppo piccoli.

Esempio 8.2
Si consideri lo schema 8.6 in cui:

Gp(s) =1
(s+1)s

e si voglia progettare il controllore D(z) in modbe il sistema retroazionato abbia una
risposta deadbeat in corrispondenza all'ingreggadino.

Il periodo di campionamento sceltoe T = 0.8 s.

Si noti che la funzione di trasferimento adottata stessa dell’esempio 8.1.

Calcolando la trasformata zeta d’entrambi i merdblfequazione si ottiene:

Gy2)=Z|1-€"1 =K(z=b) =K@-bz%z™* =0.2493(1 +0.7669)z*
s s(sHl) (Hz-a) @A-H@A-azl) @-zH1-0.44937)

Poiché G(z) presenta un ritardo 2 ed & un sistema del secondo ordine (infatti n = 2
relativamente alla rappresentazione in z), si assym 0 ed N=2.
La funzione di trasferimento ad anello chiuso tespertanto:

Gn(z) =azt +az™

e quindi , poiché si sta considerando un deadfm¥angresso a gradino (caratterizzato da
q=0),siottiene 1-@z)= (1-zYHN(2).
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Si noti che per evitare la cancellazione critich#o in z = 1 di G(z) si dovrebbe imporre
che uno zero nella stessa posizione compaia inGL(z), ma tale condizione appare gia
soddisfatta nella relazione 1 m@&) = (1 - ZY)N(z).

Inoltre per evitare ripple tra i vari istanti dimpionamento € necessario imporre che l'uscita
sia costante per2T, essendo N pari a 2.

Tale condizione, riportata sull'uscita dell'holdeichiede che il segnale di controllo sia
costante sempre pefaT, ossia:

UZ) = +bizt+bE?+z3+..)

In particolare deve essere b = 0 in quangsjccontiene un integratore e quindi y(t) costante
implica u(t) nullo.

La precedente relazione si semplifica quindi in)u(iy + bz ™.

Moltiplicando sia il numeratore che il denominatper la trasformata zeta dell'ingresso v(t),
conoscendo la relazionen®@) = Y(z)/V(z) e U(z) = Y(z)/ &z) , si ottiene:

U@) = Y(2)V(z) = Gn(2)V(2) = Gn(2) 1 (1-7(1-0.44937") =
G(2)V(2) G(2) (1-7) 0.2493(1 + 0.76692)z *

= Gi(2) (1 — 0.44937)
0.2493(1 + 0.7669z *

La condizione affinché la precedente espressionédsca alla forma U(z) =+ bz *

impone:

Gm(z) = (1 +0.76697)z G,
U(z) = (1 — 0.44934)G,
0.2493

con G parametro costante.
Sostituendo @z) =az ™ + @z 2in 1 - Gy(z) = (1 - ZY)N(2) si ha 'uguaglianza:

l-azt-az?%=1-zYN(@)
da cui é possibile ricavare le due relazioni stdius

NZ)=1+(@1-azHz?
l-a-a=0

in quanto N(z) deve dividere il primo membro ddliaaz ™ - &z % = (1 - ZY)N(z).
Uguagliando G(z) = (1 + 0.76692)z ‘G, e Gy(z) = az * + &z ?si ottiene:

Gi=a
2 —0.7669 a=0

da cui si ricavano i valori dei coefficientidella Gn(z) espressa come somma di un numero
finito di termini in ', i quali valgono & 0.566 e a= 0.434.
Dopo aver ricavato Zz) e N(z), & possibile ricavare il controllore P(z

Gm(z) = 0.5667" + 0.43472
N(z) =1+ 0.4347
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D(z2) =.Gn(2) =2.27 —1.027
G@)1-z"'IN@)  1+0.4347

Vengono riportati in figura 8.7 i risultati dellansulazione in cui il sistema controllato sia
esattamente uguale a quello nominale.

12 F T B

y(t)

—

v(t)

2.270 = #

u(t)

-1.020 |

0 J i (secondi) g
Figura 8.7 Simulazione nel caso in cui il sistezoatrollato sia uguale a quello nominalg($3

Inoltre in figura 8.8 sono mostrati i risultati lr@so in cui il sistema controllato reale
presenti una dinamica non modellata, e quindi teifone di trasferimento "reale” sia la
seguente:

Gy(s) =10
s(s + 1)(s + 10)

mentre il controllore sia sempre basato sul modeiminale.

1.2
L e
¥(t)
v(t)
0 4 } 3

2.270 = ¥ I
u(t)

-1.020 |

0 i (s::condi) 8

Figura 8.8 Simulazione nel caso in cui il sisteroatrollato presenti una dinamica non modellatawopolo in
s=-10.

Infine € riportata in figura 8.9 la simulazionedandizioni di G(s) nominale, con ingresso
V(s) a rampa lineare.
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Con tale ingresso si puo definire I'errore a regandata I'ampiezza del segnale d’'ingresgo r
eduna costante di velocit k

Infatti, si ha che &= 1o/ ky .

Nel caso esaminato si nota un errore a regimespamidente ad una costante di velocita
ky=0.872.

Supponiamo ora di voler modificare il progetto indo da imporre anche una specifica sulla
costante di errore di velocita, ossiakk,y.

In tal caso, poiché e presente un ulteriore vincs#wa necessario modificare la specifica su
Gm(z) introducendo nuovi gradi di liberta, ossia impodo N-3.

Per semplicita si considera il caso in cui N=3 assiume:

Gm(z)=az'+az?+az”
Inoltre vale:

ky=lim |1-2z" D(2)Gy(2)| =lim|1-Z' Gu(2) =Gn(1) = Ky
zo1 | T -1 T (1-ZYN(2) T N(1)

dove T e il periodo di campionamento.
Poiché il modello G(z) ha un guadagno statico unitario, ovverg(l3 = 1 € possibile
ricavare:

N(1)=1__
Ty

Qualora fossimo nel caso ripple-free peBT , la trasformata zeta del segnale di controllo
varrebbe:

U@) =+ bzt +bz?

Il progetto verra svolto in maniera analoga a guatidicata nella prima parte di questo
esempio, eccetto per il fatto che nella relaziti(g) = (1 — 0.44937)G; il termine G non &

0.2493

una costante, ma bensi un polinomio di primo giado™ .

y(t)

v(t)

1.816

u(t)

0

0 ' (secondi) g
Figura 8.9 Simulazione in condizioni dj(&) nominale, per ingresso V(s) a rampa
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8.5 Progetto deadbeat semplificato

Si considera ora un procedimento di tipo deadbespsficato rispetto a quello presentato
nel paragrafo precedente.

Lo schema di controllo a cui si fa riferimento éngpee quello di figura 8.1, anche se nel
seguente tipo di progetto, per semplicita, la dmtine sara limitata solo al caso d’'ingresso a
gradino.

E importante ricordare che, nel caso in cyi(zEnon abbia né poli né zeri fuori dal cerchio
unitario o dalla comunque dalla regione di stadilihon vengono posti vincoli alla totale
cancellazione della dinamica del sistema da patteahtrollore e quindi si puo richiedere sul
sistema in catena chiusa la seguente specificalfieatp:

Gm(z) = 2"

dove k e maggiore o uguale a n — m, che rappredantifferenza tra il grado del
denominatore e del numeratore ¢(Z.
La semplificazione adottata corrisponde al cag®ls=az * + az %+....+ az ™ in cui tutti
i coefficienti acon i=0,..,k-1 e con i = k+1,..,N sono nulli, g=4l.
Sostituendo @G(z) =z in D(z) = Gu(2) si ottiene:
[1 - Gi(2)]Gx(2)

D)= __ Z

[1- zk]Gp(Z)

In questo modo il progetto del regolatore risuitendlto semplificato.

8.6 Progetto semplificato secondo Dahlin

In questo procedimento l'obiettivo e' quello digetiare un controllore a tempo discreto in
modo tale che il risultante sistema a catena chiussenti una risposta al gradino simile a
quella di un sistema di primo ordine con un ritafideo.

Prima di definire la risposta al gradino Y(s), isorda che allo scopo d’ottenere regolatori a
bassa complessita, € opportuno utilizzare modsttigificati del sistema da controllare.

Si consideri ora la risposta al gradino:

Yis)=e" 1
AS+1 s

dove 0 rappresenta il ritardo & un parametro d’aggiustamento che corrisponde ad un
costante di tempo.
Si puo definire I'uscita corrispondente a tempa@idio:

Y2)=Z| e 1|=(1-e™3z™

As + 1 A-D(1-e™z?

dove il valore N esprime in multipli del periodoaimpionamento T il ritardo contenutofin
Considerando come ingresso un gradino, la cuidrasfta zeta & V(z) = 1/ 1 -Zla
specifica di progetto diventa:
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Gn(2)=Y(2) = (1—e™Mz M= 1.¢T"
V(z) 1-d*z? z'\I+1 zNe ™

Il regolatore ottenuto € il seguente:

D=1 Gfz) =1 (1-g™z™
G@) 1-G(2) G@ 1-e"zl-Q-e")z™

Per la fisica realizzabilita del regolatore D(z)}INnon puo essere inferiore alla differenza tra
il numero di poli e quello degli zeri diZ).

Si deve anche considerare la possibilita ch@)3ontenga zeri esterni al cerchio unitario o
poco smorzati. In questo caso dovranno essereradntatti a loro volta zeri di &(z).

In alternativa si puo ricavare la D(z) dalla formybrecedente considerando, perdo, come
modello del processo la seguente funzione di triaséato:

G'(2) = 2" B(2)B*(1)/A(2)

dove B(1) & il polinomio che contiene tutti gli m zerciiminati di G,(z) valutato per z = 1
per non variare il guadagno statico , mentre ihtee 7" mantiene inalterata la differenza tra
i gradi del numeratore e del denominatore. Cioigponde a sostituire agli m zeri esterni, o
poco smorzati, m zeri nell’origine.

In ogni caso I'espressione finale per la funziomeraksferimento a catena chiusa e diversa
dalla Gy(z) del sistema del primo ordine.

Inoltre essenda un parametro d’aggiustamento, la sua diminuzi@ameporta la necessita per
sistema d’andare a regime in un tempo piu breveimdgla specifica di progetto richiedera
un’azione piu accurata di controllo.

Esempio 8.3
Si consideri un processo da controllare descrattacdeguente funzione di trasferimento:

Gp(s) =

(o 5s + 1)(s +4f2s + 1)
In questo caso si considera il seguente modello:

Gl(S) — e-l.463
3.34s +1

Si suppone di porre T = 1 s e si sostituisce dumglia formula di D(z) la &z)}r-=1.
Innanzitutto & necessario effettuare la discretimree di G(S):

Gl(z)|T=1: Z 1— e—ST e—l.46$ =7 (1 z° ) Z 0465
S 3.34s + (3 34s+1

_ ZzE_ _e™T 4 (™. ey, ‘] = 0.1493(z + 0.7334)

1-8z* 7%z - 0.7413)

dovea =1/3.34=0.2994 ed m=1-0.46 = 0.54.
Il regolatore che cosi si ottiene, per il valorémirametrov=2, e il seguente:
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D(z)|5=2= Gy(s) =.0.392 7° = Z(1-0.7417Y) =
(1-0.608'z0.392 7%  (0.149 + 0.11 %)

=2.63(1—0.741 %) =
(1-291 +0.392z% (1 + 0.738 7%)

= 0.6487 — 0.4809z
0.2461 + 0.03123z 0.2063 7°— 0.07103Z°

In effetti, il confronto tra gli andamenti temparalell'uscita nei tre cash=1, A=2 e A=5,
riportato nella parte alta della figura 8.10, hgggrito di scegliera=2.

Nella parte bassa dell'immagine e riportato inveaedamento della variabile manipolabile
u(t) nel caso.=2.

Si noti la presenza di un notevole effetto di mygiossia di oscillazioni alla frequenza di
campionamento, che pud causare problemi di usur@as® in cui I'attuatore sia di tipo
meccanico.

Le oscillazioni della variabile manipolabile sonovdte essenzialmente alla presenza in D(z)
del polo z=-0.738 sull’asse reale negativo, cheosgmo al punto -1.

Una possibile soluzione € quella che consistealgliinazione del polo e nella modifica del
guadagno del regolatore.

Per poter applicare questo rimedio il sistema datrobare deve essere sufficientemente
filtrante.

Il polo che si desidera eliminare fornisce, a regithseguente contributo al guadagno:

1+ 0.7387%,-,=1.738
per cui il regolatore Dahlin originario viene cosodificato:

D(z) =1.513(1 — 0.741°%)
(1-z71)(1-0.3927%

L’andamento della variabile d’uscita y(t) e di daghanipolabile u(t) nella nuova condizione
di progetto sono riportate in figura 8.11.

12 ;
|

y1(t)
y2(t)
y5(t)

u2(t)

0 ' . {secondi) 40

Figura 8.10 Confronto grafico tra gli andamenti pemali dell'uscita pei=1,A=2 e)A=5
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1.2

y(t)

u(t)

0

(sécondi)

40

Figura 8.11 Andamento delle variabili y(t) e u(®@pd la correzione dell’effetto ringing

8.7 Progetto con specifica diretta sul controllo

Questo tipo di progetto € molto semplice, ma nonmatte nessun grado di liberta
d’aggiustamento, a differenza, ad esempio, del gitogsemplificato secondo Dabhlin

(parametrd.).

In risposta al gradino unitario V(z) = 1/(1 -} si desidera che le variabili y(t) e u(t) abbiano
'andamento di figura 8.12, ossia, considerand@low negli istanti discreti, si vuole che

valga:

Y2)=yizt+z%+ 23+ ..

UZ)=w+ wz+uz?+uz>+ ...

0, piu in generale, ammettendo un transitorio ghassi,

Y2)=yiz t+yz %+ otz N+ z
UZ)=w+wz+ ... +uz N+ u(z

1

n

—N-1
-N-1 —-N-2

+ ...
+z277+ )

o

&,

u

= R

Figura 8.12 Andamento di specifica dell’'uscita ytlel controllo u(t)
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Si noti che il valore y riportato in figura 8.12& necessariamente pari al reciproco del
guadagno statico del processo.

La relazione Y(z)/V(z) e di tipo polinomiale e, regso cui si fa qui riferimento per semplicita
espositiva, si ha:

Y@2)=(1- zHYyizt+z2+ 23+ )=z v Q- wz = pz Tt pz? = P(2)
V(2)

Come la relazione tra l'uscita e l'ingresso, anchwlla tra la variabile manipolabile e
I'ingresso é di tipo polinomiale. Infatti, si ha:

U@)=(1 - 2 (U + tz ™+ wz *+ ...) = WH(Ur- Uo)z (- Uz ?= G+ cuz ™ + gz P = V(2)
Q(2)

Come si puo facilmente verificare, in generale,oeficienti dei polinomi P(z) e Q(z2)
soddisfano le relazioni:

Zipi=1 ZiQi:Uf

Inoltre poiché la funzione di trasferimentq,(® pud essere espressa come rapporto tra i
polinomi precedenti:

Gp(z) =XY(z) = Y(z2) V(z) = P(2)
U@z) V(z) U(z) Q(2)

il regolatore D(z) e espresso tramite la seguearitzione:

D@)=1  Y(2)/NV(z) =Q(2P(z)  =0Q(2)
G(2) 1 -Y(2)/V(2) P(z) 1-P(z) 1-P(2)

Siccome u(t) & costante a tratti, il numero di azioni da imporre &€ uguale all'ordine del
modello del processo.

Si noti inoltre che, se il processo contiene uardid z™
fisicamente realizzabile.

N I'espressione di D(z) & ancora

Esempio 8.4

Si consideri ancora lo stesso sistema utilizzat@rogetto secondo Dahlin.
Si assuma il modello discreto;@)f=1 € lo si normalizzi in modo che i due polinomi a
numeratore e a denominatore soddisfino le rela2ign= 1 €Y g = .

i i

Gi(z)lr=1 = 2%(0.1493 + 0.1095 7) = z'%0.577 + 0.423 7) = P(z)
1-0.7413'z 3.86 —2.86 Q(2)

Utilizzando la formula, precedentemente espostal pegolatore D(z), si ottiene:

D(z) = 1-0.74137
0.2588 - 7(0.1493 — 0.1095%)

Gli andamenti della variabile controllata y(t) elldevariabile manipolabile u(t) sono
rappresentati in figura 8.13.
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13 F

0 ' (secondi) 40

Figura 8.13 Andamento delle variabili y(t) e u(@lative al regolatore ottenuto con una specificgattii sul
controllo

8.8 Progetto con variazioni di carico

Le tipologie di progetto esposte nei paragrafi pdemti erano basate su richieste
d’asservimento dell’'uscita al segnale di riferirgmhentre in questo caso si operera al fine di
minimizzare l'influenza del disturbo, come ad eseanvariazioni di carico.

Questa tecnica é di particolare interesse applizatiel caso d’adozione di periodi di
campionamento T grandi.

Facendo dunque riferimento allo schema di figurkd8l'uscita pud essere espressa nel
seguente modo:

Y(z) = NG(z)
1+ D(z2)&2)
Gp(2) =Z[H(s)Gy(s)]

ed elaborando tale relazione, si ottiene I'espoessdel regolatore:

D(z) =NG(z) - Y(2)
G(2)Y(2)

dove NG(z) é l&Z-trasformata del prodotto N(s)(3).

N(s)

Y{(s
——+ D(z) —"—{ H(s) —CL— o

Figura 8.14 Schema relativo al progetto per vaiez di carico
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Il procedimento da adottare per giungere alla sirdel controllore D(z) e il seguente:

- si sceglie il disturbo d’ingresso N(s), che tgmente € un disturbo a gradino;
- si specifica 'andamento desiderato per la vdaabuscita Y(z);
- si calcola il controllore D(z).

La differenza, rispetto al caso d’inseguimento 'ohglfesso, consiste nel fatto che listante
d’applicazione del disturbo non é fisso, e quirmh prevedibile da parte del progettista.

Tale situazione dovrebbe far prendere come rifertmel caso peggiore, anche se, nella
situazione piu generale in cui il disturbo e simizaato con il campionamento, non siamo in
tale condizione.

Figura 8.15 Caso d’'applicazione del disturbo instante di campionamento

Nell'ipotesi che il processo abbia un ritarép fisicamente presente oppure derivante da
dinamiche non modellate, il caso peggiore d’applmae del disturbo @ unita di tempo
prima di un istante di campionamento, come si paaeve nellimmagine sottostante.

Infatti, & facile verificare la presenza di unnita pari a 8 + T tra I'applicazione del disturbo

e la reazione nella variabile d’uscita y(t), memte¢ caso precedente tale intervallo era solo
T+6.

n(t)

y(t)

0 T-60 T ' 2T 2T +49

T+ QG—J

Figura 8.16 Caso peggiore d’applicazione del distur
Esempio 8.5

Si consideri un sistema con un ritarflcche, per semplicita, si assume pari al periodo di
campionamento T.
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G(s) :LST_
1 +s

La prima operazione da svolgere e calcolare:

Gp(z) =(1=b)Z> con b=¢™"
1-bz?
NG(z)=Z@®' ) =_(1-b?
[(1 ts)ﬂ (1-2)@-bz?h

Se si considera il caso peggiore, dopo I'applicaidel gradino di disturbo si puo osservare
che non é possibile influire sulla variabile cofiti@ y(t) fino all'istante T + @ = 3T .
Si hanno infatti i seguenti vincoli sulla variabd&iscita:

y(0)=0 y(T)=0 AD=1-b y8T)=1-2b

che si ricavano calcolando l'antitrasformata déliazione NG(z), con N(s) = 1/s, nei primi
quattro istanti di campionamento.
Essi sono riportati in figura 8.17.

A

-,

4T

Figura 8.17 Vincoli sulla variabile d'uscita

Inoltre, essendo NG(z) = g(2T)z+ g(3T)z 3+ ... i valori di g(2T) e g(3T), cioé i vincoli
sulla y(t), si calcolano come riportato:

g(2T) = lim NG(z)Z

Z—0

g(3T) = lim[NG(z) - g(2T)Z?] 23

Z—0

| valori di y(nT) per n>3 possono essere assegnptacere e costituiscono la vera e propria
specifica sulla variabile d’uscita.

Assegnando y(nT) = 0 per n>3, in quanto si vuoleudlare il prima possibile I'effetto del
disturbo, si ha:

Y2 =(1-b)Z?+(1-K) z3
e quindi il regolatore D(z) assume la forma:

D(z)= 1+b+HB1- b(l+b)7
1+b%hb
1-b  (1-3L+(1+b)2)
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Y

Si noti che é possibile l'insorgenza del fenomenoridging, ossia di oscillazioni alla
frequenza di campionamento, in quanto & presenplaninstabile in z = -(1 + b).
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